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X bir kiime ve d : X X X — R bir fonksiyon olmak iizere (X, d) ikilisine metrik uzay
denir eger x, y, z € X,
M. d(x, y) =0,
M2. d(x, y) =0 if and only if x =y,
M3. d(x, y) =d(y, x),
M4. d(x, y) < d(x, 2) + d(z, y).

(X, d) bir metrik uzay olsun.

1.Herx,y,z€ X igin | d(x, 2) | > |d(x, y)—d@, 2) | esitsizliginin saglandigin1 gosterin. (3
puan.)

Hera e Xvere R igin, X’ in B(a, r) = {x € X : d(a, x) < r} altkiimesine a merkezli, r
yaricaph acik yuvar denir. Acik yuvarlarin bilesimine acik kiime denir.

2. X’in bir U altkiimesinin agik olmasi i¢in, her a € U icin a € B < U i¢indeliklerini
saglayan bir B a¢ik topunun olmasinin yeter ve gerek kosul oldugunu kanitlayin. (2 puan.)

3. X’in bir U altkiimesinin acik olmasi i¢in, her a € U i¢in B(a, r) < U iliskisini saglayan
pozitif bir r gergel sayis1 olmasinin yeter ve gerek kosul oldugunu kanitlayin. (4 puan.)

4. Her a € X i¢in, esitligini kanitlayin. (3 puan.)
5.Hera e Xvere R igin, X’in B(a, r) = {x € X : d(a, x) < r} altkiimesine kapal top

denir.

Sa. Kapal1 toplarin tiimleyenlerinin agik kiime oldugunu goésterin. (3 puan.)
Sb. Her a € X i¢in, esitligini kanitlayin. (3 puan.)
S5c. KcXveag Kolsun. Her n = 1, 2, ... i¢in U, = B(a, 1/n)° tanimim yapalim. K C

U:;lU , icindeligini kanitlayin. (3 puan.)

6. Asagidakileri gosteriniz.

6a. J ve X acgik kiimelerdir. (2 puan.)

6b. Acik kiimelerin birlesimi agiktir. (2 puan.)

6¢. Sonlu sayida agik kiimenin kesisimi agiktir. (4 puan.)

7. x, y € X iki farkli noktaysa, x € U,y € Vve U NV = olacak sekilde U ve V agik
kiimelerinin var oldugunu gésterin. (3 puan.)

8. X=Rvedy) = |x - y | olsun. (R, d) ikilisinin bir metrik uzay oldugunu gostermek

basit. R iizerindeki bu metrige Oklid metrigi ya da standart metrik denir. R’den bir metrik
uzay olarak bahsedildiginde {izerinde bu metrigi varsayacagiz.



8a. R’ nin (0, 1] araliginin agik olmadigin1 gosterin. (3 puan.)
8b. [0, 1]° kiimesinin agik oldugunu gosterin. (2 puan.)

U kiimesi R’nin agik bir altkiimesi olsun. x, y € U igin, x =y < [x, y] U [y, x] € U
tanimini yapalim.

8d. Her denklik sinifinin bir acik aralik oldugunu gdésterin. (7 puan.)

8e. U’'nun ayrik agik araliklarin birlesimi oldugu sonucuna varin. (1 puan.)

8f. U’nun sayilabilir sonsuzlukta ayrik agik araliklarin birlesimi oldugu sonucuna varin. (7
puan.)

9. B kiimesi X metrik uzayinin bir altkiimesi olmak {izere, B < B(a, r) iliskisini saglayan

bira € A ve r € R varsa B’ye X’in smmrh altkiimesi denir. B’nin sinirli olmasinin segilen
a’dan bagimsiz oldugunu kanitlayin. (5 puan.)

10. K kiimesi X metrik uzayinin bir altkiimesi olsun

X’in acik altkiimelerinin ailesi (U))c; e8er K < Uiy U; iliskisini sagliyorsa, (Uj)ies
ailesine K’ nin agik ortiisii denir. J < I ve K € Uic;y U;ise (U,))ics ailesine (U,);c; Ortiisiiniin
alt ortiisii denir. Eger K’ nin her acik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa K ya X’ in tikiz alt
kiimesi denir .

10a. Her sonlu kiimenin tikiz oldugunu gosterin. (2 puan.)

10b. Sonlu sayida tikiz kiimenin birlesiminin tikiz oldugunu gosterin. (3 puan.)

10c. Metrik uzaylarin tikiz altkiimelerinin sinirli oldugunu gosterin. (7. soruya bakin). (5
puan.)

11e. [a, b] kapali araliinin R’ de tikiz oldugunu gosterin (Oklid metrigiyle). (20 puan.)



