MATH 111

Fonksiyonlar lizerine 6devler
Ekim 1999

Ornek 1. X=Y =N, f(x) =2x + 1 olsun.

Ornek 2. Bir x dogal sayisina x/2 sayisini eslestiren kural N den N ye bir
fonksiyon degildir, ciinkii x/2 her zaman bir dogal say1 degildir. Ote yandan, ayn1 kural

N den rasyonel sayilar kiimesi Q ya bir fonkiyon tanimlar.
Ornek 3. Her x € N elemanini y* = x olacak sekilde bir y reel sayisina eslestiren

kural N’den R’ye bir fonksiyon degildir, ¢iinkii, x = 0 harig, y* = x denkleminin iki
farkli coziimii vardir. Bagka bir deyisle, y degeri her zaman biricik degildir.

1. n elemanl1 bir kiitmeden m elemanli bir kiimeye ka¢ fonksiyon tamimlayabiliriz?

Eger f, X’ten Y ye bir fonksiyonsa ve A, X in bir altkiimesiyse f fonksiyonunun A
nin elemanlarinda aldig1 degerlerin kiimesini f(A) ile gosteririz.Daha formel olarak,
flA)={ye Y:baziae A iciny=f(a) }.

2.X=Y=N, fix) =2x + 1 olsun.
2a. f(N) yi bulun.
2b. f(f(N)) yi bulun.

2¢. f(f(f(N))) yi bulun.
2d. f(f...(fIN))...) yi bulun. (Burada n tane f var.Bu kiimeyi f"(N) ile gosteririz.)

f, X’ten Y’ye bir fonsiyon ve A ve B, X’in iki altkiimesi olsun.

3. Eger A c B ise flA) < f(B) oldugunu gosterin.

4. f(A U B) = f{A) U f(B) oldugunu gosterin. Tabii ki, aym esitlik kiimelerin
herhangi sonlu brlesimi i¢in de gegerlidir.

5. flA N B) C flA) N f(B) oldugunu gosterin. Ayni i¢indelik iliskisi herhangi sonlu
sayida altkiime i¢in de gecerlidir.

6. f(A N B) nin f(A) N f(B) den farkl1 olabilecegini gosterin.(Bunu gostermek i¢in
X, Y, f, A ve B ornekleri bulmalisiniz.)

7. f(A\ B) ile f(A) \ f(B) arasindaki iliski hakkinda ne soylebilirsiniz?

8. f(D) = D oldugunu gosterin.

(A))er X’in altkiimelerinin bir ailesi olsun.



9.f(JA) = Jr ) oldugunu gosterin (4. sorunun genellestirilmis hali)

i€l iel
10. f((4;) < () f(A) oldugunu gosterin. (5. sorunun genellestirilmis hali)
iel iel

Bundan sonra, f fonksiyonunun X kiimesinden kendisine gittigini varsayalim, yani, f,
X’ten X’e giden bir fonksiyon olsun. Eger X in bir A altkiimesi i¢in f{A) C A ise, A’ya f-
kapali denir. X ve & kiimeleri elbette f- kapalidir.

11. Eger A, X in f- kapali bir altkiimesiyse, o zaman f(A) da f- kapalidir.
12. U f"(A) kiimesi X in f- kapali bir altkiimesidir. (Kabul gbrmiis bir kural olarak f %A) =

neN
A alinir. n > 0 igin f"(A) nin anlamu1 2. sorunun d sikkindan bariz olmall.)

13. Herhangi bir f fonksiyonu ve X in herhangi A altkiimesi igin (") " (A) kiimesi f- kapal1

neN

midir?

14. f- kapali kiimelerin kesisimlerinin de f- kapali olduklarin1 gosterin. Bagka bir deyisle,
eger her biri e I'i¢in A; X in f- kapali bir altkiimesiyse o zaman (] f(4,) kiimesi de X in f -

iel

kapal1 bir altkiimesidir.

15. A, X in bir altkiimesi olsun. X in A’y1 i¢eren tiim f- kapali altkiimelerinin kesigimi X in
A’y1igeren en kiigiik biricik altkiimesidir, gosterin. Yani sunlar1 gosterin:

15a. X in A’y1 iceren tiim f- kapal1 altkiimelerinin kesisimi yine X in f- kapal1 bir
altkiimesidir.

15b.X in A’y1 iceren f- kapali altkiimelerinin kesisimi de A y1 icerir.

15c.Eger B, X in A’y1 iceren f- kapal1 bir altkiimesiyse, o zaman B, X in A’y1 igceren tiim f-
kapali altkiimelerinin kesisimini de icerir.

Bu biricik kiimeyi A" ile gosterelim.

16. A" = | J f"(A) oldugunu gosterin.
neN

17. f, 2’inci sorudaki gibi olsun. (0}’ ={2"-1:ne N} oldugunu gosterin.

18. £, 2’inci sorudaki gibi olsun. {1} icin yukaridaki gibi bir esitlik bulun.

19. £, 2’inci sorudaki gibi olsun. {2} i¢in yukaridaki gibi bir esitlik bulun.

20. f- kapal1 kiimelerin kesisimlerinin de f~kapali oldugunu gosterin.

21. A, X in bir altkiimesi olsun. A nin tiim f- kapal1 altkiimelerinin birlesimi A nin
en biiyiik /~kapal1 altkiimesidir ve bu kiime biriciktir. Bu biricik kiime A° ile gosterilir.

22. A, 3’e boliinemeyen dogal sayilarin kiimesi olsun. A° nedir?



