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. a) Verilen bir X kiimesi i¢in UX soyle tanimlansin:
y € UX ancak ve ancak 6yle bir x € X var ki y € x.

U = 0 oldugunu gosterin. (3 puan)

Kanmt: Tamimda X = () alahm. Bu durumda
y € UD ancak ve ancak dyle bir z € ) var ki y € z.

z € () 6zelligini saglayan bir z olmadigimndan U} = ) oldugunu goriiriz.

b) Verilen bir X kiimesi i¢in MX ve N2 X sdyle tanimlansin:

y€MmX ancak ve ancak y € x her x € X i¢in
y € M2 X  ancak ve ancak y e UX vey € x herx € X igin

M X =N X egitligi her X i¢in saglanir mi? NX i¢in hangi tanima tercih
edersiniz ve niye? (5 puan)
Cevap: Elbette No X C My X ¢iinkii tammdan N X = (N X) N (UX).

Diger yondeki kapsama sadece X # () saglaniyorsa dogru. Diyelim ki X #
0. y € N1 X olsun. y € Ny X oldugunu gostermek icin y € UX oldugunu
gostermemiz gerek, yani bir x € X i¢in y € x olmalh. X # ) oldugundan
ve y € N1 X oldugundan bu dogru. Demek ki bir z € X igin y € z.

Diger yondeki kapsama eger X = () ise dogru degil. Elimizde su var:

Mo = (N10) N (VD) = (N10) NG = .
Diger yandan

y € N10 ancak ve ancak y € = her z € ) i¢in



ve bu her y icin dogru. Dolayisiyla N0 tiim evren olmal ve bir kiime bile
degil.
Bu yiizden NX tanimi i¢in N2 X’i tercih etmeliyiz ¢iinkii bu durumda sonug
X = () olsa bile bir kiime oluyor!
. Oyle bir X kiimesi bulun ki X N p(X) # 0 saglansin. (3 puan.)
Cevap. §) € p(X) oldugundan her X i¢in bogklimeyi eleman olarak iceren
her X igimizi goriir, mesela X = {0} alabiliriz.
. (Ay)ier bir kiime ailesi olsun.
a) Nier 9(Ai) = ©(N;er Ai) oldugunu gésterin. (3 puan)
Kanait:
X €;er o(As) ancak ve ancak X € p(A;) her i € I igin
ancak ve ancak X C A; her i € I igin

ancak ve ancak X C (), A;
ancak ve ancak X € p([;c; Ai)

b) Uier 9(Ai) ve p(U,c; Ai)arasindaki iliski nedir? (4 puan)
Cevap: | J;c; ©(Ai) € (U;c; As) iliskisi dogru. Kamt séyle:
X € U;er 9(A;)  ancak ve ancak X € p(A;) bir i € I igin
ancak ve ancak X C A; bir i € [ igin

gerektirir X C Uer 4
ancak ve ancak X € p(UjerA;)

Diger kapsama yanlig, aslinda eger A;’lerden biri tiim diger kiimeleri icermezse
UserAi € p(UierAs) \ Uiel o(A;).
(X xY)N (Y x X) kiimesi nedir? (3 puan)

Cevap: (u,v) € (X xY)N (Y x X) olsun. (u,v) € X x Y oldugundan u,
X’in bir elemam ve v de Ynin bir elemani. Benzer sekilde, (u,v) € Y x X
oldugu i¢in, u, Y nin bir eleman1 ve v de X’in bir elemani. Yani hem u
hem de v X NY’nin elemani. Demek ki (u,v) € (X NY) x (X NY).

Diger yondeki kapsama, (X NY) x (X NY) C (X xY)N (Y x X), bariz.
.« herz € a igin * C «a kosulunu saglayan bir kime olsun. o U {a}

kiumesinin de ayni ozelligi sagladigine gosterin. Bu ozelligi saglayan 4 kime
drnegi verin. (4 puan)

Kamt: z € aU{a} olsun. O zaman ya z € « olur ya da = € {a}.

Eger z € « ise, 0 zaman, varsayimdan, x C « saglanir. « C aU{a} oldugu
i¢in, bu durumda z C a U {a} elde ederiz.

Eger z € {a} ise, © = a saglanir, ve £ = a C a U {a} olur.



0 aym ozellige sahip oldugundan, bogkiimeden baslayip, istedigimiz kadar
ornek iiretebilirz. Iste boyle elde edilen ilk dort érnek:

D=0

ou{0}=1
1u{1} =2
2U{2} =3

. T, su ozelligi saglayan bir ¢izge olsun: herhangi dort o, aq, B, B1 noktast
verildiginde eder a # aq ve B # By saglanmyorsa ¢(a) = B ve ¢p(a1) = b1
esitliklerini saglayan bir ¢ € Aut(T) vardir. T hakkinda ne soyleyebilirsi-
niz? (5 puan)

Cevap: Bu durumda ya ¢izge tamdi (olasi tiim kenarlar mevcuttur) ya
da ¢izgede hi¢ kenar yoktur. Eger bu dogru degilse, dyle o, ay ve 8 # 51
bulabilirz ki o ve «; baghdir (ve dolayisiyla o # «aq) ve 8 ve 1 bagh
degildir. Ama pair (a, ) gibi bagh olmayan bir ¢ifti (5, 51) gibi bagh bir
cifte gondermek imkansiz.

. p R — R, her z,y € R i¢in ¢(x +y) = é(x) + ¢(y) ve ¢(a?) =
#(x)? kosullarina saglayan birebir  bir fonksiyon olsun. Her x,y € R
icin ¢(xy) = ¢(x)P(y) ve her ¢ € Q igin for all $(q) = q esitliklerinin
saglandigina kanatlayin. (10 puan)

Kanit: Her z,y € R igin su dogru ¢(x)? + 2¢(z)9(y) + ¢(y)? = (é(z) +
))? = ¢z +y)? = o((x + y)z) = ¢(2® + 22y + °) = ¢(2”) + 2¢(zy) +
2) = ¢(2)? +2¢(xy) +d(y)? and so 26(x)d(y) = 2¢(xy). Sadelestirerek
Vo(y) = d(zy) esitligini elde ederiz. Bu ilk kismi kanitlar.
) =

#(0) = ¢(0 + 0) = ¢(0) + ¢(0) oldugundan ¢(0) = 0 dogru olmali.

(1) = ¢(1-1) = ¢(1)$(1) oldugundan da ¢(1) = 0 veya ¢(1) = 1 dogru
olmali. Tlk egitlik miimkiin degil, ¢iinkii ¢ birebir ve zaten ¢(0) = 0 already.
Demek ki ¢(1) =

Tiimevarimla kolayca goriiyoruz ki her n € N i¢in ¢(n) = n ¢iinki ¢(n +
1) =é(n) + ¢(1) = p(n) + 1 =n+ 1 (son egitlik tiimevarim varsayimi).
Ayrica, n € N igin elimizde su var 0 = ¢(0) = ¢(n+(—n)) = ¢p(n) +¢(—n)
ve dolayisiyla ¢(—n) = —¢(n) = —n. Yani her n € Z igin ¢(n) = n.

Eger q € Q ise 6yle n, m € Z var ki m # 0 ve ¢ = n/m. Bu durumda su
dogru n = ¢(n) = G(mn/m) = o(m)é(n/m) = me(n/m) ve d(n/m) =
n/m, yani ¢(q) = q.
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o(x
(

. Verilen X kimesi i¢in o™ (X), n dzerine timevarimla su sekilde tanimlanar:
P (X) = X and p"1(X) = p(p"(X)).

a) Her X kimesi i¢in {{0},{{X}}} € p"(X) kosulunu saglayan bir n
dogal sayist var madir? (8 puan)



Cevap: Eger n > 4 iseagagidaki énermeler birbirine denk:

{0}, {{X}}} € p"(X)

{0}, {({X}}} C "1 (X)

{0}, {{X}} e p" M (X)

{0}, {{X}} € p"2(X)

0, {X} € p"2(X)

0 e p"?(X)and {X} C p"*(X)
{X} Cp"3(X)

{X} Cp"3(X)

X € p"?(X)

X C p"H(X)

Eger n = 4 ise son kosul tiim X kiimeleri icin gegerli.

Peki n = 5 i¢in de gegerli mi? Yani X C p(X) her X i¢in dogru mu? Bu
kogulun saglanmasi i¢cin X’in tiim elemanlarinin X’in altkiimesi olmasi
gerek. Eger i > 1 ise dyle bir X bulabiliriz ki X Z ¢*(X) saglanir. Demek
ki n > 5 (detaylar aligtirmarakilmigtir).

n = 0,1,2,3 durumlarmda {{0}, {{X}}} € ©"(X) kogulunu saglayan X
kiimeleri bulun.

b) Her X kiimesi ve hern dogal sayst igin p(p™ (X)) = p"(p(X)) esitligini
kanatlayin. (8 puan)

Kanit: n iizerine tiimevarim yapacagiz. Esitlik elbette n = 0 icin dogru. n

i¢in dogru oldugunu varsayalim. Elimizde p(p" (X)) = p(p"(p(X))) =
P (p(X)) esitlikleri var.

c¢) Her X kiimesi ve her n ve m dogal sayilar igin p™ (p™ (X)) = ™ (p"(X))
egitliginin saglandigini gosterin. (8 puan)

Kanit: m iizerine tiimevarim yapacagiz. Esitlik elbette m = 0 icin dogru.

(b) kismindan ayrica m = 1 durumu da gikiyor. m igin esitligin dogru
oldugunu varsayalimx. Buradan " (p™ (X)) = 0" (p(p™(X))) = p(p"(p(X)) =
E" T (p™(X)) elde ederiz.

. N\ {0,1} dizerinde < swalmasim © < y ancak ve ancak z%|y kuralyla
tanwmlayalim. Bu swralamanan tim otomorfizmalarin tarif edin. (5 puan)

Cevap: Bu sirali kiimenin (bu kiimeye bundan sonra I' diyelim) minimal
elemanlar: kare boleni olmayan sayilardir. Bu ytizden I'nin tiim otomorfiz-
malar1 kare boleni olmayan sayilar1 kare boleni olmayan sayilara gotiiriir.
Ama asal sayilarin 6zel bir durumu var. Eger p asalsa p’den hemen sonra
gelen dyle bir eleman vardir ki (bu eleman p?) bu elemandan énce gelen
sadece bir eleman vardir (bu eleman da p). Bundan tiim otomorfizma-
larin carpmay1 korudugu cikar. Dolayisiyla her otomorfizma asallarin bir
permutasyonu tarafindan verilir.

. X bir kuime olsun. T' de X '’in iki elemanly altkimelerinden olusan kiime
olsun. T tizerinde su iliskisyi tamamlayalim: aRfB ancak ve ancak anB = 0.
T bu iliskiyle bir ¢izge olur.



a) | X| =4’%ken Aut(T) grubunun eleman sayisint hesaplayin. (3 puan)
Cevap: I ¢izgesinde sadece ikiger ikiser birlestirilmis alt1 koge var. (Z/2Z)%e
izomorf bir grup kenarlari koruyor ve Sym(3)’de kenarlarin yerleririni
degistiriyor. Demek ki grupta 8 x 3! = 48 eleman var.

Daha bigimsel olmak gerekirse soyle bir kanit verilebilir. Kogeler {1,2, 3,4, 5,6}
ve kenarlar v; = (1,4), va = (2,5) ve v3 = (3, 6) olsun. Sym(3)’i Aut(T") <
Sym(6) icine su fonksiyonla gémebilirsiz:

Id; —  Idg
(12)  +— (12)(45)
(13)  ~— (13)(46)
(23)  —  (23)(56)
(123) > (123)(456)
(132) ~ (132)(465)
Herhangi bir ¢ € Aut(T") i¢in Sym(3)’tin imgesinde dyle bir a elemani

var ki a~1¢ su ii¢ kenar1 koruyor vy = (1,4), vo = (2,5) ve v3 = (3,6).
Yani a~t¢ € Sym{1,4} x Sym{2,5} x Sym{3, 6} ~ (Z/2Z)3. Buradan da
Aut(T') ~ (Z/2Z)3 x Sym(3) elde ediyoruz (gelecek yil agiklanmak iizere).

b) X ={1,2,3,4,5} durumunda T ¢izgesini ¢izin. (3 puan)

On nokta var. Biri digerinin iginde iki besgen ¢izin. Digtakini {1, 2}, {3, 4},
{5,1}, {2, 3}, {4,5} diye etiketleyinh4zi24eyi tamalayin.

c¢) Sym(5) %in Aut(T") i¢inde dogal bir kopyast oldugunu gdsterin. (Gdster-
meniz gereken Sym(5) teki her o ’'nin I'’deki bir 6 elemanina denk geldigi,
yle ki o +— & birebir bir fonksiyon ve 0, 0 0y = 01 0 03). (8 puan)

d) Aut(T") ~ Sym(5) oldugunu géosterin. (12 puan)

(c) ve (d)’nin kamti: Elbette her 0 € Sym(5) igin I''nin bir & otomorfiz-
masini bulabiliriz: 6{a,b} = {o(a),c(b)}. Bu fonksiyonun kogelerin bagh
olma iligkisini korudugu bariz. Bu fonksiyon birebir ¢iinkii eger 6 = 7
ise tiim birbirinden farkl a,b, ¢, elemanlar i¢in {o(b)} = {o(a),o(b)} N
{o(b),0(c)} = 6{a,b}nNc{b,c} = 7{a,b}NT{b,c} = {7(a), 7(b) }N{7(b),7(c)} =
{7(b)} ve bu yiizden o(b) = 7(b).

¢ € Aut(I") olsun. Sonunda birim fonksiyonu bulmak igin ¢ ve Sym(5)’in
baz1 elemanlarinin bilegkelerini alacagiz. o € Sym(5)’te ¢{1,2} = 5{1,2}
ve ¢{3,4} = 5{3,4} kogullarim1 saglayan bir s vardir. Boylece, ¢ ye-
rine 07 1¢ alarak, ¢'nin {1,2} ve {3,4} kenarlarimsabir tuttugunu var-
sayabiliriz. Elbette ¢, {3,5} ve {4,5} kenarlarimi ya sabit tutmah ya da
degistirmeli. Sym(5)’teki (34) elemanim uygulayarak bu kenarlarimmda sa-
bitlendigini varsayabiliriz. Aym sekilde ¢, {1,3} ve {2, 3} kenarlarim yabi
sabit tutmali ya da birbiriyle degistirmeli. Sym(5)’teki (12) elemanini uy-
gulayarak bu kearlarinda sabitlendigini varsayabilirz.Bu son durumda tiim
kenarlar sabit.



