
Ek 3. Sonsuz Küçük Eleman

B
u bölümde, bugüne dek ancak rüyalar›n›zda görece¤inizi

tahmin edece¤iniz bir numara gerçeklefltirece¤iz: 3/5,

7/9, !4/5 ve 3 gibi kesirli say›lara �����������bir ele-

man ekleyece¤iz. Miniminnac›k bir fley olacak bu sonsuz küçük

eleman (ya da bu yeni “say›”). O kadar küçük, ama o kadar

küçük olacak ki, milyarda 1’den, katrilyonda 1’den ve her po-

zitif kesirli say›dan daha küçük olacak.

Kesirli say›lar kümesi !’yü içeren, ama ayr›ca bir de “son-

suz küçük” bir eleman içeren yepyeni bir “say› sistemi” yarata-

ca¤›z. Bu say› sisteminde, “say›”lar› toplay›p ç›kar›p çarpabile-

ce¤iz, hatta birbirine bölebilece¤iz. (Tabii ki 0’a bölemeyece¤iz!)

Sonsuz küçük elemana  ad›n› verirsek, 1/ gibi bir elema-

n›m›z da olacak do¤al olarak. Tahmin edilece¤i üzere,  sonsuz

küçük oldu¤undan, 1/ sonsuz büyük olacak!..

Arflimet Özelli¤i
Arflimet’in insanl›k için yapt›¤› haddi hesab› olmayan iyilik-

lerden biri de, ne kadar küçük ad›mlar atarsak atal›m, e¤er hep

ayn› uzunlukta ad›mlar atarsak ve e¤er yeterince ad›m atarsak,

diledi¤imiz kadar uza¤a gidebilece¤imizi anlamas›d›r. Buna k›-

saca “sabreden dervifl yol katetmifl teoremi” diyebiliriz, ama

daha da k›sa olarak �	
����������ad›yla bilinir.



Arflimet Özelli¤i.  > 0 bir kesirli say› olsun. q bir baflka ke-

sirli say› olsun. O zaman n > q eflitli¤ini sa¤layan bir n do¤al

say›s› vard›r. Yani  ne kadar küçük olursa olsun, e¤er pozitif-

se, kendisiyle yeterince defa toplan›nca her say›y› geçer.

Kan›t: E¤er q ≤ 0 ise n = 1 almak yeterli. fiimdi q > 0 varsay›-

m›n› yapal›m. Pozitif a, b, c, d do¤al say›lar› için,  = a/b ve q = c/d

olarak yazal›m. O zaman, b = b 5 a/b = a ≥ 1. Dolay›s›yla

c(b + 1) = c(b +  ) ≥ c(1 +  ) > c ≥ c/d = q

Demek ki n = c(b + 1) almak yeterli. n

E¤er bir  say›s› 0 de¤ilse ve her n tamsay›s› için, n| | < 1

oluyorsa,  say›s›na �����������diyelim... Arflimet Özelli¤i

sonsuz küçük bir kesirli say›n›n olmad›¤›n› söylüyor!

Sonsuz küçük gerçel say› da yoktur elbette. Ama bizim için

bu önemli olmayacak, biz kesirli say›larla çal›flaca¤›z.

Bir  say›s›n›n sonsuz küçük olmas›yla bunun mutlak de¤e-

ri olan | | say›s›n›n sonsuz küçük olmas› ayn› fleydir tabii ki...

Tan›ma bak›l›rsa, pozitif bir  say›s›n›n sonsuz küçük olma-

s› için,

0 <  < 1,

0 <  < 1/2, 

0 <  < 1/3,

0 <  < 1/4, 

...

koflullar›n›n hepsinin birden do¤ru olmas› gerekiyor. Kesirli sa-

y›larda bu koflullar›n hepsini birden sa¤layan bir  yoktur, çün-

kü Arflimet Özelli¤i’ne göre her n > 0 do¤al say›s› için,

0  r

n adet   uzunlu¤unda ad›mla r geçiliyor

2 n 

0  

r

22 adet   uzunlu¤unda ad›mla r geçiliyor

4 

13 21 22 
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0 <  < 1/n

koflullar›n›n hepsini birden sa¤layan kesirli (hatta gerçel) bir sa-

y› yoktur. 

Gerçekle bafla ç›k›lmaz... Bunu dert etmeyece¤iz. Biz gene

de sonsuz küçük bir say› bulaca¤›z. Buldu¤umuz say› kesirli (ya

da gerçel) say› olmayacak tabii. Bambaflka bir evrene geçece¤iz.

Bir fleye dikkatinizi çekerim: Yukarda s›ralad›¤›m›z sonsuz

say›daki koflulun sonlu tanesini sa¤layan bir  mutlaka vard›r.

Örne¤in,  $= 1/1001, ilk bin koflulu sa¤lar (ama bu  sonraki

koflullar› sa¤lamaz.)

Matematikçiler bu gibi durumlarda tüm koflullar› sa¤layan

bir baflka sistemin oldu¤unu hissederler. Tecrübe diye buna

derler iflte... Mant›kç›lar ise bir baflka sistemin oldu¤unu bilir-

ler. Buna da bilim denir! E¤er sonsuz tane koflulun sonlu tane-

si hep sa¤lanabiliyorsa, o zaman sonsuz tane koflulu da sa¤la-

yan bir evren olmal›! Bu ilkeye göre, yukardaki sonsuz koflulu

sa¤layan  ’un oldu¤u bir evren olmal›d›r. ‹flte bu bölümde bu

evreni bulaca¤›z. Üstelik soyut bir bulufl olmayacak bu, evren

karfl›m›zda etiyle kemi¤iyle belirecek.

Önce böyle bir  ’un oldu¤u bir evrenin oldu¤unu varsaya-

l›m. Bakal›m bu varsay›msal evren hakk›nda neler söyleyebile-

ce¤iz? Biraz düflünerek evrene toslayaca¤›z.

Sonsuz küçük bir say› içeren evrene E diyelim.

E ’nin sonsuz küçük bir eleman›na  diyelim:

 $# E.

Ayr›ca kesirli say›lar›n da E ’de olmalar›n› istiyoruz. Demek

ki ! " E olmal›.

Elbette  $9 !.
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E ’nin elemanlar›n› çarpabilmek istedi¤imizden (bölmeyi

daha sonra ele alaca¤›z), E ’de sadece ! de¤il, örne¤in ! ,

! 2, ! 3 gibi altkümeler de olmal›. Bu altkümelerin elemanla-

r›n› toplayabilmeliyiz de. Yani E ’de,

! + ! + ! 2 + ! 3

gibi altkümeler olmal›. Demek ki E ’de kesirli katsay›l› ve “de-

¤iflkeni”  olan tüm polinomlar olmal›. E¤er bölme yapmaktan

vazgeçip sadece toplama, çarpma ve ç›karmayla yetinmeye ra-

z› olursak, sadece polinomlar yetti¤ini görece¤iz, E’de baflka

bir fley olmas›na gerek yok.

E = ![ ]

olsun. E, katsay›lar› kesirli olan ve de¤iflkeni  olan polinomlar

kümesidir. Daha aç›k olarak, E’nin her ƒ eleman›, bir n do¤al

say›s› ve ƒ0, ƒ1, ..., ƒn kesirli say›lar› için

ƒ = ƒ0 + ƒ1 + ! + ƒn 
n

olarak yaz›l›rlar. (E¤er katsay›lar›n hepsi birden 0 de¤ilse, ƒ’nin

de 0 olamayaca¤›n›n kan›t› yan sütundaki gri kutucu¤un için-

dedir.) Burada  ’u tan›ms›z, anlams›z ve yepyeni bir terim ola-

rak görüyoruz.

Yaln›z  ’un sonsuz küçük olmas›n› istedi¤imizi unutmaya-

l›m. Bir de  ’un pozitif olmas›n› istiyoruz. Yani, her pozitif n

do¤al say›s› için,

0 <  < 1/n

olmas›n› istiyoruz. Dolay›s›yla her pozitif q = m/n kesirli say›s›

için, (m ve n’yi pozitif alal›m)

0 <  < 1/n ≤ m/n = q,

yani

0 <  < q

olmal›.

E halkas›nda henüz tan›mlamad›¤›m›z eflitsizli¤in baflka

özelliklerini de irdeleyelim. Yukardaki eflitsizliklerin üç terimi-

ni de herhangi bir pozitif kesirli say›yla çarparsak, q de rastge-

le seçildi¤inden, her a, b pozitif kesirli say›s› için,
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0 < a < b

olmas› gerekti¤ini görürüz. Bunlar›  ile çarparsak

0 < a 2 < b 

olmas› gerekti¤i anlafl›l›r. Bunu böylecene devam ettirirsek, her

pozitif a0, a1, ..., ak kesirli say›s› için, 

0 < ak 
k < ... < a2 

2 < a1 < a0
olmas› gerekti¤ini görürüz. 

Buradan, her a0, a1, ..., ak kesirli say›s› için, e¤er a0 > 0 ise,

a0 + a1 + + a2 
2 + ... + ak 

k > 0

olmas› gerekti¤i ç›kar. Bunu kan›tlayal›m: 

!a1 ! a2 
2 ! ... ! ak 

k ≤ |a1| + ! + |ak| k

≤ |a1| + ! + |ak| 

= (|a1| + ! + |ak|) < a0.

Dolay›s›yla, e¤er ai > 0 ise ve i afla¤›da görülen göstergeçle-

rin en küçü¤üyse,

ai 
i + ! + ak 

k > 0

olmas› gerekir.

 Cebirsel Olamaz
Hemen yukardaki sat›rdan, hepsi birden 0 olmayan 

ƒ0, ƒ1, ..., ƒn

kesirli say›lar› için,

ƒ0 + ƒ1 + ! + ƒn 
n

teriminin 0 olamayaca¤› kolayl›kla kan›tlanabilir. Yani  , ce-

birsel bir say› olamaz.

fiimdi E kümesinin tüm elemanlar›n› (polinomlar›) tek bir

hamleyle s›ralayal›m.

E’den rastgele iki a ve b eleman› alal›m. Bunlardan hangisi-

nin daha büyük olmas› gerekti¤ine karar verece¤iz. Yani a ≥ b

eflitsizli¤inin mi yoksa a ≤ b eflitsizli¤inin mi do¤ru olmas› ge-

rekti¤ine karar verece¤iz. Tabii, a ≤ b eflitsizli¤i için, b ! a ≥ 0

eflitsizli¤i gerek ve yeter koflul olmal›. Dolay›s›yla hangi polino-

mun hangi polinomdan daha büyükeflit oldu¤una karar vermek
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için negatif olmayan polinomlar› bilmek yeterli olmal›.

Rastgele bir ƒ % 0 polinomu alal›m. Bu polinomun pozitif

olup olmamas› gerekti¤ine karar verece¤iz. Polinomu,

ƒ = ƒ0 + ƒ1 + ! + ƒm m

olarak yazal›m. ƒ0 = 0 olabilir elbette. ƒ1 katsay›s› da 0 olabi-

lir. Ama e¤er ƒ % 0 ise, bu katsay›lardan biri 0 olmamal›. ƒk,

0’a eflit olmayan katsay›lar›n ilki olsun. Demek ki,

ƒ = ƒk 
k + ! + ƒm m,

ve k, yukarda beliren göstergeçlerin en küçü¤ü ve ƒk % 0. Da-

ha önce yapt›¤›m›z hesaplardan,

ƒ > 0 ) ƒk 
k + ! + ƒm m > 0

) ƒk + ƒk+1 ! + ƒm m!k > 0

) ƒk > 0

olmas› gerekti¤ini biliyoruz. Demek ki asl›nda eflitsizli¤in tan›-

m›n› da biliyoruz:

ƒ > 0 ) ƒ’nin 0 olmayan ilk katsay›s› > 0.

Dolay›s›yla, ƒ, g # E için,

ƒ > g ) ƒ ! g > 0

tan›m›n› yapal›m. Bunun yard›m›yla, tahmin edildi¤i gibi ≤ ilifl-

kisinin de tan›m›n› yapabiliriz.

Teorem. Yukarda tan›mlanan ≤ iliflkisi E = ![ ] halkas›n›

s›ral› bir halkaya dönüfltürür.

Görüldü¤ü gibi E, !’nün aksine, bu s›ralamayla Arflimet

özelli¤ini sa¤lamaz. yani !’nün her pozitif & eleman› için, n& > 1

eflitsizli¤ini sa¤layan bir n do¤al say›s› olmayabilir, örne¤in & =  

için böyle bir eleman yoktur.

E’nin pozitif &, ( elemanlar›, her n ## (ya da her n #!) için,

n& < (

eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, &’ya (’ya göre sonsuz küçük diyelim ve

bunu 

& << (
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olarak yazal›m. Demek ki  << 1. Hatta, hangi pozitif a ve b sa-

y›lar›n› al›rsak alal›m,

a << b

olur.  2 de  ’a ve 1’e göre sonsuz küçüktür ve  3 de  2’ye,  ’a

ve 1’e göre sonsuz küçüktür.

E bir halkad›r. Yani E’de toplama, ç›karma ve çarpma gibi

ifllemler vard›r ve bu ifllemler hepimizin bildi¤i ve tahmin etti¤i

özellikleri sa¤larlar.

Ama E bir cisim de¤ildir, çünkü E’de bölme yap›lamaz.

Bölme yapabilmek için E yerine,

F = {ƒ/g : ƒ, g # E, g % 0}

kümesine geçmeliyiz. Burada,

ƒ/g = ƒ1/g1 ) ƒg1 = ƒ1g

eflkoflulunu an›msat›r›z. 

ƒ/g = (!ƒ)/(!g) eflitli¤inden dolay›, F’nin her eleman›, bir ƒ # E

ve bir g # E ve g > 0 için ƒ/g biçiminde yaz›l›r. Böyle yaz›lm›fl ƒ/g

ve ƒ1/g1 için,

ƒ/g ≤ ƒ1/g1 ) ƒg1 ≤ ƒ1g

tan›m›n› yapal›m. fiimdi, F, üstünde toplama, ç›karma, çarpma

ve (0’dan de¤iflik bir elemanla) bölme yap›labilen ve yukardaki

teoremi sa¤layan bir nesnedir.

 $# F, gene sonsuz küçüktür, yani her n > 0 do¤al say›s›

için, 0 <  < 1/n dir. Ama 1/ , F’nin sonsuz büyük bir eleman›-

d›r, yani her n # " için, n < 1/ eflitsizli¤i do¤rudur.

Bütün bu yapt›klar›m›z› kesirli say›lar kümesi ! yerine,

mot à mot, gerçel say›lar kümesi  ile yapabilirdik.
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