Ek 3. Sonsuz Kiiciik Eleman

u bolimde, bugiine dek ancak riiyalarinizda goreceginizi
Btahmin edeceginiz bir numara gerceklestirecegiz: 3/5,

719, —4/5 ve 3 gibi kesirli sayilara sonsuz kiiciik bir ele-
man ekleyecegiz. Miniminnacik bir sey olacak bu sonsuz kiigiik
eleman (ya da bu yeni “say1”). O kadar kuguk, ama o kadar
ktguk olacak ki, milyarda 1’den, katrilyonda 1’den ve her po-
zitif kesirli sayidan daha kiigiik olacak.

Kesirli sayilar kiimesi Q’yii iceren, ama ayrica bir de “son-
suz kiiguk” bir eleman iceren yepyeni bir “say1 sistemi” yarata-
cagiz. Bu sayi sisteminde, “sayi”lar1 toplayip ¢ikarip carpabile-
cegiz, hatta birbirine bolebilecegiz. (Tabii ki 0’°a bolemeyecegiz!)

Sonsuz kiiciik elemana ¢ adinmi verirsek, 1/¢ gibi bir elema-
nimiz da olacak dogal olarak. Tahmin edilecegi iizere, € sonsuz
kiigik oldugundan, 1/¢ sonsuz biiyiik olacak!..

Arsimet Ozelligi
Arsimet’in insanlik i¢in yaptigi haddi hesabi olmayan iyilik-
lerden biri de, ne kadar kiiciik adimlar atarsak atalim, eger hep
ayni uzunlukta adimlar atarsak ve eger yeterince adim atarsak,
diledigimiz kadar uzaga gidebilecegimizi anlamasidir. Buna ki-
saca “sabreden dervis yol katetmis teoremi” diyebiliriz, ama
daha da kisa olarak Arsimet Ozelligi adiyla bilinir.
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Arsimet Ozelligi. € > 0 bir kesirli say: olsun. q bir baska ke-
sirli sayr olsun. O zaman ne > q esitligini saglayan bir n dogal
sayist vardir. Yani € ne kadar kiiciik olursa olsun, eger pozitif-

se, kendisiyle yeterince defa toplaninca her sayiy: gecer.
0e2¢ 7 ne

n adet € uzunlugunda adimla r geciliyor
Kanit: Eger g < 0 ise 7 = 1 almak yeterli. Simdi g > 0 varsayi-
mini yapalim. Pozitif a, b, ¢, d dogal sayilari i¢in, € = a/b ve q = c/d

13e 21e r 22¢

0s 4 | NS

22 adet € uzunlugunda adimla r gegiliyor

olarak yazalim. O zaman, be = b x a/lb = a > 1. Dolayisiyla
cb+Ne=clbe+e)>2c(l+g)>c=2cld=q
Demek ki 7 = ¢(b + 1) almak yeterli. O

Eger bir ¢ sayis1 O degilse ve her # tamsayisi igin, nlel < 1
oluyorsa, ¢ sayisina sonsuz kiiciik diyelim... Arsimet Ozelligi
sonsuz kugiik bir kesirli sayimnin olmadigini séyliyor!

Sonsuz kiigiik gergel say1 da yoktur elbette. Ama bizim igin
bu 6nemli olmayacak, biz kesirli sayilarla calisacagiz.

Bir ¢ sayisinin sonsuz kii¢iik olmasiyla bunun mutlak dege-
ri olan lel sayisinin sonsuz kii¢iik olmasi ayni seydir tabii ki...

Tanima bakilirsa, pozitif bir € sayisinin sonsuz kiigiik olma-
st i¢in,

0<e<l,

0<e<1/2,
0<e<1/3,
0<e<1/4,

kosullarinin hepsinin birden dogru olmasi gerekiyor. Kesirli sa-
yilarda bu kosullarin hepsini birden saglayan bir ¢ yoktur, ¢iin-
kii Arsimet Ozelligi’ne gore her # > 0 dogal sayisi igin,
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O<e<1/n
kosullarinin hepsini birden saglayan kesirli (hatta gergel) bir sa-
y1 yoktur.
17
1/5
0 X/ B
AN

Gergekle basa cikilmaz... Bunu dert etmeyecegiz. Biz gene
de sonsuz kiiciik bir say1 bulacagiz. Buldugumuz sayi kesirli (ya
da gergel) say1 olmayacak tabii. Bambagka bir evrene gececegiz.

Bir seye dikkatinizi ¢ekerim: Yukarda siraladigimiz sonsuz
sayidaki kosulun sonlu tanesini saglayan bir € mutlaka vardir.
Ornegin, € = 1/1001, ilk bin kosulu saglar (ama bu & sonraki
kosullar1 saglamaz.)

Matematikgiler bu gibi durumlarda tiim kosullar1 saglayan
bir bagka sistemin oldugunu hissederler. Tecriibe diye buna
derler iste... Mantikgilar ise bir bagka sistemin oldugunu bilir-
ler. Buna da bilim denir! Eger sonsuz tane kosulun sonlu tane-
si hep saglanabiliyorsa, o zaman sonsuz tane kosulu da sagla-
yan bir evren olmali! Bu ilkeye gore, yukardaki sonsuz kosulu
saglayan gun oldugu bir evren olmalidir. Iste bu boliimde bu
evreni bulacagiz. Ustelik soyut bir bulus olmayacak bu, evren
karsimizda etiyle kemigiyle belirecek.

Once boyle bir £’un oldugu bir evrenin oldugunu varsaya-
lim. Bakalim bu varsayimsal evren hakkinda neler soyleyebile-
cegiz? Biraz diiglinerek evrene toslayacagiz.

Sonsuz kigiik bir say1 iceren evrene E diyelim.

E’nin sonsuz kiiciik bir elemanina ¢ diyelim:

e e L.

Ayrica kesirli sayilarin da E’de olmalarini istiyoruz. Demek
ki Q < E olmal.

Elbette € ¢ Q.
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E’nin elemanlarini ¢arpabilmek istedigimizden (bolmeyi
daha sonra ele alacagiz), E’de sadece Q degil, 6rnegin Qe,
Qe2, Qg3 gibi altkiimeler de olmali. Bu altkiimelerin elemanla-
rint toplayabilmeliyiz de. Yani E’de,

Q + Qg + Q2 + Qg3
gibi altkiimeler olmali. Demek ki E’de kesirli katsayili ve “de-
giskeni” ¢ olan tiim polinomlar olmali. Eger bolme yapmaktan
vazgecip sadece toplama, carpma ve ¢ikarmayla yetinmeye ra-
z1 olursak, sadece polinomlar yettigini gorecegiz, E’de baska
bir sey olmasina gerek yok.
E = Q[e]
olsun. E, katsayilar1 kesirli olan ve degiskeni ¢ olan polinomlar
ktimesidir. Daha agik olarak, E’nin her f elemani, bir #z dogal
sayist ve fg, f1, ...y [, kesirli sayilari igin
f=fot fres o+ foo
olarak yazilirlar. (Eger katsayilarin hepsi birden 0 degilse, f’nin
de 0 olamayacaginin kanit1 yan siitundaki gri kutucugun igin-
dedir.) Burada &’u tanimsiz, anlamsiz ve yepyeni bir terim ola-
rak goriiyoruz.

Yalniz €’un sonsuz kiigiik olmasini istedigimizi unutmaya-
lim. Bir de €un pozitif olmasini istiyoruz. Yani, her pozitif #
dogal sayist icin,

O<e<l/n
olmasini istiyoruz. Dolayisiyla her pozitif g = m/n kesirli sayisi
icin, (m ve n’yi pozitif alalim)
0<e<1/n<mln=q,
yani
0<e<gq
olmali.

E halkasinda henitiz tanimlamadigimiz esitsizligin bagka
ozelliklerini de irdeleyelim. Yukardaki esitsizliklerin ti¢ terimi-
ni de herhangi bir pozitif kesirli sayiyla ¢arparsak, g de rastge-
le secildiginden, her a, b pozitif kesirli sayisi icin,
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O<ae<b
olmasi gerektigini goriirtiz. Bunlari ¢ ile carparsak
0 < ae? < be
olmasi gerektigi anlagilir. Bunu boylecene devam ettirirsek, her
pozitif ay, ay, ..., aj, kesirli sayisi igin,
0 < apek < ... < are? <aje < ag
olmasi gerektigini goruriiz.
Buradan, her a, aq, ..., a, kesirli sayisi1 icin, eger ay > 0 ise,
ag+aje + + arer + ...+ apek > 0
olmasi gerektigi cikar. Bunu kanitlayalim:
—a18 — aye? — ... — apek <lajle + - + laylek
Slagle + - + lale
= (laql + -+ + laghe < ay.
Dolayisiyla, eger a; > 0 ise ve i asagida goriilen gostergegle-
rin en kiictuigliyse,
aigl + -+ apek > 0
olmasi gerekir.

¢ Cebirsel Olamaz
Hemen yukardaki satirdan, hepsi birden 0 olmayan
fO’fl’ ’fn
kesirli sayilari igin,
fot fre+ o+ fon
teriminin 0 olamayacag kolaylikla kanitlanabilir. Yani ¢, ce-
birsel bir say1 olamaz.

Simdi E kiimesinin tim elemanlarini (polinomlari) tek bir
hamleyle siralayalim.

E’den rastgele iki a ve b elemani alalim. Bunlardan hangisi-
nin daha biiyiik olmasi gerektigine karar verecegiz. Yani a > b
esitsizliginin mi yoksa a < b esitsizliginin mi dogru olmasi ge-
rektigine karar verecegiz. Tabii, a < b esitsizligi i¢in, b —a >0
esitsizligi gerek ve yeter kosul olmali. Dolayisiyla hangi polino-
mun hangi polinomdan daha biiyiikesit olduguna karar vermek
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icin negatif olmayan polinomlar: bilmek yeterli olmal..
Rastgele bir f # 0 polinomu alalim. Bu polinomun pozitif
olup olmamasi gerektigine karar verecegiz. Polinomu,
f=Fo+ fre+ -+ [

olarak yazalim. f = 0 olabilir elbette. f{ katsayist da 0 olabi-
lir. Ama eger f # 0 ise, bu katsayilardan biri 0 olmamali. fy,
0’a esit olmayan katsayilarin ilki olsun. Demek ki,

£ = fyek s oot fem,
ve k, yukarda beliren gostergeglerin en kiigtigii ve fj, # 0. Da-
ha 6nce yaptigimiz hesaplardan,

>0 freke v fem>0

S fp+ fhat o + [ K> 0

- fk >0
olmasi gerektigini biliyoruz. Demek ki aslinda esitsizligin tani-
mint da biliyoruz:

f >0 < f’nin 0 olmayan ilk katsayisi > 0.
Dolayisiyla, f, g € E icin,
f>gef-g>0

tanimini yapalim. Bunun yardimiyla, tahmin edildigi gibi < ilig-
kisinin de tanimini yapabiliriz.

Teorem. Yukarda tanimlanan < iliskisi E = Q[g] halkasini
stralt bir halkaya doniistiiriir.

Goruldugu gibi E, Q’niin aksine, bu siralamayla Arsimet
ozelligini saglamaz. yani Q’niin her pozitif o elemanu igin, 7o > 1
esitsizligini saglayan bir 7 dogal sayisi olmayabilir, 6rnegin o = ¢
icin boyle bir eleman yoktur.

E’nin pozitif a, B elemanlari, her » € N (ya da her n € Q) igin,

no <P
esitsizligini sagliyorsa, o’ya B’ya gore sonsuz kiiciik diyelim ve
bunu

a<<f
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olarak yazalim. Demek ki ¢ << 1. Hatta, hangi pozitif a ve b sa-
yilarini alirsak alalim,

ag<<b
olur. £2 de £’a ve 1’e gore sonsuz kiiciiktiir ve €3 de £2’ye, ’a
ve 1’e gore sonsuz kugiiktiir.

E bir halkadir. Yani E’de toplama, ¢ikarma ve ¢arpma gibi
islemler vardir ve bu iglemler hepimizin bildigi ve tahmin ettigi
ozellikleri saglarlar.

Ama E bir cisim degildir, ¢tinkii E’de bolme yapilamaz.
Bolme yapabilmek icin E yerine,

F:{f/g:f,geE,giO}
kiimesine ge¢cmeliyiz. Burada,

flg=flg1= fe1=r118
eskosulunu animsatiriz.

flg = (=f)/(=g) esitliginden dolay1, F’nin her eleman, bir f € E
ve bir g € E ve g > 0 igin f/g bigiminde yazilir. Boyle yazilmug f/g
ve f1/gq icin,

flg<frilgr = fe1= 118
tanimini yapalim. Simdi, F, tistinde toplama, ¢ikarma, ¢arpma
ve (0’dan degisik bir elemanla) bolme yapilabilen ve yukardaki
teoremi saglayan bir nesnedir.

¢ € F, gene sonsuz kucuktir, yani her » > 0 dogal sayisi
icin, 0 < &€ < 1/n dir. Ama 1/¢, F’nin sonsuz buyiik bir elemani-
dir, yani her n € Z i¢in, n < 1/¢ esitsizligi dogrudur.

Bitin bu yaptiklarimizi kesirli sayilar kiimesi Q yerine,
mot a mot, gercel sayilar kiimesi R ile yapabilirdik.



