


Ek 1. Bolim Cisimleri ve
Yerellestirme

1. Ornekler. Yazimiza 6rneklerle baslayalim, ne yapmak is-
tedigimizi en iyi 6rneklerle anlatabilecegiz.

a) Tamsayilar kiimesi Z degismeli bir halkadirl, ama bir ci-
sim degildir, ¢iinkii bir cisimde, cismin tanimi geregi, 0’a esit ol-
mayan her elemanin ¢arpimsal tersi olmalidir ve Z’de 0’a esit ol-
mayan her elemanin carpimsal tersi yoktur. Ornegin 2’nin car-
pimsal tersi olan (ya da olmasi gereken) 1/2 sayis1 Z’de degildir.
Daha dogru (yani daha matematiksel) bir ifadeyle, Z’de 2x = 1
denklemini ¢6zemeyiz.

Ote yandan kesirli sayilar kiimesi Q, tamsayilar iceren bir
cisimdir2, hatta Q, su anlamda tamsayilari igeren cisimlerin en
kugugudur: Tamsayilar1 iceren her cismin i¢inde Q’niin bir
“kopyas1” bulunur. Bu ifadeyi yazinin en sonunda daha anlam-
li bir hale getirecegiz. Simdilik sezgilerimizle yetinelim.

b) p € Z sabit bir asal olsun. p elbette Z’de tersinir degildir,
cunki 1/p ¢ Z. Simdi,

Z<p> ={alp":n e N,a e 7}

1 Yani her x ve y i¢cin xy = yx esitligi gegerlidir.
2 Yani hem degismeli bir halkadir hem de 0 disinda her elemanin ¢arpimsal bir
tersi vardir: Her x # 0 icin, xy = 1 esitligini saglayan bir y vardr.
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olsun. Kolayca gorilecegi tizere, Z;, kiimesi toplama, ¢ikarma
ve ¢arpma islemleri altinda kapalidir, ayrica 1°i de icerir, yani
bir halkadir. Bu halkanin tersinir elemanlari, bir 7 € Z igin +p”
bi¢iminde yazilan sayilardir.

2y, belli ki, Z’yi igeren ve p’nin tersinir oldugu “en kiigiik”
halkadir. “En kiigiik halka” ifadesinin ne demek oldugunu ya-
zinin en sonunda matematiksel olarak agiklayacagiz.

c) Katsayilar1 tamsayilar olan polinomlari ele alalim. Bu po-
linomlarin kiimesi Z[X] olarak yazilir.

(X2 + (X - 1)
turiinden ifadeler Z[X]’te degiller. Polinom olmasalar da bu tiir
ifadeler matematikte sik sik kullanilirlar. “Kesirli sayilar”dan
esinlenerek bu tiir nesnelere kesirli polinom adini verelim. Bir
kesirli polinom, tanimi geregi, f, g € Z[X] ve g # 0 igin, f/g bi-
¢iminde yazilan bir terimdir. Kesirli polinomlar kiimesi Q(X)
olarak (Z(X) degil!) gosterilir:
Q(X) = {flg: f, g € ZIX] ve g # 0).

Basit ama 6nemli bir olgu: Eger fk = gb ise, f/g kesirli po-
linomu A/k kesirli polinomuna esittir. Bunun tersi de dogrudur:
Eger flg = hlk ise, fk = gh esitligi de dogrudur.

Kesirli polinomlar kiimesinde toplama, ¢ikarma ve ¢arpma
yapmasini okur herhalde biliyordur:

flg + hlk = (fk + gh)Igk ve (flg) x (blk) = fhigk.

Boylece tanimlanan toplama, ¢ikarma ve ¢arpma islemleri
altinda, kesirli polinomlar kiimesi bir halkadir. Hatta halkadan
ote, bir cisimdir de: f/g # 0 ise, bu kesirli polinomun ¢arpimsal
tersi g/f kesirli polinomudur.

Her f polinomunu f/1 bi¢ciminde yazarsak, her polinomun
ashinda kesirli bir polinom oldugunu anlariz. (Her tamsay: da
aymi zamanda kesirli bir sayidir.)

Ne yaptik? Z[X] polinom halkasint Q(X) diye bir cismin
icinde soktuk. Daha 6nce de Z halkasini benzer bi¢cimde Q cis-
minin i¢ine sokmustuk.
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d) Katsayilari kesirli sayilar olan polinom halkas1 Q[X] ola-

rak yazilir. Su S kiimesine bakalim:
S={f(X)/X": feQ[X],n e N}

S, elbette Q(X) cisminin bir altkiimesidir ve Q[X] halkasini
icerir (f(X)/X" ifadesinde n = 0 alin.) Ayrica, toplama, ¢ikarma
ve ¢arpma altinda kapali oldugundan S bir halkadir. Bu halkada
X tersinirdir, ¢cinki 1/X e S. Dikkatle incelenecek olursa, S’nin,
bir anlamda, X’in tersinir oldugu ve Q[X]’i igeren en kuigtk hal-
ka oldugu kolaylikla anlasilir. S’de, 6rnegin 1 + X tersinir degil-
dir. (Neden?)

2. Amac. Bu orneklerden sonra yazinin amacini agiklaya-

lim. Amacimiz, degismeli bir R halka-

R

st ve bu halkanin bir A altkiimesi veril- R
diginde, A’nin elemanlarinin iginde

tersinir oldugu R’yi altkiime olarak Al
iceren bir halka bulmak ve bunu en

ekonomik bi¢cimde yapmak. Uygula-

mada en ¢ok, R’nin bir bolge oldugu,

yani A’nin R \ {0} olabilecegi durum kullanilir.

Bulmak istedigimiz bu halkay: R4 olarak yazalim. R ,’dan
Ozetle sunlari istiyoruz:

i. R4, R’yi iceren bir halka olsun.

ii. R < R, olsun. Yani her iki halkanin da birim elemanlar:
ayni olsun ve her x, y € R i¢in, x + y ve xy’nin degerleri, R’de
de hesaplansa, R 4’da da hesaplansa ayni olsun.

iii. A’nin her elemani R 4’da tersinir olsun.

iv. Ry’da sadece yukardaki ozellikleri saglayacak kadar ele-
man olsun, gereksiz elemanlar olmasin. (Bunu daha matematiksel
bir bicimde de soyleyebilirdik, yazinin sonunda soyleyecegiz de.)

Yukardaki dort 6rnekte R, A ve R 4 soyle:

a)R=7,A=7\{0} yada A = {Z’nin asallari} ve R4 = Q.

b)R=ZveA={plyadaA={p":ne Z}veRy=1Ly,.
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¢) R = Z[X], A = Z[X] \ {0} ve R4 = Q(X).
d)R=Q[X][,A={X}yadaA={X":ne Z} ve Ry =S.

3. Arayis. Bir an icin diledigimiz gibi bir R 4 halkasinin va-
roldugunu varsayip bu halkanin ne menem bir sey oldugunu
anlamaya ¢alisgalim. Ancak R 4’nin ne menem bir sey olmas ge-
rektigini anladiktan sonra R 4 halkasini inga edecegiz.

Sunu da belirtelim ki, illa yukardaki 6zellikleri saglayan R 4
diye bir halka olmak zorunda degildir. Boyle bir R 4 halkas: ol-
mayabilir de... R 4’nin varhigi ve yoklugu A’ya gore degisebilir,
bazi A’lar i¢in olabilir baz1 A’lar i¢in olmayabilir. R verildigin-
de, R4 halkasinin hangi A’lar i¢in oldugunu da bulacagz.

Eger A = O ise, R4 = R alirsak problemi ¢6zmiis oluruz.
Bundan boyle A # & olsun.

Eger a € A ise, a, R4 halkasinda tersinirdir, ¢iinkii 6yle ol-
sun istiyoruz. a’nin R 4 halkasindaki tersini, alisildig: iizere, a—
! ya da 1/a olarak gosterelim.

A’nin elemanlart R, halkasinda tersinir olduklarindan,
A’nin hi¢bir a elemani (ne R’de ne de R 4’da) bir stfirbélen ola-
maz, yani ab = 0 ise b = 0 olmak zorundadir. Iste bunun kanit::

0=a10=aab) = (ala)b=1.b = b.
Demek ki 0 eleman: da A’da olamaz.

Bundan boyle A’nin hicbir elemaninin sifirbolen olmadigi-
n1 varsayalim (yoksa istedigimiz ozellikleri saglayan bir R 4 hal-
kasi bulamayiz.)

Eger r € R ise, r € R4 olmali, ¢linkii R 4’nin R’yi igermesi-
ni istiyoruz. Demek ki her 7 € R ve a € A i¢in, R4 halkasinda
rile 1/a elemanlarini ¢arpabilmeliyiz. R 4 halkasinda olmasi ge-
reken bu carpimi #/a olarak yazalim. Elbette

rla = ra-1,

a(rla) =r
ve

s(rla) = (sr)la
gibi esitlikler R 4 halkasinda saglanmall.
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Bir halka oldugundan, R, ’nin 7/a bi¢iminde yazilmis ele-
manlarini toplayip ¢arpabilmeliyiz. 7/a ve s/b elemanlarinin bir
halkada nasil toplanip ¢arpilmalari gerektigi belli: Halkanin en
basit 6zelliklerinden,

rla + s/b = (rb + sa)lab ve rla x s/b = rslab
cikar.

Yukardaki ti¢ formiile bakarsak, a, b € A ise, ab’nin de A’da
olmasinin yararlarini goriiriiz, ¢tinkii 0 zaman yukardaki tg is-
lemin herbirinin sonucunun paydasinda hep A’nin elemanlari ol-
mus olur. Zaten, eger A carpma altinda kapali degilse, A yerine
A’nin elemanlarinin tiim sonlu ¢arpimlarinin kiimesini alarak,
A’nin ¢arpma altinda kapali oldugunu varsayabiliriz, ¢tinkii bu
sonlu carpimlar da R 4’da tersinlenmeli. Bundan boyle A’nin ger-
cekten ¢carpma altinda kapali oldugunu varsayalim. Yeni A’nin
da, eski A gibi, sifirbolen igermedigini dikkatinize sunarim.

A artik carpma altinda kapali oldugundan, yukardaki for-
miillerden,

{rla:r e R,a e A}
kiimesinin toplama, ¢ikarma ve ¢arpma altinda kapali oldugu-
nu anlariz.

Biitiin bunlari, R ,’nin oldugunu varsayarak yaptik. Sezgile-
rimizle, R 4, halkasinin, eger varsa, yukardaki gibi bir kiime ol-
masi gerektigini gordik. Demek ki R 4 adayimiz,

{rla:r e R,a e A}
kiimesi olmali.

Bu, hemen hemen dogru, ama tam dogru degil, ciinkii R
halkasi bu aday kiimenin bir altkiimesi olmayabilir. Nitekim,
R’nin her elemani illa belli bir » € R ve a € A igin #/a bi¢imin-
de yazilmak zorunda degil. Ama 1’i de A’nin i¢ine atarsak, ya-
ni eger A yerine A U {1} kimesini alirsak, o zaman, r = 7/1 egit-
liginden, R’nin aday kiimenin bir altkiimesi oldugu anlagilir.
(Ayrica A’nin sifirboleni olmama ve ¢arpma altinda kapali ol-
ma ozellikleri hala korunur.)
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Bundan boyle A < R, sifirboleni olmayan, ¢arpma altinda
kapali olan ve 1’1 igeren bir kiime olsun. O zaman R4 halkasi,
eger varsa,

{rla:r e R,a € A}
olmali. Toplama, ¢ikarma ve ¢arpma da yukarda aciklandigi
gibi olmali.

Olmali ama r/a diye bir eleman yok ki evrenimizde! Kendi-
nizi tamsayilari bilen ama kesirli sayilarin ne demek oldugunu
bilmeyen bir ¢cocuk yerine koyarsaniz ne demek istedigimi an-
larsiniz. 2/3 gibi, r/a diye elemanlar yaratmaliyiz, ¢tinki elimiz-
de sadece r ve a diye nesneler var, 7/a diye bir nesne yok.

Admna “r/a” diyecegimiz nesneler yaratmaliyiz, yaratacagiz
da, yaratmasi da kolay. Bunun i¢in adina 7/a diyecegimiz yep-
yeni, daha once olmayan soyut seyler yaratmak yeterli!

Eger biitiin 7/a elemanlar1 birbirinden degisik olsalard: gercek-
ten de boyle yapardik. Ama, odyle degil, 6rnegin, eger b € A ise,
rla = (rb)/(ab)
olmak zorunda. Soziint etmek istedigimiz sorun su: R 4 halka-
sinin bir #/a elemani, s # r ve b # a igin aynmi halkanin s/b ele-
manina esit olmak zorunda olabilir ve o zaman soyut 7/a ve s/b
elemanlari yaratmak bu esitligi gozardi eder ve esit olmalari ge-
reken 7/a ve s/b birbirine esit olmaz... Bilmem anlatabildim mi?

R 4 halkasinin bir #/a elemani ne zaman ayni halkanin bir s/b
elemanina esit olur, daha dogrusu olmak zorunda kalir? 7/a = s/b
esitligini ab’yle carparsak, R’de gecerli olan 7b = sa esitligini bu-
luruz. Bunun tersi de dogrudur: Eger R’de rb = sa esitligi sagla-
niyorsa, o zaman R4 halkasinda, bu esitligi ab’ye bolerek, 7/a =
s/b esitliginin gecerli oldugunu anlariz.

Simdi artik R4 halkasinin elemanlarinin ne olmas: gerekti-
gini asag1 yukar: biliyoruz. Yukardaki bilgileri bi¢imsellestir-
meliyiz, yani bildiklerimizi matematikgeye cevirmeliyiz.
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4. Plan. Yukardaki uzun tartigmadan sonra R, halkasini
yaratacak plani kuralim. R, halkasinin 7/a elemanlarini yara-
tacagiz. Evrenimizde 7/a diye elemanlar yok ama (r, a) diye cift-
ler var, bunlar R x A kiimesinin elemanlari. R halkasinin 7/a
elemanini (7, a) ¢ifti olarak gérmek istiyoruz.

Ama o zaman da yukarda sozettigimiz sorun ¢ikacak karsi-
muza: (r, a) ¢ifti, (s, b) ciftine esit olmayabilir ama R 4 halkasin-
da 7/a = s/b esitligi boy gosterebilir. O zaman da esit olmalari
gereken (7, a) ve (s, b) ciftleri birbirine esit olmazlar. Biz de esit
olmasini istedigimiz bu ciftlere birbirine denk ciftler diyelim ve
bunu = olarak yazalim. Matematiksel tanim az sonra.

5. Matematiksel Tanimlar. Nihayet matematik yapabilece-
giz. Yukarda soylenen her seyi unutun, daha dogrusu unutmus
gibi davranin! Bastan basliyoruz. Once tanimlar.

R bir halka. A, R’nin ¢arpma altinda kapali, 1’i iceren ama
0’1 igermeyen (dolayisiyla sifirbolen de icermeyen) bir altkiimesi.

Eger (r, a), (s, b) € R x A ise,

(rya) = (s, b)
iligkisini,
rb = sa
olarak tanimlayalim ve bu durumda (, a), (s, b) elemanlarina
birbirine denk diyelim. Bu denklik daha sonra 7/a = s/b olarak
yorumlanacak, ama daha degil. Demek ki,
(r,a) = (s, b) < rb = sa.

Onsav E1.1. R x A kiimesi iizerine,
(r,a) = (s, b) < rb =sa
olarak tammlanan iliski bir denklik iliskisidir.
Kanit: Once (7, a) = (r, a) iliskisini kanitlayalim. Tanima go-
re, bu, matematigin en dogru esitliklerinden biri olan ra = ra
anlamina gelir.
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Simdi (r, a) = (s, b) ise (s, b) = (r, a) esitligini kanitlamaliy1z.
Bu cok kolay, okura birakiyoruz.

Son olarak, (r, a) = (s, b) ve (s, b) = (t, c) iliskileri gecerliy-
se (r, a) = (¢, ¢) iliskisini kanitlamaliyiz, yani 7b = sa ve sc = tb
ise rc = ta esitligini kanitlamaliyiz. Kanitlayalim:

(rc)b = (sa)c = (sc)a = (tb)a = (ta)b
esitliginden,
(rc —ta)b =0
elde ederiz. b, A’da oldugundan sifirblen olamaz. Bu esitlikten
rc — ta = 0, yani rc¢ = ta cikar. H

Eger (r, a) € R x A ise, [r, a] kiimesini, (r, a) elemaninin
denklik sinifi olarak tanimlayalim:
[r,al={(s,b) e Rx A:(r,a)= (s, b))
={(s, b) € R x A : br = as).
Her [r, a]’nin R x A kiimesinin bir altkiimesi oldugunu
unutmayalim. Ornegin,
(1, 1] = {[a, a] : a € A},
[0, 1] = {[0, a] : a € A}
ve herr € R, a, b € A i¢in (br, ba) € [r, a]

Sonug E1.2. R x A’nun [r, a] ve [s, b] altkiimeleri ya birbirine
esittir ya da iki ayrik kiimedir. Yani ber, (r, a), (s, b) € R x A icin,
ya r, a] = [s, b] ya da [r, a] N [s, b] = & dir. Ayrica birinci sik
ancak ve ancak (r, a) = (s, b) ise miimkiindiir.

R, kiimesini (R x A)/= bolum kiimesi olarak tanimlayalim.
Rp=(RxA)=={[rya]l:r € R,a € A}.
[lerde, R 4’nin 7/a elemani [r, a] olarak tanimlanacak.
Daha R, uzerine hicbir islem tanimlamadik, R 4 heniiz sa-
dece safkan bir kiime. Islemleri simdi tanimliyoruz:
(r,a), (s,b) e Rx A
olsun.
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[r, a] + [s, b] ve [r, a] x [s, b]
islemlerini tanimlayacagiz. Eger [r, a]'nin 7/a ve [s, b]'nin s/b
anlamina gelecegini hesaba katarsak, tanimlarin nasil olmasi
gerektigi belli:

[r, a] + [s, b] = [rb + sa, ab]

[r, a] x [s, b] = [rs, ab].

Yalniz bu tammlarda 6énemli bir sorun gikabilir. Ornegin

toplamanin taniminda soyle bir sorun ¢ikabilir:

[r, a]l = [, a'] ve [s, b] = [s', b']
olabilir ve 0 zaman yukarda tanimlanan [r, a] + [s, b]’nin

[, a'] +[s', b']

elemanina esit olmasi gerekir, ki toplama iglemi gercekten hak-
kiyla tanimlanmis bir islem olsun, ne de olsa birbirine esit ele-
manlar toplandiginda toplamlar farkli ¢ikmamali! Bir sonraki
onsav bunun bir sorun olmadigini séyliyor:

Onsav E1.3. (7, a), (', '), (s, b), (s, b') € R x A olsun. Eger
[, al = [r', a'| ve [s, b] = [s', b'] ise 0 zaman
[7b + sa, ab] = [r'b' + s'a’, a'b']
ve
[rs, ab] = [r's’, a'b'].
Kanit: Son derece basit, sadece tanimlar1 uygulamak yeter-
li. Kolay kaniti1 okura birakiyoruz. ]

Artik yukarda 6nerdigimiz gibi,
[r, a] + [s, b] = [rb + sa, ab]
[r, a] x [s, b] = [rs, ab].
toplama ve ¢carpma tanimlarini yapabiliriz, buna hakkimiz ol-
dugunu gordiik.

Onsav E1.4. R, kiimesi yukardaki islemlerle bir halkadsr.
[0, 1] elemani toplamanin etkisiz eleman, |1, 1] ise carpmanin
etkisiz elemanmidir. |-r, a| elemani [r, a] elemanuyun toplama icin
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tersidir. Ayrica eger a € A ise, |a, 1] elemani balkada tersinirdir
ve bu elemann tersi |1, a] elemanidsr.
Kanit: Sadece tanimlar1 uygulamak yeterli. O

Simdi geriye R’nin R, halkasinin bir altkiimesi oldugunu
kanitlamak kaliyor. Ama bu yanhs! Hatta R ile R4 kimeleri
¢ogu zaman kesismez bile.

Evet, R, R p’nin bir altkiimesi degil ama, R’ye ¢ok benzeyen
bir althalka var R ,’da: [r, 1] tiriinden yazilan elemanlarin ki-
mesi R 4’nin R’ye ¢cok benzeyen althalkasidir. Nitekim, her 7, s €
R i¢in,

[y, 1] + [s, 1] = [r + s, 1]
[7, 1][s, 1] = [rs, 1].

Goruldigu gibi, R’deki toplama ve ¢arpma islemleri aynen

R ’nin {[r, 1] : » € R} kiimesine yansiyor.

Onsav E1.5.i: R — R, fonksiyonu i(r) = [r, 1] kuralryla ta-
mmlanmis olsun. O zaman,

a) i birebirdir.

b) i toplamaya ve carpmaya sayg: duyar, yani, her r, s € R icin,

i(r+s)=1i(r) +i(s),
i(rs) = i(r)i(s).

c) i, R halkasimin birim elemanini R 4 halkasinin birim ele-
manina goturir.

Kanit: Sadece tanimlari uygulamak yeterli. [l

Yukardaki b ve ¢ kosullarini saglayan bir fonksiyona hal-
kalarin esyap: fonksiyonu adi verilir. (¢ kosulu kiigimsenme-
melidir!)

Yukardaki onsavi dikkate alarak, bundan boyle R’nin 7 ele-
manityla R 4’nin i(7) eleman: arasinda bir fark gozetmeyecegiz.
Bir bagka deyisle, R 4 kiimesinden #(R) altkiimesini kesip, onun
yerine R kiimesini koyacagiz, yani i(R)’le R’yi 6zdeslestirecegiz.



Ek 1. Bolum Cisimleri ve Yerellegtirme 449

Boylece R 4’dan [r, 1] elemanini silip yerine 7’yi koymus oluruz
ve R yapay yolla da olsa R 4’nin bir altkiimesi olur. Bu yontem-
le A’nin elemanlar: R 4’da tersinir oldular:
al=1[1,a.
Bunun sonucu olarak
[r,a] =[r, 1][1, a]l =ra~! = rla
yazabiliriz. Demek ki,
Rpy={rla:reR,aec A}

tam istedigimiz gibi bir halka.

Burada aciklanmasi uzun siirecek geometrik nedenlerden,
R 4 halkasia R’nin A’da yerellestirilmisi ad verilir. Eger R bir
bolgeyse, yani xy = 0 esitligi x = 0 ya da y = 0 esitliklerinden
birini gereksindiriyorsa, bir tist halkada tersinlemek istedigimiz
A kuimesi yerine R \ {0} alabiliriz. O zaman, R 4 bir cisim olur
(neden?) ve bu durumda R4 cismine R’nin boliim cismi (field
of fractions) adi verilir.

Eger R bir bolgeyse ve p € R bir asalsa [yani her x ve y i¢in,
p, xy’yi boldugunde p ya x’i ya da y’yi boliyorsa, A = R\ pR
olabilir. Kolayca goriilecegi tizere, 1 € A’dir ve p asal oldugun-
dan, A carpma altinda kapalidir. Ornegin eger p, Z’nin ya da
Q[X]’in bir asaliysa,

{aln € Q :a,n € Z, ebob(p, n) = 1}
ve
{alb € Q(X) : a, b € Z[X], ebob(p, b) = 1}

bu tiir yerellestirilmis halkalardandir. Ek 2’de ayni seyi degis-
meli olmayan halkalar tizerinde deneyecegiz.

6. En Kiiciik Ne Demek? Simdi R’nin bir bolge oldugunu
varsayalim ve R’nin bolim cisminin neden ve hangi anlamda
R’yi igeren en kii¢iik cisim oldugunu matematiksel olarak agik-
layalim.
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Teorem E1.6. R bir bolge olsun ve F, R’nin yukarda insa

edilen boliim cismi olsun. K berbangi bir cisim ve

¢o:R—>K
herbangi bir birebir esyap: fonksiyonu olsun (yani ¢ toplama-
ya ve ¢arpmaya saygi: duysun.) O zaman, ber r € R igin,

y(r) = o(r)
esitligini saglayan bir ve bir tane birebir

y:F->K

esyapt fonksiyonu vardir. Ayrica, yukardaki ozelligi saglayan
ve R’yi iceren her F' cismi, F’ye esyapisal olmak zorundadir.

Kanit: Herhangi bir o € F alalim. o’y1, 7, s € R olmak tze-
re, 7/s olarak yazabiliriz: a = 7/s. Demek ki sa = 7. Eger soz edil-
digi gibi bir y : F — K esyap1 fonksiyonu varsa, o zaman,

o(r) = w(r) = y(sa) = y(s)y(a) = o(s)y(a)
olmali, yani,

y(a) = (s)Lo(r)
olmali, bagka secenek olamaz. Demek ki soylendigi gibi bir
varsa ancak bir tane olabilir. Simdi y’nin varligim kanitlaya-
lim. Elbette, y’yi soyle tanimlayacagiz: Herhangi bir o € F ala-
lim. o’y1, 7, s € R olmak tizere, 7/s olarak yazalim: o = 7/s. Bu-
rada s’nin 0 olamayacagina dikkatinizi ¢ekerim. Simdi,

y(a) = o(s)lo(r) € K
olsun. Bu tanimin matematiksel agidan sakincali olmadigini
gosterelim.
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Her seyden once, @(s) € R < K. Eger ¢(s) = 0 olsaydi,
o(s) = 0 = 9(0)
olurdu ve birebirlikten dolayi s = 0 olmak zorunda olurdu, ki bu-
nun dogru olmadigini biliyoruz. Demek ki s # 0 ve K’da j(s)’nin
tersi vardir, yani oldugundan ve K bir cisim oldugundan, ¢(s)~1,
K’dadir. Dolayistyla K’nin ¢(s)~1g(7) elemanindan s6zedebiliriz.)
Ama bu yetmez. Tanimin gergekten iyi bir tanim oldugunu kanit-
lamaliyiz. Yani ¢(s)~l¢(r) gercekten K’nin bir elemanu.
Daha bitmedi. Eger
oa=rls=r'ls'
ise,
o(s)"lo(r) = o(s")Lo(r')
olmali ki, y’nin onerilen tanimi bize ¢elisik sonuglar vermesin.
(Buradar,s,7’,s' € Rama s, s' # 0.) Bunu hemen kanitlayalim:
R halkasinda s'r = 7's esitligi gecerli oldugundan, her iki tarafa
da @’yi uygularsak,

o(s")o(r) = o(s)o(r’)
olmali. Buradan da istenilen

o(s)o(r) = o(s")o(r")

esitligi cikar.

Simdi ikinci kismi kanitlayalim. R’yi iceren F’ cismi aynen
teoremin birinci kisminda belirtilen 6zellige sahip olsun. Idg,
R’den R’ye giden ozdeslik fonksiyonu olsun: Her » € R igin,
Idg(r) = 7.

Simdi teoremin birinci kisminda K yerine F' ve ¢ yerine Idg
alalim. O zaman her 7 € R igin,
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y(r) = Idg(r) =7

esitligini saglayan birebir bir
y:F—>F
esyap1 fonksiyonu vardir.
Ikinci olarak File F' cisimlerinin rollerini degistirelim. Var-

sayima gore, her r € R icin,

v'(r) = Idg(r) = 7
esitligini saglayan birebir bir

y' :F > F
esyap1 fonksiyonu vardir.
Demek ki,

yoy:F—>F

esyapi fonksiyonu, her » € R icin,
(W' oy)(r) =7
esitligini saglar. Ama Idg: F — F 6zdeslik fonksiyonu da her
r € R i¢in bu esitligi saglar. Bu esitligi saglayan fonksiyonun
biricikliginden dolayz,
y' oy =1dp

esitligi gecerlidir. y' o y yerine y' o y : F' — F’ esyap1 fonksi-
yonunu ele alacak olursak, ayni sekilde

y' oy =Idp
esitligini elde ederiz. Bundan da y’nin birebir ve 6rten, yani bir
esyapi eslemesi oldugu ¢ikar. [l

Boliim cisminin yukardaki teoremde yazilan o6zelligi goriil-
dugii gibi bolim cisminin egyapisalligini belirliyor. Bu 6zellik,
“evrensel ozelliklere” bir ornektir. “Evrensel ozelliklere” cebir-
de daha cok rastlayacagiz. Benzer sonug yerellestirilmis R 4 hal-
kalar1 igin de gecerlidir. Bu sonucu yazmayi ve kanitlamayi oku-
ra alistirma olarak birakiyoruz.
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Halkalar:

ecen boliimde, bir bolgenin boliim cismini tanimlamis
Gve var etmistik: Eger R bir bolgeyse, R’nin 0 digindaki

elemanlarmin tersinir oldugu en kiicitk halkay1 (aslin-
da cismi) bulmustuk.

Bir R halkasinin bolge olmasi igin iki kosul gereklidir:

Her x,y € R i¢cin xy = yx,
yani halka degismelidir, ve
Her x,y € R i¢in,xy =0ise yax =0 vyaday=0diwr. Yani 0
elemani halkanin tek sifirbolenidir.

Bu bolimde, Ek 1’de yaptigimizin benzerini degismeli
olmayan halkalarda yapmaya ¢alisacagiz. Her zaman basarili
olamasak da basarili olmamiz icin yeterli kosulu gorecegiz.

Ikinci kosuldan vazgegemeyiz ciinkii R’nin 0 digindaki ele-
manlarinin daha buiytik bir halkada tersinir olmalar1 i¢in bu
kosul illa ki gereklidir. Ama eger birinci kosuldan vazgeciyor-
sak, ikinci kosulu giiclendirmemiz gerekir. Bundan boyle, her
x, y eleman icin,

xy=0yadayx=0ise,yax=0yaday=04dmr
kosulunu saglayan R halkalarinda calisalim.
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Oyle bir D halkas:1 bulacagiz ki,

1) R, D’nin bir althalkasi olacak,

2) R’nin 0 disindaki her eleman1 D’de tersinir olacak!,

3) Her d € D i¢in d = s~1r kosulunu saglayan r, s € R ele-
manlar: olacak. (s tabii ki 0 olamaz.)

Son iki 6zellikten D’nin 0 olmayan her d elemaninin tersi-
nir oldugu ¢ikar. Nitekim, eger 7, s € R i¢cin d = s~1r ise, r # 0
olur, dolayisiyla D’de #’nin tersi olan 7~1 vardir ve 7~1s elema-
n1 D’dedir. Kolayca goriilecegi iizere bu 7~1s elemani d’nin ter-
sidir. 0 olmayan her elemaninin tersinir oldugu bu tir halkala-
ra boliim balkast denir. Bir bolim halkasinin cisim olmasi icin
carpmanin degiskenligi yeter ve gerek kosuldur (neden?)

Yukardaki (3) kosulu yerine su kosulu da alabilirdik:

3')Her d € D icin d = rs~1 kosulunu saglayan 7, s € R ele-
manlari olacak.

R, illa degiskenli bir halka olmadig icin (3) ve (3’) kosullar
birbirlerine denk olmayabilirler, yani birinin dogru olmasi, dige-
rinin de dogru oldugu anlamina gelmeyebilir, nitekim gelmez de.

D’yi ingsa etmek i¢in daha onceki bolimde kullandigimiz
yontemi deneyecegiz. D’nin s~17 elemanini (r, s) ikilisi olarak
sa edecegimiz D’de

(r,s)=(t,u) & s lr=ult
denkligi dogru olacak bi¢imde tanimlayacagiz. Yalniz sag ta-
raftaki
sy =ult
kosulu heniiz var olmayan ve daha sonra, ancak D’yi insa etti-
gimiz zaman var olacak olan s=1 ve #~1 elemanlarini kullani-
yor. R degiskenli bir halka oldugunda, dogru olmasi gereken
slr=ult @ ur=st

denkligini kullanip, = ikili iligkisini,

1 Burada, bir x € D elemaninin tersinir olmasi demek, hem xy = 1 hem de yx = 1
esitliklerini saglayan bir y € D olmasi demektir.
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(r,s)=(t, u) < ur = st

olarak tamimlamigtik. Ama artik R’nin degiskenli bir halka ol-
dugunu varsaymiyoruz. Dolayisiyla ciddi bir sorunla kargi kar-
styayiz. s~1r = u~1t kosuluyla esdeger olan ama R’nin eleman-
lar1 kullanilarak ifade edilebilen bir esitlik ariyoruz.

s7lr = w1t esitliginde s’yi diger tarafa gegirip hi¢ olmazsa s~!
teriminden kurtulabiliriz:

slr=ult o r=suls

Simdi 7 = su~1¢ iliskisinden R’de olup olmadigindan emin olma-
digimiz #~! terimini atmanin bir yolunu bulmahyiz. (Eger
u’nun tersi R’de olsaydik sorun olmazdi, ama #’nun tersi R’de
olmayabilir.)

R degiskenli oldugunda, daha ilerde, D’yi insa ettigimizde
dogru olacak olan

sul = uls
esitligini kullanmistik. Bu sefer boyle bir esitlik gegerli olmaya-
bilir. Bu esitlik yerine, s{, #; € R\ {0} igin,
su=l = u;1sy
esitliginin gecerli oldugunu varsayalim. Daha dogrusu, bu esit-
likten ziyade, buna denk olan ama R’de gecerli olan,
uis = squ
esitliginin gecerli oldugunu varsayalim. Eger bu kosul her
(u,s) € R x (R\{0})
icin saglaniyorsa, halkaya sol Ore bélgesi adi verilir. Bu varsa-
yim altinda,
shr=z=ultor=sult or=ulsit ©uyr=st
esdegerliklerine ulagiriz. Demek ki, eger R bir sol Ore bolgesiy-
(r, s) = (¢, u) ancak ve ancak
uys = squ ve uyr = sqt esitliklerini
saglayan u, sy € R\ {0} varsa

yani
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Juq, s1 € R\ {0} (uqs = squ ve uyr = syt )

olarak tanimlayip bu tanimin degismeli halkalarda tanimlanan
benzer iligkiyle ayni islevi gorecegini umabiliriz.

Sol Ore kosulu, a/s ve b/u gibi elemanlari toplarken payda-
lar1 egitlememize olanak saglayacak.

Sol Ore Kosulu: Her s, # € R \ {0} i¢in,

u1s = squ
esitligini saglayan uq, s; € R\ {0} vardir, yani
Rs m Ru = {0}

olur.

Onsav E2.1. R, bir sol Ore bolgesiyse, R x (R \ {0}) sizerine
yukarda tanimlanan = ikili iliskisi bir denklik iliskisidir.
Kanit: Once her 7, s € R x (R \ {0}) igin, (, s) = (r, s) esitli-
gini kanitlamaliyiz. Bunun i¢in #¢ = sy = 1 almak yeterli.
Simdi (7, s) = (¢, u) denkligini varsayip (¢, u#) = (r, s) denkli-
gini kanitlayalim. #, s € R\ {0},
uS = squ ve uqr = sqt
esitliklerini saglasin. (¢, ) = (r, s) denkligini kanitlamak igin,
UyU = §pS Ve Uyl = SHr
esitliklerini saglayan u,, s, € R\ {0} bulmaliyiz. Cok kolay:
Uy = S1, Sy = Uy
olsun.
Buraya kadar Ore kosulunu kullanmadik. Simdi kullanacagz.
Son olarak, (7, s) = (¢, u) ve (t, u) = (v, w) denkliklerini var-
sayip (r, s) = (v, w) denkligini kanitlayalim. Varsayima gore,
U1S = S|Uy U T = S1b, Wolk = U VE Wyl = UV
esitliklerini saglayan uq, sq, w,, #u; € R\ {0} elemanlar: var. Ve
biz de,
w3s = S3w, wir = S3v
esitliklerini saglayan w3, s3 € R \ {0} elemanlar ariyoruz. Ore
kosulunu w, ve sy elemanlarina uygularsak, as; = bw, esitligi-
nin gecerli oldugu a, b € R\ {0} elemanlarini buluruz. Simdi he-
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saplayalim:
auqys = asqu = bw,u = buyw
buluruz. Demek ki w3 = auy ve s3 = buy alirsak, wss = s3w birin-
ci esitligini elde ediyoruz. Bakalim wsr = s3v esitligi de dogru mu?
w3r = auyr = asqt = bw,t = buyv = s3v.
Dogruymus! Onsavimiz kanitlanmigtir. ]

Simdi D = (R x (R \ {0}))/= olsun. D tizerinde bir halka ya-
pist belirleyecegiz.

D’nin bir elemanini [7, s] olarak yazalim. Buradaki [r, s| ele-
mani, R x (R \ {0}) kiimesinin (r s) elemanmin denklik sinifidir.
Ilerde [r, s’nin s~17 anlamina gelecegini biliyoruz. Eger a € R \ {0}
ise [, s| = [ar, as] esitligine dikkatinizi cekerim.

Once toplamadan baslayalim. Isin 6zii su:

sy +t1u

toplamini x~1y olarak yazmak istiyoruz. Eger bunu yapabilir-
sek, o zaman,

[, s] + [t, u] =[x, y]
olarak tanimlayabiliriz. Demek ki,

x(slr+ tlu) e R
olacak bi¢imde bir x # 0 bulmak yeterli (o zaman y elemaninm
x(s71r + t~1u) olarak alabiliriz).

x(s by + t7lu) = xs71r + xt-1u

oldugundan, x’i xs~1, xt~1 e R iliskilerini saglayacak bicimde
secebilirsek, sorun kalmayacak. Yani x’i Rs N R¢\ {0} kimesin-
den se¢meye calisalim. Ama boyle bir x’in oldugunu da sol Ore
kosulundan biliyoruz. Simdi tanimi yapabiliriz.

(r,s), (t, ) € R x (R\{0}) olsun. x € Rs " Rt\ {0} ve y =
x(s717 + t1u) € R olsun. O zaman,

(7, s] + [t, u] = [x, x(s™ 17 + t71u)]
olarak tanimlansin. Ama bu tanim pek o kadar guizel olmadi.
R’nin bir elemani oldugunu bildigimiz sag taraftaki x(s~1r + #~1u)
teriminde s~1 ve -1 gibi R’de olmayan elemanlar goziikiiyor. Bu
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kuctik kusuru giderelim. s # 0 ve ¢y # 0 icin x = #ys = 517 esitligi
saglansin. Simdi toplamay1

[7, s] + [t, u] = [tys, ty7 + squ]
olarak tanimlayalim. Yalniz bu tanimun 7, s, ¢, u, t1, s; eleman-
larindan bagimsiz oldugunu gostermek gerekir. Yani su onsavi
kanitlamaliyiz:

Onsav E2.2. [, s] = [r', s'] ve [t, u] = [t', u'] olsun. Ayrica,
tys = sqtve t1's' = s¢'t’
esitlikleri saglansin. O zaman,
[t1s, 17 + squ] = [t1's', t1'r" + sq'u’]
esitligi dogrudur.

Bu 6nsavi kanitlamayacagiz. Okura alistirma olarak biraki-
yoruzZ. Bu 6nsavdan sonra toplama, #s = s¢t esitligi saglayan
t1, s1 € R\ {0} elemanlari igin,

[7, s] + [t, u] = [tys, ty7 + squ]
olarak tanimlansin.

Carpma i¢in de benzer seyi yapacagiz. Gene isin 6zine gi-
delim:

(s71r)(u12)
carpimini x~ly bi¢iminde yazmak istiyoruz, ki
[7, sl u] = [y, ]
olarak tanimlayabilelim.
(s7L) (e 1t) = s L(ru 1)t
esitliginden dolay1, carpiminin en basindaki s~1 ile en sonunda-
ki £'nin bir 6nemi yok elbet. r#~1 elemanini y~1x bi¢iminde ya-
zabilirsek, isimiz biter. O zaman
(s71r)(u1t) = s7ly~lxt = (ys)~lxt
olur ve

2 Dileyen okur John A. Beachy’nin Introductory Lectures on Rings and Modu-
les kitabina bakabilir. London Mathematical Society, Student Texts 47 (1999)
ISBN 0521 64340 6 ve 0521 64407 0.
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[r, sl[t, u] = [xt, ys]
tanimini deneyebiliriz. Eger ru~! = y~lx ise, yr = xu’dur. Sol
Ore kosuluna gore de R’de bu son esitligi saglayan x, y # 0 ele-
manlari vardir. Simdi ¢arpmay1 tanimlayabiliriz:

(rys), (¢, u) € R x (R\{0}) olsun. x, y € R\ {0} elemanlari,

yr = xu esitligini saglasin.

[r, sl u] = [xt, ys]
tanimini yapalim. Bir kez daha bu tanimin yasal oldugunu ka-
nitlamaliyiz:

Onsav E2.3. [r, 5] = [/, s'| ve [t, u] = [t', u'] olsun. Ayrica, yr
=xuvey'r' =x'u’ esitlikleri saglansin. O zaman,
[xt, ys] = [x't", y's'
esitligi dogrudur.

Boylece ¢carpmay: yukardaki gibi tamimlayabiliriz.

Eger tamimda r = ¢ = 1 alirsak, o zaman x = y = 1 alabiliriz
ve

[1, sz, 1] = [2, s]
buluruz.

Ama dikkat: Eger tanimda s = # = 1 alirsak, yr = xu esitligi-
ni saglayan x ve y elemanlari igin,

[r, 1][1, u] = [x, y]
esitligi bulunur ve ur = ru dogru olmadik¢a bu ¢arpim [, ] ol-
maz.

Okur bir de [r, s][s, 7] carpimini hesaplasin.

[r, slls, 7] = [s, s] = [1, 1]
bulacaktir.

Bitiin bunlardan sonra, artik D kiimesinin bu iki islemle
birlikte bir halka oldugunu, hatta [0, 1] disinda her elemanin
tersinir oldugunu kanitlayabiliriz. Ayrica, r — [r, 1] fonksiyo-
nunun R’den D’ye giden bir halka gommesi oldugunu kanitla-
yabiliriz.
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Teorem E.2.4. R bir sol Ore béolgesiyse, bu tanimlarla
(D, +, x, [0, 1], [1, 1])

yapist bir halkadwr. Bu halkada [0, 1] toplamanin, [1, 1] da
carpmann etkisiz elemanlaridir. Eger r # 0 ise, D’nin her [r, s]
eleman tersinirdir ve [r, s|™1 = [s, r]’dir. Ayrica,

[r, s] = [1, s][r, 1] = [s, 1]71[r, 1]
dir. Dabasu, i(r) = [r, 1] kuralryla tanimlanan

i:R—>D

fonksiyonu birebirdir, toplamaya ve carpmaya sayg: duyar ve
R’nin 0 ve 1 etkisiz elemanlarmi sirasryla D’nin [0, 1] ve [1, 1]
etkisiz elemanlarma gotiiriir.

Eger i(R) ile R’yi 0zdeslestirirsek, istedigimiz,
D = (R\{0})"IR
esitligini buluruz.
Son olarak bolge olmayan Ore halkalarindan soz edelim.
Bir R halkasinda,

Hery € R icin,xy =0 yadayx = 0isey = 0dwr
onermesini dogrulayan elemanlara (yani sifirbolen olmayan ele-
manlara) diizgiin eleman denir. R’nin diizgiin elemanlar kiime-
sini Ry ile gosterelim. Yukarda yaptiklarimizda, Ry = R \ {0} idi.

Sol Ore Kosulu: Her u, s € R i¢in,
us = squ
esitligini saglayan uq, s; € Ry vardir.

Bu kosulu saglayan bir halkaya Ore halkast denir. Aynen
yukardaki yontemle, bir R Ore halkasini, Ry’in elemanlarinin
tersinir oldugu D = Ry~1R esitligini saglayan bir D halkasinin
icine gomebiliriz.



