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Beflinci K›s›m:

Ekler



Ek 1. Bölüm Cisimleri ve 
Yerellefltirme

1. Örnekler. Yaz›m›za örneklerle bafllayal›m, ne yapmak is-

tedi¤imizi en iyi örneklerle anlatabilece¤iz.

a) Tamsay›lar kümesi " de¤iflmeli bir halkad›r1, ama bir ci-

sim de¤ildir, çünkü bir cisimde, cismin tan›m› gere¤i, 0’a eflit ol-

mayan her eleman›n çarp›msal tersi olmal›d›r ve "’de 0’a eflit ol-

mayan her eleman›n çarp›msal tersi yoktur. Örne¤in 2’nin çar-

p›msal tersi olan (ya da olmas› gereken) 1/2 say›s› "’de de¤ildir.

Daha do¤ru (yani daha matematiksel) bir ifadeyle, "’de 2x = 1

denklemini çözemeyiz.

Öte yandan kesirli say›lar kümesi !, tamsay›lar› içeren bir

cisimdir2, hatta !, flu anlamda tamsay›lar› içeren cisimlerin en

küçü¤üdür: Tamsay›lar› içeren her cismin içinde !’nün bir

“kopyas›” bulunur. Bu ifadeyi yaz›n›n en sonunda daha anlam-

l› bir hale getirece¤iz. fiimdilik sezgilerimizle yetinelim.

b) p # " sabit bir asal olsun. p elbette "’de tersinir de¤ildir,

çünkü 1/p 9 ". fiimdi,

"<p= = {a/pn : n # #, a # "}

1 Yani her x ve y için xy = yx eflitli¤i geçerlidir. 
2 Yani hem de¤iflmeli bir halkad›r hem de 0 d›fl›nda her eleman›n çarp›msal bir

tersi vard›r: Her x % 0 için, xy = 1 eflitli¤ini sa¤layan bir y vard›r.



olsun. Kolayca görülece¤i üzere, "p kümesi toplama, ç›karma

ve çarpma ifllemleri alt›nda kapal›d›r, ayr›ca 1’i de içerir, yani

bir halkad›r. Bu halkan›n tersinir elemanlar›, bir n # " için >pn

biçiminde yaz›lan say›lard›r. 

"<p=, belli ki, "’yi içeren ve p’nin tersinir oldu¤u “en küçük”

halkad›r. “En küçük halka” ifadesinin ne demek oldu¤unu ya-

z›n›n en sonunda matematiksel olarak aç›klayaca¤›z.

c) Katsay›lar› tamsay›lar olan polinomlar› ele alal›m. Bu po-

linomlar›n kümesi "[X] olarak yaz›l›r.

(X2 + 1)/(X ! 1)

türünden ifadeler "[X]’te de¤iller. Polinom olmasalar da bu tür

ifadeler matematikte s›k s›k kullan›l›rlar. “Kesirli say›lar”dan

esinlenerek bu tür nesnelere 
�������������	ad›n› verelim. Bir

kesirli polinom, tan›m› gere¤i, ƒ, g # "[X] ve g % 0 için, ƒ/g bi-

çiminde yaz›lan bir terimdir. Kesirli polinomlar kümesi !(X)

olarak ("(X) de¤il!) gösterilir:

!(X) = {ƒ/g : ƒ, g # "[X] ve g % 0}.

Basit ama önemli bir olgu: E¤er ƒk = gh ise, ƒ/g kesirli po-

linomu h/k kesirli polinomuna eflittir. Bunun tersi de do¤rudur:

E¤er ƒ/g = h/k ise, ƒk = gh eflitli¤i de do¤rudur.

Kesirli polinomlar kümesinde toplama, ç›karma ve çarpma

yapmas›n› okur herhalde biliyordur: 

f/g > h/k = (fk > gh)/gk ve (f/g) 5 (h/k) = fh/gk.

Böylece tan›mlanan toplama, ç›karma ve çarpma ifllemleri

alt›nda, kesirli polinomlar kümesi bir halkad›r. Hatta halkadan

öte, bir cisimdir de: ƒ/g % 0 ise, bu kesirli polinomun çarp›msal

tersi g/ƒ kesirli polinomudur.

Her ƒ polinomunu ƒ/1 biçiminde yazarsak, her polinomun

asl›nda kesirli bir polinom oldu¤unu anlar›z. (Her tamsay› da

ayn› zamanda kesirli bir say›d›r.)

Ne yapt›k? "[X] polinom halkas›n› !(X) diye bir cismin

içinde soktuk. Daha önce de " halkas›n› benzer biçimde ! cis-

minin içine sokmufltuk.
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d) Katsay›lar› kesirli say›lar olan polinom halkas› ![X] ola-

rak yaz›l›r. fiu S kümesine bakal›m:

S = {ƒ(X)/Xn : ƒ # ![X], n # #}.

S, elbette !(X) cisminin bir altkümesidir ve ![X] halkas›n›

içerir (ƒ(X)/Xn ifadesinde n = 0 al›n.) Ayr›ca, toplama, ç›karma

ve çarpma alt›nda kapal› oldu¤undan S bir halkad›r. Bu halkada

X tersinirdir, çünkü 1/X # S. Dikkatle incelenecek olursa, S’nin,

bir anlamda, X’in tersinir oldu¤u ve ![X]’i içeren en küçük hal-

ka oldu¤u kolayl›kla anlafl›l›r. S’de, örne¤in 1 + X tersinir de¤il-

dir. (Neden?)

2. Amaç. Bu örneklerden sonra yaz›n›n amac›n› aç›klaya-

l›m. Amac›m›z, de¤iflmeli bir R halka-

s› ve bu halkan›n bir A altkümesi veril-

di¤inde, A’n›n elemanlar›n›n içinde

tersinir oldu¤u R’yi altküme olarak

içeren bir halka bulmak ve bunu en

ekonomik biçimde yapmak. Uygula-

mada en çok, R’nin bir bölge oldu¤u,

yani A’n›n R \ {0} olabilece¤i durum kullan›l›r.

Bulmak istedi¤imiz bu halkay› RA olarak yazal›m. RA’dan

özetle flunlar› istiyoruz:

i. RA, R’yi içeren bir halka olsun.

ii. R - RA olsun. Yani her iki halkan›n da birim elemanlar›

ayn› olsun ve her x, y # R için, x + y ve xy’nin de¤erleri, R’de

de hesaplansa, RA’da da hesaplansa ayn› olsun. 

iii. A’n›n her eleman› RA’da tersinir olsun.

iv. RA’da sadece yukardaki özellikleri sa¤layacak kadar ele-

man olsun, gereksiz elemanlar olmas›n. (Bunu daha matematiksel

bir biçimde de söyleyebilirdik, yaz›n›n sonunda söyleyece¤iz de.)

Yukardaki dört örnekte R, A ve RA flöyle:

a) R = ", A = " \ {0} ya da A = {"’nin asallar›} ve RA = !.

b) R = " ve A = {p} ya da A = {pn : n # "} ve RA = "<p=.
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c) R = "[X], A = "[X] \ {0} ve RA = !(X).

d) R = ![X], A = {X} ya da A = {Xn : n # "} ve RA = S.

3. Aray›fl. Bir an için diledi¤imiz gibi bir RA halkas›n›n va-

roldu¤unu varsay›p bu halkan›n ne menem bir fley oldu¤unu

anlamaya çal›flal›m. Ancak RA’n›n ne menem bir fley olmas› ge-

rekti¤ini anlad›ktan sonra RA halkas›n› infla edece¤iz.

fiunu da belirtelim ki, illa yukardaki özellikleri sa¤layan RA

diye bir halka olmak zorunda de¤ildir. Böyle bir RA halkas› ol-

mayabilir de... RA’n›n varl›¤› ve yoklu¤u A’ya göre de¤iflebilir,

baz› A’lar için olabilir baz› A’lar için olmayabilir. R verildi¤in-

de, RA halkas›n›n hangi A’lar için oldu¤unu da bulaca¤›z. 

E¤er A = 7 ise, RA = R al›rsak problemi çözmüfl oluruz.

Bundan böyle A % 7 olsun.

E¤er a # A ise, a, RA halkas›nda tersinirdir, çünkü öyle ol-

sun istiyoruz. a’n›n RA halkas›ndaki tersini, al›fl›ld›¤› üzere, a!

1 ya da 1/a olarak gösterelim.

A’n›n elemanlar› RA halkas›nda tersinir olduklar›ndan,

A’n›n hiçbir a eleman› (ne R’de ne de RA’da) bir s›f›rbölen ola-

maz, yani ab = 0 ise b = 0 olmak zorundad›r. ‹flte bunun kan›t›:

0 = a!10 = a!1(ab) = (a!1a)b = 1.b = b. 

Demek ki 0 eleman› da A’da olamaz. 

Bundan böyle A’n›n hiçbir eleman›n›n s›f›rbölen olmad›¤›-

n› varsayal›m (yoksa istedi¤imiz özellikleri sa¤layan bir RA hal-

kas› bulamay›z.)

E¤er r # R ise, r # RA olmal›, çünkü RA’n›n R’yi içermesi-

ni istiyoruz. Demek ki her r # R ve a # A için, RA halkas›nda

r ile 1/a elemanlar›n› çarpabilmeliyiz. RA halkas›nda olmas› ge-

reken bu çarp›m› r/a olarak yazal›m. Elbette

r/a = ra!1,

a(r/a) = r

ve 

s(r/a) = (sr)/a

gibi eflitlikler RA halkas›nda sa¤lanmal›.

442 Ek 1. Bölüm Cisimleri ve Yerellefltirme



Bir halka oldu¤undan, RA’n›n r/a biçiminde yaz›lm›fl ele-

manlar›n› toplay›p çarpabilmeliyiz. r/a ve s/b elemanlar›n›n bir

halkada nas›l toplan›p çarp›lmalar› gerekti¤i belli: Halkan›n en

basit özelliklerinden,

r/a > s/b = (rb > sa)/ab ve r/a 5 s/b = rs/ab

ç›kar.

Yukardaki üç formüle bakarsak, a, b # A ise, ab’nin de A’da

olmas›n›n yararlar›n› görürüz, çünkü o zaman yukardaki üç ifl-

lemin herbirinin sonucunun paydas›nda hep A’n›n elemanlar› ol-

mufl olur. Zaten, e¤er A çarpma alt›nda kapal› de¤ilse, A yerine

A’n›n elemanlar›n›n tüm sonlu çarp›mlar›n›n kümesini alarak,

A’n›n çarpma alt›nda kapal› oldu¤unu varsayabiliriz, çünkü bu

sonlu çarp›mlar da RA’da tersinlenmeli. Bundan böyle A’n›n ger-

çekten çarpma alt›nda kapal› oldu¤unu varsayal›m. Yeni A’n›n

da, eski A gibi, s›f›rbölen içermedi¤ini dikkatinize sunar›m.

A art›k çarpma alt›nda kapal› oldu¤undan, yukardaki for-

müllerden,

{r/a : r # R, a # A}

kümesinin toplama, ç›karma ve çarpma alt›nda kapal› oldu¤u-

nu anlar›z.

Bütün bunlar›, RA’n›n oldu¤unu varsayarak yapt›k. Sezgile-

rimizle, RA halkas›n›n, e¤er varsa, yukardaki gibi bir küme ol-

mas› gerekti¤ini gördük. Demek ki RA aday›m›z,

{r/a : r # R, a # A}

kümesi olmal›.

Bu, hemen hemen do¤ru, ama tam do¤ru de¤il, çünkü R

halkas› bu aday kümenin bir altkümesi olmayabilir. Nitekim,

R’nin her eleman› illa belli bir r # R ve a # A için r/a biçimin-

de yaz›lmak zorunda de¤il. Ama 1’i de A’n›n içine atarsak, ya-

ni e¤er A yerine A ? {1} kümesini al›rsak, o zaman, r = r/1 eflit-

li¤inden, R’nin aday kümenin bir altkümesi oldu¤u anlafl›l›r.

(Ayr›ca A’n›n s›f›rböleni olmama ve çarpma alt›nda kapal› ol-

ma özellikleri hâlâ korunur.)
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Bundan böyle A " R, s›f›rböleni olmayan, çarpma alt›nda

kapal› olan ve 1’i içeren bir küme olsun. O zaman RA halkas›,

e¤er varsa, 

{r/a : r # R, a # A}

olmal›. Toplama, ç›karma ve çarpma da yukarda aç›kland›¤›

gibi olmal›.

Olmal› ama r/a diye bir eleman yok ki evrenimizde! Kendi-

nizi tamsay›lar› bilen ama kesirli say›lar›n ne demek oldu¤unu

bilmeyen bir çocuk yerine koyarsan›z ne demek istedi¤imi an-

lars›n›z. 2/3 gibi, r/a diye elemanlar yaratmal›y›z, çünkü elimiz-

de sadece r ve a diye nesneler var, r/a diye bir nesne yok. 

Ad›na “r/a” diyece¤imiz nesneler yaratmal›y›z, yarataca¤›z

da, yaratmas› da kolay. Bunun için ad›na r/a diyece¤imiz yep-

yeni, daha önce olmayan soyut fleyler yaratmak yeterli! 

E¤er bütün r/a elemanlar› birbirinden de¤iflik olsalard› gerçek-

ten de böyle yapard›k. Ama, öyle de¤il, örne¤in, e¤er b # A ise, 

r/a = (rb)/(ab)

olmak zorunda. Sözünü etmek istedi¤imiz sorun flu: RA halka-

s›n›n bir r/a eleman›, s % r ve b % a için ayn› halkan›n s/b ele-

man›na eflit olmak zorunda olabilir ve o zaman soyut r/a ve s/b

elemanlar› yaratmak bu eflitli¤i gözard› eder ve eflit olmalar› ge-

reken r/a ve s/b birbirine eflit olmaz... Bilmem anlatabildim mi?

RA halkas›n›n bir r/a eleman› ne zaman ayn› halkan›n bir s/b

eleman›na eflit olur, daha do¤rusu olmak zorunda kal›r? r/a = s/b

eflitli¤ini ab’yle çarparsak, R’de geçerli olan rb = sa eflitli¤ini bu-

luruz. Bunun tersi de do¤rudur: E¤er R’de rb = sa eflitli¤i sa¤la-

n›yorsa, o zaman RA halkas›nda, bu eflitli¤i ab’ye bölerek, r/a =

s/b eflitli¤inin geçerli oldu¤unu anlar›z.

fiimdi art›k RA halkas›n›n elemanlar›n›n ne olmas› gerekti-

¤ini afla¤› yukar› biliyoruz. Yukardaki bilgileri biçimsellefltir-

meliyiz, yani bildiklerimizi matematikçeye çevirmeliyiz.
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4. Plan. Yukardaki uzun tart›flmadan sonra RA halkas›n›

yaratacak plan› kural›m. RA halkas›n›n r/a elemanlar›n› yara-

taca¤›z. Evrenimizde r/a diye elemanlar yok ama (r, a) diye çift-

ler var, bunlar R 5 A kümesinin elemanlar›. RA halkas›n›n r/a

eleman›n› (r, a) çifti olarak görmek istiyoruz. 

Ama o zaman da yukarda sözetti¤imiz sorun ç›kacak karfl›-

m›za: (r, a) çifti, (s, b) çiftine eflit olmayabilir ama RA halkas›n-

da r/a = s/b eflitli¤i boy gösterebilir. O zaman da eflit olmalar›

gereken (r, a) ve (s, b) çiftleri birbirine eflit olmazlar. Biz de eflit

olmas›n› istedi¤imiz bu çiftlere birbirine denk çiftler diyelim ve

bunu @ olarak yazal›m. Matematiksel tan›m az sonra.

5. Matematiksel Tan›mlar. Nihayet matematik yapabilece-

¤iz. Yukarda söylenen her fleyi unutun, daha do¤rusu unutmufl

gibi davran›n! Bafltan bafll›yoruz. Önce tan›mlar.

R bir halka. A, R’nin çarpma alt›nda kapal›, 1’i içeren ama

0’› içermeyen (dolay›s›yla s›f›rbölen de içermeyen) bir altkümesi.

E¤er (r, a), (s, b) # R 5 A ise, 

(r, a) @ (s, b)

iliflkisini,

rb = sa

olarak tan›mlayal›m ve bu durumda (r, a), (s, b) elemanlar›na

birbirine denk diyelim. Bu denklik daha sonra r/a = s/b olarak

yorumlanacak, ama daha de¤il. Demek ki,

(r, a) @ (s, b) ) rb = sa.

Önsav E1.1. R 5 A kümesi üzerine,

(r, a) @ (s, b) ) rb = sa

olarak tan›mlanan iliflki bir denklik iliflkisidir.

Kan›t: Önce (r, a) @ (r, a) iliflkisini kan›tlayal›m. Tan›ma gö-

re, bu, matemati¤in en do¤ru eflitliklerinden biri olan ra = ra

anlam›na gelir.
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fiimdi (r, a) @ (s, b) ise (s, b) @ (r, a) eflitli¤ini kan›tlamal›y›z.

Bu çok kolay, okura b›rak›yoruz.

Son olarak, (r, a) @ (s, b) ve (s, b) @ (t, c) iliflkileri geçerliy-

se (r, a) @ (t, c) iliflkisini kan›tlamal›y›z, yani rb = sa ve sc = tb

ise rc = ta eflitli¤ini kan›tlamal›y›z. Kan›tlayal›m:

(rc)b = (sa)c = (sc)a = (tb)a = (ta)b

eflitli¤inden,

(rc ! ta)b = 0

elde ederiz. b, A’da oldu¤undan s›f›rbölen olamaz. Bu eflitlikten

rc ! ta = 0, yani rc = ta ç›kar. n

E¤er (r, a) # R 5 A ise, [r, a] kümesini, (r, a) eleman›n›n

denklik s›n›f› olarak tan›mlayal›m:

[r, a]= {(s, b) # R 5 A : (r, a) @ (s, b)}

= {(s, b) # R 5 A : br = as}.

Her [r, a]’n›n R 5 A kümesinin bir altkümesi oldu¤unu

unutmayal›m. Örne¤in,

[1, 1] = {[a, a] : a # A},

[0, 1] = {[0, a] : a # A}

ve her r # R, a, b # A için (br, ba) #$[r, a]

Sonuç E1.2. R 5 A’n›n [r, a] ve [s, b] altkümeleri ya birbirine

eflittir ya da iki ayr›k kümedir. Yani her, (r, a), (s, b) # R 5 A için,

ya [r, a] = [s, b] ya da [r, a] 6 [s, b] = 7’dir. Ayr›ca birinci fl›k

ancak ve ancak (r, a) @ (s, b) ise mümkündür.

RA kümesini (R 5 A)/@ bölüm kümesi olarak tan›mlayal›m. 

RA = (R 5 A)/@ = {[r, a] : r # R, a # A}.

‹lerde, RA’n›n r/a eleman› [r, a] olarak tan›mlanacak.

Daha RA üzerine hiçbir ifllem tan›mlamad›k, RA henüz sa-

dece safkan bir küme. ‹fllemleri flimdi tan›ml›yoruz: 

(r, a), (s, b) # R 5 A

olsun. 
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[r, a] + [s, b] ve [r, a] 5 [s, b]

ifllemlerini tan›mlayaca¤›z. E¤er [r, a]’n›n r/a ve [s, b]’nin s/b

anlam›na gelece¤ini hesaba katarsak, tan›mlar›n nas›l olmas›

gerekti¤i belli:

[r, a] + [s, b] = [rb + sa, ab]

[r, a] 5 [s, b] = [rs, ab].

Yaln›z bu tan›mlarda önemli bir sorun ç›kabilir. Örne¤in

toplaman›n tan›m›nda flöyle bir sorun ç›kabilir: 

[r, a] = [r', a'] ve [s, b] = [s', b'] 

olabilir ve o zaman yukarda tan›mlanan [r, a] + [s, b]’nin 

[r', a'] + [s', b'] 

eleman›na eflit olmas› gerekir, ki toplama ifllemi gerçekten hak-

k›yla tan›mlanm›fl bir ifllem olsun, ne de olsa birbirine eflit ele-

manlar topland›¤›nda toplamlar farkl› ç›kmamal›! Bir sonraki

önsav bunun bir sorun olmad›¤›n› söylüyor:

Önsav E1.3. (r, a), (r ', a'), (s, b), (s ', b') # R 5 A olsun. E¤er

[r, a] = [r ', a'] ve [s, b] = [s ', b'] ise o zaman

[rb + sa, ab] = [r 'b' + s 'a', a'b']

ve

[rs, ab] = [r 's ', a'b'].

Kan›t: Son derece basit, sadece tan›mlar› uygulamak yeter-

li. Kolay kan›t› okura b›rak›yoruz. n

Art›k yukarda önerdi¤imiz gibi,

[r, a] + [s, b] = [rb + sa, ab]

[r, a] 5 [s, b] = [rs, ab].

toplama ve çarpma tan›mlar›n› yapabiliriz, buna hakk›m›z ol-

du¤unu gördük.

Önsav E1.4. RA kümesi yukardaki ifllemlerle bir halkad›r.

[0, 1] eleman› toplaman›n etkisiz eleman›, [1, 1] ise çarpman›n

etkisiz eleman›d›r. [!r, a] eleman› [r, a] eleman›n›n toplama için
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tersidir. Ayr›ca e¤er a # A ise, [a, 1] eleman› halkada tersinirdir

ve bu eleman›n tersi [1, a] eleman›d›r.

Kan›t: Sadece tan›mlar› uygulamak yeterli. n

fiimdi geriye R’nin RA halkas›n›n bir altkümesi oldu¤unu

kan›tlamak kal›yor. Ama bu yanl›fl! Hatta R ile RA kümeleri

ço¤u zaman kesiflmez bile.

Evet, R, RA’n›n bir altkümesi de¤il ama, R’ye çok benzeyen

bir althalka var RA’da: [r, 1] türünden yaz›lan elemanlar›n kü-

mesi RA’n›n R’ye çok benzeyen althalkas›d›r. Nitekim, her r, s #

R için, 

[r, 1] + [s, 1] = [r + s, 1]

[r, 1][s, 1] = [rs, 1].

Görüldü¤ü gibi, R’deki toplama ve çarpma ifllemleri aynen

RA’n›n {[r, 1] : r # R} kümesine yans›yor.

Önsav E1.5. i : R * RA fonksiyonu i(r) = [r, 1] kural›yla ta-

n›mlanm›fl olsun. O zaman,

a) i birebirdir.

b) i toplamaya ve çarpmaya sayg› duyar, yani, her r, s#R için,

i(r + s) = i(r) + i(s),

i(rs) = i(r)i(s).

c) i, R halkas›n›n birim eleman›n› RA halkas›n›n birim ele-

man›na götürür.

Kan›t: Sadece tan›mlar› uygulamak yeterli. n

Yukardaki b ve c koflullar›n› sa¤layan bir fonksiyona hal-

kalar›n eflyap› fonksiyonu ad› verilir. (c koflulu küçümsenme-

melidir!)

Yukardaki önsav› dikkate alarak, bundan böyle R’nin r ele-

man›yla RA’n›n i(r) eleman› aras›nda bir fark gözetmeyece¤iz.

Bir baflka deyiflle, RA kümesinden i(R) altkümesini kesip, onun

yerine R kümesini koyaca¤›z, yani i(R)’le R’yi özdefllefltirece¤iz.
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Böylece RA’dan [r, 1] eleman›n› silip yerine r’yi koymufl oluruz

ve R yapay yolla da olsa RA’n›n bir altkümesi olur. Bu yöntem-

le A’n›n elemanlar› RA’da tersinir oldular:

a!1 = [1, a].

Bunun sonucu olarak

[r, a] = [r, 1][1, a] = ra!1 = r/a

yazabiliriz. Demek ki,

RA = {r/a : r # R, a # A},

tam istedi¤imiz gibi bir halka.

Burada aç›klanmas› uzun sürecek geometrik nedenlerden,

RA halkas›na R’nin A’da yerellefltirilmifli ad› verilir. E¤er R bir

bölgeyse, yani xy = 0 eflitli¤i x = 0 ya da y = 0 eflitliklerinden

birini gereksindiriyorsa, bir üst halkada tersinlemek istedi¤imiz

A kümesi yerine R \ {0} alabiliriz. O zaman, RA bir cisim olur

(neden?) ve bu durumda RA cismine R’nin bölüm cismi (field

of fractions) ad› verilir.

E¤er R bir bölgeyse ve p # R bir asalsa [yani her x ve y için,

p, xy’yi böldü¤ünde p ya x’i ya da y’yi bölüyorsa, A = R \ pR

olabilir. Kolayca görülece¤i üzere, 1 # A’d›r ve p asal oldu¤un-

dan, A çarpma alt›nda kapal›d›r. Örne¤in e¤er p, "’nin ya da

![X]’in bir asal›ysa, 

{a/n # ! : a, n # ", ebob(p, n) = 1}

ve

{a/b # !(X) : a, b # "[X], ebob(p, b) = 1}

bu tür yerellefltirilmifl halkalardand›r. Ek 2’de ayn› fleyi de¤ifl-

meli olmayan halkalar üzerinde deneyece¤iz.

6. En Küçük Ne Demek? fiimdi R’nin bir bölge oldu¤unu

varsayal›m ve R’nin bölüm cisminin neden ve hangi anlamda

R’yi içeren en küçük cisim oldu¤unu matematiksel olarak aç›k-

layal›m.
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Teorem E1.6. R bir bölge olsun ve F, R’nin yukarda infla

edilen bölüm cismi olsun. K herhangi bir cisim ve

2 : R * K

herhangi bir birebir eflyap› fonksiyonu olsun (yani 2 toplama-

ya ve çarpmaya sayg› duysun.) O zaman, her r # R için,

3(r) = 2(r)

eflitli¤ini sa¤layan bir ve bir tane birebir 

3 : F * K

eflyap› fonksiyonu vard›r. Ayr›ca, yukardaki özelli¤i sa¤layan

ve R ’yi içeren her F ' cismi, F ’ye eflyap›sal olmak zorundad›r.

Kan›t: Herhangi bir &$# F alal›m. &’y›, r, s # R olmak üze-

re, r/s olarak yazabiliriz: & = r/s. Demek ki s& = r. E¤er söz edil-

di¤i gibi bir 3 : F * K eflyap› fonksiyonu varsa, o zaman,

2(r) = 3(r) = 3(s&) = 3(s)3(&) = 2(s)3(&)

olmal›, yani,

3(&) = 2(s)!12(r)

olmal›, baflka seçenek olamaz. Demek ki söylendi¤i gibi bir 3

varsa ancak bir tane olabilir. fiimdi 3’nin varl›¤›n› kan›tlaya-

l›m. Elbette, 3’yi flöyle tan›mlayaca¤›z: Herhangi bir &$# F ala-

l›m. &’y›, r, s # R olmak üzere, r/s olarak yazal›m: & = r/s. Bu-

rada s’nin 0 olamayaca¤›na dikkatinizi çekerim. fiimdi,

3(&) = 2(s)!12(r) # K

olsun. Bu tan›m›n matematiksel aç›dan sak›ncal› olmad›¤›n›

gösterelim.
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Her fleyden önce, 2(s) # R ≤ K. E¤er 2(s) = 0 olsayd›, 

2(s) = 0 = 2(0) 

olurdu ve birebirlikten dolay› s = 0 olmak zorunda olurdu, ki bu-

nun do¤ru olmad›¤›n› biliyoruz. Demek ki s % 0 ve K ’da j(s)’nin

tersi vard›r, yani oldu¤undan ve K bir cisim oldu¤undan, 2(s)!1,

K’dad›r. Dolay›s›yla K’n›n 2(s)!12(r) eleman›ndan sözedebiliriz.)

Ama bu yetmez. Tan›m›n gerçekten iyi bir tan›m oldu¤unu kan›t-

lamal›y›z. Yani 2(s)!12(r) gerçekten K’nin bir eleman›.

Daha bitmedi. E¤er

& = r/s = r '/s '

ise, 

2(s)!12(r) = 2(s ')!12(r ') 

olmal› ki, 3’nin önerilen tan›m› bize çeliflik sonuçlar vermesin.

(Burada r, s, r ', s ' # R ama s, s ' % 0.) Bunu hemen kan›tlayal›m:

R halkas›nda s 'r = r 's eflitli¤i geçerli oldu¤undan, her iki tarafa

da 2’yi uygularsak,

2(s ')2(r) = 2(s)2(r ')

olmal›. Buradan da istenilen 

2(s)!12(r) = 2(s ')!12(r ') 

eflitli¤i ç›kar.

fiimdi ikinci k›sm› kan›tlayal›m. R’yi içeren F’ cismi aynen

teoremin birinci k›sm›nda belirtilen özelli¤e sahip olsun. IdR,

R’den R’ye giden özdefllik fonksiyonu olsun: Her r # R için,

IdR(r) = r.

fiimdi teoremin birinci k›sm›nda K yerine F ' ve 2 yerine IdR

alal›m. O zaman her r # R için,
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3(r) = IdR(r) = r

eflitli¤ini sa¤layan birebir bir

3 : F * F '

eflyap› fonksiyonu vard›r.

‹kinci olarak F ile F ' cisimlerinin rollerini de¤ifltirelim. Var-

say›ma göre, her r # R için,

3'(r) = IdR(r) = r

eflitli¤ini sa¤layan birebir bir

3' : F ' * F

eflyap› fonksiyonu vard›r.

Demek ki,

3'$ 3 : F * F

eflyap› fonksiyonu, her r # R için,

(3'$ 3)(r) = r

eflitli¤ini sa¤lar. Ama IdF : F * F özdefllik fonksiyonu da her

r # R için bu eflitli¤i sa¤lar. Bu eflitli¤i sa¤layan fonksiyonun

biricikli¤inden dolay›,

3'$ 3 = IdF

eflitli¤i geçerlidir. 3'$ 3 yerine 3'$ 3 : F ' * F ' eflyap› fonksi-

yonunu ele alacak olursak, ayn› flekilde

3'$ 3 = IdF '

eflitli¤ini elde ederiz. Bundan da 3’nin birebir ve örten, yani bir

eflyap› efllemesi oldu¤u ç›kar. n

Bölüm cisminin yukardaki teoremde yaz›lan özelli¤i görül-

dü¤ü gibi bölüm cisminin eflyap›sall›¤›n› belirliyor. Bu özellik,

“evrensel özelliklere” bir örnektir. “Evrensel özelliklere” cebir-

de daha çok rastlayaca¤›z. Benzer sonuç yerellefltirilmifl RA hal-

kalar› için de geçerlidir. Bu sonucu yazmay› ve kan›tlamay› oku-

ra al›flt›rma olarak b›rak›yoruz.
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Ek 2. Ore Bölgeleri ve
Halkalar›

G
eçen bölümde, bir bölgenin bölüm cismini tan›mlam›fl

ve var etmifltik: E¤er R bir bölgeyse, R’nin 0 d›fl›ndaki

elemanlar›n›n tersinir oldu¤u en küçük halkay› (asl›n-

da cismi) bulmufltuk.

Bir R halkas›n›n bölge olmas› için iki koflul gereklidir:

Her x, y # R için xy = yx,

yani halka de¤iflmelidir, ve 

Her x, y # R için, xy = 0 ise ya x = 0 ya da y = 0’d›r. Yani 0

eleman› halkan›n tek s›f›rbölenidir.

Bu bölümde, Ek 1’de yapt›¤›m›z›n benzerini de¤iflmeli

olmayan halkalarda yapmaya çal›flaca¤›z. Her zaman baflar›l›

olamasak da baflar›l› olmam›z için yeterli koflulu görece¤iz. 

‹kinci kofluldan vazgeçemeyiz çünkü R’nin 0 d›fl›ndaki ele-

manlar›n›n daha büyük bir halkada tersinir olmalar› için bu

koflul illa ki gereklidir. Ama e¤er birinci kofluldan vazgeçiyor-

sak, ikinci koflulu güçlendirmemiz gerekir. Bundan böyle, her

x, y eleman› için,

xy = 0 ya da yx = 0 ise, ya x = 0 ya da y = 0’d›r

koflulunu sa¤layan R halkalar›nda çal›flal›m.



Öyle bir D halkas› bulaca¤›z ki,

1) R, D’nin bir althalkas› olacak,

2) R’nin 0 d›fl›ndaki her eleman› D’de tersinir olacak1,

3) Her d # D için d = s!1r koflulunu sa¤layan r, s # R ele-

manlar› olacak. (s tabii ki 0 olamaz.)

Son iki özellikten D’nin 0 olmayan her d eleman›n›n tersi-

nir oldu¤u ç›kar. Nitekim, e¤er r, s # R için d = s!1r ise, r % 0

olur, dolay›s›yla D’de r’nin tersi olan r!1 vard›r ve r!1s elema-

n› D’dedir. Kolayca görülece¤i üzere bu r!1s eleman› d ’nin ter-

sidir. 0 olmayan her eleman›n›n tersinir oldu¤u bu tür halkala-

ra bölüm halkas› denir. Bir bölüm halkas›n›n cisim olmas› için

çarpman›n de¤iflkenli¤i yeter ve gerek kofluldur (neden?)

Yukardaki (3) koflulu yerine flu koflulu da alabilirdik:

3') Her d # D için d = rs!1 koflulunu sa¤layan r, s # R ele-

manlar› olacak. 

R, illa de¤iflkenli bir halka olmad›¤› için (3) ve (3') koflullar›

birbirlerine denk olmayabilirler, yani birinin do¤ru olmas›, di¤e-

rinin de do¤ru oldu¤u anlam›na gelmeyebilir, nitekim gelmez de.

D’yi infla etmek için daha önceki bölümde kulland›¤›m›z

yöntemi deneyece¤iz. D’nin s!1r eleman›n› (r, s) ikilisi olarak

gösterece¤iz ve R 5 R \ {0} kümesi üzerinde @ ikili iliflkisini, in-

fla edece¤imiz D’de

(r, s) @ (t, u) ) s!1r = u!1t

denkli¤i do¤ru olacak biçimde tan›mlayaca¤›z. Yaln›z sa¤ ta-

raftaki

s!1r = u!1t

koflulu henüz var olmayan ve daha sonra, ancak D’yi infla etti-

¤imiz zaman var olacak olan s!1 ve u!1 elemanlar›n› kullan›-

yor. R de¤iflkenli bir halka oldu¤unda, do¤ru olmas› gereken

s!1r = u!1t ) ur = st

denkli¤ini kullan›p, @ ikili iliflkisini,
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(r, s) @ (t, u) ) ur = st

olarak tan›mlam›flt›k. Ama art›k R’nin de¤iflkenli bir halka ol-

du¤unu varsaym›yoruz. Dolay›s›yla ciddi bir sorunla karfl› kar-

fl›yay›z. s!1r = u!1t kofluluyla eflde¤er olan ama R’nin eleman-

lar› kullan›larak ifade edilebilen bir eflitlik ar›yoruz.

s!1r = u!1t eflitli¤inde s’yi di¤er tarafa geçirip hiç olmazsa s!1

teriminden kurtulabiliriz:

s!1r = u!1t ) r = su!1t.

fiimdi r = su!1t iliflkisinden R’de olup olmad›¤›ndan emin olma-

d›¤›m›z u!1 terimini atman›n bir yolunu bulmal›y›z. (E¤er

u’nun tersi R’de olsayd›k sorun olmazd›, ama u’nun tersi R’de

olmayabilir.)

R de¤iflkenli oldu¤unda, daha ilerde, D’yi infla etti¤imizde

do¤ru olacak olan

su!1 = u!1s

eflitli¤ini kullanm›flt›k. Bu sefer böyle bir eflitlik geçerli olmaya-

bilir. Bu eflitlik yerine, s1, u1 # R \ {0} için,

su!1 = u1
!1s1

eflitli¤inin geçerli oldu¤unu varsayal›m. Daha do¤rusu, bu eflit-

likten ziyade, buna denk olan ama R’de geçerli olan,

u1s = s1u

eflitli¤inin geçerli oldu¤unu varsayal›m. E¤er bu koflul her 

(u, s) # R 5 (R \ {0}) 

için sa¤lan›yorsa, halkaya sol Ore bölgesi ad› verilir. Bu varsa-

y›m alt›nda,

s!1r = u!1t ) r = su!1t ) r = u1
!1s1t ) u1r = s1t

eflde¤erliklerine ulafl›r›z. Demek ki, e¤er R bir sol Ore bölgesiy-

se, R 5 (R \ {0}) kümesi üzerine @ ikili iliflkisini,

(r, s) @ (t, u) ancak ve ancak 

u1s = s1u ve u1r = s1t eflitliklerini

sa¤layan u1, s1 # R \ {0} varsa

yani
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1u1, s1 # R \ {0} (u1s = s1u ve u1r = s1t )

olarak tan›mlay›p bu tan›m›n de¤iflmeli halkalarda tan›mlanan

benzer iliflkiyle ayn› ifllevi görece¤ini umabiliriz.

Sol Ore koflulu, a/s ve b/u gibi elemanlar› toplarken payda-

lar› eflitlememize olanak sa¤layacak.

Sol Ore Koflulu: Her s, u # R \ {0} için,

u1s = s1u

eflitli¤ini sa¤layan u1, s1 # R \ {0} vard›r, yani

Rs 6 Ru % {0}

olur.

Önsav E2.1. R, bir sol Ore bölgesiyse, R 5 (R \ {0}) üzerine

yukarda tan›mlanan @ ikili iliflkisi bir denklik iliflkisidir.

Kan›t: Önce her r, s # R 5 (R \ {0}) için, (r, s) @$(r, s) eflitli-

¤ini kan›tlamal›y›z. Bunun için u1 = s1 = 1 almak yeterli.

fiimdi (r, s) @$(t, u) denkli¤ini varsay›p (t, u) @$(r, s) denkli-

¤ini kan›tlayal›m. u1, s1 # R \ {0},

u1s = s1u ve u1r = s1t

eflitliklerini sa¤las›n. (t, u) @$(r, s) denkli¤ini kan›tlamak için,

u2u = s2s ve u2t = s2r

eflitliklerini sa¤layan u2, s2 # R \ {0} bulmal›y›z. Çok kolay: 

u2 = s1, s2 = u1
olsun.

Buraya kadar Ore koflulunu kullanmad›k. fiimdi kullanaca¤›z.

Son olarak, (r, s) @$(t, u) ve (t, u) @$(v, w) denkliklerini var-

say›p (r, s) @$(v, w) denkli¤ini kan›tlayal›m. Varsay›ma göre, 

u1s = s1u, u1r = s1t, w2u = u2w ve w2t = u2v

eflitliklerini sa¤layan u1, s1, w2, u2 # R \ {0} elemanlar› var. Ve

biz de,

w3s = s3w, w3r = s3v

eflitliklerini sa¤layan w3, s3 # R \ {0} elemanlar› ar›yoruz. Ore

koflulunu w2 ve s1 elemanlar›na uygularsak, as1 = bw2 eflitli¤i-

nin geçerli oldu¤u a, b # R \ {0} elemanlar›n› buluruz. fiimdi he-
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saplayal›m:

au1s = as1u = bw2u = bu2w

buluruz. Demek ki w3 = au1 ve s3 = bu2 al›rsak, w3s = s3w birin-

ci eflitli¤ini elde ediyoruz. Bakal›m w3r = s3v eflitli¤i de do¤ru mu?

w3r = au1r = as1t = bw2t = bu2v = s3v.

Do¤ruymufl! Önsav›m›z kan›tlanm›flt›r. n

fiimdi D = (R 5 (R \ {0}))/@ olsun. D üzerinde bir halka ya-

p›s› belirleyece¤iz.

D’nin bir eleman›n› [r, s] olarak yazal›m. Buradaki  [r, s] ele-

man›, R 5 (R \ {0}) kümesinin (r s) eleman›n›n denklik s›n›f›d›r.

‹lerde [r, s]’nin s!1r anlam›na gelece¤ini biliyoruz. E¤er a # R \ {0}

ise [r, s] = [ar, as] eflitli¤ine dikkatinizi çekerim.

Önce toplamadan bafllayal›m. ‹flin özü flu:

s!1r + t!1u

toplam›n› x!1y olarak yazmak istiyoruz. E¤er bunu yapabilir-

sek, o zaman,

[r, s] + [t, u] = [x, y]

olarak tan›mlayabiliriz. Demek ki,

x(s!1r + t!1u) # R

olacak biçimde bir x % 0 bulmak yeterli (o zaman y eleman›n›

x(s!1r + t!1u) olarak alabiliriz).

x(s!1r + t!1u) = xs!1r + xt!1u

oldu¤undan, x’i xs!1, xt!1 # R iliflkilerini sa¤layacak biçimde

seçebilirsek, sorun kalmayacak. Yani x’i Rs 6 Rt \ {0} kümesin-

den seçmeye çal›flal›m. Ama böyle bir x’in oldu¤unu da sol Ore

koflulundan biliyoruz. fiimdi tan›m› yapabiliriz.

(r, s), (t, u) # R 5 (R \ {0}) olsun. x # Rs 6 Rt \ {0} ve y =

x(s!1r + t!1u) # R olsun. O zaman,

[r, s] + [t, u] = [x, x(s!1r + t!1u)]

olarak tan›mlans›n. Ama bu tan›m pek o kadar güzel olmad›.

R’nin bir eleman› oldu¤unu bildi¤imiz sa¤ taraftaki x(s!1r + t!1u)

teriminde s!1 ve t!1 gibi R’de olmayan elemanlar gözüküyor. Bu
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küçük kusuru giderelim. s1 % 0 ve t1 % 0 için x = t1s = s1t eflitli¤i

sa¤lans›n. fiimdi toplamay›

[r, s] + [t, u] = [t1s, t1r + s1u]

olarak tan›mlayal›m. Yaln›z bu tan›m›n r, s, t, u, t1, s1 eleman-

lar›ndan ba¤›ms›z oldu¤unu göstermek gerekir. Yani flu önsav›

kan›tlamal›y›z:

Önsav E2.2. [r, s] = [r ', s '] ve [t, u] = [t', u'] olsun. Ayr›ca, 

t1s = s1t ve t1's' = s1't '

eflitlikleri sa¤lans›n. O zaman,

[t1s, t1r + s1u] = [t1's ', t1'r ' + s1'u']

eflitli¤i do¤rudur.

Bu önsav› kan›tlamayaca¤›z. Okura al›flt›rma olarak b›rak›-

yoruz2. Bu önsavdan sonra toplama, t1s = s1t eflitli¤i sa¤layan

t1, s1 # R \ {0} elemanlar› için,

[r, s] + [t, u] = [t1s, t1r + s1u]

olarak tan›mlans›n. 

Çarpma için de benzer fleyi yapaca¤›z. Gene iflin özüne gi-

delim:

(s!1r)(u!1t)

çarp›m›n› x!1y biçiminde yazmak istiyoruz, ki

[r, s][t, u] = [y, x]

olarak tan›mlayabilelim. 

(s!1r)(u!1t) = s!1(ru!1)t

eflitli¤inden dolay›, çarp›m›n›n en bafl›ndaki s!1 ile en sonunda-

ki t’nin bir önemi yok elbet. ru!1 eleman›n› y!1x biçiminde ya-

zabilirsek, iflimiz biter. O zaman

(s!1r)(u!1t) = s!1y!1xt = (ys)!1xt

olur ve
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[r, s][t, u] = [xt, ys]

tan›m›n› deneyebiliriz. E¤er ru!1 = y!1x ise, yr = xu’dur. Sol

Ore kofluluna göre de R’de bu son eflitli¤i sa¤layan x, y % 0 ele-

manlar› vard›r. fiimdi çarpmay› tan›mlayabiliriz:

(r, s), (t, u) # R 5 (R \ {0}) olsun. x, y # R \ {0} elemanlar›,

yr = xu eflitli¤ini sa¤las›n. 

[r, s][t, u] = [xt, ys]

tan›m›n› yapal›m. Bir kez daha bu tan›m›n yasal oldu¤unu ka-

n›tlamal›y›z:

Önsav E2.3. [r, s] = [r ', s '] ve [t, u] = [t', u'] olsun. Ayr›ca, yr

= xu ve y'r ' = x'u ' eflitlikleri sa¤lans›n. O zaman,

[xt, ys] = [x't ', y 's']

eflitli¤i do¤rudur.

Böylece çarpmay› yukardaki gibi tan›mlayabiliriz. 

E¤er tan›mda r = t = 1 al›rsak, o zaman x = y = 1 alabiliriz

ve

[1, s][t, 1] = [t, s]

buluruz.

Ama dikkat: E¤er tan›mda s = t = 1 al›rsak, yr = xu eflitli¤i-

ni sa¤layan x ve y elemanlar› için, 

[r, 1][1, u] = [x, y]

eflitli¤i bulunur ve ur = ru do¤ru olmad›kça bu çarp›m [r, u] ol-

maz.

Okur bir de [r, s][s, r] çarp›m›n› hesaplas›n.

[r, s][s, r] = [s, s] = [1, 1]

bulacakt›r.

Bütün bunlardan sonra, art›k D kümesinin bu iki ifllemle

birlikte bir halka oldu¤unu, hatta [0, 1] d›fl›nda her eleman›n

tersinir oldu¤unu kan›tlayabiliriz. Ayr›ca, r ' [r, 1] fonksiyo-

nunun R’den D’ye giden bir halka gömmesi oldu¤unu kan›tla-

yabiliriz.

Ek 2. Ore Bölgeleri ve Halkalar› 459



Teorem E.2.4. R bir sol Ore bölgesiyse, bu tan›mlarla 

(D, +, 5, [0, 1], [1, 1])

yap›s› bir halkad›r. Bu halkada [0, 1] toplaman›n, [1, 1] da

çarpman›n etkisiz elemanlar›d›r. E¤er r % 0 ise, D’nin her [r, s]

eleman› tersinirdir ve [r, s]!1 = [s, r]’dir. Ayr›ca,

[r, s] = [1, s][r, 1] = [s, 1]!1[r, 1]

dir. Dahas›, i(r) = [r, 1] kural›yla tan›mlanan

i : R * D

fonksiyonu birebirdir, toplamaya ve çarpmaya sayg› duyar ve

R’nin 0 ve 1 etkisiz elemanlar›n› s›ras›yla D’nin [0, 1] ve [1, 1]

etkisiz elemanlar›na götürür.

E¤er i(R) ile R’yi özdefllefltirirsek, istedi¤imiz,

D = (R \ {0})!1R

eflitli¤ini buluruz.

Son olarak bölge olmayan Ore halkalar›ndan söz edelim.

Bir R halkas›nda,

Her y # R için, xy = 0 ya da yx = 0 ise y = 0’d›r

önermesini do¤rulayan elemanlara (yani s›f›rbölen olmayan ele-

manlara) düzgün eleman denir. R’nin düzgün elemanlar küme-

sini R0 ile gösterelim. Yukarda yapt›klar›m›zda, R0 = R \ {0} idi.

Sol Ore Koflulu: Her u, s # R0 için,

u1s = s1u

eflitli¤ini sa¤layan u1, s1 # R0 vard›r.

Bu koflulu sa¤layan bir halkaya Ore halkas› denir. Aynen

yukardaki yöntemle, bir R Ore halkas›n›, R0’›n elemanlar›n›n

tersinir oldu¤u D = R0
!1R eflitli¤ini sa¤layan bir D halkas›n›n

içine gömebiliriz. 
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