
21.  ’nin Biricikli¤i

B
u noktaya gelene kadar  ’nin birçok özelli¤ini kan›tla-
d›k. Bu özelliklerin bir listesini ç›karal›m: 1)  , s›ral› bir
cisimdir. 2)  tamd›r, yani  ’nin her temel (ya da Ca-

uchy) dizisi  ’de yak›nsakt›r. 3)  bir Arflimet cismidir.
Bu bölümde yukardaki üç özelli¤i sa¤layan  ’den baflka bir

cisim olmad›¤›n› kan›tlayaca¤›z. Kan›tlayaca¤›z ama bu yan-
l›fl... Örne¤in  ’nin elemanlar›n›n adlar›n› de¤ifltirirsek, diye-
lim her & #  için &' diye yepyeni bir eleman yarat›rsak, söz-
gelimi &' = (&, 0) olabilir, ve bu elemanlar› flöyle toplay›p, çar-
p›p, s›ralarsak:

&' + (' = (& + ()',
&'(' = (&()',
&' ≤ (' ) & ≤ (,

o zaman  ' = {&' : & #  } kümesi aynen  gibi yukardaki özel-
likleri sa¤layan bir cisim olur. Dolay›s›yla yukardaki özellikle-
ri sa¤layan bir tane s›ral› cisim oldu¤unu kan›tlayamay›z, yan-
l›fl çünkü. Ama flunu kan›tlayabiliriz: E¤er R ve S, tam olan ve
Arflimet özelli¤ini sa¤layan iki s›ral› cisimse,

ƒ(x + y) = ƒ(x) + ƒ(y),
ƒ(xy) = ƒ(x)ƒ(y),
ƒ(1R) = 1S,
x ≤ y ) ƒ(x) ≤ ƒ(y)



özelliklerini sa¤layan bir ƒ : R * S efllemesi vard›r. Bu durum-
da, ƒ’ye �������������	ve R ve S cisimlerine ���������denir.
‹ki yap› aras›ndaki bir eflyap› efllemesi, yap›lar›n asl›nda birbi-
rinin t›pat›p ayn› oldu¤unu sadece elemanlar›n›n adlar›n›n de-
¤iflik oldu¤unu söyler.

Teorem 21.1. Tam olan ve Arflimet özelli¤ini sa¤layan iki

s›ral› cisim eflyap›sald›r. Ayrca bu iki cisim aras›nda tek bir efl-

yap› efllemesi vard›r.

Teoremin püf noktas›, böyle bir cismin içinde !’ye çok
benzeyen yo¤un bir altcismin varl›¤› ve !’ye benzeyen cisimle-
rin eflyap›sal olmalar›d›r.

Önce R’nin içinde !’ye çok benzeyen bir altcisim bulal›m.

Önsav 21.2. R s›ral› bir cisim olsun. 0R ve 1R, s›ras›yla top-

laman›n ve çarpman›n etkisiz elemanlar› olsunlar. n > 0 pozitif

bir do¤al say›ysa,

olsun. i(0) = 0R olsun. E¤er n < 0 negatif bir do¤al say›ysa,
i(n) = !i(!n) = nR

olsun. O zaman, n, m # " ve m % 0 için,
i(n/m) = i(n)/i(m) 

kural›yla tan›mlanan i : ! * R fonksiyonu birebir bir eflyap›

fonksiyonudur, yani her &, ( # ! için,
i(& + () = i(&) + i((),
i(&() = i(&) + i((),
i(1) = 1R ,
& ≤ ( ) i(&) ≤ i(()

önermeleri do¤rudur. Ayr›ca bundan baflka bu özellikleri sa¤-

layan bir i : ! * R fonksiyonu yoktur.
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Kan›t: Konunun heyecan›n› öldürmemek için (kolay olan)
kan›t› vermiyoruz. n

Kimileyin i(n) yerine nR yaz›l›r. i(!) yerine de !R yazmak
ve !R’ye “R’deki !” demek fena fikir de¤ildir. Öte yandan,
bir kar›fl›kl›¤a neden olmas› imkâns›zsa, i(q) yerine do¤rudan q
de yaz›labilir. Bu arada, her r # R ve her pozitif n # # do¤al
say›s› için, nr’nin n tane r’nin toplam› olarak tan›mland›¤›n›
an›msay›p, nr = i(n)r = nRr eflitli¤inin fark›na varal›m:

nr = r + ! + r = 1Rr + ! + 1Rr

= (1R + ! + 1R)r = i(n)r = nRr.
fiimdi i(!)’nün ana teoremin kan›t›nda oynayaca¤› önemli

rolü görelim:

Önsav 21.3. E¤er R bir Arflimet cismiyse, o zaman i(!),
R’de yo¤undur, yani R’nin her & < ( eleman› için, & ≤ i(q) ≤ (
eflitsizliklerini sa¤layan bir q kesirli say›s› vard›r.

Kan›t: q kesirli say›s› için, i(q) yerine q yazaca¤›z.
E¤er & ≤ 0 ≤ ( ise q = 0 ifli görür. E¤er 0 < & < ( için önsav›

kan›tlarsak, & < ( < 0 için de kan›tlam›fl oluruz, çünkü & < ( < 0
ise, 0 < !( < !&’d›r ve e¤er !( < q < !& ise, & < !q < (’d›r. Bun-
dan böyle 0 < & < ( eflitsizliklerini varsayal›m.

($!$& > 0 oldu¤undan, Arflimet özelli¤ine göre, n(($!$&) > 1
eflitsizli¤ini sa¤layan bir n # # vard›r. Demek ki 1/n < ($!$&.

Bir kez daha Arflimet özelli¤ini kullanal›m: 1/n( > 0 oldu-
¤undan, m/n( > 1 eflitsizli¤ini sa¤layan bir m # # vard›r. Do-
lay›s›yla

m/n > (
olur. m’yi, bu eflitsizli¤i sa¤layan en küçük do¤al say› olarak
alal›m. Demek ki,
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eflitsizlikleri geçerli. fiimdi,

eflitsizli¤ini kan›tlayaca¤›z. 

Hesaplar› yukardaki flekilden takip edebilirsiniz:

Böylece & < q ≤ ( eflitsizliklerini sa¤layan bir q # ! bulduk.
Kan›t›m›z bitmifltir. n

fiimdi de i(!) ile R aras›ndaki yak›n iliflkiyi görelim.

Önsav 21.4. R’nin her eleman›, terimleri i(!)’den olan bir

dizinin limitidir.
Kan›t: Kolayl›k aç›s›ndan, i(!) yerine ! yazaca¤›z. r # R

olsun. Yukardaki önsava göre, her pozitif n do¤al say›s› için,
r ! 1/n ile r + 1/n aras›nda bir qn # ! vard›r. R Arflimet özel-
li¤ini sa¤lad›¤›ndan, (1/n)n dizisinin limiti 0’d›r (Teorem 20.4).
O zaman Sandviç Teoremi’ne göre (Teorem 9.10), (qn)n dizisi-
nin limiti r’dir. n

fiimdi ana teoremin kan›t›na giriflebiliriz. R ve S, teoremde
söylendi¤i gibi iki cisim olsun. iR ve iS, Önsav 1’deki !’nün s›-
ras›yla R’ye ve S’ye gömmeleri olsun. R ve S’nin içinde bulunan
“kesirli say› kümelerine” s›ras›yla !R ve !S ad›n› verelim:
iR(!) = !R ve iS(!) = !S. 
!R ile !S aras›nda bir eflyap› efllemesi vard›r:

iS  iR
!1 : !R * !S.
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Bu eflyap› efllemesine k›saca j ad›n› verelim. fiimdi j’yi R’den
S’ye giden bir eflyap› efllemesine geniflletece¤iz.

r # R olsun. Önsav 3’e göre, bir (qn)n kesirli say› dizisi için
limn*0 iR(qn) = r

dir. j(r) # S flöyle tan›mlans›n:
j(r) = limn*0 j(iR(qn)) = limn*0 iS(qn).

Tabii bu tan›m›n geçerli olmas› için flunlar›n kan›tlanmas›
gerekiyor:

1) limn*0 iS(qn) gerçekten vard›r.
2) E¤er bir baflka (pn)n kesirli say› dizisi için

limn*0 iR(pn) = r
ise, o zaman, 

limn*0 iS(qn) = limn*0 iS(pn)
olmal›d›r.

Birincisinin kan›t› kolay, çünkü iR!1 ve iS fonksiyonlar› !R

ve !S aras›nda eflyap› efllemeleridir ve elbette !R’nin temel dizi-
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sini !S’nin temel dizisine götürürler. (iR(qn))n dizisi !R’de ya-
k›nsak oldu¤undan temeldir, dolay›s›yla (iS(qn))n dizisi !S’de te-
meldir. Ve S tam oldu¤undan, bu dizinin S’de bir limiti vard›r.

‹kincisinin kan›t› da zor de¤il, (iR(qn!pn))n dizisi 0R’ye ya-
k›nsad›¤›ndan, bu dizinin j imgesi olan (iS(qn!pn))n dizisi de
0S’ye yak›nsar çünkü ne de olsa j, !R ile !S aras›nda bir eflya-
p› efllemesidir. 

fiimdi j’nin R’den S’ye giden bir eflyap› efllemesi oldu¤unu
kan›tlamak gerekir: j toplamaya ve çarpmaya sayg› duyan bir
fonksiyondur. Bunlar›n kan›t› zor de¤ildir. Örne¤in j’nin topla-
maya sayg› duydu¤unu gösterelim.

r ve s # R olsun. (qn)n ve (pn)n kesirli say› dizileri
limn*0 iR(qn) = r

ve
limn*0 iR(pn) = s

eflitliklerini sa¤las›nlar. O zaman,
limn*0 iR(qn + pn) = r + s

eflitli¤i sa¤lan›r. Dolay›s›yla,
j(r + s) = limn*0$iS(qn + pn)

= limn*0$(iS(qn) + iS(pn))
= limn*0$iS(qn) + limn*0$iS(pn))
= j(r) + j(s).

Çarpma için de ayn› ak›l yürütme yap›l›r.
j’nin s›ralamaya sayg› duydu¤unu do¤rudan kan›tlayabili-

riz ama biz çok daha ekonomik olan bir baflka yöntem izleye-
ce¤iz. Teorem 19A.5’i anal›m: Arflimet özelli¤i olan her tam ci-
simde, negatif olmayan elemanlar tam tam›na karelerdir. Dola-
y›s›yla böyle bir cisimde flu do¤rudur:

x ≤ y ) y ! x ≥ 0 ) 1z (y ! x = z2)
) 1z (y = x + z2).

Demek ki Arflimet özelli¤i olan bir tam cisimde, s›ralama
toplama ve çarpmayla ifade edilir. Dolay›s›yla, Arflimet özelli-
¤i olan tam cisimler aras›ndaki toplamaya ve çarpmaya sayg›
duyan her eflleme, ayn› zamanda s›ralamaya da sayg› duyar.
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Ve j örtendir çünkü S’nin her eleman› bir !S-dizisinin limi-
tidir ve her !S dizisi j yoluyla bir !R-dizisinden gelmektedir.

fiimdi son olarak R ve S aras›ndaki bu eflyap› efllemesinin
biricik oldu¤unu kan›tlayal›m. E¤er 2 ve 3, R’den S’ye giden
iki eflyap› efllemesi olsayd›, 4 = 2!1  3, R’den R’ye giden bir
eflyap› eflleflmesi (otomorfizma) olurdu. 4 = IdR eflitli¤ini kan›t-
lamak yeterli.

4(0) = 4(0 + 0) = 4(0) + 4(0) oldu¤undan, 4(0) = 0 olmak
zorundad›r. 4(1) = 4(1·1) = 4(1)·4(1) oldu¤undan, 4(1), ya 0 ya
da 1 olmak zorundad›r. Ama 4(0) = 0 oldu¤undan, 4(1) de 0
olamaz. Demek ki 4(1) = 1. Bundan, her n do¤al say›s› için (tü-
mevar›mla) 4(n) = n ç›kar. Ayr›ca,

0 = 4(0) = 4(n + (!n)) = 4(n) + 4(!n)
oldu¤undan, her n # # için,

4(!n) = !4(n)
olur. Demek ki, her z # " için,

4(z) = z.
fiimdi m, n # " ve n % 0 için,

m = 4(m) = 4(n·m/n) = 4(n)·4(m/n) = n·4(m/n) 
dolay›s›yla,

4(m/n) = m/n.
4’n›n ! üzerine özdefllik fonksiyonu oldu¤unu kan›tlad›k.

4’n›n R üzerine de bir özdefllik fonksiyonu oldu¤unu kan›tlaya-
ca¤›z. r # R olsun. Diyelim 4(r) % r, örne¤in r < 4(r) olsun. !,
R’de yo¤un oldu¤undan (Önsav 3), r ≤ q ≤ 4(r) eflitsizliklerini
sa¤layan bir q vard›r. fiimdi r ≤ q eflitsizli¤ine 4’y› uygulayal›m.
4(r) ≤ 4(q) = q elde ederiz. Bir çeliflki.

Teoremimiz kan›tlanm›flt›r. n

Sonuç 21.5.  ’den  ’ye giden ve toplamayla çarpmaya say-

g› duyan iki fonksiyon vard›r: sabit 0 ve özdefllik fonksiyonlar›.
Kan›t: Sabit 0 olmayan bir 4 fonksiyonu 1’i 1’e götürmek

ve s›ralamaya sayg› duymak zorundad›r (çünkü pozitif eleman-
lar karelerdir.) Kan›t aynen yukardaki gibidir. n
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( , +, 5) gibi özdefllikten baflka eflyap› efllemesi olmayan yap›-
lara matematikte e¤ilmez bükülmez yap›lar (‹ngilizcesi rigid) denir. 
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22. Dedekind Kesitleri

G
eçen bölümlerde gerçel say›lar›, !’den hareketle ve te-
mel !-dizilerini kullanarak yaratt›k. !’den hareketle
gerçel say›lar› yaratman›n Dedekind taraf›ndan bulun-

mufl daha fl›k bir yöntemi vard›r.

Tan›m›n Gerekçesi. Dedekind’in yöntemi flu düflünceden
kaynaklan›r: Üstten s›n›rl› ve bofl olmayan bir kesirli say›lar
kümemiz olsun. X diyelim bu kümeye. X’in en küçük üsts›n›r›-
n› yaratmak istiyoruz. Böyle bir üsts›n›r !’de olsa da olmasa

da... X’in üsts›nrlar› kümesine bakal›m. Bu kümeyi yukardaki
flekildeki gibi X+ olarak gösterelim:

X+ = {s # ! : her x # X için x ≤ s}.
Örne¤in,

(0, 1)+ = [1, 0) 6 !,
(0, 1]+ = (1, 0) 6 !.

Üstten s›n›rl› ve bofl olmayan bir X kümesi için X+ kümesi-
nin hangi özellikleri var?

X X+

!



1) X+
% 7 çünkü X ’in en az bir üsts›n›r› var,

2) X+
% ! çünkü X boflküme de¤il,

3) E¤er s # X+ ve s ≤ t ise, t # X+.
E¤er bir Y % 7, ! kümesi

∀s ∀t ((s # Y 8$t # ! 8$s ≤ t) * t # Y) (*)
özelli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman

X = {x # ! : her y # Y için x ≤ y}
kümesi için X+ = Y eflitli¤i do¤ru olur. (Al›flt›rma.)

X ’in en küçük üsts›n›r› olarak X+ kümesini aday göstermek
istiyoruz. Yani üstten s›n›rl› ve bofl olmayan her X "! için X+

kümesini bir gerçel say› olarak tan›mlamak istiyoruz. Daha
aç›k yazal›m:

 = {Y " ! : Y % 7, ! ve (*)}
tan›m›n› yapmak istiyoruz.

Yaln›z burada küçük bir sorun var. O da flu: (0, 1) ve (0, 1]
aral›klar›n›n ayn› en küçük üsts›n›rlar› var, her ikisi de 1. Oysa
bu aral›klar›n üsts›n›rlar› kümesi (0, 1)+ ve (0, 1]+ kümeleri de-
¤iflik, biri 1’i içeriyor, di¤eri içermiyor. Bu iki kümeden birini
tercih etmemiz laz›m, yoksa  ’de iki de¤iflik 1 eleman› olurdu!
R’nin tan›m›na bir koflul daha ekleyelim: Y’nin en küçük elema-
n› yoktur, yani en büyük alts›n›r›n› (e¤er varsa bu alts›n›r) içer-
mez. (Böylece (0, 1)+ ve (0, 1]+ kümelerinden ikincisini seçeriz.)

En büyük alts›n›r›n› içermeyen ve (*) özelli¤ini sa¤layan
!’nün Y % 7, ! altkümelerine Dedekind kesiti ad› verilir.
Örne¤in, her a # ! için,

{q # ! : a < q}
kesirli say› aral›¤› bir Dedekind kesitidir. Bir Dedekind kesiti
sonsuza kadar giden bir aral›¤a çok benzer ama kesirli say›lar-
da en büyük alts›n›r› yoksa kesirli say›lar kümesinde bir aral›k
de¤ildir. Örne¤in, 

{x # ! : x > 0 ve x2 > 2}
bir Dedekind kesitidir ama √2 kesirli bir say› olmad›¤›ndan, ke-
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sirli say›lar kümesinde bir aral›k de¤ildir. Öte yandan bir De-
dekind kesitinin en büyük alts›n›r› varsa ve bu en büyük alts›-
n›r a ise, o zaman Dedekind kesiti (a, 0) aral›¤› olmal›d›r.

Dedekind, gerçel say›lar kümesi  ’yi Dedekind kesitleri
kümesi olarak tan›mlayaca¤›z.
!’nün (*) özelli¤ini sa¤layan bir Y % 7, ! altkümesinden,

varsa en küçük alts›n›r›n› ç›kar›rsak bir Dedekind kesiti, yani
bir gerçel say› buluruz. Bu kolay olguyu s›k s›k kullanaca¤›z bu
bölümde.

‹fllemler, S›ralama ve Her fieyin Kan›t› 
fiimdi bu tan›mdan hareketle, böylece tan›mlanm›fl  kü-

mesi üzerine toplamay›, çarpmay› ve s›ralamay› tan›mlayal›m.
Kan›tlar›n birço¤unu al›flt›rma olarak okura b›rakaca¤›z.

Önsav 22.1. E¤er A, B #  ise, A + B #  ’dir.
Kan›t: A ve B boflküme olmad›klar›ndan, A + B de boflkü-

me de¤ildir elbette. (2)’yi kan›tlayal›m. (3)’ten dolay› her Dede-
kind kesiti alttan s›n›rl›d›r. a, A’n›n tüm elemanlar›ndan daha
küçük bir kesirli say› olsun. b de B’nin tüm elemanlar›ndan da-
ha küçük bir kesirli say› olsun. O zaman A + B’nin tüm eleman-

lar› a + b’den daha büyüktür ve a + b say›s› A + B kümesinde
de¤ildir. Demek ki A + B % !. (2) de kan›tland›.

(3)’ü kan›tlayal›m. s # A + B ve s ≤ t # ! olsun. t’nin de 
A + B kümesinde oldu¤unu kan›tlayaca¤›z.
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a # A ve b # B için s = a + b olsun. O zaman,
t = s + t ! s = a + b + t ! s = (a + t ! s) + b.

Ama a ≤ a + t ! s oldu¤undan, a + t ! s # A. Demek ki, t =
(a + t ! s) + b # A + B. (3) de kan›tland›.

Gelelim (4)’e... A + B’nin bir en büyük alts›n›r› oldu¤unu ve bu
en büyük alts›n›r›n A + B’de oldu¤unu varsayal›m. Bu en büyük
alts›n›ra u ad›n› verelim. Demek ki s # A ve t # B için u = s + t. 

Ama o zaman s, A’n›n en büyük alts›n›r› olur. Çünkü s > a # A

olsa, 
u = s + t > a + t # A + B

olur, ki bu da u ’nun A + B’nin en büyük alts›n›r› olmas›yla çe-
liflir. Demek ki s, A’n›n bir alts›n›r›. s, A’da oldu¤undan, s,
A’n›n en büyük alts›n›r›d›r. n

Demek ki iki gerçel say›n›n toplam› da bir gerçel say›d›r. Bu
iyi bir haber.

Önsav 22.2. ( , +, 0 ) de¤iflmeli bir gruptur, yani

a. Her A, B, C #  için, A + (B + C) = (A + B) + C.
b. {q # ! : q > 0} bir gerçel say›d›r ve toplaman›n etkisiz

eleman›d›r. Bu eleman› 0 olarak gösterelim.
c. Her A #  için, A + B = B + A = 0 eflitli¤ini sa¤layan

bir B #  vard›r.
d. Her A, B #  için, A + B = B + A.
Kan›t: ‹lk iki önermenin kan›t› kolay, yukarda sözünü et-

mifltik. Sonuncusu daha da kolay. Üçüncüsünü kan›tlayal›m.
Afla¤›daki resimden izleyebilirsiniz. A #  verilmifl. 

A + B = B + A = 0 
eflitli¤ini sa¤layan bir B #  bulmaya çal›fl›yoruz.
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B = (!A)+ \ {inf (!A)+}
olsun. E¤er inf (!A)+ yoksa, tan›ma göre, B = (!A)+ olmak zo-
rundad›r. Ayr›ca, burada !A flu anlama gelmektedir:

!A = {q # ! : !q # A}.
(Yani buradaki !A, gerçel say› A’n›n de¤il, küme olarak A’n›n
eksisidir. Gerçel say› A’n›n eksisini tan›mlamak üzereyiz.)
B’nin bir Dedekind kesiti oldu¤unu, yani bir gerçel say› oldu-
¤unu ve A + B = B + A = 0 eflitli¤inin sa¤land›¤›n› göstermeyi
okura b›rak›yoruz. n

Afla¤›da c maddesinde varl›¤› gösterilen B #  , !A olarak
yaz›l›r. Ancak bu !A, yukardaki kan›ttaki !A ile kar›flt›r›lma-
mal›d›r. Kan›ttaki !A hiçbir zaman bir gerçel say› olamaz. Bun-
dan böyle !A hep gerçel say› !A anlam›na gelecek.

Her de¤iflmeli grupta oldu¤u gibi B ! A eleman›, B + (!A)
anlam›na gelecek.

A ! (B ! C) = A ! B + C
gibi her de¤iflmeli grupta geçerli olan cambazl›klar› kan›tlama-
y› okura b›rak›yoruz.
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Çarpmaya gelmeden önce s›ralamay› tan›mlayal›m. E¤er A,
B #  ise, ≤ ikili iliflkisini altküme iliflkisi olarak tan›mlayal›m:

A ≤ B ) A " B.
Örne¤in, tan›mdan dolay› max {A, B} = A 6 B. Ama dik-

kat, sonsuz tane gerçel say›n›n kesiflimi boflküme olmasa bile
bir gerçel say› olmak zorunda de¤ildir, çünkü sonsuz kesiflim
en küçük üsts›n›r› içerebilir, örne¤in,

ve solda kesiflimi al›nan kümelerin her biri bir gerçel say› olma-
s›na karfl›n, sa¤daki - en büyük alts›n›r› olan 0’› içerdi¤inden -
bir gerçel say› (yani Dedekind kesiti) de¤ildir. Ama böyle bir
kesiflimden - e¤er boflküme de¤ilse - içinde olma ihtimaline kar-
fl›, en büyük alts›n›r› atarsak, o zaman bir gerçel say› elde ede-
riz. Bu, birazdan önemli olacak

Önsav 22.3. Yukarda tan›mlanan ≤ iliflkisi,  üzerine bir

tams›ralamad›r, yani her A, B, C #  için,
a. A ≤ B ve B ≤ C ise A ≤ C.
b. A ≤ B ve B ≤ A ise A = B.
c. A ≤ A.
d. Ya A ≤ B ya da B ≤ A.
Kan›t: Tamam›yla okura b›rak›lm›flt›r. n

Bu arada,
0 < A ) 0 # B

önermesinin do¤rulu¤una da dikkatinizi çekeriz.
fiimdi çarpmay› tan›mlayal›m. Çarpman›n tan›m› ne yaz›k

ki toplaman›n tan›m› kadar sade de¤il. 
A, B #  olsun. E¤er A ≥ 0 ve B ≥ 0 ise,

AB = {ab : a # A, b # B}
olarak tan›mlans›n. Di¤er durumlarda tan›m flöyle:
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E¤er A ≤ 0 ve B ≥ 0 ise, AB = !((!A)B).
E¤er A ≥ 0 ve B ≤ 0 ise, AB = !(A(!B)).
E¤er A ≥ 0 ve B ≤ 0 ise, AB = (!A)(!B).

Önsav 22.4. E¤er A, B #  ise, AB #  ’dir.
Kan›t: Önsav› sadece A ≥ 0 ve B ≥ 0 durumu için kan›t-

lamak gerekiyor; di¤er durumlar bundan ç›kar. Bu durumu da
okura al›flt›rma olarak b›rak›yoruz. Kesirli say›lar hakk›nda
her fleyi bildi¤inizi varsayabilirsiniz elbet. n

Önsav 22.5. a) Her A, B, C #  için, A(BC) = (AB)C.
b) {q #! : q > 1} bir gerçel say›d›r ve çarpman›n etkisiz ele-

man›d›r. Bu eleman› 1 olarak gösterelim.
c) Her A #  \ {0 } için, AB = BA = 1 eflitli¤ini sa¤layan

bir B #  \ {0 } vard›r.
d) Her A, B #  için, AB = BA.
Kan›t: ‹lk iki ve sonuncu önermelerin kan›t› oldukça kolay.

Üçüncü önermeyi ise A > 0 için kan›tlamak yeterli. (Neden?)
Kan›tlayal›m. A > 0 bir gerçel say› olsun. AB = BA = 1 eflit-
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li¤ini sa¤layan bir B #  bulmaya çal›fl›yoruz.
B = (1/A)+ \ {inf (1/A)+}

olsun. (Bkz. yukardaki flekil.) Burada 1/A flu anlama gelmektedir:
1/A = {q # ! : 1/q # A}.

(Yani gerçel say› A’n›n de¤il, küme olarak A’n›n tersini al›yoruz.
Gerçel say› A’n›n tersini tan›mlamak üzereyiz.) B’nin bir Dedekind
kesiti oldu¤unu, yani bir gerçel say› oldu¤unu ve AB = BA = 1 
eflitli¤inin sa¤land›¤›n› göstermeyi okura b›rak›yoruz. n

Sonuç 22.6. ( \ {0 }, 5, 1 ) de¤iflmeli bir gruptur.

fiimdi de toplamayla çarpma aras›ndaki yegâne iliflki olan
da¤›lma özelli¤i:

Önsav 22.7. Her A, B, C #  için,
A(B + C) = AB + AC.

Kan›t: Son derece basit. Bir kümeden bir eleman al›p bu ele-
man›n di¤er kümede oldu¤unu göstermek gerekiyor. Bu da
!’deki da¤›lma özelli¤inden hemen ç›kar. n

Sonuç 22.8. ( \ {0 }, +, 5, 0 , 1 ) bir cisimdir.

Beklenildi¤i gibi  cismi s›ral›d›r:

Önsav 22.9. ( , +, 5, ≤, 0 , 1 ) s›ral› bir cisimdir, yani her

A, B, C #  için,
a) A ≤ B ise A + C ≤ B + C.
b) A ≤ B ve 0 ≤ C ise AC ≤ BC.
Kan›t: Okura b›rak›lm›flt›r. n

fiimdi  ’nin en önemli özelli¤ini görelim:
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Önsav 22.10. E¤er 7$% S "  ise ve S’nin bir üsts›n›r› var-

sa, o zaman S’nin en küçük üsts›n›r› vard›r.
Kan›t: Önsav 3’ten hemen önce gelen tart›flma bu kan›tta

önemli olacak. S ;  , bofl olmayan ve üsts›n›r› olan bir altkü-

me olsun. X #  , S’nin bir üsts›n›r› olsun. Demek ki her A # S

için, X " A. Dolay›s›yla 

Soldaki ifadeye U diyelim:

X’i içerdi¤inden, U boflküme de¤il. Ama gene de U bir De-
dekind kesiti, yani gerçel say› olmayabilir, çünkü en büyük alt-
s›n›r›n› içerebilir. V = U \ {inf U} olsun. V bir gerçel say›d›r.
V’nin sup S oldu¤unun kan›t›n› okura b›rak›yoruz. n

Demek ki Teorem 20.15’e göre  tamd›r ve Arflimet özelli-
¤ini sa¤lar. Dolay›s›yla Teorem 21.1’e göre geçen yaz›larda ta-
n›mlanan  ’yle eflyap›sald›r.
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