21. R’nin Biricikligi

u noktaya gelene kadar R’nin bircok ozelligini kanitla-
Bdlk. Bu ozelliklerin bir listesini ¢ikaralim: 1) R, sirali bir

cisimdir. 2) R tamdir, yani R’nin her temel (ya da Ca-
uchy) dizisi R’de yakinsaktir. 3) R bir Argimet cismidir.

Bu boliimde yukardaki ti¢ 6zelligi saglayan R’den baska bir
cisim olmadigini kanitlayacagiz. Kanitlayacagiz ama bu yan-
lis... Ornegin R’nin elemanlarinin adlarini degistirirsek, diye-
lim her a € R i¢in o’ diye yepyeni bir eleman yaratirsak, soz-
gelimi o’ = (a, 0) olabilir, ve bu elemanlar1 soyle toplayip, ¢ar-
pip, siralarsak:

o + B = (a+B),

a'p’ = (af),

oo <P sa<sp,
o zaman R’ = {a/ : o € R} kiimesi aynen R gibi yukardaki 6zel-
likleri saglayan bir cisim olur. Dolayisiyla yukardaki ozellikle-
ri saglayan bir tane sirali cisim oldugunu kanitlayamayiz, yan-
lig cinki. Ama sunu kanitlayabiliriz: Eger R ve S, tam olan ve
Arsimet ozelligini saglayan iki sirali cisimse,

flx +y) = flx) + f(¥),

flxy) = flx)f(y),

f(1R) =1,

x<y < flx) < fy)
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ozelliklerini saglayan bir f : R — S eslemesi vardir. Bu durum-
da, f’ye esyapr eslemesi ve R ve S cisimlerine esyapisal denir.
Iki yapr arasindaki bir esyap1 eslemesi, yapilarin aslinda birbi-
rinin tipatip aynt oldugunu sadece elemanlarinin adlarinin de-
gisik oldugunu soyler.

Teorem 21.1. Tam olan ve Arsimet Ozelligini saglayan iki
stral cisim esyapisaldir. Ayrca bu iki cisim arasinda tek bir es-
yapi eslemesi vardir.

Teoremin pif noktasi, boyle bir cismin icinde Q’ye ¢ok
benzeyen yogun bir altcismin varhigi ve Q’ye benzeyen cisimle-
rin esyapisal olmalaridir.

Once R’nin icinde Q’ye ¢ok benzeyen bir altcisim bulalim.

Onsav 21.2. R swrali bir cisim olsun. Oy ve 1y, sirastyla top-
lamanin ve carpmann etkisiz elemanlari olsunlar. n > 0 pozitif
bir dogal sayrysa,

in)=1g +---+1g =np
KR
n tane 1g
olsun. i(0) = Og olsun. Eger n < 0 negatif bir dogal sayiysa,
i(n) = —i(-n) = ng
olsun. O zaman, n,m € 7 ve m # 0 icin,
i(nlm) = i(n)li(m)
kuraliyla tamimlanan i : Q — R fonksiyonu birebir bir esyapi
fonksiyonudur, yani ber o, p € Q icin,
(o + B) = i(a) + 1(P),
i(af) = i(a) +i(B),
i(1) = 1g ,
a<Beia) <iP)
onermeleri dogrudur. Ayrica bundan baska bu ozellikleri sag-
layan bir i : Q — R fonksiyonu yoktur.
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Kanmit: Konunun heyecanini 6ldiirmemek igin (kolay olan)
kaniti vermiyoruz. (]

Kimileyin i(n) yerine ng yazilir. i(Q) yerine de Qg yazmak
ve Qg’ye “R’deki Q” demek fena fikir degildir. Ote yandan,
bir karigsikliga neden olmasi imkansizsa, i(g) yerine dogrudan g
de yazilabilir. Bu arada, her » € R ve her pozitif # € N dogal
sayist i¢in, n#’nin 7 tane 7’nin toplami olarak tanimlandigin
animsay1p, nr = i(n)r = ngr esitliginin farkina varalim:

nr=r+ - +r=1gr+ -+ 1gr
= (1g + -+ + 1g)r = i(n)r = ngr.

Simdi #(Q)’niin ana teoremin kanitinda oynayacagi 6énemli
rolii gorelim:

Onsav 21.3. Eger R bir Arsimet cismiyse, o zaman i(Q),
R’de yogundur, yani R’nin her o. < B elemani icin, o. < i(q) <
esitsizliklerini saglayan bir q kesirli sayisi vardir.

Kanit: g kesirli sayisi igin, i(g) yerine g yazacagiz.

Eger a <0 < B ise g = 0 isi goriir. Eger 0 < o < B i¢in Onsavi
kanitlarsak, o < B < 0 i¢in de kanitlamus oluruz, ¢tinkii ot < f < 0
ise, 0 < = < —a’dir ve eger —B < g < —a ise, a < —q < B’dir. Bun-
dan boyle 0 < a < B esitsizliklerini varsayalim.

B — o > 0 oldugundan, Arsimet ozelligine gore, n(p — a) > 1
esitsizligini saglayan bir » € N vardir. Demek ki 1/7 <  — a.
01/n P-o o B R

Bir kez daha Arsimet 6zelligini kullanalim: 1/# > 0 oldu-
gundan, m/nf > 1 esitsizligini saglayan bir m € N vardir. Do-
layisiyla

min >
olur. m’yi, bu esitsizligi saglayan en kiciik dogal say1 olarak
alalim. Demek ki,
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m-1 <B < m
. . . . . . . n
esitsizlikleri gegerli. Simdi,
m—1
a <
n
esitsizligini kanitlayacagiz.
01/n P-a o B min R

Hesaplari yukardaki sekilden takip edebilirsiniz:

-1 1
it B RTARTE
n n on
Boylece o < g < B esitsizliklerini saglayan bir ¢ € Q bulduk.

Kanitimiz bitmistir. [l

Simdi de {(Q) ile R arasindaki yakin iligkiyi gorelim.

Onsav 21.4. R’nin ber elemanu, terimleri i(Q)’den olan bir
dizinin limitidir.

Kanit: Kolaylik acisindan, i(Q) yerine Q yazacagiz. r € R
olsun. Yukardaki 6nsava gore, her pozitif n dogal sayisi igin,
r — 1/n ile r + 1/n arasinda bir q,, € Q vardir. R Argimet 6zel-
ligini sagladigindan, (1/n),, dizisinin limiti 0’dir (Teorem 20.4).
O zaman Sandvi¢ Teoremi’ne gore (Teorem 9.10), (q,,),, dizisi-
nin limiti 7 dir. [l

Simdi ana teoremin kanitina girisebiliriz. R ve S, teoremde
soylendigi gibi iki cisim olsun. ig ve ig, Onsav 1’deki Q’niin si-
rastyla R’ye ve S’ye gommeleri olsun. R ve $’nin i¢inde bulunan
“kesirli say1 kiimelerine” sirasiyla Qi ve Qg adini verelim:
ir(Q) = Qg ve i5(Q) = Q.

Qg ile Qg arasinda bir esyap: eslemesi vardir:

iS o iR_l : QR e d Qs.
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igoip~!
Bu esyapi eslemesine kisaca j adini verelim. Simdi j’yi R’den
S’ye giden bir esyapi eslemesine genisletecegiz.
r € R olsun. Onsav 3’e gore, bir (q,,),, kesirli say1 dizisi igin
limn—)oo iR(qn) =7
dir. j(r) € S soyle tammlansin:
](7) = limn—>oo 7(1R(qn)) = limyz—)oo ZS(qn>

ixla,) T isla,) )

P .
] =1g01p i

Tabii bu tanimin gegerli olmasi i¢in sunlarin kanitlanmasi
gerekiyor:

1) lim,,_,, ig(q,,) ger¢ekten vardir.

2) Eger bir baska (p,,),, kesirli say1 dizisi i¢in

lim, ., ig(p,) =71
ise, 0 zaman,
limn—)oo i5(dy) = limn—)oo is(Pn)

olmalidur.

Birincisinin kamiti kolay, ¢iinkii ig~1 ve ig fonksiyonlari Qg
ve Qg arasinda esyapi eslemeleridir ve elbette Qg nin temel dizi-
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sini Qg¢’'nin temel dizisine gotirirler. (ig(q,,)),, dizisi Qg’de ya-
kinsak oldugundan temeldir, dolayisiyla (ig(g,,)),, dizisi Qg’de te-
meldir. Ve S tam oldugundan, bu dizinin $’de bir limiti vardir.

Ikincisinin kaniti da zor degil, (ig(g,~p,)), dizisi Og’ye ya-
kinsadigindan, bu dizinin j imgesi olan (i¢(q,—p,,)), dizisi de
0¢’ye yakinsar ¢iinkii ne de olsa j, Qp ile Qg arasinda bir esya-
p1 eslemesidir.

Simdi /’nin R’den S’ye giden bir esyap1 eslemesi oldugunu
kanitlamak gerekir: j toplamaya ve carpmaya saygi duyan bir
fonksiyondur. Bunlarin kaniti zor degildir. Ornegin j'nin topla-
maya saygi duydugunu gosterelim.

rve s € R olsun. (g,,),, ve (p,,),, kesirli say1 dizileri

lim,, . ip(q,) = 7
ve
lim,_, ig(p,) =s
esitliklerini saglasinlar. O zaman,
lim, ., ig(q,, + P,) =7 +s
esitligi saglanir. Dolayisiyla,
j(r +s)=lim,_, ig(q, + D,
= hmﬂ—)oo (ZS(qn) + ZS(pn))
= limn—)oo iS(qn) + lirnn—)oo ZS(pn))
=j(r) + j(s).

Carpma i¢in de ayni akil yurtitme yapilir.

7’nin siralamaya saygi duydugunu dogrudan kanitlayabili-
riz ama biz ¢ok daha ekonomik olan bir bagka yontem izleye-
cegiz. Teorem 19A.5%1 analim: Arsimet 6zelligi olan her tam ci-
simde, negatif olmayan elemanlar tam tamina karelerdir. Dola-
yistyla boyle bir cisimde su dogrudur:

x<y oy-—x20 3z (y—x =22)
&3z (y = x + 22).

Demek ki Argimet 6zelligi olan bir tam cisimde, siralama
toplama ve carpmayla ifade edilir. Dolayisiyla, Arsimet 6zelli-
gi olan tam cisimler arasindaki toplamaya ve carpmaya saygi
duyan her egleme, ayni zamanda siralamaya da saygi duyar.
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Ve j ortendir ¢iinkii $’nin her eleman: bir Qg-dizisinin limi-
tidir ve her Qg dizisi j yoluyla bir Qg-dizisinden gelmektedir.

Simdi son olarak R ve S arasindaki bu esyapi eslemesinin
biricik oldugunu kanitlayalim. Eger ¢ ve y, R’den S’ye giden
iki esyap1 eslemesi olsaydi, 8 = ¢! o y, R’den R’ye giden bir
esyap!t eslesmesi (otomorfizma) olurdu. 6 = Idy esitligini kanit-
lamak yeterli.

0(0) = 6(0 + 0) = 6(0) + 6(0) oldugundan, 6(0) = 0 olmak
zorundadir. 6(1) = 6(1-1) = 6(1)-6(1) oldugundan, 6(1), ya 0 ya
da 1 olmak zorundadir. Ama 6(0) = 0 oldugundan, 6(1) de 0
olamaz. Demek ki 6(1) = 1. Bundan, her # dogal sayis1 i¢in (tii-
mevarimla) 0(n) = n ¢ikar. Ayrica,

0=06(0)=06(n + (—n)) = 6(n) + 6(—n)
oldugundan, her » € N igin,

0(-n) = —0(n)
olur. Demek ki, her z € Z igin,
0(z) = 2.

Simdi m, n € Z ve n # 0 igin,
m = 0(m) = O(n-m/n) = 0(n)-0(min) = n-6(m/n)
dolayisiyla,
0(m/n) = min.

0’nin Q tizerine 6zdeslik fonksiyonu oldugunu kanitladik.
0’nin R tizerine de bir 6zdeslik fonksiyonu oldugunu kanitlaya-
cagiz. r € R olsun. Diyelim 6(7) # r, 6rnegin r < 0(r) olsun. Q,
R’de yogun oldugundan (Onsav 3), 7 < g < 0(r) esitsizliklerini
saglayan bir g vardir. Simdi 7 < g esitsizligine 6’y1 uygulayalim.
0(r) < 0(q) = g elde ederiz. Bir celigki.

Teoremimiz kanitlanmistir. [l

Sonug 21.5. R’den R’ye giden ve toplamayla carpmaya say-
gt duyan iki fonksiyon vardir: sabit 0 ve 6zdeslik fonksiyonlari.
Kanit: Sabit 0 olmayan bir 6 fonksiyonu 1°’i 1’e gotiirmek
ve siralamaya saygi duymak zorundadir (¢iinki pozitif eleman-
lar karelerdir.) Kanit aynen yukardaki gibidir. [l
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(R, +, x) gibi 6zdeglikten bagka esyapi eslemesi olmayan yapi-
lara matematikte egilmez biikiilmez yapilar (Ingilizcesi rigid) denir.



22. Dedekind Kesitleri

ecen boliimlerde gercel sayilari, Q’den hareketle ve te-
‘ mel Q-dizilerini kullanarak yarattik. Q’den hareketle

gercel sayilari yaratmanin Dedekind tarafindan bulun-
mus daha sik bir yontemi vardir.

Tanmimin Gerekgesi. Dedekind’in yontemi su diisinceden
kaynaklanir: Ustten sinirli ve bos olmayan bir kesirli sayilar
kiimemiz olsun. X diyelim bu kiimeye. X’in en kiigtik tistsiniri-
n1 yaratmak istiyoruz. Boyle bir tstsinir Q’de olsa da olmasa

X+

da... X’in astsinrlart kiimesine bakalim. Bu kiimeyi yukardaki

sekildeki gibi X * olarak gosterelim:
X" ={se Q:herx e Xiginx <s).
Ornegin,
(0, D)*=[1,2) N Q,
(0, 1]* = (1, ) N Q.
Ustten sinirli ve bos olmayan bir X kiimesi i¢in X * kiimesi-
nin hangi o6zellikleri var?
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1) X™ # & ¢iinkii X’in en az bir iistsinir1 var,

2) X" # Q ¢iinkii X boskiime degil,

3)Egers e X" ves<tise,t e X .

Eger bir Y # &, Q kiimesi

VsVi((se YAte Qas<t)>te) (*)
ozelligini saghyorsa, o zaman
X={xe Q:herye Yiginx <y}
kiimesi icin X* = Y esitligi dogru olur. (Alistirma.)

Xin en kiiciik iistsinirt olarak X ™ kiimesini aday gdstermek
istiyoruz. Yani ustten sinirli ve bos olmayan her X < Q i¢in X+
kiimesini bir gergel say1 olarak tanimlamak istiyoruz. Daha
acgik yazalim:

R={YcQ:Y=J, Qve (*)}
tanimini yapmak istiyoruz.

Yalniz burada kiiguk bir sorun var. O da su: (0, 1) ve (0, 1]
araliklarinin ayni en kiiguik tstsinirlari var, her ikisi de 1. Oysa
bu araliklarin tstsinirlar: kiimesi (0, 1)* ve (0, 1]* kiimeleri de-
gisik, biri 1’1 igeriyor, digeri icermiyor. Bu iki kiimeden birini
tercih etmemiz lazim, yoksa R’de iki degisik 1 elemani olurdu!
R’nin tanimina bir kosul daha ekleyelim: Y’nin en kiiciik elema-
n1 yoktur, yani en biyiik altsinirini (eger varsa bu altsinir) iger-
mez. (Boylece (0, 1)* ve (0, 1]* kiimelerinden ikincisini seceriz.)

En buyik altsinirini icermeyen ve (*) ozelligini saglayan
Q’nun Y # &, Q altkiimelerine Dedekind kesiti adi verilir.
Ornegin, her a € Q icin,

{geQ:a<gqg}
kesirli say1 araligi bir Dedekind kesitidir. Bir Dedekind kesiti
sonsuza kadar giden bir araliga cok benzer ama kesirli sayilar-
da en biiyiik altsiniri yoksa kesirli sayilar kiimesinde bir aralik
degildir. Ornegin,
xeQ:x>0vex?>2)
bir Dedekind kesitidir ama \2 kesirli bir say1 olmadigindan, ke-
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sirli sayilar kiimesinde bir aralik degildir. Ote yandan bir De-
dekind kesitinin en biytik altsiniri varsa ve bu en biytk altsi-
nir a ise, o zaman Dedekind kesiti (a, ) araligi olmaldir.

Dedekind, gercel sayilar kiimesi R’yi Dedekind kesitleri
ktimesi olarak tanimlayacagiz.

Q’niin (*) ozelligini saglayan bir Y # &, Q altkiimesinden,
varsa en kiiguik altsinirini ¢ikarirsak bir Dedekind kesiti, yani
bir gergel say1 buluruz. Bu kolay olguyu sik sik kullanacagiz bu
boliimde.

Islemler, Siralama ve Her Seyin Kanit1
Simdi bu tanimdan hareketle, boylece tanimlanmis R kii-
mesi iizerine toplamayi, carpmayi ve siralamayi tanimlayalim.
Kanitlarin bir¢ogunu alistirma olarak okura birakacagz.

Onsav 22.1. Eger A, B € R ise, A + B € R’dir.

Kanit: A ve B boskiime olmadiklarindan, A + B de boskii-
me degildir elbette. (2)’yi kanitlayalim. (3)’ten dolay1 her Dede-
kind kesiti alttan sinirhdir. @, A’nin tiim elemanlarindan daha
kiigtik bir kesirli say1 olsun. b de B’nin tim elemanlarindan da-
ha kuiguk bir kesirli say1 olsun. O zaman A + B’nin tiim eleman-

g A

b B

a+b A+B

lar1 a + b’den daha buiyiiktiir ve a + b sayist A + B kiimesinde
degildir. Demek ki A + B = Q. (2) de kanitland.

(3)’4 kanitlayalim. s € A + B ve s <t € Q olsun. #nin de
A + B kiimesinde oldugunu kanitlayacagiz.

A a a+t—s
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aeAveb e Bicins=a+ b olsun. O zaman,
t=s+t—-s=a+b+t—s=(a+t—s)+b.
Ama a<a+t—soldugundan, a + t —s € A. Demek ki, t =
(a+t—s)+beA+ B.(3)de kanitlandi.
Gelelim (4)’e... A + B’nin bir en buiyiik altsinir1 oldugunu ve bu
en biuyik altsinirin A + B’de oldugunu varsayalim. Bu en biiyiik
altsinira # adin1 verelim. Demek kis € Avet e Biginu =s + ¢.

S A

A+B

u=s+t

Ama o zaman s, A’nin en buiyiik altsiniri olur. Ciinkiis >a € A
olsa,

u=s+t>a+teA+8B
olur, ki bu da #’nun A + B’nin en buyuk altsinir1 olmasiyla ce-
ligir. Demek ki s, A’nin bir altsinir1. s, A’da oldugundan, s,
A’nin en buyiik altsiniridir. [l

Demek ki iki gercel sayinin toplami da bir gergel sayidir. Bu
iyi bir haber.

Onsav 22.2. (R, +, Og) degismeli bir gruptur, yani

a. Her A,B,C e Riciny,A+ (B+C)=(A+ B) + C.

b. {g € Q : g > 0} bir gercel sayidir ve toplamanin etkisiz
elemanidir. Bu elemani O olarak gosterelim.

c. Her A € R i¢in, A + B = B + A = Oy esitligini saglayan
bir B € R vardur.

d. Her A, B € Ricin, A+ B=B + A.

Kamt: Ilk iki 6nermenin kaniti kolay, yukarda soziinii et-
mistik. Sonuncusu daha da kolay. Uciinciisiinii kanitlayalim.
Asagidaki resimden izleyebilirsiniz. A € R verilmis.

A+B=B+A=0g
esitligini saglayan bir B € R bulmaya calisiyoruz.
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B = (—A)* \ [inf (—A)*)
olsun. Eger inf (—A)* yoksa, tanima gore, B = (—A)* olmak zo-
rundadir. Ayrica, burada —A su anlama gelmektedir:
-A={qeQ:—q €A}
(Yani buradaki —A, gergel say1 A’nin degil, kiime olarak A’nin
eksisidir. Gergel say1 A’nin eksisini tanimlamak uzereyiz.)
B’nin bir Dedekind kesiti oldugunu, yani bir gergel say1 oldu-
gunuve A + B = B + A = Op esitliginin saglandigini gostermeyi
okura birakiyoruz. ]

Asagida ¢ maddesinde varligi gosterilen B € R, —A olarak
yazilir. Ancak bu —A, yukardaki kanittaki —A ile karigtirilma-
malidir. Kanittaki —A hi¢bir zaman bir gercel say1 olamaz. Bun-
dan boyle —A hep gercel say1 —A anlamina gelecek.

Her degismeli grupta oldugu gibi B — A elemani, B + (-A)
anlamina gelecek.

A-(B-C)=A-B+C
gibi her degismeli grupta gecerli olan cambazliklar1 kanitlama-
y1 okura birakiyoruz.

0 ¢ A durumunda B = (-A)* \ {inf (-A)*}:

0 A
—A 0

0 (=A)*

inf (—A)*, olabilir de olmayabilir de;
oldugunda da (-A)* kiimesinde olmayabilir.

0 € A durumunda B = (-A)* \ {inf (-A)*}:
A

0
_A 0
0 (=A)*

inf (—A)*, olabilir de olmayabilir de;
oldugunda da (—A)* kiimesinde olmayabilir.
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Carpmaya gelmeden 6nce siralamayi tanimlayalim. Eger A,

A<B< AcB.

Ornegin, tanimdan dolayr max {A, B} = A n B. Ama dik-
kat, sonsuz tane gergel saymin kesisimi bogkiime olmasa bile
bir gercel say1 olmak zorunda degildir, ¢iinkii sonsuz kesisim
en kiiciik tstsinirt igerebilir, 6rnegin,

N _laeQ:q>-1/n}=(geQ:q20},

ve solda kesigimi alinan kiimelerin her biri bir gercel say1 olma-
sina karsin, sagdaki - en buyiik altsinirt olan 0’1 icerdiginden -
bir gercel say1 (yani Dedekind kesiti) degildir. Ama boyle bir
kesisimden - eger boskiime degilse - i¢inde olma ihtimaline kar-
s1, en buyiik altsinir1 atarsak, o zaman bir gergel say1 elde ede-
riz. Bu, birazdan 6nemli olacak

Onsav 22.3. Yukarda tammlanan < iliskisi, R iizerine bir
tamsiralamadir, yani her A, B, C € R icin,

a.A<BveB<Cise ALC.

b. A<BwveB<Aise A=B.

c. ALA.

d. Ya A<ByadaB<A.

Kanit: Tamamiyla okura birakilmistir. (]

Bu arada,
OR<A<=0eB

onermesinin dogruluguna da dikkatinizi cekeriz.

Simdi ¢arpmayi tanimlayalim. Carpmanin tanimi ne yazik
ki toplamanin tanimi kadar sade degil.

A, B € R olsun. Eger A 2 Oy ve B > Op, ise,

AB={ab:a e A, b e B}

olarak tanimlansin. Diger durumlarda tanim goyle:



22. Dedekind Kesitleri 433

Eger A <0Op ve B 2 O ise, AB = —((-A)B).
Eger A > O ve B < O ise, AB = —(A(~B)).
Eger A 2 O ve B < Op ise, AB = (-A)(-B).

Onsav 22.4. Eger A, B € R ise, AB € R’dir.

Kanit: Onsavi sadece A > O ve B > Og durumu igin kanit-
lamak gerekiyor; diger durumlar bundan ¢ikar. Bu durumu da
okura aligtirma olarak birakiyoruz. Kesirli sayilar hakkinda
her seyi bildiginizi varsayabilirsiniz elbet. O

Onsav 22.5. a) Her A, B, C € R i¢in, A(BC) = (AB)C.

b) {g € Q: g > 1} bir gercel sayidir ve carpmanin etkisiz ele-
manidir. Bu elemani 1R olarak gosterelim.

c) Her A € R\ {Or} i¢in, AB = BA = 1y esitligini saglayan
bir B € R\ {Og} vardir.

d) Her A, B € R icin, AB = BA.

Kamnt: Ilk iki ve sonuncu énermelerin kaniti oldukca kolay.
Ugiincii 6nermeyi ise A > O igin kanitlamak yeterli. (Neden?)
Kanitlayalim. A > O bir gergel say1 olsun. AB = BA = 1 esit-

1 ¢ A durumunda B = (1/A)* \ {inf (1/A)*}:
0 1 A
1/A

O

(1/A)*

Il s dle d

1
1

inf (1/A)*, olabilir de olmayabilir de;
oldugunda da (1/A)* kiimesinde olmayabilir.

1 € A durumunda B = (1/A)* \ {inf (1/A)*}:
0 A

1/A

1o 1o +
P R S Sy

(1/A)*

inf (1/A)*, olabilir de olmayabilir de;
oldugunda da (1/A)* kiimesinde olmayabilir.
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ligini saglayan bir B € R bulmaya c¢alisiyoruz.
B = (1/A)*\ {inf (1/A)*)
olsun. (Bkz. yukardaki sekil.) Burada 1/A su anlama gelmektedir:
1/1A={q € Q:1/q € A}.
(Yani gercel say1 A’nin degil, kiime olarak A’nin tersini aliyoruz.
Gergel say1 A’nin tersini tanimlamak tizereyiz.) B’nin bir Dedekind
kesiti oldugunu, yani bir gergel say1 oldugunu ve AB = BA = 1y
esitliginin saglandigini gostermeyi okura birakiyoruz. O

Sonug 22.6. (R\ {OR}, x, 1r) degismeli bir gruptur.

Simdi de toplamayla ¢arpma arasindaki yegane iliski olan
dagilma ozelligi:

Onsav 22.7. Her A, B, C € R icin,
A(B + C)=AB + AC.
Kanit: Son derece basit. Bir kiimeden bir eleman alip bu ele-
manin diger kiimede oldugunu gostermek gerekiyor. Bu da
Q’deki dagilma ozelliginden hemen ¢ikar. [l

Sonug 22.8. (R\ {Og}, +, %, Or, 1R) bir cisimdir.

Beklenildigi gibi R cismi siralidir:

Onsav 22.9. (R, +, x, <, Op, 1g) strali bir cisimdir, yani ber
A, B, C € R ic¢in,

a)A<Bise A+ C<B+C.

b) A< Bve Og < Cise AC<BC.

Kamit: Okura birakilmustir. [

Simdi R’nin en 6nemli 6zelligini gorelim:



22. Dedekind Kesitleri 435

Onsav 22.10. Eger @ # S R ise ve S’nin bir iistsinirt var-
sa, o zaman S’nin en kiiciik iistsinir: vardir.

Kanit: Onsav 3’ten hemen 6nce gelen tartisma bu kanitta
onemli olacak. § = R, bog olmayan ve ustsinirt olan bir altkii-

ABCD .. —

X
S’den elemanlar  $’nin bir tistsmiri
me olsun. X € R, $’nin bir Gstsinir1 olsun. Demek ki her A € §
icin, X < A. Dolayisiyla

X & ﬂAES A.

Soldaki ifadeye U diyelim:

UzﬂAESA.

X1 igerdiginden, U boskiime degil. Ama gene de U bir De-
dekind kesiti, yani gergel say1 olmayabilir, ¢ctinkii en buyiik alt-
sinirini igerebilir. V = U \ {inf U} olsun. V bir gercel sayidir.
V’nin sup S oldugunun kanitini okura birakiyoruz. H

Demek ki Teorem 20.15%e gore R tamdir ve Arsimet 6zelli-
gini saglar. Dolayisiyla Teorem 21.1% gore gecen yazilarda ta-
nimlanan R’yle esyapisaldir.



