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B
u bölümde birkaç yak›nsak dizi örne¤i daha görece¤iz.
Verdi¤imiz örneklerin her biri hem kendi bafl›na hem de
kullan›lan yöntem aç›s›ndan önemlidir.

Örnek 19B.1. limn(I 21/n = 1.
Kan›t: Elbette 21/n ≥ 1. Ayr›ca (21/n)n azalan bir dizidir. De-

mek ki limiti vard›r ve limiti en az 1 olabilir. Bu limite ' diye-
lim. O zaman,
' = limn(I 21/n = limn(I 22/2n = (limn(I 21/2n)2 = '2. 

Bundan da, ' = 0 olamayaca¤›ndan, ' = 1 ç›kar.

Örnek 19B.2. limn(I n1/n = 1.
Kan›t: Elbette n1/n ≥ 1. n ≥ 3 için bu dizinin azalan oldu¤u-

nu gösterece¤iz.

mant›ksal denkliklerinden ve Örnek 18A.2’nin ikinci ad›m›n-
dan dolay›, n ≥ 3 için dizinin azalan oldu¤unu görürüz. Demek
ki dizi Cauchy dizisidir ve dolay›s›yla "’de bir limiti vard›r. Bu
limite ' diyelim. O zaman, bildi¤imiz teoremleri ve Örnek
19B.1’i kullanarak,
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1 ≤ ' = limn(I n1/n = limn(I (2n)1/2n = limn(I 21/2nn1/2n

= (limn(I 21/n)1/2(limn(I n1/n)1/2 = 1·√' = √'
buluruz. Buradan da ' = 1 ç›kar.

Örnek 19B.3. E¤er |x| < 1 ise limn(I nxn = 0. Aksi halde

dizi ›raksakt›r.
Kan›t: |x| < 1 olsun. x yerine |x| alarak, x’in negatif olmad›¤›n›

varsayabiliriz. E¤er x = 0 ise sorun yok. Bundan böyle 0 < x < 1
olsun.

limn(I n/(n + 1) = 1 oldu¤undan, öyle bir N vard›r ki, her
n > N için,

x < n/(n+1)
olur. fiimdi n > N için,

(n + 1)xn+1 = (n + 1)xxn < nxn.
Demek ki dizi zamanla azal›yor. Dolay›s›yla bir limiti vard›r.
Bu limite ' diyelim. E¤er ' % 0 ise, 

' = limn(I nxn = limn(I (n+1)xn+1 

= limn(I (nxn+1 + xn+1)
= limn(I nxn+1 + limn(I xn+1

= limn(I nxnx = x·limn(I nxn = x·'.
Demek ki ' = 0.

E¤er |x| ≥ 1 ise, dizi s›n›rl› olmad›¤›ndan yak›nsak da olamaz.

Örnek 19B.4. x0 = 1 olsun. xn+1 = √(2xn) olsun. Dizinin li-

mitini bulun.
Yan›t: Dizinin ilginçli¤ini görmek için ilk birkaç terimi ya-

zal›m:

E¤er limit varsa, xn+1 = √(2xn) eflitli¤inin her iki taraf›n da li-
mitini alarak, x = √(2x) buluruz. Bunun karesini alal›m: x2 = 2x

ç›kar. Bundan da x = 0 ya da 2 bulunur. 
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Dizinin artan oldu¤unu kan›tlayal›m. xn < xn+1 = √(2xn)
eflitsizli¤ini kan›tlamal›y›z, yani (dizi bariz biçimde pozitif ol-
du¤undan) xn

2 < 2xn eflitsizli¤ini, yani xn ≤ 2 eflitsizli¤ini kan›t-
lamal›y›z. Bunu tümevar›mla kan›tlayal›m. x0 = 1 < 2 eflitsizli-
¤i belli. fiimdi xn < 2 eflitsizli¤ini varsayal›m. O zaman, 

xn+1 = √(2xn) < √(2·2) = √4 = 2. 
‹stedi¤imiz kan›tland›. Demek ki dizi art›yor ve üstten 2 ta-

raf›ndan s›n›rl›. Demek ki dizinin bir limiti var: 0 ya da 2. Di-
zi pozitif oldu¤undan ve artt›¤›ndan, dizi 2’ye yak›nsar.

Al›flt›rmalar
1. Yukardaki örne¤i 2 yerine herhangi bir a ≥ 0 için yap›n.

Örne¤in,

dizisinin akibeti nedir?
2. x0 = 1 olsun. xn+1 = (2xn)1/3 olsun. Dizinin limiti var m›-

d›r, varsa limiti bulun.
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19C. Yak›nsak Gerçel Dizi
Al›flt›rmalar›

1. a, b > 0 iki gerçel say›ysa, limn(I (an + bn)1/n = max{a, b}
eflitli¤ini kan›tlay›n.

2. Limiti 0 olan ama (an/an+1)n dizisinin yak›nsak olmad›¤›
bir (an)n dizisi bulun.

3.  1 < r ≤ 1 ise limn(I rn/n = 0 eflitli¤ini kan›tlay›n. E¤er r
bu aral›kta de¤ilse dizi hakk›nda ne diyebilirsiniz?

4. p(X), q(X) $ "[X] iki polinom olsun. q(X) % 0 olsun.
E¤er deg p < deg q ise

limn(I p(n)/q(n) = 0 
eflitli¤ini, e¤er deg p = deg q ise ve a ve b s›ras›yla p ve q poli-
nomlar›n›n baflkatsay›s›ysa,

limn(I p(n)/q(n) = a/b
eflitli¤ini kan›tlay›n. E¤er deg p > deg q ise dizinin ›raksak ol-
du¤unu kan›tlay›n.

5. Afla¤›daki limitleri bulun ve limitin gerçekten limit oldu-
¤unu limitin tan›m›ndan hareketle kan›tlay›n.
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6. Afla¤›daki limitleri hesaplay›n:

7. Afla¤›daki eflitlikleri gösterin:

(Son iki eflitlik için gerçel say›larda kök almay› bilmelisiniz.)
8. (xn)n ve (yn)n iki gerçel say› dizisi olsun. y $ " olsun.

limn(I xn = 0 ve her n için |yn  y| ≤ |xn| olsun. limn(I yn = y
eflitli¤ini kan›tlay›n. 

9. (xn)n yak›nsak bir gerçel say› dizisi olsun.

olsun. (yn)n dizisinin yak›nsak oldu¤unu ve
limn(I xn = limn(I yn

eflitli¤ini kan›tlay›n. 
10. x1 = 1, x2 = 2 olsun. n > 2 için,

olsun.
10a. Her n için 1 ≤ xn ≤ 2 eflitsizliklerini kan›tlay›n. 
10b. xn  xn+1 = ( 1)n/2n 1 eflitli¤ini kan›tlay›n. 
10c. E¤er m > n ise, |xn  xm| < 1/2n 1 eflitsizli¤ini kan›tlay›n. 
10d. (xn)n dizisinin Cauchy oldu¤unu kan›tlay›n. 
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10e. xn+2  x1 = 1  1/2 + 1/4   + ( 1)n/2n eflitli¤ini ka-
n›tlay›n ve buradan limn(I xn’yi bulun.

11. xn = 1/12 +  + 1/n2 olsun. 11a. Her n ≥ 1 için, 
xn ≤ 1  1/n

eflitsizli¤ini kan›tlay›n. Buradan (xn)n dizisinin yak›nsakl›¤›n› ç›-
kar›n. 

11b. Yeterince büyük n do¤al say›s› için, n2 ≤ 2n eflitsizli¤i-
ni kan›tlay›n. Buradan, 

limn(I xn ≤ 1 + 1/4 + 1/9 + 1/8 = 107/72
eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

12. x bir gerçel say›, x0 = x ve xn+1 = 1/(4  xn) olsun. (xn)n di-
zisi varsa ve yak›nsaksa, limitin 2 , √3 olmas› gerekti¤ini kan›tla-
y›n. E¤er x $ [2  √3, 2 5 √3] ise limitin 2 5 √3 olmas› gerekti¤i-
ni kan›tlay›n. Baflka x de¤erleri için dizinin limitini tart›fl›n.

13. E¤er her n için,
|xn+2  xn+1| ≤ c|xn+1  xn|

eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir c $ [0, 1) varsa, o zaman (xn)n dizi-
sine 
�����������ad› verilir. Büzülen bir dizinin Cauchy dizisi

oldu¤unu, dolay›s›yla yak›nsad›¤›n› kan›tlay›n.
14. Öyle bir !-dizisi bulun ki, say›lamaz sonsuzlukta Ca-

uchy altdizisi olsun.
15. 0’a yak›nsayan !-dizilerinin kardinalitesi kaçt›r?
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