19B. Yakinsak Gercel Dizi
Ornekleri

Verdigimiz 6rneklerin her biri hem kendi bagina hem de

u boliimde birkac yakinsak dizi 6rnegi daha gorecegiz.
Bkullamlan yontem agisindan onemlidir.

Ornek 19B.1. lim,,_,, 217 = 1.

Kanit: Elbette 21/7 > 1. Ayrica (21/7), azalan bir dizidir. De-
mek ki limiti vardir ve limiti en az 1 olabilir. Bu limite ¢ diye-
lim. O zaman,

21/n lim,, ., 222n — (lim,, 212m)2 = g2,
Bundan da, ¢ = 0 olamayacagindan, / = 1 ¢ikar.

¢ =lim,_,

Ornek 19B.2. lim,, ,, nl/7 = 1.
Kamit: Elbette #!/7 > 1. n > 3 i¢in bu dizinin azalan oldugu-
nu gosterecegiz.

(n + 1)1/(n+1) <" o (n + 1)” <"l o (1 + 1/n)n£ n

mantiksal denkliklerinden ve Ornek 18A.2’nin ikinci adimin-
dan dolayi, 7z > 3 icin dizinin azalan oldugunu goriiriiz. Demek
ki dizi Cauchy dizisidir ve dolayisiyla R’de bir limiti vardir. Bu
limite ¢ diyelim. O zaman, bildigimiz teoremleri ve Ornek
19B.71°1 kullanarak,
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1</ =lim,_,, #nl/" = lim,_,, (2n)127 = lim,, ,, 21/2ny1/2n
= (lim,,_,,, 2V7)12(lim,, ,, n1/")12 = 10 = ¢
buluruz. Buradan da ¢ = 1 c¢ikar.

Ornek 19B.3. Eger Ix| < 1 ise lim,, ., nx" = 0. Aksi halde
dizi iraksaktr.

Kant: Ix| < 1 olsun. x yerine Ix| alarak, x’in negatif olmadigini
varsayabiliriz. Eger x = 0 ise sorun yok. Bundan boyle 0 < x < 1
olsun.

lim,_,, n/(n + 1) = 1 oldugundan, 6yle bir N vardir ki, her
n > N i¢in,

x < nl(n+1)
olur. Simdi 7 > N igin,
(n+ Dx™1 = (n + 1)xx” < nx".
Demek ki dizi zamanla azaliyor. Dolayisiyla bir limiti vardir.
Bu limite ¢ diyelim. Eger 7 # O ise,
¢ =lim, ,, nx" = lim,,_, (n+1)x+1
= lim,,,, (nx"+1 4 xn+1)

-1 n+1 i n+1

= lim,_,, nx™1 + lim,,_,, x

N Nar — 14 n — .
= lim,,_,, nx"x = x-lim,_,, nx” = x-/.

Demek ki ¢ = 0.
Eger Ixl > 1 ise, dizi sinirh olmadigindan yakinsak da olamaz.

Ornek 19B.4. x, = 1 olsun. x,,,; = V(2x,,) olsun. Dizinin li-
mitini bulun.

Yanit: Dizinin ilgingligini gormek icin ilk birkag terimi ya-
zalim:

L2, V242,424 242, ...
Eger limit varsa, x,,,; = V(2x,,) esitliginin her iki tarafin da li-
mitini alarak, x = V(2x) buluruz. Bunun karesini alalim: x2 = 2x
¢ikar. Bundan da x = 0 ya da 2 bulunur.
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Dizinin artan oldugunu kamtlayalm. x, < x,,; = V(2x,)
esitsizligini kanitlamaliyiz, yani (dizi bariz bi¢cimde pozitif ol-
dugundan) x,2 < 2x,, esitsizligini, yani x,, < 2 esitsizligini kanit-
lamaliyiz. Bunu timevarimla kanitlayalim. x, = 1 < 2 esitsizli-
g1 belli. Simdi x,, < 2 esitsizligini varsayalim. O zaman,

%, = V(2x,) < V(2:2) =V4 = 2.

Istedigimiz kanitlandi. Demek ki dizi artiyor ve iistten 2 ta-
rafindan sinirli. Demek ki dizinin bir limiti var: 0 ya da 2. Di-
zi pozitif oldugundan ve arttigindan, dizi 2’ye yakinsar.

Alistirmalar
1. Yukardaki 6rnegi 2 yerine herhangi bir a > 0 i¢in yapin.

dizisinin akibeti nedir?

Ornegin,

2. xy = 1 olsun. x,,,; = (2x,)1/3 olsun. Dizinin limiti var mi-
dir, varsa limiti bulun.
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1. a, b > 0 iki gergel sayiysa, lim,,_,, (a” + b")1/" = max{a, b}
esitligini kanitlayin.
2. Limiti 0 olan ama (a,/a,, ), dizisinin yakinsak olmadig:
bir (a,,),, dizisi bulun.
3.-1<r<1iselim, ,, /n = 0 esitligini kanitlayin. Eger »
bu aralikta degilse dizi hakkinda ne diyebilirsiniz?
4. p(X), q(X) € R[X] iki polinom olsun. g(X) # 0 olsun.
Eger deg p < deg q ise
lim, ., p(n)/g(n) = 0
esitligini, eger deg p = deg g ise ve a ve b sirasiyla p ve g poli-
nomlarinin baskatsayisiysa,
lim,_,, p(n)lq(n) = alb
esitligini kanitlayin. Eger deg p > deg ¢ ise dizinin iraksak ol-
dugunu kanitlayin.
5. Asagidaki limitleri bulun ve limitin gergekten limit oldu-

gunu limitin tanimindan hareketle kanitlayin.

lim 2n-1 lim 2n-1
lim,,_, 2n-1 lim —_nz —2n—1'
Tt 42 T 3n? 42
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6. Asagidaki limitleri hesaplayin:

lim,, _m(lJ , lim,_,, (\/nz -n —n).

n

7. Asagidaki esitlikleri gosterin:

lim, ., (1 + 1} =0, lim, (2”;3) =0,
n

2 n +n-35
n—1
+3 3n+2
lim, w(”—j =0,
Pt en-5
n* -1
2
-1 3n+2
lim Oon— =0.
" [n3—n—5J

(Son iki esitlik i¢in gergel sayilarda kok almayi bilmelisiniz.)
8. (x,), ve (v,), iki gercel say1 dizisi olsun. y € R olsun.
lim, . x, = 0 ve her n i¢in ly, — yl < lx,| olsun. lim,,_,, y,, = ¥
esitligini kanitlayin.
9. (x,,), yakinsak bir gergel say1 dizisi olsun.
Xttt Xy,

Yn =
n

olsun. (y,,), dizisinin yakinsak oldugunu ve
hmn—)oo Xy = hmn—)oo Yn
esitligini kanitlayin.
10. x; = 1, x5 = 2 olsun. n > 2 i¢in,
X, = Xn—1 ;_xn—z
olsun.
10a. Her 7 i¢in 1 < x,, < 2 esitsizliklerini kanitlayin.
10b. x,, — x,,,; = (=1)/27-1 esitligini kanitlayin.
10c. Eger m > n ise, lx,, — x,,| < 1/271 esitsizligini kanitlayin.
10d. (x,,), dizisinin Cauchy oldugunu kanitlayin.
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10e. x,,, —x; =1 -1/2 + 1/4 — --- + (=1)?/27 esitligini ka-
nitlayin ve buradan lim,,_,, x,’yi bulun.
11. x, = 1/12 + .- + 1/u? olsun. 11a. Her # > 1 igin,
x,<1-1/n
esitsizligini kanitlayin. Buradan (x,,), dizisinin yakinsakligini ¢i-

n+2

karin.

11b. Yeterince biiyiik # dogal sayisi igin, 72 < 27 esitsizligi-
ni kanitlayin. Buradan,
x, <1+ 1/4+1/9 +1/8 =107/72

esitsizligini kanitlayin.

1/(4 - x,,)) olsun. (x,,),, di-
zisi varsa ve yakinsaksa, limitin 2 + V3 olmas: gerektigini kanitla-
yin. Eger x € [2 — V3, 2 + 3] ise limitin 2 + \'3 olmas: gerektigi-

12. x bir gergel say1, xo = x ve x,,,1 =

ni kanitlaymn. Bagka x degerleri i¢in dizinin limitini tartigin.
13. Eger her # igin,

| X, < clx,q — x|

n+2
esitsizliginin saglandigi bir ¢ € [0, 1) varsa, o zaman (x,,),, dizi-
sine biiziilen dizi adi verilir. Biizilen bir dizinin Cauchy dizisi
oldugunu, dolayisiyla yakinsadigini kanitlayin.

14. Oyle bir Q-dizisi bulun ki, sayilamaz sonsuzlukta Ca-
uchy altdizisi olsun.

15. 0’a yakinsayan Q-dizilerinin kardinalitesi kactir?



