
19A. Gerçel Say›lar›n Üsleri

H
erhangi bir R halkas›nda, elemanlar›n do¤al say› güçleri-
ni alabiliriz. r $ R ve pozitif bir n tamsay›s› için rn diye bir
eleman tahmin edildi¤i gibi (n üzerine tümevar›mla) flöy-

le tan›mlan›r:
r1 = r,
rn+1 = rrn = rnr.

Yani rn, r’nin kendisiyle n defa çarp›lmas›yla elde edilen ele-
man anlam›na gelir. E¤er r % 0 ise r0 = 1 olarak tan›mlan›r da
00 bazen 1 olarak tan›mlan›r bazen de tan›ms›z olarak kabul
edilir, yazar›na, yaz›s›na ve kitab›na göre de¤iflir. Biz bu yaz›l›k
00 = 1 tan›m›n› kabul edelim. Ne yarar›n› ne de zarar›n› göre-
ce¤iz: Her n do¤al say›s› için,

r0 = 1,
rn+1 = rrn = rnr.

E¤er R bir cisimse, ya da cisim olmasa da r, R’de tersinirse,
o zaman n ≥ 0 için, r n = (rn) 1 = (r 1)n olarak tan›mlan›r. Bu
tan›mla, her n, m $  için,

rn+m = rnrm

(rn)m = rnm

eflitlikleri do¤rudur. Bunlar›n kan›tlar› çok kolay ve standartt›r,
dolay›s›yla okura b›rak›lm›flt›r. Okurun ayr›ca de¤iflmeli her



halkada geçerli olan binom aç›l›m›n› bildi¤ini de varsayaca¤›z.
Ayr›ca s›ral› halkalarda, 

0 ≤ r ≤ s ve n > 0 için 0 ≤ rn ≤ sn olur
gibi standart önermeleri de varsay›yoruz.

Bizim bu bölümdeki amac›m›z, bir q $ ! için rq diye bir
eleman tan›mlamak. E¤er n $ # için r1/n diye bir say› tan›mla-
yabilirsek, o zaman,

rm/n = (r1/n)m

tan›m›n› yapabiliriz. (Sahi yapabilir miyiz! Afla¤›daki gri kutu-
cu¤a bak›n). rm/n’den flimdilik vazgeçip r1/n diye bir eleman ta-
n›mlamaya çal›flal›m. Tan›m› flöyle yapmay› deneyelim:

r1/n = s - sn = r.
Bu do¤al tan›m denemesine göre, e¤er R’de sn = r eflitli¤ini

sa¤layan bir s varsa, r1/n diye bir eleman› s olarak tan›mlayabi-
liriz. Ama acele etmeyelim, e¤er R’de sn = r eflitli¤ini sa¤layan
birden çok s varsa o zaman r1/n diye tan›mlayaca¤›m›z elema-
n› R’nin sn = r eflitli¤ini sa¤layan s elemanlar›n›n aras›ndan seç-
meliyiz. Rasgele bir seçim yapmak matematikte ço¤unlukla bir
sorun teflkil etti¤inden, mümkünse bu seçimi en do¤al biçimde
yapmak isteriz. E¤er R s›ral›ysa ve iflimizi görecek birden çok s
varsa, bu s’ler aras›ndan en büyü¤ünü seçmek do¤al bir seçim
olarak kabul edilebilir. Örne¤in, gerçel say›larda s2 = 2 eflitli¤i-
ni sa¤layan iki say› vard›r ve 2’nin karekökü olarak bunlardan
en büyü¤ünü (pozitif olan›n›) seçeriz.
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Örne¤in "’de vuku bulan 
 1 = ( 1)1/3 = ( 1)2/6 = (( 1)1/6)2 = (yok)2

sorunundan dolay› rm/n = (r1/n)m tan›m› sorunludur.
 1 = ( 1)1/3 = ( 1)2/6 = (( 1)2)1/6 = 11/6 = 1

sorunundan dolay› rm/n = (rm)1/n tan›m› da en hafif deyimiy-
le rahats›z edicidir. x1/3 say›s›, x ! x3 eflleflmesinin tersi
olarak tan›mlanabilir.



E¤er r < 0 ise s2 = r eflitli¤ini sa¤layan bir s’nin olamayaca-
¤›n› biliyoruz (s›ral› halkalarda kareler negatif olamazlar, bkz
Önsav 6A.6.vi), dolay›s›yla e¤er n çiftse, sn = r eflitli¤ini sa¤la-
yan bir s de olamaz. Dolay›s›yla "’nin negatif olmayan say›la-
r›na odaklanal›m.

Teorem 19A.1. r ≥ 0 bir gerçel say›ysa ve n > 0 bir do¤al

say›ysa, sn = r eflitli¤ini sa¤layan bir s ≥ 0 gerçel say›s› vard›r.
Kan›t: Teorem !’de do¤ru olmad›¤›ndan, kan›tta "’ye öz-

gü olan özellikleri kullanmal›y›z.
Elbette r > 0 ve n > 1 varsay›mlar›n› yapabiliriz.
Ayr›ca r % 1 varsay›m›n› da yapabiliriz.
Bir de ayr›ca r > 1 varsay›m›n› yapabiliriz, çünkü e¤er te-

orem, 1’den büyük say›lar için kan›tlanm›flsa, 1’den küçük sa-
y›lar için de kan›tlanm›fl olur. Nitekim, e¤er 0 < r < 1 ise, o za-
man 1 < 1/r’dir, dolay›s›yla e¤er sn = 1/r eflitli¤ini sa¤layan bir s
bulunmuflsa, (1/s)n = r eflitli¤i de sa¤lan›r. Bundan böyle r > 1
olsun.

fiimdi as›l kan›ta giriflelim.
A = {x $ "≥0 : xn ≤ r}

olsun. ("≥0, "’nin negatif olmayan elemanlar›n›n kümesidir.)
0, 1 $ A oldu¤undan, A boflküme olamaz. Ayr›ca 

(1 + r)n ≥ 1 + rn > 1 + r > r
oldu¤undan, A üstten s›n›rl›d›r. Demek ki A’n›n "’de bir en
küçük üsts›n›r› vard›r. (Dolay›s›yla kan›t !’de geçersizdir.) Bu
üsts›n›ra s diyelim. sn = r eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z. Bunun için,
ne sn < r ne de sn > r eflitsizli¤ininin do¤ru oldu¤unu kan›tla-
yaca¤›z.
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Birinci Ad›m: sn < r eflitsizli¤i do¤ru olamaz.
Kan›t: sn < r eflitsizli¤ini varsayal›m. Öyle bir + > 0 bulaca-

¤›z ki, (s + +)n ≤ r olacak, yani s < s + + $ A olacak, ama s,
A’n›n en küçük üsts›n›r› oldu¤undan bu imkâns›z...

(s + +)n ≤ r eflitsizli¤inin do¤ru olmas› için +’un ne kadar kü-
çük olmas› gerekti¤ini bulal›m. Elimizdeki tek ipucu 0 < sn < r

eflitsizli¤i. E¤er böyle bir + > 0 varsa, +’u 1’den de küçükeflit se-
çebilece¤imiz bariz. Bundan böyle, varl›¤›n› kan›tlamak istedi-
¤imiz +’un 1’den küçükeflit oldu¤unu varsayal›m. (Kafan›z ka-
r›flm›flsa da okumaya devam edin. Özetle, (s + +)n ≤ r eflitsizli-
¤ini sa¤layan 1’den küçükeflit bir + bulaca¤›z.) (s + +)n ifadesiy-
le oynamaya bafllayal›m:

Do¤rulu¤unu bilmedi¤imiz ≤ iflaretinin üstüne bir soru iflareti
koyduk. Demek ki,

eflitsizli¤ini sa¤layan bir + ar›yoruz. Yukardaki ifadenin sol ta-
raf›yla (çok büyütmeden) oynayal›m. Öncelikle + ≤ 1 olaca¤›n-
dan, +i ≤ +’dur. Soldaki ifadede +i yerine + koyarsak, daha bü-
yük bir ifade buluruz ama + sayesinde bu daha büyük ifadeyi
de istedi¤imiz kadar küçültebiliriz.

Demek ki, soru iflaretli eflitsizli¤i sa¤layan bir + bulmak yeterli.
Ama bu çok kolay,
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almak yeterli. Haaa... Unuttuk... +’u 1’den küçükeflit yapmak
gerekiyordu. O zaman, +’u,

say›s›yla 1’in maksimumu seçelim. Birinci ad›m tamamlanm›flt›r.

‹kinci Ad›m: sn > r eflitsizli¤i do¤ru olamaz.
Kan›t: sn > r eflitsizli¤ini varsayal›m. Öyle bir + > 0 bulaca-

¤›z ki, (s  +)n ≥ r olacak, ama s  +, s’den küçük oldu¤undan,
s  +, A’n›n bir üsts›n›r› olamaz, dolay›s›yla s  + < a koflulunu
sa¤layan bir a $ A olmal› ve o zaman da r ≤ (s  +)n < an ≤ r
olur ve bir çeliflki elde edilir.

(s  +)n ≥ r eflitsizli¤inin do¤ru olmas› için +’un ne kadar kü-
çük olmas› gerekti¤ini bulal›m. Elimizdeki tek ipucu 0 < r < sn

eflitsizli¤i. (s  +)n ifadesiyle oynamaya bafllayal›m:

+’u soru iflaretli yer do¤ru olacak biçimde seçmeye çal›flaca-
¤›z. Soru iflaretli yeri düzenleyelim.

eflitsizli¤ini sa¤layan bir + > 0 bulmaya çal›fl›yoruz. Bütün  1’le-
ri atarsak, soldaki ifadeden daha büyük bir ifade buluruz. Ay-
r›ca +’u 1’den küçükeflit seçmeyi kabul edersek, +i’lerin yerine
daha büyük olan + koyabiliriz:
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Soru iflaretli eflitsizli¤in do¤ru oldu¤u bir 0 < + ≤ 1 seçebilir-
miyiz. Evet: +,

say›s›yla 1’in maksimumu olsun. ‹kinci ad›m da tamamlanm›fl
ve böylece teorem tamamen kan›tlanm›flt›r. n

Teorem 19A.2. r bir gerçel say› ve n > 0 bir do¤al say› olsun.
n tekse, sn = r eflitli¤ini sa¤layan bir tek s gerçel say›s› vard›r.
r > 0 ve n çiftse, biri negatif di¤eri pozitif olmak üzere sn = r

eflitli¤ini sa¤layan iki tane s gerçel say›s› vard›r.
r < 0 ve n çiftse, sn = r eflitli¤ini sa¤layan gerçel say› yoktur.
Kan›t: Önce, r > 0 ise, sn = r eflitli¤ini sa¤layan bir tane po-

zitif s gerçel say›s› oldu¤unu kan›tlayal›m. Bunun için, “0 < s <
t ise sn < tn” önermesini kan›tlamak yeterli. Bu da her s›ral› hal-
kada geçerlidir ve kan›t› çok basittir.

E¤er n çiftse ve s, sn = r eflitli¤ini sa¤l›yorsa,  s de ayn› eflit-
li¤i sa¤lar. Demek ki sn = r eflitli¤ini sa¤layan say›lar negatif ve
pozitif olmak üzere eflit say›da da¤›lm›fllard›r. Yukarda kan›t-
lanandan bu eflitli¤i sa¤layan en az iki s oldu¤u ç›kar. Üçüncü-
sünün olamayaca¤› da yukardakinden ç›kar.

E¤er n tekse, o zaman “s < t ise sn < tn” önermesi her s›ral›
halkada geçerlidir ve kan›t› çok basittir. Bundan da bu durum-
da sn = r eflitli¤ini sa¤layan bir tek s gerçel say›s› oldu¤u ç›kar.

Sonuç 19A.3. r ≥ 0 bir gerçel say›ysa n > 0 bir do¤al say›y-

sa, sn = r eflitli¤ini sa¤layan bir tek pozitif s gerçel say›s› vard›r.

Biricik olan bu s say›s›n› r1/n olarak yazal›m. Bu tan›mda r ≥ 0
ve n > 0’d›r. Bir de flu tan›m› yapal›m: E¤er r > 0 ise,

r1/( n) = (r1/n) 1.
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Ve flimdi m, n $  , n % 0 ve r > 0 için,
rm/n = (rm)1/n

tan›m›n› yapal›m. Bu tan›m›n geçerli bir tan›m olmas› için s›-
nanmas› gereken önerme fludur:

m, n, u, v $  , n, q % 0 ise ve m/n = u/v ise, o zaman, 
(rm)1/n = (ru)1/v

eflitli¤i geçerlidir.
Bunun kan›t›n› merakl› okura b›rak›yoruz. Böylece her q $!

kesirli say›s› ve her r $ ">0 için, rq gerçel say›s› tan›mlanm›fl
olur. Bu arada r0 say›s›n›n 1 olarak tan›mland›¤›na dikkatinizi
çekerim. E¤er q > 0 ise, 0q = 0 tan›m› da yap›labilir. 00 = 1 ta-
n›m›n›n ne bir önemi ne de bir sak›ncas› vard›r.

Teorem 19A.4. E¤er q % 0 ise, r ! rq olarak tan›mlanan

">0 ( ">0

fonksiyonu bir efllemedir. E¤er q > 0 ise bu fonksiyon s›ralama-

y› korur, yoksa ters çevirir. Ayr›ca, her p, q $ ! ve her r, s > 0
için,

rprq = rp+q,
(rp)q = rpq,
rpsp = (rs)p

eflitlikleri do¤rudur.

Yukardaki kan›tlarda sadece ve sadece "’nin taml›¤›n› ve
Arflimet oldu¤unu kulland›k. Dolay›s›yla çok daha genel bir te-
orem do¤rudur.

Teorem 19A.5. Yukardaki teoremlerin her biri " yerine

Arflimet özelli¤i olan s›ral› bir tam cisimde de do¤rudur.

Demek ki böyle bir R cisminde

{x $ R : x ≥ 0} = {x2 : x $ R}
eflitli¤i do¤rudur.
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Bu arada r, s $ ">0 için, rs diye bir say› tan›mlamad›¤›m›z›
özellikle belirtiriz. Örne¤in, flimdilik √2√2 diye bir say› yoktur.
Hatta 2√2 diye bir say› da yoktur henüz, en az›ndan bu notlar-
da tan›mlanmam›flt›r. Bu ifadeleri tan›mlamadan tan›mlanm›fl
gibi kullanabilen kitaplara ve yazarlar›na burada alenen hay-
ranl›klar›m›z› ifade ederiz. 
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