
15. Gerçel Say›larda S›ralama

M
atemati¤i bir iki sayfa erteleyerek, gerçel say›larda s›-
ralamay› nas›l tan›mlayabilece¤imizi tart›flaca¤›z ön-
ce. Do¤al ve basit gibi görünen tan›m denemelerinin

zorluklar›ndan sözettikten sonra "’de s›ralaman›n matematik-
sel tan›m›n› verip özelliklerini irdeleyece¤iz.

15.1. Cebirsel Tan›m Tart›flmas›
Gerçel say›lar kümesinde s›ralamay› cebirsel olarak tan›m-

lamak mümkündür ve cebirsel tan›m olabilecek en basit düzey-
dedir: r ≤ s iliflkisini “s  r gerçel say›s› "’de bir karedir” (yani
bir gerçel say›n›n kendisiyle çarp›m›d›r) olarak tan›mlayal›m.

Tan›m basit ama sadece tan›m› vermek yetmiyor, tan›m›n
istenen özellikleri sa¤lad›¤›n› da göstermek gerekiyor. Örne¤in,
bu tan›m› kabul ederek,

r ≤ s ve s ≤ t ise r ≤ t
önermesini kan›tlamak isterseniz, düflünmeye bafllad›ktan çok
k›sa bir süre sonra,

Her a ve b için, a2 + b2 bir karedir

önermesini kan›tlamak zorunda oldu¤unuzu görürsünüz. Oysa
bu son ifade her cisimde do¤ru olmad›¤›ndan, bunu kan›tla-
mak için gerçel say›lar›n tan›m›na inmemiz gerekiyor. Bu soru-



nu yoketmenin bir yolu, gerçel say›larda ≤ eflitsizli¤ini, belki bi-
raz daha karmafl›k bir biçimde,

r ≤ s - s  r karelerin toplam›d›r
olarak tan›mlamakt›r. Nitekim bu yeni tan›mla,

r ≤ s ve s ≤ t ise r ≤ t
önermesini kan›tlamak çok kolayd›r, gerçel say›lar›n tan›m›na
gitmeden kan›tlanabilir, çünkü bu her halkada ve cisimde do¤-
rudur (karelerin toplam›n›n toplam› da bir kare toplam›d›r).
Bunu kan›tlamak kolay ama bu sefer de 

r ≤ s ve s ≤ r ise r = s
önermesini kan›tlarken sorun ç›kar. Bu önermeyi kan›tlamak
için, kolayca görülebilece¤i gibi

karelerin toplam› 0’sa, toplanan her kare 0’d›r

önermesini kan›tlamak gerekiyor. Bu da pek o kadar kolay bir
fley de¤ildir ve gene gerçel say›lar›n tan›m›na inmek gerekir.
(Sonlu cisimlerde ve %’de bu önerme yanl›flt›r örne¤in.)

Önerdi¤imiz bu yöntemi izleyebilirdik. Biz analize daha ya-
k›n bir tan›m› tercih edece¤iz.

S›ralamay› tan›mlamak için pozitif say›lar› tan›mlaman›n
yeterli oldu¤unu görelim. Nitekim, e¤er r ≥ 0 eflitsizli¤ini ta-
n›mlam›flsak, o zaman, r ≤ s eflitsizli¤ini s  r ≥ 0 olarak tan›m-
layabiliriz. Dwemek ki hangi gerçel say›lar›n 0’dan büyükeflit
olarak tan›mlanmas› gerekti¤ini anlamal›y›z.

Ama tabii biz yukardaki gibi 0 yazamay›z, 0 henüz bir ger-
çel say› de¤il, sadece bir kesirli say›. 0 yerine flimdilik 0", yani
[s(0)] yazmam›z gerekir. ‹lerde, küçük bir hileye baflvurarak 

0 = 0" = [s(0)] 
varsay›m›n› yapabilece¤iz. 

Bütün bunlar›n asl›nda bu kadar zor olmamas› gerekiyor,
çünkü ileride kan›tlayaca¤›m›z üzere, " üzerine tek bir s›rala-
ma vard›r.
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15.2. Analitik Tan›m Tart›flmas›
r, herhangi bir gerçel say› olsun. Diyelim (an)n $ C için 

r = [(an)n]. 
Sezgimizi art›rmak için söyleyelim: r’yi ilerde (an)n dizisinin limi-
ti olarak görmeyi baflaraca¤›z. (an)n kesirli say› dizisi asl›nda r’ye
yak›nsamak amac›yla yola ç›k›yor ama r orada olmad›¤› için ya-
k›nsayam›yor.

r’nin 0"’den büyük eflit olmas›n›n ne demek olmas› gerekti-
¤ini anlamaya çal›fl›yoruz. an’ler kesirli say› olduklar›ndan ve
kesirli say›larda s›ralamay› bildi¤imizden, an’nin 0’dan büyük
eflit olmas›n›n ne demek oldu¤unu biliyoruz. Buradan hareket-
le r ≥ 0" eflitsizli¤inin bir tan›m›n› vermeliyiz.

“r ≥ 0" eflitsizli¤inin geçerli olmas› için her n için an ≥ 0 ol-
mal›” demek, ilk deneme için fena olmasa da baflar›s›zd›r, çün-
kü örne¤in ilk birkaç ai terimi  1’e ve di¤erleri de 1’e eflitse, o
zaman r = 1" > 0" olur, ve r’nin pozitif olmas› gerekir. Yani
önerilen koflul yeterlidir ama illa gerekli de¤ildir.

“r ≥ 0" eflitsizli¤inin geçerli olmas› için belli bir göstergeçten
sonra hep an ≥ 0 olmal›d›r” demek biraz daha do¤ru olur ama
bu da baflar›ya ulaflmaz, çünkü an =  1/n al›rsak, o zaman her n
için an < 0 olur ama r = 0" ≥ 0" olur, yani bu koflul da yukar-
daki gibi r ≥ 0" koflulu için yeterlidir ama gerekli de¤ildir.

r ≥ 0" eflitsizli¤inin tan›m›n› vermek yerine r > 0" eflitsizli¤i-
nin tan›m›n› vermek görece daha kolayd›r, çünkü pozitif bir sa-
y›ya yak›nsayan bir dizinin terimleri (0’a yak›nsayan bir dizinin
terimlerinin aksine) bir zaman sonra 0’dan uzak durmak zorun-
dad›r, belli bir pozitif kesirli say›n›n alt›na inemez, yani 0’a iste-
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r gerçel say›s› ilerde burada olacak ve
(an)n dizisi r’ye yak›nsayacak.

!
0 an



nildi¤i kadar yaklaflamaz. Tabii bizim (an)n dizimiz asl›nda r’ye
yak›nsam›yor (flimdilik en az›ndan) ama hiç olmazsa yak›nsar-
m›fl gibi yap›yor ve yak›n gelecekte gerçekten yak›nsayacak.

(an)n dizisi 0’a yak›nsamayan bir temel dizi olsun. Sonuç
11.10.i’e göre bu dizi zamanla 0’dan uzak durur, yani öyle bir
F > 0 kesirli say›s› ve N göstergeci vard›r ki, her n > N için

F < |an|
olur. Ayr›ca r de pozitif oldu¤undan an bir zaman sonra pozi-
tif olmal› ve F < |an| eflitsizli¤inden öte,

F < an

eflitsizli¤i geçerli olmal›. ‹flte bizi tan›ma götüren bu fikir olacak.

15.3. Matematiksel Tan›m
Tan›m. a bir gerçel say› olsun. Bir (an)n temel dizisi için

a = [(an)n]
yazal›m. E¤er her n > N için,

F < an

eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir F > 0 kesirli say›s› ve bir N göster-

geci varsa, o zaman, a’n›n 
�������oldu¤unu söyleyece¤iz. Yani

a’n›n 
�������olmasi için bir F > 0 kesirli say›s› için, sonlu tane-

si hariç an’lerin hepsi F’dan büyük olmal›d›r.

Her zaman oldu¤u gibi bu tan›m›n geçerli olmas› için kont-
rol etmemiz gereken önemli bir nokta var; o da flu: Ola ki bir
baflka (bn)n temel dizisi için a = [(bn)n] olur ve yukardaki tan›-
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(an)n dizisinin yak›nsamak için can att›¤›
ama (henüz!) orada olmayan r > 0 say›s›.

!
0 an

( F, F) aral›¤›.
(an)n dizisinin terimleri belli bir göstergeçten sonra
hep bu aral›¤›n sa¤›na düflerler

( F, F) aral›¤›n›n
sa¤›na düflen an terimleri



m› (an)n’ye uygulad›¤›m›zda a pozitif ç›kar da, ayn› tan›m›
(bn)n’ye uygulad›¤›m›zda a pozitif ç›kmaz. (Acele etmeyin, he-
nüz negatiflik kavram›n› tan›mlamad›k!) Bu durumun olama-
yaca¤›n› kan›tlamam›z gerekiyor. Kan›tlayal›m hemen.

Önsav 15.1. (an)n ve (bn)n ayn› gerçel say›y› temsil eden iki

temel dizi olsun, yani [(an)n] = [(bn)n] olsun. E¤er her n > Na için

Fa < an eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir Fa > 0 kesirli say›s› ve bir Na

göstergeci varsa, o zaman, her n > Nb için Fb < an eflitsizli¤inin

sa¤land›¤› bir Fb > 0 kesirli say›s› ve bir Nb göstergeci vard›r.

Kan›t: Kan›t›n fikri aç›k olmal›: E¤er (an)n dizisi 0’dan uzak-
sa ve (bn)n dizisi (an)n dizisine çok “yak›nsa”, o zaman (bn)n di-
zisi de 0’dan uzakt›r. Bu fikri kullanmak için önce flu eflitsizli¤in
fark›na varal›m:

bn = (bn  an) + an ≥  |bn  an| + an = an  *|bn  an|.
E¤er n göstergeci, an > Fa ve |bn  an| < Fa/2 olacak flekilde seçi-
lirse, bu eflitsizli¤e göre,

bn ≥ an  *|bn  an| > Fa  Fa/2 = Fa/2
olur ve önsav kan›tlan›r. Daha biçimsel olal›m:

Fa ve Na önsavda söylendi¤i gibi olsun. Varsay›ma göre, 
(bn  an)n

dizisi 0’a yak›ns›yor. Demek ki belli bir M göstergeci için, e¤er
n > M ise 

|bn  an| < Fa/2
olur. fiimdi Nb = max{Na, M} olsun. O zaman her n > Nb için, 

bn = (bn  an) + an >  |bn  an| + an

= an  *|bn  an| > Fa  Fa/2 = Fa/2
olur. Demek ki Fb = Fa/2 olarak alabiliriz. n
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fiimdi art›k gönül rahatl›¤›yla yukardaki “pozitiflik” tan›m›-
n› kabul edebiliriz ve buradan hareketle gerçel say›larda s›rala-
may› tan›mlayabiliriz. E¤er a ve b iki gerçel say›ysa ve a  b po-
zitifse, a’n›n b’den daha büyük oldu¤unu söyleyece¤iz ve bunu
a > b olarak k›saltaca¤›z. Demek ki,

a > b - a  b pozitifse.
Bu tan›mda b = 0" olarak al›rsak, beklenildi¤i gibi,

a > 0" - a pozitifse
önermesini elde ederiz. E¤er tan›mda a = 0" al›rsak,

0" > b -  b pozitifse
önermesini elde ederiz. 

Demek ki tan›ma göre, (an)n ve (bn)n temel dizileri için,
[(an)n] > [(bn)n] ancak ve ancak

her n > N için F < an  bn eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir

F > 0 kesirli say›s› ve bir N göstergeci varsa.
Gelenek oldu¤u üzere, a < b yerine kimileyin b > a yazaca-

¤›z ve b’nin a’dan daha büyük oldu¤unu söyleyece¤iz.
Gerçel say›larda tan›mlad›¤›m›z > iliflkisini, kesirli say›larda

tan›mlanan > s›ralamas›yla kar›flt›rmamak gerekir. fiimdilik
ikisi ayr› fleyler, aralar›ndaki tek iliflki yukarda verdi¤imiz ta-
n›mda verilmifl. [(an)n] > [(bn)n] yazd›¤›m›zda, biraz önce ta-
n›mlad›¤›m›z gerçel say›lardaki > iliflkisinden sözediyoruz. Oy-
sa F < an  bn ya da n > N yazd›¤›m›zda F, an, bn, n ve N say›-
lar› kesirli say›lard›r ve buradaki < simgesi kesirli say›lar küme-
sinde geçmiflte tan›mlad›¤›m›z ve burada her fleyini bildi¤imizi
varsayd›¤›m›z ola¤an s›ralamad›r. Gerçel say›larda tan›mlanan
> iliflkisinin bir s›ralama olup olmad›¤›n› henüz bilmiyoruz ama
sanki birazdan bilece¤iz gibi bir his var içimde:

15.4. < ‹liflkisi Bir Tams›ralamad›r
Yukarda tan›mlad›¤›m›z iliflkinin bir tams›ralama oldu¤u-

nu kan›tlayal›m, yani
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S1. Hiçbir r için, r < r iliflkisi do¤ru olamaz;
S2. Her r, s ve t için, e¤er r < s ve s < t ise r < t ’dir;
S3. Her r ve s için, ya r < s ya r = s ya da s < r

önermelerini do¤ru oldu¤unu gösterelim.

Teorem 15.2. Yukarda tan›mlanan < iliflkisi "’yi tams›ralar.
S1’in Kan›t›: r < r önermesi ancak ve ancak 0" > 0" ise do¤-

ru olabilece¤inden, 0"’nin pozitif olamayaca¤›n› kan›tlamam›z
gerekiyor. Her n için an = 0 al›rsak, 0" = [(an)n] oldu¤undan, po-
zitifli¤in tan›m›nda an = 0 alabiliriz. Sorumuz flu: Her n > N için,
F < an = 0 eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir F > 0 kesirli say›s› ve bir
N göstergeci var m›? Yok tabii! Demek ki 0" pozitif olamaz.

S2’nin Kan›t›: r < s ve s < t olsun. Demek ki s  r ve t  s

gerçel say›lar› pozitif. E¤er iki pozitif say›n›n toplam›n›n da po-
zitif oldu¤unu kan›tlarsak, o zaman bu iki say›n›n toplam› olan

(s  r) + (t  s) = t  r

say›s›n›n da pozitif oldu¤unu, yani t > r iliflkisini kan›tlam›fl
oluruz.

fiimdi iki pozitif say›n›n toplam›n›n pozitif oldu¤unu kan›t-
layal›m. a > 0 ve b > 0 olsun. a = [(an)n], b = [(bn)n], Fa > 0 Na,
Fb > 0 ve Nb de önsavda söylendi¤i gibi olsun. Ayr›ca N =
max{Na, Nb} ve F = Fa + Fb > 0 olsun. O zaman n > N için,

an + bn > Fa + Fb = F
olur. Gerçel say›larda toplaman›n tan›m›na göre,

a + b = [(an)n] + [(bn)n] = [(an + bn)n]
oldu¤undan, a + b’nin pozitif oldu¤u böylece kan›tlanm›fl oldu.

S3’ün Kan›t›: Bu biraz daha zor. s  r yerine a yazarsak, her
a gerçel say›s› için,

a > 0", a = 0", 0" > a
önermelerinden birinin do¤ru oldu¤unu kan›tlamam›z gerekti-
¤ini anlar›z. (O1 ve O2’ye göre bu üç önermeden sadece ve sa-
dece biri do¤ru olabilir.)
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Bu üç önermeden ikisinin yanl›fl oldu¤unu varsay›p üçüncüsü-
nü kan›tlamak gerekir. Birinciyle üçüncünün yanl›fl oldu¤unu var-
say›p a = 0" eflitli¤ini kan›tlayal›m. (En simetrik olan›n› seçtik.)

a = [(an)n] yazal›m. a = 0" eflitli¤ini yani
limn(I an = 0

eflitli¤ini kan›tlamak istiyoruz.
Varsay›ma göre a > 0" önermesi yanl›fl oldu¤undan, > ilifl-

kisinin tan›m›na göre, 
Hangi F > 0 kesirli say›s› ve N göstergeci seçilirse se-
çilsin, an ≤ F eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir n > N vard›r.
Bir baflka deyiflle F > 0 kesirli say›s› ne olursa olsun,
an ≤ F eflitsizli¤inin sa¤layan sonsuz tane n vard›r. 

0" > a önermesi, > iliflkisinin tan›m›na göre,  a > 0" anla-
m›na geldi¤inden ve  a = [( an)n] oldu¤undan,

Hangi F > 0 kesirli say›s› ve N göstergeci seçilirse se-
çilsin,  an ≤ F eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir n > N vard›r.
Bir baflka deyiflle F > 0 kesirli say›s› ne olursa olsun, an

≥  F eflitsizli¤inin sa¤layan sonsuz tane n vard›r. 

Bu bilgilerin d›fl›nda bir de (an)n dizisinin bir temel dizi ol-
du¤unu biliyoruz. Bütün bunlardan (an)n dizisinin limitinin 0
oldu¤unu kan›tlamal›y›z.

Yukardaki bilgilere dayanarak, öyle bir mutlak artan
n1 < n2 < ... < nk < nk+1 < ...

do¤al say›s› dizisi bulaca¤›z ki, her k için,
 1/k < ank

< 1/k
olacak. Bu da Sandviç Teoremi’ne göre (Teorem 9.10), (ank

)k

altdizisinin 0’a yak›nsad›¤› anlam›na gelir. Ama o zaman da

358 15. Gerçel Say›larda S›ralama

!
0

Bu gri yerde sonsuz tane an var

F

!
0

Bu gri yerde sonsuz tane an var

 F



Teorem 12.3’e göre (an)n dizisi de 0’a yak›nsar ve böylece iste-
di¤imiz kan›tlanm›fl olur.

Mutlak artan (nk)k do¤al say› dizisini bulal›m.
Önce n1’i bulal›m. Afla¤›daki flekilden takip edebilirsiniz. (an)n

bir temel dizi oldu¤undan öyle bir N vard›r ki, n, m > N için, 
|an  *am| < 1/2

olur. Varsay›mlara göre öyle n, m > N var ki,
an ≤ 1/2 ve am ≥  1/2

olur. fiimdi

olur, yani  1 < am < 1. Demek ki n1 = m seçersek istedi¤imiz olur. 

fiimdi, her i = 1, 2, ..., k 1 için,
 1/i < ani

< 1/i
olacak biçimde n1 < n1 < ... < nk 1 göstergeçlerini buldu¤umu-
zu varsayal›m.

 1/k < ank
< 1/k

eflitsizli¤ini sa¤layan ve nk 1’den büyük bir nk göstergeci bula-
ca¤›z. Afla¤›daki flekilden takip edebilirsiniz. (an)n bir temel di-

zi oldu¤undan öyle bir N vard›r ki, n, m > N için,
|an  *am| < 1/2k

olur. Varsay›mlara göre öyle n, m > max{N, nk 1} vard›r ki,
an ≤ 1/2k ve am ≥  1/2k

olur. fiimdi
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olur, yani  1/k < am < 1/k. Demek ki nk = m seçersek istedi¤i-
miz olur. Teorem kan›tlanm›flt›r. n

Her zaman oldu¤u gibi, ., / gerçel say›lar› için, “. ≤ /”,
“ya . < / ya da . = /” anlam›na gelecek. Elbette, Teorem
15.2’ye göre, . ≤ / ifadesi ancak ve ancak / < . ifadesi yanl›fl-
sa do¤rudur. 

S›ralamayla iflimiz bitmedi. Toplama ve çarpman›n s›rala-
may› korudu¤unu da kan›tlamam›z gerekiyor.

Teorem 15.3. a, b ve c üç gerçel say› olsun. 
i. E¤er a < b ise a + c < b + c’dir.
ii. E¤er a < b ve c > 0 ise ac < bc’dir.
Kan›t: i) Çok kolay.
ii) Bu da oldukça kolay. b  a yerine d yazarsak, 

d > 0 ve c > 0 ise cd > 0
önermesini kan›tlamam›z gerekti¤ini anlar›z. Kan›tlayal›m. 

d = [(dn)n] ve c = [(cn)n] 
olsun. Varsay›ma göre, her n > Nd için Fd < dn eflitsizli¤inin sa¤-
land›¤› bir Fd > 0 kesirli say›s› ve bir Nd göstergeci vard›r. Ve
her n > Nc için Fc < cn eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir Fc > 0 kesirli
say›s› ve bir Nc göstergeci vard›r.

fiimdi, F = FcFd ve N = max{Nc, Nd} alal›m. Her n > N için,
cndn > FcFd = F

olur. n

Sonuç 15.4. ", aynen ! gibi, s›ral› bir cisimdir. 

Al›flt›rmalar
15.4.1. Her n, m $ " için “n" ≤ m" - n ≤ m” önermesini

kan›tlay›n. (n"’nin tan›m› için bkz Bölüm 14’ün sonundaki
al›flt›rma ya da Bölüm 6A.5.)
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15.4.2. Her s›ral› halkada oldu¤u gibi "’de de mutlak de-
¤er fonksiyonunu tan›mlayabiliriz:

|x| = max{x,  x}.
Her x, y $ " için, flu özellikleri kan›tlay›n:

i. |x| ≥ 0.
ii. |x| = 0 - x = 0.
iii. | x| = |x|.
iv. |xy| = |x||y|.
v. [Üçgen Eflitsizli¤i] |x + y| ≤ |x| + |y|.
vi. ||x|  |y|| ≤ |x  y|.
vii. |x| = x - x ≥ 0.

15.5. Gerçel Say›larda Tek bir S›ralama Vard›r
Okur, matematiksel olmasa da, dayatmayla da olsa, gerçel

say›larda her pozitif say›n›n bir karekökü oldu¤unu biliyordur,
yani her pozitif gerçel say› bir karedir. Dolay›s›yla gerçel say›lar-
da s›ralamay› toplama ve çarpman›n yard›m›yla tan›mlayabiliriz:

x ≤ y - y = z2 + x eflitli¤ini sa¤layan bir z varsa
ya da,

Kesirli say›larda ise her say› bir kare de¤ildir, örne¤in 2’nin
karekökü kesirli bir say› de¤ildir ama her kesirli say› dört kesir-
li say›n›n karelerinin toplam›d›r. (Üç kare yetmez. Neden dört
karenin yetti¤inin kan›t›n› say›lar kuram›yla ilgili bir baflka ders
notlar›nda görürüz.) Dolay›s›yla kesirli say›larda da s›ralama
toplama ve çarpman›n yard›m›yla tan›mlanabilir:

Bu, daha genel bir olgunun tezahürüdür. Bir cismin olas› s›-
ralamalar› büyük ölçüde cismin kareleri ve karelerin sonlu top-
lamlar› taraf›ndan belirlenir. Anlatal›m.
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S›ral› bir cisim, her fleyden önce bir cisimdir. S›ral› bir cisim-
de ayr›ca bir de bir tams›ralama, yani,

O1. Hiçbir r için, r < r iliflkisi do¤ru olamaz;
O2. Her r, s ve t için, e¤er r < s ve s < t ise r < t’dir;
O3. Her r ve s için ya r < s ya r = s ya da s < r

özelliklerini sa¤layan ikili bir < iliflkisi olmal›d›r ve bu tams›ra-
lama toplama ve çarpmayla uyum içinde olmal›d›r, yani,

TO. Her r, s ve t için, e¤er r < s ise r + t < s + t’dir;
ÇO. Her r, s ve t için, e¤er r < s ise ve t > 0 ise, rt < st’dir

özelliklerini sa¤lamal›d›r.

Bir cisim üzerine de¤iflik s›ralamalar olabilir. Örne¤in,
![√2] = {a + b√2 : a, b $ !}

kümesi, gerçel say›lardan oluflan bir cisimdir. (Neden bir cisim-
dir? Toplama, çarpma, ç›karma kolay da, cisimde bölme yap›-
labilece¤ini kontrol etmek gerek) ve bildi¤imiz s›ralama d›fl›n-
da bir de,

a + b√2 " c + d√2 - a  b√2 < c  d√2
formülüyle tan›mlanan " s›ralamas› vard›r. (Al›flt›rma. Bir cis-
min her eflyap› dönüflümü cisim üzerindeki bir s›ralamay› bir
baflka s›ralamaya dönüfltürür. Bir cismin olas› s›ralama say›s› il-
ginç bir problemdir.)

S›ral› bir K cisminde x > 0 eflitsizli¤ini sa¤layan elemanlara
pozitif elemanlar denir. Pozitif elemanlar kümesine P dersek,
K’nin P altkümesi flu özellikleri sa¤lar:

a) P toplama ve çarpma alt›nda kapal›d›r,
b) 0,  1 1 P,
c) K = P 3 {0} 3  P.

(Kolayca görülece¤i üzere, c koflulu, P’yi, K ’nin, ilk iki koflulu
sa¤layan en büyük altkümesi yap›yor.) 

Bu özellikleri sa¤layan her P 2 K altkümesi K cisminde bir
s›ralama belirler ve P, bu s›ralaman›n negatif olmayan eleman-
lar› kümesi olur. Nitekim, P verilmiflse, s›ralamay›
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x < y - y  x $ P

olarak tan›mlamak yeterlidir.
Bir baflka deyiflle, K üzerine bir s›ralama vermekle K’nin yu-

kardaki özelliklerini sa¤layan bir P altkümesini vermek aras›n-
da bir ayr›m yoktur.

S›ral› bir cisimde her kare negatif olmayan bir elemand›r.
Nitekim e¤er x > 0 ise ÇO’ya göre x2 > 0; e¤er x < 0 ise, TO’ya
göre,  x > 0 ve

x2 = ( 1)2x2 = (( 1)x)2 = ( x)2 > 0.
Dolay›s›yla s›ral› bir cisimde karelerin toplam› da TO’ya göre
negatif olamaz, yani karelerin toplam› P’dedir. Karelerin sonlu
toplamlar›ndan oluflan kümeye A dersek, her s›ralama için, A
2 P olur. E¤er bir cisimde A, yukardaki a, b ve c özelliklerini
sa¤l›yorsa, yani P’yi A’ya eflit alabiliyorsak, o zaman bu cisim-
de tek bir s›ralama vard›r ve o s›ralama da flöyle verilir:

a < b - b  a sonlu say›da karenin toplam›ysa.
Demek ki ! ve " cisimleri üzerinde tek bir s›ralama vard›r.
![√2]’de iki de¤iflik s›ralama oldu¤undan, ![√2]’nin her . > 0
say›s› gene ![√2]’den sonlu tane eleman›n karesinin toplam›
de¤ildir. E¤er T ba¤›ms›z bir de¤iflkense, T ’nin s›ras›n› kesirli
olmayan herhangi bir gerçel say›yla ya da +I ya da  I’da be-
lirleyerek, !(T) cismini say›lamaz sonsuzlukta farkl› biçimler-
de s›ralayabiliriz. 
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