
11. Kesirli Temel Diziler

K
esirli say› dizileriyle çal›flmaya devam ediyoruz. Geçmifl-
te (henüz var olmayan) √2’ye yak›nsamak isteyen bir
kesirli say› dizisi örne¤i verdik. E¤er √2 orada olsayd›,

bu dizi kesirli say›lar kümesinde √2’ye yak›nsayacakt›, ama √2
kesirli say› olmad›¤›ndan bu dizinin kesirli say›lar kümesinde
√2’ye yak›nsad›¤›n› söyleyemeyiz.

‹lerde, gerçel say›lar› yaratt›¤›m›z zaman, √2’yi de yaratm›fl
olaca¤›z ve o zaman bu dizi gerçel say›lar kümesinde gerçekten
√2’ye yak›nsayacak. Ama flimdilik bunu söylemek için çok erken.

Dizinin √2’ye yak›nsamamas›n›n suçu dizide de¤il. Dizi,
√2’ye yak›nsamak için elinden gelen her fleyi yap›yor ama √2
olmad›¤›ndan hüsrana u¤ruyor ve √2’ye yak›nsam›yor.

Bir say›ya yak›nsamak için elinden gelen her fleyi yapan ke-
sirli say›lar dizisine 
���������denir. Matematiksel tan›m› bi-

razdan verece¤iz.
Yak›nsak bir (xn)n dizisi alal›m. Diyelim bu dizi a (kesirli)

say›s›na yak›ns›yor. Demek ki xn terimlerini istedi¤imiz kadar
a’ya yaklaflt›rabiliriz. Dolay›s›yla giderek daha fazla a’ya yak-
laflan bu terimler giderek birbirlerine yaklafl›rlar, saflar› s›klafl-
t›r›rlar, birbirlerine daha daha sokulurlar...



Bu fikri daha matematiksel olarak ifade edelim. + > 0, her-
hangi bir (kesirli) say› olsun. O zaman, belli bir N göstergecin-
den sonra, xn terimlerinin a’ya uzakl›¤› en fazla +/2 olur. Dola-
y›s›yla bu göstergeçten sonra terimlerin birbirlerine uzakl›¤› en
fazla + olur. Nitekim, e¤er n, m > N ise, 

|xn  xm| = |(xn  a) + (a  xm)|
≤ |xn  a| + |a  xm|
= |xn  a| + |xm  a|
< +/2 + +/2 = +.

Bu özelli¤i sa¤layan bir diziye 
���������denir. Tam tan›m›

matematiksel olarak ifade edelim: (xn)n bir kesirli say›lar dizisi
olsun. E¤er her + > 0 için, her n, m > N için,

|xn  xm| < +
eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir N göstergeci varsa, o zaman (xn)n dizi-
sine 
���������denir. Yani (xn)n dizisinin temel dizi olmas› için, her

+ > 0 için, dizinin terimleri aras›ndaki mesafenin bir zaman sonra
(yani belli bir göstergeçten sonra) hep +’dan küçük olmas› gerekir.

Biraz yukarda flu teoremi kan›tlad›k:

Teorem 11.1. Yak›nsak diziler temel dizilerdir.

Ama her temel dizi yak›nsak de¤ildir. Örne¤in, “√2’ye Yak›n-
samak ‹steyen Bir Dizi” yaz›s›nda tümevar›mla tan›mlad›¤›m›z

dizisi (x0 >  1 ise örne¤in) birazdan kan›tlayaca¤›m›z üzere te-
meldir ama bildi¤imiz gibi hiçbir (kesirli) say›ya yak›nsamaz.

Bu dizinin temel dizi oldu¤unu kan›tlayal›m. E¤er  1 ≤ x0

ise, tan›mdan, her n için 1 ≤ xn ç›kar. fiimdi bunu ve “√2’ye Ya-
k›nsamak ‹steyen Bir Dizi” yaz›s›nda kan›tlad›¤›m›z
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|xn
2  2| ≤ 1/4n 

eflitsizli¤ini kullanaca¤›z. E¤er n ≥ m ise,
|xn  xm| ≤ 2|xn  xm| = (1 + 1)|xn  xm|

≤ (xn 5 xm)|xn  xm|
= |xn

2  xm
2|

= |(xn
2  2) + (2  xm

2)|
≤ |xn

2  2| + |xm
2  2|

≤ 1/4n + 1/4m = 2/4m

= 1/22m 1.
E¤er 1/22m 1 say›s›n› diledi¤imiz kadar küçültebilirsek, yu-

kardaki hesap, |xn  xm| say›s›n› da çok küçültebilece¤imizi gös-
teriyor. Herhangi bir + > 0 verilmifl olsun. m’yi 1/22m 1 < + ola-
cak biçimde seçebilirsek, o zaman dizinin temel dizi oldu¤u ka-
n›tlanm›fl olacak. Bunu da yapabiliriz, çünkü Teorem 10.2’de
gördü¤ümüz üzere, 1/2k = (1/2)k say›lar›n›n limiti k sonsuza gi-
derken 0’d›r, yani k’yi yeterince büyük seçersek 1/2k say›lar›
+’dan daha küçük yapabiliriz. N do¤al say›s›, 1/2N < + eflitsizli-
¤ini sa¤layacak kadar büyük seçilsin. O zaman, n ≥ m > N için, 

|xn  xm| ≤ 1/22m 1 ≤ 1/2m < 1/2N < +
eflitsizli¤ini elde ederiz ve böylece (xn)n dizisinin temel bir dizi
oldu¤u kan›tlanm›fl olur.

Bu bölümde iflte bu temel dizileri irdeleyece¤iz.
Not: Gerçel say›lar› var etmifl olsayd›k ve temel dizinin tan›-

m›ndaki +’u gerçel say› alabilseydik, temel diziye Cauchy dizisi

ad›n› verecektik. Temel dizilerle Cauchy dizileri aras›nda çok in-
ce ama önemli bir ayr›m vard›r.

Karekök Almak. x0 = 1, xn+1 = (xn + 2/xn)/2 olarak tan›m-
lans›n. (xn)n, temel bir dizidir. (Al›flt›rma.) Asl›nda bu dizinin
karesi 2’ye yak›nsar, yani (xn)n dizisi henüz icat etmedi¤imiz
√2’ye yak›nsamak için can atar. ‹flte kesirli bir say› olmayan

√2 = 1,4142135623730...
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say›s›n›n bu dizi sayesinde elde edilen yaklafl›k kesirli de¤erleri:
x0 = 1
x1 = 32 = 1,5
x2 = 17/12 = 1,41666...
x3 = 577/408 = 1,41421568627451...
x4 = 1,41421356237469...
x5 = 1,41421356237309...

Görüldü¤ü gibi dizi √2’ye oldukça çabuk yak›ns›yor.
√S’ye her seferinde en az iki ondal›k basamak yaklaflan bir

dizi bulmak için, x0’› herhangi pozitif bir say› al›n. (x0’› √S’ye
yak›n oldu¤unu tahmin etti¤iniz bir say› alman›n bir sak›ncas›
yoktur!) ve 

xn+1 = (xn + S/xn)/2
olarak tan›mlay›n.

Temel diziler kümesine C ad›n› verelim. (Cauchy’nin C ’si.)
Teorem 11.1’e göre,

Y 2 C .
fiimdi her temel dizinin s›n›rl› oldu¤unu kan›tlayal›m. Nite-

kim temel dizilerin terimleri bir zaman sonra birbirlerine çok ya-
k›n olduklar›ndan, temel dizilerin s›n›rl› olmas› akla yatk›nd›r.

Teorem 11.2. Her temel dizi s›n›rl›d›r, yani C 2 B .
Kan›t: (xn)n bir temel dizi olsun. Tan›mdaki +’u, örne¤in, 1

seçelim. Demek ki, öyle bir N göstergeci var ki, her n, m > N
için,

|xn  xm| < 1.
Demek ki, her n > N için,

|xn  xN+1| < 1;
bir baflka deyiflle, 

xN+1  1 < xn < xN+1 + 1.
fiimdi 
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b = max{x0, x1, ..., xN, xN+1 + 1}
ve

a = min{x0, x1, ..., xN, xN+1  1} 
olsun. O zaman, her n için,

a ≤ xn ≤ b
olur. n

Bu bölümün bundan sonras›nda, temel diziler kümesi C ’nin
toplama, ç›karma ve çarpma alt›nda kapal› oldu¤unu, yani bir
halka oldu¤unu kan›tlayaca¤›z ve bu halkan›n birkaç temel
özelli¤ini ortaya koyaca¤›z.

Teorem 11.3. C ç›karma alt›nda kapal›d›r.
Kan›t: (xn)n ve (yn)n iki temel dizi olsun. + > 0 olsun. (xn)n

temel dizi oldu¤undan, öyle bir N1 vard›r ki, her n, m > N1 için,
|xn  xm| < +/2

dir. Benzer nedenden, öyle bir N2 vard›r ki, her n > N2 için,
|yn  ym| < +/2

dir. fiimdi N = max{N1, N2} olsun. E¤er n, m > N ise, hem n,
m > N1 hem de n, m > N2 oldu¤undan,

|(xn  yn)  (xm  ym)| = |(xn  xm) + (ym  yn)|
≤ |xn  xm| + |ym  yn| 
= |xn  xm| + |yn  ym|
≤ +/2 + +/2 = +

olur. Kan›t tamamlanm›flt›r. n

Sonuç 11.4. C toplama alt›nda kapal›d›r.
Kan›t: Bir önceki teorem gibi kan›tlayabiliriz. Ama çok da-

ha genel bir sonuç vard›r: Bir halkan›n ç›karma alt›nda kapal›
olan her altkümesi toplama alt›nda da kapal›d›r: 

x + y = x  ((x  x)  y). n
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Teorem 11.5. C çarpma alt›nda kapal›d›r.
Kan›t: (xn)n ve (yn)n iki temel dizi olsun. (xnyn)n dizisinin te-

mel dizi oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. + > 0, herhangi bir kesirli sa-
y› olsun. Öyle bir N göstergeci bulmal›y›z ki, her n, m > N için,

|xnyn  xmym| < +
olsun. Her zamanki gibi |xnyn  xmym| ifadesiyle oynay›p, bu ifa-
denin +’dan küçük olmas› için n ve m say›lar›n›n ne kadar büyük
olmalar› gerekti¤ini bulaca¤›z. Elbette büyük n ve m’ler için, 

|xn  xm| ve |yn  ym|
ifadelerinin küçük olduklar›n› kullanaca¤›z. Bu yüzden, 

|xnyn  xmym|
ifadesinde bir biçimde |xn  xm| ve |yn  ym| ifadelerini bulmal›-
y›z. ‹flte o hesap:

|xnyn  xmym| = |(xnyn  xnym) + (xnym  xmym)|
≤ |xnyn  xnym| + |xnym  xmym|
= |xn||yn  ym| + |xn  xm||ym|.

Dolay›s›yla, |xnyn  xmym| ifadesini +’dan küçük yapmak ye-
rine,

|xn||yn  ym| + |xn  xm||ym|
ifadesini +’dan küçük yapmaya çal›flabiliriz. Bunun için,

|xn||yn  ym| ve |xn  xm||ym|
ifadelerinin her birini +/2’den küçük yapmaya çal›flaca¤›z. n ve m
göstergeçlerini yeterince büyük seçerek |yn  ym| ve |xn  xm| te-
rimlerini diledi¤imiz kadar küçültebilece¤imizi biliyoruz. Ama bu
ifadelere, tehlikeli olabilecek |xn| ve |ym| ifadeleri yap›flm›fl. E¤er
bu ifadeler çok büyürse, +/2’den küçük yapmaya çal›flt›¤›m›z

|xn||yn  ym| ve |xn  xm||ym|
ifadeleri küçülemeyebilir. Ama neyse ki Teorem 2’de temel di-
zilerin s›n›rl› olduklar›n› kan›tlam›flt›k. Demek ki, öyle A ve B
say›lar› vard›r ki, her n için,

|xn| < A ve |yn| < B
eflitsizlikleri geçerlidir. Böylece,
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|xn||yn  ym| < A|yn  ym|
ve

|xn  xm||ym| < B|xn  xm|
eflitsizliklerini buluruz. fiimdi 

A|yn  ym| ve |xn  xm|B
ifadelerini +/2’den küçük yapmal›y›z, yani 

|yn  ym| ve |xn  xm|
ifadelerini s›ras›yla +/2A ve +/2B say›lar›ndan küçük yapmal›y›z,
ki bu da o kadar zor de¤il. (xn)n ve (yn)n temel dizi olduklar›n-
dan, öyle N1 ve N2 göstergeçleri vard›r ki, her n, m > N1 için,

|xn  xm| < +/2B

ve her n, m > N2 için,
|yn  ym| < +/2A

olur. Böylece N = max{N1, N2} al›rsak kan›t biter ama yapt›k-
lar›m›z› toparlamakta yarar var:

K›sa Kan›t: + > 0 olsun. (xn)n temel dizi oldu¤undan, Teorem
2’ye göre s›n›rl›d›r, yani öyle bir A say›s› vard›r ki, her n için,

|xn| < A
eflitsizli¤i geçerlidir. Ayn› nedenden, öyle bir B say›s› vard›r ki,
her n için,

|yn| < B
eflitsizli¤i geçerlidir. (xn)n temel dizi oldu¤undan, öyle bir N1

göstergeci vard›r ki, her n, m > N1 için,
|xn  xm| < +/2B

olur. Ayn› nedenden, öyle bir N2 göstergeci vard›r ki, her 
n, m > N2

için,
|yn  ym| < +/2A

olur. N = max{N1, N2} olsun. fiimdi, her n, m > N için,
|xnyn  xmym| = |(xnyn  xnym) + (xnym  xmym)|

≤ |xnyn  xnym| + |xnym  xmym|
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= |xn||yn  ym| + |xn  xm||ym|
< A|yn  ym| + B|xn  xm|
< A(+/2A) + B(+/2B) = +/2 + +/2 = +

olur. Kan›t›m›z bitmifltir. n

Sonuç 11.6. C bir halkad›r. n

Sonuç 11.7. Y0, C ’nin bir idealidir. Yani

i. 8*%*Y0 2 C,
ii. Y0  Y0 2 Y0,
iii. C Y0 2 Y0.
Kan›t: (1) bariz. (2), Teorem 9.2’den ç›kar. (3), Teorem

9.4’ten ç›kar: Y0 2 Y 2 B . Demek ki, Önsav 9.7’ye göre, CY0

2 BY0 2 Y0. n

Durumu bir flemayla özetleyelim:

Temel Dizilerde Bölme. C halkas›n›n bölme alt›nda “olabil-
di¤ince” kapal› oldu¤unu kan›tlayal›m son olarak. Önce üç
haz›rl›k sonucuna ihtiyac›m›z olacak.
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Önsav 11.8. E¤er (xn)n $*C (R) ise (|xn|)n $*C (R).
Kan›t: + > 0 herhangi eleman olsun.

||xn|  |xm|| < +
eflitsizli¤inin her n, m > N için do¤ru oldu¤u bir N ar›yoruz.
Varsay›ma göre,

|xn  xm| < +
eflitsizli¤inin her n, m > N için do¤ru oldu¤u bir N do¤al say›-
s› var. Böyle bir N do¤al say›s› alal›m. fiimdi ||x|  |y|| < |x  y|
eflitsizli¤inden, her n, m > N için 

||xn|  |xm|| < |xn  xm| < +
ç›kar ve önsav kan›tlan›r. n

fiimdi sonuçlar›na katlanmak zorunda kalaca¤›m›z tuhaf
bir önerme sunal›m:

Önsav 11.9. (xn)n bir temel dizi ve a $ R olsun. E¤er 

{n $ # : xn < a} ve {n $ # : xn > a} 
kümeleri sonsuzsa, o zaman (xn)n dizisi a’ya yak›nsar.

Kan›t: + > 0 olsun. E¤er {n $ # : xn ≤ a  *+} kümesi sonsuz-
sa, o zaman (xn)n dizisinin terimlerinin aras› hiçbir zaman sürek-
li +’dan küçük olamaz ve bu da dizinin temelli¤iyle çeliflir. De-
mek ki, belli bir N1 göstergeci için, e¤er n > N1 ise, xn > a  *+.
Benzer nedenden, belli bir NO göstergeci için, e¤er n > N2 ise,
xn < a + +. Demek ki n > max{N1, N2} için, |xn  a| < +. n

Sonuç 11.10. i. E¤er (xn)n bir temel diziyse ve 0’a yak›nsam›-

yorsa, öyle bir N do¤al say›s› ve F > 0 vard›r ki, her n > N için,
|xn| > F olur.

ii. E¤er (xn)n temel dizisi 0’a yak›nsam›yorsa ve her terimi

0’dan de¤iflikse, öyle bir F1 > 0 vard›r ki, her n için, |xn| > F1

olur.
Kan›t: Önsav 11.8’e göre, (xn)n dizisi yerine (|xn|)n dizisini

alarak, her n belirteci için xn ≥ 0 varsay›m›n› yapabiliriz.
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Dizi 0’a yak›nsamad›¤›ndan, öyle bir + > 0 vard›r ki,
{n $ # : xn > +}

kümesi sonsuzdur. E¤er sonucumuz yanl›fl olsayd›,
{n $ # : xn < +}

kümesi de sonsuz olurdu; ama bir önceki önsava göre, o zaman
dizinin limiti + olmak zorundad›r ve bu durumda F = +/2 elema-
n› ilk önermeyi do¤rular. (Neden?) ‹kinci k›s›m için 

F1 = min{|x0|/2, ..., |xN 1|/2, F} > 0
alal›m. n

Al›flt›rmalar
1. Artan ve üstten s›n›rl› bir dizinin temel oldu¤unu kan›t-

lay›n.
2. Kan›tlay›n: E¤er (xn)n bir temel diziyse ve 0’a yak›nsam›-

yorsa, öyle bir N do¤al say›s› ve F > 0 vard›r ki, her n > N için,
|xn| > F’d›r.

3. C halkas›n›n tersinir elemanlar›n› bulun.
4. Kan›tlay›n: E¤er (xn)n $*C ise (|xn|)n $*C .

fiimdi C ’de ne zaman bölme yap›labilece¤ini, yani 
(xn)n $*C

ise, (1/xn)n dizisinin ne zaman C ’de oldu¤unu bulabiliriz. Her fley-
den önce hiçbir xn teriminin 0 olmamas› gerekiyor, ki bu terimle-
rin tersini alabilelim. Ama bu yetmez, ayr›ca bir de (xn)n dizisinin
limitinin 0 olmamas› gerekir.

Teorem 11.11. (xn)n $*C ise ve her xn terimi 0’dan farkl› ise

ve (xn)n dizisi 0’a yak›nsam›yorsa, o zaman (1/xn)n dizisi de

C ’dedir. Bir baflka deyiflle, C ’nin tersinir elemanlar› kümesi,
C * = {(xn)n $*C \ Y0 : her n için xn % 0}

dir.
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Kan›t: + > 0 verilmifl bir eleman olsun. Öyle bir N bulaca-
¤›z ki, her n, m > N için,

|1/xn  1/xm| < +
olacak. |1/xn  1/xm| ifadesiyle oynayal›m:

Sa¤daki ifadeyi çok küçük (yani +’dan küçük) yapmak isti-
yoruz. Payda bulunan |xn  xm| ifadesini diledi¤imiz kadar kü-
çük yapabilece¤imizi biliyoruz. Bu iyiye iflaret. Ancak e¤er pay-
dada bulunan |xn||xm| ifadesi de çok küçülürse, o zaman 

ifadesini çok küçük yapamay›z. Demek ki |xn| elemanlar›n›n
çok küçülemeyece¤ini göstermeliyiz. Ama bu tam tam›na So-
nuç 16.ii... Bu sonuca göre öyle bir F > 0 eleman› vard›r ki, her
n için |xn| > F’d›r. O zaman,

elde ederiz. En sa¤daki terimi +’dan küçük yapmak istiyoruz.
Bundan daha kolay bir fley yok: E¤er n, m’yi yeterince büyük
al›rsak, diyelim N’den büyük, o zaman, |xn  xm| < +F2 olur ve
böylece n, m > N için,
buluruz. n

Al›flt›rma. E¤er (xn)n dizisi temel bir diziyse, (|xn|)n dizisinin
de temel bir dizi oldu¤unu kan›tlay›n.
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12. Altdiziler

Herhangi bir kesirli say› dizisi ele alal›m:
x0, x1, x2, x3, ... 

ve bu dizinin içinden göstergeci çift olan terimleri seçelim:
x0, x2, x4, x6, ... 

Bu ikinci dizi, birincisinin altdizisidir. Bir baflka altdizi, göster-
geci asal olan terimlerden seçilebilir:

x2, x3, x5, x7, x11, ... 
Ya da dizinin ilk birkaç terimini silip ilk dizinin bir baflka alt-
dizisini elde edebiliriz:

x3, x4, x5, x6, ...
Öte yandan, 

x3, x2, x5, x7, x11, ... 
dizisi yukardaki ilk dizinin bir altdizisi olmayabilir, çünkü gös-
tergeçler artan bir biçimde seçilmemifl, ilk iki terimde terslik var.

x3, x3, x5, x7, x11, ... 
de bir altdizi olmayabilir.

Tan›m› hissettirdikten sonra matematikselleflelim. Bir (xn)n

dizisi ve sürekli artan, yani her k için nk < nk+1 eflitsizli¤ini sa¤-
layan bir (nk)k do¤al say› dizisi verilmifl olsun. O zaman, (xnk

)k

dizisine (xn)n dizisinin altdizisi ad› verilir. Tan›m› flöyle de



verebiliriz: ƒ : #(# mutlak artan bir fonksiyon olsun. (xƒ(n))n

dizisi (xn)n dizisinin bir altdizisidir.
E¤er yk = xnk

tan›m›n› yaparsak, (xnk
)k = (yk)k olur ve böy-

lece al›fl›k oldu¤umuz (yk)k yaz›l›m›na kavufluruz.
Bir baflka deyiflle, bir altdizi, bir 

x0, x1, x2, x3, x4, x5, ... 
dizisinden baz› terimlerin at›lmas›yla elde edilen bir dizidir. Ör-
ne¤in, yukardaki diziden baz› terimleri silerek

x0, x1, x2, x3, x4, x5, x6, ... 
altdizisini, yani x1, x2, x4, x6, ... altdizisini elde ederiz.

E¤er flans›m›z yaver gider de, x3 = x0 ya da x3 = x1 olursa,
o zaman,

x3, x2, x5, x7, x11, ... 
dizisi (xn)n dizisinin bir altdizisi olur, yoksa olmaz. 

Altdizilerde s›k s›k kan›t› çok basit olan (k üzerine tümeva-
r›m) flu olgu kullan›l›r: Sürekli artan bir (nk)k do¤al say› dizisi
için, k ≤ nk. ‹lk teoremimizde bunu kullanaca¤›z.

Teorem 12.1. Temel bir dizinin her altdizisi temeldir.
Kan›t: (xn)n, bir temel dizi, (xnk

)k dizisi de bu dizinin bir alt-
dizisi olsun. + > 0 herhangi bir (kesirli) say› olsun. Öyle bir N
var ki, her n, m > N için,

|xn  xm| < +.
fiimdi e¤er k, ' > N ise N < k ≤ nk ve N < ' ≤ n' oldu¤un-

dan,
|xnk

 xn
'
| < +

olur. Bu da kan›tlamak istedi¤imizdi. n

Teorem 12.2. Yak›nsak bir dizinin altdizisi de yak›nsakt›r

ve iki dizi ayn› limite yak›nsarlar.
Kan›t: (xn)n, bir a say›s›na yak›nsayan bir dizi olsun, (xnk

)k

dizisi de bu dizinin bir altdizisi olsun. + > 0 herhangi bir (kesir-
li) say› olsun. Öyle bir N var ki, her n > N için,
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|xn  a| < +.
fiimdi e¤er k > N ise N < k ≤ nk oldu¤undan,

|xnk
 a| < +

olur. Bu da kan›tlamak istedi¤imizdi. n

Teorem 12.3. Temel bir dizinin bir altdizisi yak›nsaksa di-

zinin kendisi de yak›nsakt›r ve her iki dizi de ayn› limite yak›n-

sarlar. Dolay›s›yla 0’a yak›nsamayan bir dizinin ancak sonlu

say›da terimi 0 olabilir.
Kan›t: Bunun kan›t› biraz daha zor. 
(xn)n, bir temel dizi, (xnk

)k dizisi de bu dizinin yak›nsak bir
altdizisi olsun, diyelim a’ya yak›nsas›n. (xn)n dizisinin de a’ya
yak›nsad›¤›n› kan›tlayaca¤›z. 

+ > 0 herhangi bir (kesirli) say› olsun. |xn  a| say›s›n›n bir
zaman sonra, yani belli bir göstergeçten sonra +’dan küçük ol-
du¤unu kan›tlayaca¤›z. Her zaman yapt›¤›m›z gibi,

|xn  a| < +.
eflitsizli¤inin do¤ru olmas› için n’nin ne kadar büyük olmas› ge-
rekti¤ini bulaca¤›z. Bunun için, bir defa daha soldaki |xn  a|
ifadesiyle oynay›p, bu ifadeyi bildi¤imiz küçük ifadeler cinsin-
den üstten s›n›rlayaca¤›z. k herhangi bir do¤al say› olsun. Üç-
gen eflitsizli¤inden,

|xn  a| = |(xn  xnk
) + (xnk

 a)|
≤ |xn  xnk

| + |xnk
 a| 

elde ederiz. En alttaki
|xn  xnk

| ve |xnk
 a| 

ifadelerinin her birini küçültmeye çal›flmal›y›z. Birinci ifade
(xn)n bir temel dizi oldu¤undan, ikinci ifade ise (xnk

)k dizisi a’ya
yak›nsad›¤›ndan küçülür. Ayr›nt›lar önemli, ayr›nt›lar› yaza-
l›m. Her iki ifadeyi de +/2’den küçük yapaca¤›z.
Birinci ifadeden bafllayal›m. (xn)n bir temel dizi oldu¤undan,
öyle bir N vard›r ki, her n, m > N için, |xn  xm| < +/2 olur. De-
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mek ki e¤er k > N ise, nk ≥ k > N olur ve 
|xn  xnk

| < +/2
eflitsizli¤i elde edilir.

‹kinci ifadeye gelelim. (xnk
)k dizisi a’ya yak›nsad›¤›ndan,

öyle bir N1 vard›r ki, her k > N1 için,
|xnk

 a| < +/2
olur. fiimdi k, hem N ’den hem de N1’den büyük herhangi bir
sabit göstergeç olsun. Her n > N için,

|xn  a| = |(xn  xnk
) + (xnk

 a)|
≤ |xn  xnk

| + |xnk
 a|

< +/2 + +/2 = +
elde ederiz. n

Al›flt›rmalar
1. Her altdizisinin dizinin kendisine eflit oldu¤u diziler han-

gi dizilerdir?
2. Sadece iki altdizisi olan tüm dizileri bulun.
3. Tüm kesirli say›lar› içeren bir dizi var m›d›r?
4. Her diziyi altdizi olarak bar›nd›ran bir dizi var m›d›r?
5. (xn)n ve (yn)n dizileri s›ras›yla a ve b say›lar›na yak›nsas›n.

Bu iki diziyi flu yöntemle karal›m: A ve B, #’nin # = A 3 B eflit-
li¤ini sa¤layan iki ayr›k ve sonsuz altkümesi olsun. 

ƒ : A ( # ve g : B ( #

iki artan eflleme olsun. (ƒ ve g biriciktirler.)

olsun. Böylece (zn)n dizisini elde ederiz. Örne¤in,
x0, y0, x1, y1, x2, y2, x3, y3, x4, y4, ... 

bu yöntemle elde edilmifl bir dizidir ve burada 
A = 2#, B = 2# + 1 

al›nm›flt›r. (zn)n dizisinin yak›nsak olmas› için a = b eflitli¤inin ge-
rek ve yeter oldu¤unu kan›tlay›n.
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Monoton Diziler ve Altdiziler
X s›ral› bir küme olsun. (xn)n bir dizi olsun. E¤er her n ≤ m

için xn ≤ xm oluyorsa, diziye artan ad› verilir. E¤er her n < m
için xn < xm oluyorsa, diziye mutlak artan ad› verilir. Azalan ve
mutlak azalan diziler benzer biçimde tan›mlan›r. Sabit diziler
hem artan hem de azalan dizilerdir ve sadece sabit diziler hem
artan hem de azaland›r.

Artan ya da azalan dizilere monoton dizi denir.

Teorem 12.4. Tams›ral› bir kümenin her dizisinin monoton

bir altdizisi vard›r.
Kan›t: (an)n, herhangi bir tams›ral› kümede herhangi bir di-

zi olsun. E¤er bir n göstergeci için, an ≤ am eflitsizli¤i n’den bü-
yük her m göstergeci için sa¤lan›yorsa, n’ye, bu kan›tl›k, “iyi
göstergeç” diyelim. E¤er sonsuz tane iyi göstergeç varsa azal-
mayan bir altdizi seçmek kolayd›r: (ak)k iyi artan bir altdizidir.
E¤er sonlu tane iyi göstergeç varsa ve N bu göstergeçlerin so-
nuncusuysa, her n > N için, an > am eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir
m > n vard›r. Bu durumda da azalan (dolay›s›yla artmayan) bir
altdizi kolayl›kla bulunur. n
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12A. Onluk Tabanda Kesirli Say›lar
(2)

B
u bölümde 0,99999... ifadesinin matematiksel olarak ne
demek oldu¤unu görece¤iz. ‹fadenin anlam›n› ö¤rendi¤i-
mizde, genellikle flaflk›nl›kla karfl›lanan ve kuflku duyulan

0,99999... = 1
eflitli¤ini matematiksel olarak kan›tlayabilece¤iz.

0,99999... yerine daha tuhaf bir ifade ele alal›m. Diyelim,
0,864269623810856...

ifadesini ele ald›k. Rakamlar›n virgülden sonra nas›l devam et-
tiklerini bilmiyoruz. Ama bir biçimde devam ediyorlar. Bunun
yerine, rakamlar›n nas›l devam etti¤i bilinen

0,1234567891011121314...
ifadesini de ele alabilirdik. Bu ifadeler ne demek olabilir? ‹flte
bu konuyu irdeleyece¤iz bu bölümde.

E¤er birinci ifadeyi belli bir basamaktan sonra kesersek, el-
de edilen sonlu ifadenin ne demek oldu¤unu biliyoruz:

0,8 = 8!10 1

0,86 = 8!10 1 + 6!10 2

0,864 = 8!10 1 + 6!10 2 + 4!10 3

0,8642 = 8!10 1 + 6!10 2 + 4!10 3 + 2!10 4

...



Ama sonsuza dek uzanan 0,864269623810856... ifadesinin
ne anlama geldi¤ini henüz bilmiyoruz.

Elimizde bir (an)n>0 rakam dizisi olsun. Yani her n > 0 için, bir
an $ {0, 1, ..., 9}

rakam› olsun.
x1 = a110 1,
x2 = a110 1 + a210 2,
x3 = a110 1 + a210 2 + a310 3,

...
xn = a110 1 + a210 2 +  + an10 n,

...
tan›mlar›n› yapal›m. Daha ekonomik bir yaz›l›mla:

Böylece bir (xn)n>0 kesirli say› dizisi elde ederiz. Bu dizinin
bir temel dizi oldu¤unu kan›tlayal›m hemen.

Teorem 12A.1. Her (an)n>0 rakam dizisi için, yukarda ta-

n›mlanan (xn)n>0 kesirli say› dizisi temel bir dizidir.
Kan›t: + > 0, herhangi bir say› olsun. Öyle bir N bulaca¤›z

ki, her n, m > N için,
|xn  xm| < +

olacak. Her zamanki gibi |xn  xm| ifadesinin +’dan küçük olmas›
için n ve m’nin ne kadar büyük olmalar› gerekti¤ini bulaca¤›z.

|xn  xm| = |xm  xn| oldu¤undan, n ≥ m eflitsizli¤ini varsa-
yabiliriz. Bundan böyle bu eflitsizli¤i varsayaca¤›z. |xn  xm| ifa-
desiyle oynayal›m:
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Dördüncü sat›rdan beflinci sat›ra geçerken
j = i  m  1

de¤iflikli¤ini yapt›k. Alt›nc› sat›rdan yedinci sat›ra geçerken,
Bölüm 6B’de gri alanda kan›tlanan eflitli¤i a = 1/10 için kullan-
d›k. (Hesaptaki eflitsizliklerin her biri son derece ekonomiktir:
Üçüncü sat›rdaki eflitsizlik zorunlu bir eflitsizliktir, çünkü ai’le-
rin her biri bal gibi de 9 olabilirler. ‹kinci ve sonuncu eflitsizlik
de zorunlu, çünkü m sabit kal›p n çok büyüdü¤ünde (sonsuza
gitti¤inde), 1  (1/10)n m say›s› 1’e kadar dayan›r.)

fiimdi 10 m’yi +’dan küçük yapmam›z gerekti¤ini anl›yoruz. 
 1 < 10 1 < 1

oldu¤undan, Teorem 10.2’ye göre, öyle bir N vard›r ki, her m >
N için, 10 m < + olur. Afla¤›daki gri karede ayn› fleyi Teorem
10.2’yi kullanmadan kan›tl›yoruz. n

Not: Yukardaki teoremde ve kan›t›nda 10’un hiçbir önemi
yok, sabit herhangi bir b > 1 (kesirli ya da do¤al) say›s› da al›na-
bilirdi. Ayr›ca ai’ler de s›n›rl› herhangi bir say› kümesinden seçi-
lebilirdi. b’yi 10 almak gelenekten de öte bir al›flkanl›k haline gel-
mifltir, muhtemelen iki elimizde on parma¤›m›z›n olmas›ndan
kaynaklan›r ve art›k kültürümüzün nerdeyse ayr›lmaz bir parça-
s›d›r. Bir de b’yi 2 almak özellikle ça¤›m›zda önem kazand›.
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fiimdi, e¤er (an)n>0 dizisi zamanla devirlefliyorsa, yani her 
n > N

için,
an+k = an

eflitli¤ini sa¤layan N ve k > 0 do¤al say›lar› varsa, o zaman yu-
karda tan›mlanan (xn)n>0 kesirli say› dizisinin bir limiti oldu¤u-
nu kan›tlayal›m.

Burada limitin kesirli bir say› oldu¤unu söylemek istiyoruz.
Gerçel say›lar› tan›mlad›¤›m›zda, bu (xn)n>0 dizilerinin sadece
zamanla devirleflen (an)n>0 dizileri için de¤il, her (an)n>0 dizisi
için bir gerçel say›ya yak›nsad›¤›n› kan›tlayaca¤›z. Ancak flim-
dilik böyle bir önermeyi telaffuz bile edemeyiz. “Gerçel say›”
sözleri flimdilik bize yasak.

Örne¤in,
3, 5, 7, 8, 2, 1, 4, 2, 1, 4, 2, 1, 4, ...

dizisi zamanla devirleflen bir dizidir. Bunu görmek için N = 4, k =
3 almak yeterli. (k = 6 da alabilirdik. k = 3 en küçük devirdir.)
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Teorem. Her k do¤al say›s› için 10k > k.
Kan›t: k üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. k = 0 için,

k = 0 < 1 = 100 = 10k. Bir de k = 1 için kan›tlayal›m: k = 1 <
10 = 101 = 10k. fiimdi k ≥ 1 olsun ve eflitsizli¤in k için geçer-
li oldu¤unu varsayal›m. O zaman,

10k+1 = 10!10k > 10k ≥ k + 1.
(Son eflitsizlik, kan›t›n bafl›nda teoremi neden k = 0 ve k = 1
için kan›tlad›¤›m›z› göstermektedir.

Sonuç. + > 0 hangi (kesirli) say› olursa olsun öyle bir N

do¤al say›s› vard›r ki, her n > N için, 10 n < +.
Kan›t: N, 1/+’dan büyük bir do¤al say› olsun (Arflimet

Özelli¤i, Teorem 6.11). O zaman, 10N > N > 1/+, yani 10 N

< +. Her n > N için, 10 n < 10 N < + olur.



x1 = 3·10 1 = 0,3,
x2 = 3·10 1 + 5·10 2 = 0,35,
x3 = 3·10 1 + 5·10 2 + 7·10 3 = 0,357,
x4 = 3·10 1 + 5·10 2 + 7·10 3 + 8·10 4 = 0,3578,

...
örne¤i üzerinde (xn)n>0 dizisinin bir kesirli say›ya yak›nsad›¤›n›
gösterelim.

Diziyi ilkokuldan beri al›fl›k oldu¤umuz biçimde ve göze
daha hofl görünsünler diye baz› terimleri atlayarak yazarsak ne
yap›lmas› gerekti¤ini daha kolay görürüz:

x4 = 0,3578,
x7 = 0,3578214,
x10 = 0,3578214214,

...
(xn)n>0 dizisinin yak›nsak oldu¤unu kan›tlamak yerine, Te-

orem 12.3’e göre, bu dizinin (x4+3n)n altdizisinin yak›nsak ol-
du¤unu kan›tlamak yeterli. Biraz hesap yapal›m:

Demek ki, n sonsuza giderken (x4+3n)n ya da (xn)n>0 dizisi-
nin limiti,

kesirli say›s›d›r.
Afla¤›daki teorem aynen yukardaki örnekteki gibi kolayl›k-

la kan›tlanabilir. Biçimsel kan›t› merakl› okura b›rak›yoruz.
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Teorem 12A.2. E¤er (an)n>0 rakamlar dizisi bir zaman son-

ra devirlefliyorsa, o zaman yukarda tan›mlanan (xn)n>0 kesirli

say› dizisinin !’de bir limiti vard›r.

Bundan böyle, yukardaki teoremde varl›¤› söylenen bu limiti
0,a1a2a3a4...

olarak yazaca¤›z:
0,a1a2a3... = limn(I (a110 1 +  + an10 n).

E¤er bir de ayr›ca a0 herhangi bir do¤al say›ysa, yukardaki te-
orem,

(a0 + a110 1 + a210 2 +  + an10 n)n

dizisinin yani
(a0,a1a2 ... an)n

dizisinin bir limiti oldu¤unu söylüyor. Bu limiti bundan böyle
a0,a1a2a3a4...

olarak yazaca¤›z. Ama dikkat, burada rakam olanlar sadece a1,
a2, a3, a4, ... katsay›lar›, a0 bir rakam olmayabilir, a0 bir do¤al
say›. Öte yandan a0’›n da rakamlarla ifade edilebilece¤ini gör-
dük (Teorem 6B.1). a0’›, tk...t1t0 olarak rakamlarla ifade eder-
sek, her pozitif kesirli say›n›n, sonlu tane

t0, t1, ..., tk 

rakam› ve bir zaman sonra devirli olan
a1, a2, a3, a4, ...

rakamlar› için,
tk...t1t0,a1a2a3a4...

biçiminde, yani, terimleri
xn = tk10k +  + t0100 + a110 1 +  + an10 n

olan dizinin limiti olarak yaz›labilir.

fiimdi art›k 0,9999... ifadesinin ne demek oldu¤unu biliyo-
ruz: Bu ifade, yukardaki tan›ma göre,

xn = 9·10 1 +  + 9·10 n

dizisinin limitidir. Hemen bulal›m bu limiti:
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eflitli¤inin bafl›n›n ve sonunun limitlerini al›rsak,
0,99999... = 1

buluruz. Nihayet! Bu yafla de¤in merak etti¤imiz eflitli¤i kan›t-
lad›k...

Tabii ayn› flekilde, örne¤in,
253,782149999... = 253,78215 

eflitli¤i de geçerlidir. Kan›t› okura b›rak›yoruz.

Teorem 12A.3. Her pozitif kesirli say›, t0, t1, ..., tk rakam-

lar› ve zamanla devirleflen bir (an)n>0 rakamlar dizisi için,

tk...t0,a1a2a3a4...
biçiminde yaz›labilir. E¤er k > 0 ise tk % 0 al›nabilir.

Peki, yukardaki tk...t0,a1a2a3a4... yaz›l›m› ne kadar biricik-
tir? Yani, tk, ..., t0 ve s', ..., s0 rakamlar› ve zamanla devirleflen
(an)n>0 ve (bn)n>0 rakamlar dizisi için,

tk...t0,a1a2a3a4... = s'...s0,b1b2b3b4... 
ise, k = ' ve her i için ti = si ve ai = bi olmal› m›d›r?

Yukarda kan›tlad›¤›m›z 0,99999... = 1, daha do¤rusu
0,99999... = 1,00000...

eflitli¤inden ai = bi eflitli¤inin her zaman do¤ru olmad›¤›n› bili-
yoruz.

9,99999... = 10,00000...
eflitli¤inden de k = ' eflitli¤inin her zaman do¤ru olmad›¤›n› bili-
yoruz. Ayr›ca bir de say›n›n soluna istedi¤imiz kadar 0 koyabile-
ce¤imizi biliyoruz. Ama bu istisnalar d›fl›nda yukardaki yaz›l›m
biriciktir. Yani a ve s do¤al say›lar› için, a/10s biçiminde yaz›la-
mayan her kesirli say›, tk % 0 olmak üzere, tek bir biçimde

tk...t0,a1a2a3a4...
olarak yaz›labilir. a/10s biçiminde yaz›lan say›lar için ise iki de-
¤iflik yaz›m biçim vard›r: Biri hep 9’la di¤eri hep 0’la biter... Ko-
nuyu daha fazla uzatmak istemedi¤imizden kan›t› es geçiyoruz.
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Teorem 12A.3’ün tersi de do¤rudur. Bunun da kan›t›n›
okura b›rak›yoruz.

Teorem 12A.4. E¤er (an)n>0 rakamlar dizisi bir zaman son-

ra devirleflmiyorsa, o zaman yukarda tan›mlanan (xn)n kesirli

say› dizisinin !’de limiti olamaz. 
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