
10. Yak›nsakl›k/Iraksakl›k Örnekleri

Bu bölümde birçok yak›nsak ve ›raksak dizi örne¤i verece¤iz. En
kolay ›raksak dizilerden bafllayal›m.

0, 1, 2, 3, 4, ...
dizisi elbette ›raksakt›r, yani hiçbir kesirli say›ya yak›nsamaz,
çünkü dizi s›n›rl› de¤ildir (Teorem 9.4). Ama bunu tan›m› kul-
lanarak kan›tlayal›m, faydas›n› görece¤iz.

Önce yak›nsakl›¤›n tan›m›n› an›msayal›m: (xn)n dizisinin
bir a (kesirli) say›s›na yak›nsamas› için, her + > 0 için,

{n : |xn  a| ≥ +}
kümesi sonlu olmas› gerekir. Demek ki dizinin ›raksak olmas›
için yukardaki özelli¤in her a $ ! için yanl›fl olmas› gerekir,
yani her a $ ! için, öyle bir + > 0 olmal› ki,

{n : |xn  a| ≥ +}
kümesi sonsuz olsun.

Iraksakl›¤›n tan›m›n› böylece daha matematiksellefltirdikten
sonra, 0, 1, 2, 3, ... do¤al say› dizisinin ›raksak oldu¤unu mate-
matiksel olarak kan›tlayal›m. Burada, xn = n olarak almal›y›z el-
bette. Herhangi bir a ve + > 0 alal›m. Asl›nda + rastgele olmak zo-
runda de¤il ama bu örnekte rastgele bir + iflimizi görür. Dileyen
okur + = 1 alabilir. Bir N do¤al say›s› için N ≥ a + + eflitsizli¤i do¤-
rudur (Arflimet Özelli¤i, Teorem 6.11). Demek ki, her n ≥ N için,

xn = n ≥ N ≥ a + +,



yani 
xn  a ≥ + > 0.

Dolay›s›yla,
N, N + 1, N + 2, N + 3, ...

say›lar›n›n hepsi {n : |xn  a| ≥ +} kümesindedir ve bu küme son-
suzdur. Do¤al say› dizisinin ›raksak oldu¤u kan›tlanm›flt›r.

fiimdi de
1,  1, 1,  1, 1,  1, ...

dizisinin ›raksak oldu¤unu kan›tlayal›m. Bu dizi, xn = ( 1)n for-
mülüyle tan›mlanabilir. Herhangi bir a alal›m. E¤er a = 1 ise + = 1
alal›m, o zaman bütün çift say›lar›n {n : |xn  a| ≥ +} kümesinde ol-
du¤u görülür. E¤er a =  1 ise gene + = 1 alal›m, bu kez bütün tek
say›lar {n : |xn  a| ≥ +} kümesindedir. E¤er a %*,1 ise, o zaman +,
|a + 1|/2 ve |a  1|/2 say›lar›n›n en küçü¤ü olsun. Bu sefer her do-
¤al say› {n : |xn  a| ≥ +} kümesindedir.

Al›flt›rmalar
10.1. A 2 ! sonlu bir küme olsun. Her n $ # için, xn $ A

olsun. (xn)n dizisinin yak›nsak olmas› için dizinin zamanla sa-
bitleflmesi gerekti¤ini kan›tlay›n.

10.2. Her n $ # için, xn $  olsun. (xn)n dizisinin yak›nsak
olmas› için dizinin zamanla sabitleflmesi gerekti¤ini kan›tlay›n.

fiimdi verilmifl bir x0 için,

formülüyle tan›mlanan dizinin kesirli say›larda yak›nsak olama-
yaca¤›n› kan›tlayal›m. Diyelim dizi a kesirli say›s›na yak›ns›yor.
Dizinin karesinin 2’ye yak›nsad›¤›n› “√2’ye Yak›nsamak ‹ste-
yen Bir Dizi” yaz›s›nda görmüfltük. Demek ki,

a2 = (lim xn)2 = lim xn
2 = 2.

Ama karesi 2 olan bir kesirli say› yoktur. Çeliflki. Demek ki bu
dizi kesirli say›larda yak›nsamaz.
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Dikkat ederseniz, bu örnekte dizinin yak›nsak olmad›¤›n› da-
ha önceki örneklerdeki gibi göstermedik, Teorem 9.3 gibi güçlü
bir sonuç kulland›k. Çünkü bu dizi yak›nsak dizilere çok benzer
ve dizinin ›raksakl›¤›n›n daha önceki gibi do¤rudan bir kan›t›
yoktur. 

Yak›nsak dizi örneklerine geçelim.
Geçmiflte (1/n)n dizisinin limitinin 0 oldu¤unu kan›tlam›fl-

t›k. (Ama dikkat! (1/n)n dizisinin !’de limiti 0’d›r. ! \ {0} kü-
mesinde bu dizinin limiti yoktur!) Çok daha genel bir sonuç ge-
çerlidir:

Teorem 10.1. p(X), q(X) $![X] iki polinom olsun. q(X) % 0
olsun. E¤er deg p ≤ deg q ise (p(n)/q(n))n dizisi yak›nsakt›r.
E¤er deg p < deg q ise 

limn(I p(n)/q(n) = 0 
olur. E¤er deg p = deg q ise ve a ve b s›ras›yla p ve q polinom-

lar›n›n baflkatsay›s›ysa,
limn(I p(n)/q(n) = a/b

olur. E¤er deg p > deg q ise dizi ›raksakt›r.
Kan›t: deg p = d, deg q = e olsun. p ve q polinomlar›n›,

p(X) = p0 + p1X + p2X2 +  + pdXd,
q(X) = q0 + q1X + q2X2 +  + qeX

e

olarak yazal›m. Burada pd = a % 0 ve qe = b % 0’d›r.
d ≤ e varsay›m› alt›nda p(n)/q(n) ifadesinin pay›n› ve payda-

s›n› ne’ye bölelim:

E¤er e > d ise pay›n tüm pi/ne i terimlerinin limiti 0’d›r; pay-
dan›n limiti ise qe’dir; dolay›s›yla limit 0/qe = 0’d›r.
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E¤er e = d ise pay›n limiti pd = a’d›r; paydan›n limiti ise ge-
ne qe = b’dir; dolay›s›yla limit a/b’dir.

E¤er e < d ise, o zaman yukarda görüldü¤ü gibi,
limn(I q(n)/p(n) = 0 

olmal›. ((q(n)/p(n))n dizisini p(n)’nin art›k 0 olamayaca¤› n’den
bafllatal›m, aç›k aç›k söylemedik ama (p(n)/q(n))n dizisi de
q(n)’nin 0 olamayaca¤› n’den bafll›yor.) E¤er (p(n)/q(n))n dizisi-
nin limiti olsayd›, 0’la bu dizinin çarp›m› 1 olmak zorunda
olurdu! Demek ki (p(n)/q(n))n dizisinin limiti olamaz. n

(rn)n biçiminde yaz›lan bir diziye �����������	�denir. Ge-
ometrik dizilerin yak›nsakl›¤›na karar vermek oldukça kolay: 

Teorem 10.2. r bir kesirli say›ysa (rn)n dizisi ancak r $ ( 1, 1]
iken yak›nsak olabilir. E¤er r = 1 ise limit 1’dir. E¤er r $ ( 1, 1)
ise limit 0’d›r. 

Kan›t: E¤er limit varsa, limitin 0 ya da 1 olmas› gerekti¤i flöy-
le anlafl›l›r: Öncelikle (rn)n ve (rn+1)n dizilerinin kuyruklar› ayn›
oldu¤undan, ikisinin de limiti ayn›d›r, dolay›s›yla limite a dersek,

a = limn(I rn = limn(I rn+1 = r limn(I rn = ra.
olur. Demek ki a = ra ve e¤er a % 0 ise r = 1 = r. Ama bu ak›l
yürütme limitin oldu¤unu göstermez.

Teoremin kan›t›nda flu önsava gereksinim duyaca¤›z:

Önsav 10.3 E¤er s >  1 ise, her n do¤al say›s› için,
(1 + s)n ≥ 1 + ns.

Önsav›n Kan›t›: E¤er n = 0 ise eflitsizlikten de öte bir eflitlik
sözkonusu. fiimdi eflitsizli¤i n için varsay›p n + 1 için kan›tlaya-
l›m. Afla¤›daki kan›tta 1 + s > 0 eflitsizli¤ini kulland›¤›m›za dik-
kat etmelisiniz:

(1 + s)n+1 = (1 + s)n(1 + s) ≥ (1 + ns)(1 + s)
= 1 + (n+1)s + ns2 ≥ 1 + (n+1)s.
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Olgu kan›tlanm›flt›r. E¤er s ≥ 0 ise ayn› olguyu binom aç›l›-
m›n› kullanarak, çok daha basit olarak

tek sat›rda da kan›tlayabilirdik.

Teoremin kan›t›na devam edelim. r $ ( 1, 1) olsun. 
limn(I rn = 0 

eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z. E¤er r = 0 ise, kan›tlayacak fazla bir fley
kalm›yor, bundan böyle r’nin 0 olmad›¤›n› varsayal›m. + > 0 ol-
sun. s =  1 + 1/|r| olsun. Tabii ki s >  1. (Hatta s > 0.) Buradan 

|r| = 1/(1 + s) 
ç›kar. N do¤al say›s›,

1/s < N+

eflitsizli¤ini sa¤las›n (Arflimet Özelli¤i). fiimdi, her n > N için,

limn(I rn = 0 eflitli¤i kan›tlanm›flt›r. 
fiimdi r’nin 1’den büyük oldu¤unu varsayal›m. s = 1  r > 0

olsun. O zaman Önsav 10.3 ve Arflimet Özelli¤i’ne göre 
(rn)n = ((1+s)n)n

dizisi s›n›rl› de¤ildir, dolay›s›yla yak›nsak olamaz (Teorem 9.4).
E¤er r <  1 ise, n = 2m çift oldu¤unda, rn = r2m = (r2)m sa-

y›lar› bir önceki paragrafa göre üstten s›n›rl› de¤ildirler. Dola-
y›s›yla (rn)n dizisi s›n›rl› de¤ildir ve yak›nsak olamaz. n

E¤er (henüz infla etmedi¤imiz) " elimizde olsayd›, Teorem
10.2’yi çok daha basit biçimde kan›tlayabilirdik.

fiimdi de geometrik dizinin elemanlar› toplayarak elde etti-
¤imiz, 

10. Yak›nsakl›k/Iraksakl›k Örnekleri 299

*"
( )1 1

2
125 6 5 5

@

A
B

C

D
E 5 5 : 5s ns

n
s s nsn n
 

*  

r r
s s

ns ns Ns

n n
n

n
6 6

5

@

A
B

C

D
E 6

5

9
5

J J J

1
1

1

1

1
1

1 1

( )

.+



s0 = 1,
s1 = 1 + r,
s2 = 1 + r + r2,
s2 = 1 + r + r2 + r3,

...
sn = 1 + r + r2 + r3 +  + rn,

dizisine bakal›m. Bu dizinin limiti analizde çok çok temeldir.

Teorem 10.4. r bir kesirli say› olsun. Yukarda tan›mlanan

(sn)n dizisi ancak ve ancak r $ ( 1, 1) iken yak›nsak olabilir ve

bu durumda limit

dir. 
Kan›t: E¤er r % 1 ise,

eflitli¤ini geçmiflte kan›tlam›flt›k. Dolay›s›yla e¤er r $ ( 1, 1) ise
sonuç bir önceki teoremden ç›kar. E¤er r = 1 ise, sn = n oldu-
¤undan, dizi s›n›rl› de¤ildir ve ›raksar. Yukardaki formül, e¤er
r, ( 1, 1] aral›¤›nda de¤ilse dizinin s›n›rl› olamayaca¤›n›, dola-
y›s›yla yak›nsak da olamayaca¤›n› gösteriyor. n

Örnek 10.5. Son olarak, her r $ ! için,
limn(I rn/n! = 0 

eflitli¤ini kan›tlayal›m. Al›flt›rma 9.4.2’ye göre, r yerine |r| ala-
rak r ≥ 0 varsay›m›n› yapabiliriz. xn = rn/n! ≥ 0 olsun. + > 0,
herhangi bir kesirli say› say› olsun. L, r’den büyük herhangi bir
do¤al say› olsun. Her k do¤al say›s› için,

eflitsizli¤ini k üzerine tümevar›mla kan›tlayal›m. k = 0 ise eflitlik
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sözkonusu. fiimdi eflitsizli¤i k için varsay›p k + 1 için kan›tlayal›m:

Eflitsizli¤i kan›tlad›k. Ama 0 < r/(L + 1) < 1 ve Teorem 2’ye
göre yukardaki eflitsizli¤in en sa¤›ndaki terimin k sonsuza gider-
ken limiti 0’d›r. Demek ki öyle bir K vard›r ki, her k > K için,

eflitsizli¤i geçerlidir. fiimdi N = K + L olsun. Her n > N için, k =
n  L > K tan›m›yla,

elde ederiz. ‹stedi¤imizi kan›tlad›k... n

Pek kolay olmad› de¤il mi? Evet, limit bulmak her zaman
kolay de¤ildir, hatta bazen çok çok zor olabilir. Özellikle e¤er
elimizde " gibi güçlü bir cisim yoksa.

Okur, hakl› olarak yukardaki kan›t› nas›l düflündü¤ümüzü
sorabilir. Y›llar›n deneyimi elbette... 

Kan›t› nas›l yapt›¤›m›z› anlatmaya çal›flal›m.
xn+1 ile xn aras›nda çok basit bir iliflki var:

Bunu bir ad›m daha götürürsek,
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elde ederiz. Ama buradan da, 

elde ederiz. Bu aflamada,

eflitsizli¤ini tahmin edip kan›tlamak zor de¤il. E¤er n’yi yeterin-
ce büyük seçersek,

say›s› 1’den küçük olur ve Teorem 10.2’ye göre eflitsizli¤in sa¤
taraf› k büyüdükçe küçülür. Bizim istedi¤imiz de buydu zaten.
Gerisi, okurun ustalaflmas› gerekti¤i teknik ayr›nt›.
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10A. Yak›nsakl›k Al›flt›rmalar›

1. fiu limitleri bulun:
limn(I (1 + r2 +  + r2n),
limn(I r2n/n!

2. limn (*I nrn limiti hangi r’ler için vard›r ve kaçt›r? ‹pucu:
Teorem 10.2’de kullan›lan yöntemi deneyin, yaln›z oradaki ol-
gu yerine, her s > 0 için,

(1 + s)n ≥ 1 + ns + n(n 1)s2/2
eflitsizli¤ini kullan›n.

3. Sabit bir k do¤al say›s› için ayn› soruyu (nkrn)n dizisi için
yan›tlay›n.

4. limn(I (1 + 1/2 + 1/4 +  + 1/2n) = 1 ve
limn(I (1/2  1/4 +  + ( 1)n+1/2n = 1/3 

eflitliklerini kan›tlay›n.
5. 1 + 1/2 + 1/3 +  + 1/n dizisinin s›n›rs›z oldu¤unu, do-

lay›s›yla ›raksak oldu¤unu kan›tlay›n. 
6. Her n için, 1/12 + 1/22 +  + 1/n2 ≤ 2 eflitsizli¤ini kan›tla-

y›n. ‹pucu: 2 yerine 2 - 1/n al›n!
7. Her n için, (1 + 1/n)n < 3 eflitsizli¤ini kan›tlay›n. 

((1 + 1/n)n)n

dizisinin artan bir dizi oldu¤unu kan›tlay›n.



8. Her n için xn % 0 ve sabit bir r $ (0, 1) için, |xn+1/xn| ≤ r
olsun. limn(I xn = 0 eflitli¤ini kan›tlay›n.

9. (an)n herhangi bir dizi olsun.
sn = a0 + a1 +  + an

olsun. E¤er (sn)n dizisi yak›nsaksa, (an)n dizisinin 0’a yak›nsad›-
¤›n› kan›tlay›n.

10. Bir n > 0 tamsay›s› için,
N(n) = max{m : 2m ≤ n}

olarak tan›mlans›n. limn(I N(n)/n = 0 eflitli¤ini kan›tlay›n.
11. (xn)n dizisi a’ya yak›nsas›n. p(X) $ ![X] bir polinom

olsun. (p(xn))n dizisinin p(a)’ya yak›nsad›¤›n› gösterin.
12. (xn)n dizisi a’ya yak›nsas›n. p(X), q(X) $ ![X] iki poli-

nom olsun. q(a) % 0 olsun. (p(xn)/q(xn))n dizisinin p(a)/q(a)’ya
yak›nsad›¤›n› gösterin. Not: q(xn) = 0 oldu¤unda bölmede so-
run olacakt›r ama bu bafl edemeyece¤imiz bir sorun de¤ildir:
q(a) % 0 oldu¤undan, q(xn)’nin 0 oldu¤u n göstergeçlerinin sa-
y›s› sonlu olmal›d›r. Dizi, q(xn)’nin 0 oldu¤u göstergeçlerden
sonra bafllas›n.

13. E¤er (xn)n dizisi yak›nsaksa ve her n için xn % 0 ise,
(xn/xn+1)n dizisinin 1’e yak›nsad›¤›n› kan›tlay›n!

14. Yukardaki al›flt›rmaya karfl›örnek bulun! Kan›tta nerde
hata yapt›¤›n›z› bulun. Kan›tlanmas› gereken do¤ru sonucu ya-
z›n. (xn/x2n)n dizisi hakk›nda ne diyebilirsiniz? (Bkz. Teorem
12.2.)

15. (xn)n ve (yn)n iki ayr› limite yak›nsayan iki dizi olsun.
{xn : n $ #} ) {yn : n $ #}

kümesinin sonlu oldu¤unu kan›tlay›n.
16. xn,m = n/(n + m) olsun.

limm(I (limn(I xn,m)
ve

limn(I (limm(I xn,m)
limitlerini hesaplay›n.
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17. (xn)n ve (yn)n iki dizi olsun.

olarak tan›mlans›n. (zn)n dizisinin yak›nsak olmas› için, (xn)n ve
(yn)n dizilerinin yak›nsak olmas› ve ayn› say›ya yak›nsamalar›n›n
gerek ve yeter oldu¤unu kan›tlay›n.

18. limn(I an
2 = 0 ise, (an)n dizisinin limiti mutlaka olmal›

m›d›r?
19. E¤er an ≥ 0, a ≥ 0 ise ve limn (*I an

2 = a2 ise, 
limn(I an = a

eflitli¤ini kan›tlay›n.
20. (a2n)n, (a2n+1)n ve (a7n+1)n dizileri yak›nsak ise (an)n dizi-

si de yak›nsak m›d›r? 
21. q $ ! olsun. limn(I an/n = q eflitli¤ini sa¤layan an do-

¤al say›lar› var m›d›r? 
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