36. Siireklilik Hipotezi ve Felsefi
Sonuclari

ogal sayilarin sayilabilir sonsuzlukta, gergel sayilarin
D ise sayillamaz sonsuzlukta oldugunu biliyoruz [SI,
SKK]. Hatta gercel sayilarin kardinalitesinin 2¢ oldu-
gunu biliyoruz. Demek ki,
INI = ® < @y <20 = |RI.
1877°de, hentiz 32 yagindayken, kiimeler kuraminin ve or-
dinal ve kardinal kavramlarinin yaraticisi Alman matematikgi
Georg Cantor, R’nin, dogal sayilardan “daha buiyiik” ama ger-
cel sayilardan “daha kiiciik” bir altkiimesinin olup olmayacag:
sorusunu sordu. Yani R’nin sayilamaz sonsuzlukta olan ama
kardinalitesi 2© olmayan bir altkiimesi var midir? Ya da R’nin
her sonsuz altkiimesi ya N ya da R ile eslenik olmak zorunda
midir? Daha modern bir deyisle, o = 2¢ esitligi dogru mudur?
Cantor yanitin olumsuz olacagini tahmin etti ama bir turla ka-
nitlayamadi. Cantor’un bu tahminine Siireklilik Hipotezi denir:

Siireklilik Hipotezi [SH]. w; = 2.

1900°de, Paris’teki meshur konferansinda David Hilbert bu
problemi 20’nci yiizyilin matematikgilerine sordu. Hilbert bu
probleme o kadar 6nem veriyordu ki, sundugu 23 problem ara-
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sinda buna birinci sirada yer verdi. Yanit1 bulmak 63 yil aldi.

Kurt Godel 1938de, Siireklilik Hipotezi’nin ZFC’yle! tu-
tarl oldugunu kanitladi. Yani eger ZFC celiskisizse (bir baska
deyisle, ZFC’de 0 = 1 esitligi kanitlanamazsa), o zaman ZFC’ye
Sureklilik Hipotezi’ni eklersek de geligkisiz bir kiimeler kurami
elde ederiz.

Godel’in bu sonucundan, ZFC’de, Siireklilik Hipotezi’nin
yanhghiginin kanitlanamayacagi c¢ikar, ama dogrulugunun ka-
nitlanabilecegi ¢itkmaz. Bunu 1963’te Paul Cohen gostermistir.
Cohen’in kaniti, o giine dek bilinmeyen bir yontem kullanir:
Ingilizcesiyle Forcing, Tiirkgesi zor kullanma ya da zorlama
olabilir. Zorlamayla, Cohen, ZFC’nin aksiyomlarinin dogru
oldugu ama SH’nin yanlis oldugu bir evren (ZFC + —SH’nin
bir modelini) inga etmistir ve bu insasiyla 1966°da Fields Ma-
dalyas’’mi kazanmugtir.

Godel’le Cohen’in  sonuclarini  bir araya koyarsak,
ZFC’nin, Sureklilik Hipotezi’nin dogrulugu ya da yanlhshg: ko-
nusunda herhangi bir sey soyleyemeyecegi ¢ikar. Eger ZFC ce-
liskisiz (yani tutarh) bir kuramsa, ZFC’ye Suireklilik Hipotezi
olan ®; = 2 esitligini de aksiyom olarak eklesek, tam tersine,
Sureklilik Hipotezi’nin degillemesi olan ®; < 2¢ esitsizligini de
aksiyom olarak eklesek, her iki durumda da celiskisiz bir ku-
ram elde ederiz. Mantik¢ilarin deyimiyle Sureklilik Hipotezi,
ZFC’den bagimsizdir.

Buttin bunlar akla bagka sorular getiriyor. Acaba ZFC, 2¢
< o, esitsizligini kanitlayabilir mi? Ya da 2¢ < oy esitsizligini?
Hayir!

Peki, ZFC, bir a ordinali igin 2 < o, esitsizligini kanitlaya-
bilir mi? Elbette: a. = 2¢ igin 6rnegin (Onsav 35.3). Ama bu ya-
nit doyurucu degil, ciinkii 2 kardinalinin ne kadar biyiik oldu-
gunu anlamak igin gene 2¢ kardinalini kullaniyoruz.

1 ZFC, matematikgilerin ¢cok biiyiik cogunluguyla caligtiklari aksiyom sistemidir.
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n hangi dogal say1 olursa olsun, ZFC’ye 2 = o, esitligini
eklersek, tutarl, yani geligskisiz bir kuram elde ederiz. Yani
ZFC’de hicbir n dogal sayisi igin,

20 < @,
esitsizligi kanitlanamaz.

20 kardinalini nerdeyse istedigimiz kadar buyiik yapabili-
riz. Ama 2¢ = ®, yapamayiz. 2°’nin ®,’dan daha kigiik ya da
daha buyiik oldugu ZFC’yle tutarlidir, ama esitlik ZFC’yle tu-
tarli degildir. (Bkz. Altbolim 38.4.)

Ote yandan, bazi ilging varsayimlar 2¢ = o, esitligini kanit-
liyor. Eger tim o,’ler arasindan 2¢’nin illa birine esit oldugu-
nu varsaymak gerekiyorsa, 7 = 1 ya da 2 en “tabii” se¢im ola-
rak ontimiize ¢ikiyor.

Yukardaki tartismadan su sonug ¢ikiyor: Matematiksel ola-
rak, Sureklilik Hipotezi’ni kabul etsek de olur, etmesek de. Ya
da bu konuda hicbir karar almayabiliriz. Demek ki bu daha
cok gergegi algilamamuzla ilgili felsefi bir sorudur.

Matematiksel olarak yapilabilecek en dogal sey, SHnin ve
degillemesinin sonuglarina bakip, ¢ikan sonuglarin “dogalligi-
na” ve “yapayhgma” gore karar vermek. Bu konuda bugiine
dek bir fikir birligine varilamadigindan, ne Sureklilik Hipotezi
ne de degillemesi aksiyomlara eklenmistir.

Felsefi olarak dustinuldiginde, en filozof matematikgiler,
2«nin ¢ok daha buyiik olmasi gerektigini diisintiyorlar ve bu
satirlarin yazari da bu bakis agisina katiliyor. Ama 2¢ kardina-
linin neye esit olmasi “gerektigi” bugin kiimeler kuraminm
enerjik ve son derece ilging kilan sorudur.

SH’nin (ya da SH’nin ZFC’den bagimsizliginin) standart ma-
tematikte, daha ¢ok analiz, topoloji ve 6l¢tim kurami gibi konular-
da 6nemli sonuglari vardir. Bu sayede, bu konulardaki yanitlan-
mamus bir¢ok sorunun ZFC’den bagimsiz oldugu anlagilmistir.

SH’den daha genel bir hipotez vardir:
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Genellestirilmis Siireklilik Hipotezi [GSH]. Her sonsuz « kar-
dinali icin, 2% = x*. Yani « ile 2% arasinda iiciincii bir kardinal
yoktur, ya da her o ordinali icin 29« = o, esitligi gecerlidir.

Sureklilik Hipotezi’nin bu genellesmis halini ilk ortaya atan
Hausdorff’tur. Y1l 1908.

ZFC, bunun da dogruluguna (elbette!) ya da yanhshigina
karar veremiyor (Godel-1938 ve Cohen-1963).

Ote yandan, ZF ve GSH, Se¢im Aksiyomu’nu kanitlayabi-
liyor. Bunu Polonyali matematik¢i/kiimeler kurameisi Sierpins-
ki kanitlamustir.

GSH kardinal aritmetigi olduk¢a kolaylastirir:

Op41 egera <P +1
0t =10, egerB+1<avewg <cflog)
® g1 eger B+1<ave wp=cflo)

Bunu okura alistirma olarak birakiyoruz. (Bkz. Bolum 35.3)

36.1. Godel’in Teoremi

1900’deki tinlti Paris konferansinda Hilbert, yasadigi caga
gore anlagilir bir iyimserlikle, matematik¢ilerden matematigin
celigkisiz oldugunu kanitlamalarini istemistir. (Hilbert’in ikinci
sorusu.) Godel de, 1931°de, toplama ve ¢arpmayla ilgilli en te-
mel aritmetigin en temel ozelliklerini ortaya c¢ikarabilecek glg-
te olan ¢eligkisiz bir kuramin kendisinin ¢eliskisiz oldugunu ka-
nitlayamayacagini gostererek Hilbert’in sorusunu olumsuz ya-
nitlamustir. (Godel’in Ikinci Eksiklik Teoremi).

Godel’in Birinci Eksiklik Teoremi, toplama ve ¢arpmayla
ilgilli en temel aritmetigin en temel 6zelliklerini ortaya cikara-
bilecek glicte olan ve hangi 6nermenin aksiyom olup olmadigi-
n1 bir bilgisayar programinin anlayabildigi ¢eliskisiz bir kura-
mda ne kendisinin ne de degillemesinin kanitlanabildigi bir
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onermenin oldugunu soyler. Pek sanilmiyor ama Ikiz Asallar
Sanisi ya da Goldbach Sanisi bu tiir 6nermelerden olabilir.

1939’da Kurt Godel, eger ZF celiskisizse, ZFnin Se¢im
Aksiyomu’nu yanlislayamayacagini kanitladi. Gene Paul Cohen
ve gene 1963°te, eger ZF celiskisizse, ZF’nin Secim Aksiyomu’nu
kanitlayamayacagini kanitladi. Demek ki Secim Aksiyomu da
ZF’den bagimsizdir.

36.2. Godel ve Siireklilik Hipotezi

Godel, Siireklilik Hipotezi'nin (SH) yanhs oldugunun ka-
nitlanamayacagini gostermesine kargin gene de SH’nin yanls
oldugunu saniyordu. Kanitlanabilmekle dogru olmak iki ayri
kavramdir. Bir 6nerme, kiimeler kuraminin bir modelinde (ya-
ni kiimeler kuraminin aksiyomlarinin dogru oldugu bir evren-
de) dogru olabilir ama kanitlanamayabilir.

Ama ZFC’nin bir modelinin varligini ZFC kanitlayamaz,
yoksa ZFC kendisinin geliskisiz oldugunu kanitlard: (¢tinki ge-
ligkili kuramlarin modelleri olamaz elbette).

Bu durumda Godel’in SH’nin yanlis olduguna inanmasi
matematiksel olarak bir sey ifade etmez elbette. Godel’in inani-
s1 tamamuyla felsefiydi. Godel, Platonist bir goriise sahip oldu-
gundan, tim bu kavramlarin bir yerlerde varoldugunu ve kii-
meler kuraminin bir modelinin bizim algilayamadigimiz bir se-
viyede var olduguna inaniyordu. Godel’e gore SH iste o evre-
nde yanlistir/yanhs olmahdir.

Godel’e gore, ZFC’nin SH’yi yanliglayamamasinin nedeni,
ZFCnin yasadigimiz diinyayi/evreni eksik betimlemesinden
kaynaklanmaktadir. Yani aslinda SH’nin yanlighg kanitlan-
mali, ama ne yazik ki ZFC matematigi yeterince betimlemiyor.
Dolayisiyla Godel’e gore Cantor’un SH’sini c¢iirtitecek yeni
aksiyomlar bulunmali.
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Paul Cohen formalist (bi¢imci) olmasina karsin, o da
SH’nin dogru olmamasi gerektigine inantyordu.

36.3. Cohen ve Siireklilik Hipotezi

“Bu satirlarin yazarina gore, giin gelecek, SH’nin bariz bi-
¢imde yanlis olduguna karar verilecek. Kiimelere birer birer
eleman ekleyerek tim evreni kapsayacagimizi disinmek deli
sagmasi oldugundan, [sonludan daha biyik olan] sayilabilir
sonsuzlukta bir kiimenin varligina inanmak zorundayiz. Aym
sey daha buiyiik sonsuzluklar i¢in de gecerli. Simdi, ®, ¢ok 6zel
bir kardinal: Sayilabilir ordinallerin kiimesi ve sayillamaz son-
suzlukta bir ordinal bulmanin en kestirme yolu. Ama ¢ (yani 2©
= IRl = [ (N)l), tam tersine, yepyeni ve ¢cok daha giiclii bir il-
keyle, Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu’yla bulunmustur. w’dan
yola ¢ikarak ve Yerlestirme Aksiyomu’nu kullanarak elde edi-
len bir kardinalin ¢’ye ulasacagini ummak akil kari bir sey de-
gil. Demek ki ¢ kardinali ,, ®,, o, ve benzerlerinden ¢ok
daha buytiik olmali. Bu bakis acisina gore, ¢, bize goziipek bir
aksiyom tarafindan verilmis, inanilmaz zenginlikte bir kardi-
naldir ve peyderpey insa edilemez. Belki gelecek kusaklar prob-
lemi daha net bir bicimde goriip kendilerini daha iyi ifade ede-
ceklerdir.”

Paul Cohen



