
35. Sonsuz Kardinallerin S›ralanmas›

(Alefler) ve Kofinalite

!’
n›n ilk sonsuz kardinal oldu¤unu biliyoruz, hatta bu ol-

guyu daha da gözler önüne sermek için, ! yerine !0 bile

yazm›flt›k. Geçen bölümlerin birinde ikinci sonsuz kardi-

nal !1’i de gördük. Hatta her n do¤al say›s› için n’inci sonsuz kardi-

nal !n’yi de tan›mlad›k. Ve bir yerde de !’›nc› sonsuz kardinal !!’y›

da f›s›ldad›k.

Bu bölümde, her : ordinali için “:’›nc› sonsuz kardinal”i tan›m-

layaca¤›z ve her sonsuz kardinalin belli bir : ordinali için “:’›nc› son-

suz kardinal” oldu¤unu görece¤iz.

Konuya flöyle de bir girifl yapabilirdik: Her kardinal bir ordinal ol-

du¤undan, sonsuz kardinallerden oluflan herhangi bir küme, ordinalle-

rin s›ralamas›yla do¤al olarak iyis›ralan›r. Tüm sonsuz kardinaller de,

küme oluflturmasalar da, iyis›ralanm›fllard›r. Bu bölümde, sonsuz kar-

dinallerin iflte bu do¤al (ve iyi!) s›ralamas›n› yak›ndan irdeleyece¤iz. 

35.1. Sonsuz Kardinalin Ordinal S›ras›

Sonsuz bir O kardinali verilmifl olsun.

K<O = {? < O : ? sonsuz kardinal}

kümesini ele alal›m. K<O, O ordinalinin bir altkümesi oldu¤undan,

O’n›n ordinal s›ralamas›yla iyis›ralan›r, dolay›s›yla K<O iyis›ral› bir



küme olarak bir ve bir tek ordinalle eflyap›sald›r. Bu ordinale ord(O)

diyelim. Demek ki s›ral› küme olarak,

K<O 5 ord(O).

Bu 5 simgesi, iki küme aras›nda sadece bir eflleme oldu¤unu söy-

lemiyor, daha fazlas›n› söylüyor, iki s›ral› küme aras›nda s›ralamay›

koruyan bir eflleme (izomorfizma) oldu¤unu söylüyor.

Ayr›ca, K<O kümesinden ord(O) ordinaline giden bir tek eflyap› efl-

lemesi oldu¤unu da biliyoruz (Teorem 12.1). Bu eflyap› efllemesine ƒO
diyelim diyece¤im ama ƒO elbette (tan›m kümesi üzerinde) ord’a eflit!

Yani ?’dan küçük sonsuz kardinaller kümesi, ƒO(?)’dan küçük ordi-

naler kümesiyle (yani ƒO(?)’yla) eflyap›sal. Bu çok bariz olgunun do¤-

rulu¤u yukardaki flekilden de hemen anlafl›l›yor. Demek ki ƒO(?) =

ord(?) ve ƒO yaz›l›m›na gerek yok, ƒO yerine ord kullanabiliriz.
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Örne¤in, K<! = # ve dolay›s›yla ord(!) = 0. Ama e¤er O > ! ise,

o zaman 0 $ ord(O), yani 0 < ord(O), elbette! Daha ilginç örnekleri-

miz de var:

Bölüm 34’te her n do¤al say›s› için !n sonsuz kardinalini tan›m-

lam›flt›k. Elbette ord(!n) = n olur, yani !n, gerçekten de n’inci sonsuz

kardinaldir.

fiimdi dikkat, çok ilginç bir fley geliyor: ord(2!)’n›n kaç olabilece-

¤inin bilinmemesi ve hiçbir zaman da bilinemeyecek olmas› (bu bili-

nemezlik kan›tlanm›flt›r) son derece ilginçtir. Birkaç bölüm ötede bu

ilginç konuyu daha ayr›nt›l› ele alaca¤›z.

ord(O), bir anlamda de¤il, birazdan görece¤imiz üzere tam anla-

m›yla, O kardinalinin sonsuz kardinaller toplulu¤unun içindeki s›ras›-

d›r: O’ya ord(O)-›nc› sonsuz kardinal diyebiliriz, ilerde diyece¤iz de.

Ama bunu iç rahatl›¤›yla diyebilmemiz için, her : ordinali için bir :-

›nc› kardinalin olmas› gerekti¤i gibi, iki de¤iflik sonsuz O kardinalinin

ayn› ord(O)’y› da vermemesi gerekir.

Önce iki de¤iflik O ve O0 kardinalinin ayn› ordinali veremeyece¤i-

ni kan›tlayal›m. Daha iyisini de kan›tlayabiliriz: ord artar.

Önsav 35.1. O0 < O iki sonsuz kardinalse, ord(O0) < ord(O) d›r.

Kan›t: ‹ki O ve O0 sonsuz kardinal için O0 < O eflitsizli¤ini varsaya-

l›m. K<O0, elbette K<O iyis›ralamas›n›n bir bafllang›ç dilimidir. K<O’dan

ord(O)’ya giden eflyap› efllemesini ord olarak de¤il de bu kan›tl›k ordO
olarak gösterelim. ordO0 ayn› biçimde tan›mlans›n. Dolay›s›yla
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ordO0(K<O0) = ord(O0), ordO(K<O) = ord(O)’n›n bir bafllang›ç dilimidir.

Demek ki ord(O0) ≤ ord(O). Eflitlik oldu¤unu varsayal›m: : = ord(O0)

= ord(O). olsun. Ama flimdi,

ordO0"1 I ordO
fonksiyonu, K<O ile K<O0 aras›nda bir eflyap› efllemesi oldu. K<O0, K<O

iyis›ralamas›n›n bir bafllang›ç dilimi oldu¤undan, bundan K<O0 = K<O

ç›kar [Önsav 7.5]. Ama O ve O0, s›ras›yla, K<O ve K<O0 kümelerindeki

kardinallerin hepsinden daha büyük olan kardinallerin en küçü¤ü-

dür. Demek ki O0 = O, bir çeliflki. ■

35.2. :’›nc› Ordinal !:
fiimdi her : ordinali için, :-›nc› sonsuz kardinali tanmlayaca¤›z,

yani öyle bir !: sonsuz kardinali bulaca¤›z ki, ord(!:) = : olacak.

Ama bunun böyle oldu¤unu uzun süren bir tan›m devresinden sonra

kan›tlayaca¤›z.

: herhangi bir ordinal olsun. :’›nc› !: sonsuz kardinalini : üze-

rine tümevar›mla flöyle tan›mlayal›m (daha do¤rusu tan›mlamaya

kalk›flal›m, tan›mda baz› ince narin sorunlarla karfl›laflaca¤›z):

• E¤er : = 0 ise, !0 = ! olsun.

• E¤er : bir limit ordinal de¤ilse, yani bir < ordinali için : = < +

1 ise, o zaman,

!: = !<+

= !<’dan büyük ilk kardinal

= !<’dan büyük kardinallerin en küçü¤ü olsun.

• E¤er : bir limit ordinalse, o zaman, !:, 

!: = +<<: !<

olarak tan›mlans›n.
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fiimdi okura tuhaf gelebilecek bir teorem kan›tlayaca¤›z, ama

aksiyomatik kümeler kuram›n›n tüm inceli¤i böyle bir teorem kan›t-

lama gereksinimin hissedilmesinde yatar. Matematiksel olarak kan›-

t›n pek bir önemi yoksa da felsefi aç›dan önemlidir. Dileyen okur,

afla¤›daki oldukça uzun say›labilecek kan›t›, daha do¤rusu kan›t tas-

la¤›n› atlay›p üç y›ld›zl› (✶✶✶) yerden devam edebilir.

Teorem 35.2. !: kardinali gerçekten vard›r.

Teoremin ne demek istedi¤ini kan›t› vermeden anlatmak oldukça

zor. Yukardaki tan›mda, her : ordinali için !:’n›n gerçekten bir kar-

dinal oldu¤unu kan›tlamak gerekiyor. Sorun, yukarda tan›mlanmaya

çal›fl›lan !:’n›n bir kardinal olup olmas›ndan öte bir küme olup ol-

mas›nda yat›yor.

Kan›t Tasla¤›: Teoremi : üzerinden tümevar›mla kan›tlamaya

kalk›flaca¤›z.

E¤er : = 0 ise, !0 = ! olarak kan›tlanm›flt›r ve ! diye bir kardi-

nal var!

E¤er : bir limit ordinal de¤ilse, yani bir < ordinali için : = < + 1

ise, o zaman, tümevar›m varsay›m›na göre !< tan›mlanm›flt›r. Dola-

y›s›yla, !: = !<+ kardinali de tan›mlanm›flt›r.

fiimdi : > 0 bir limit ordinal olsun. (Burada sorun yaflayaca¤›z.)

Tümevar›m varsay›m›na göre, her < < : için !< kardinali tan›mlan-

m›flt›r. Dolay›s›yla !: = +<<: !<’dan sözedebiliriz. Ayr›ca, bir kardi-

nal kümesinin bilefliminin de kardinal oldu¤unu bildi¤imizden [Te-

orem 32.4], !: bir kardinaldir.

Yukardaki kan›tta bir sorun var. +<<: !< kardinaller toplulu¤u-

nun bir küme oldu¤unu kan›tlanmad›. Ama e¤er {!< : < < :} toplulu-

¤unun bir küme oldu¤unu kan›tlayabilirsek, o zaman, ZF aksiyom

sistemine göre bu kümenin elemanlar›n›n bileflimi olan +<<: !< top-

lulu¤u da bir küme (dolay›s›yla da bir kardinal) olur.
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Bu yaklafl›mla {!< : < < :} toplulu¤unun bir küme oldu¤unu kan›t-

layamay›z. Bambaflka bir yaklafl›m gerekiyor. Yukarda yapt›¤›m›z !<
tan›m›n› unutun. Her fleye sil bafltan bafll›yoruz. Baflar›ya ulaflmam›z için

Yerlefltirme Aksiyomu’nu esasl› bir biçimde kullanmam›z gerekiyor.

Afla¤›daki kan›t› okumadan önce, okurun, haz›rl›k olarak Bölüm

34’ü okumas›n› sal›k veririz.

Öyle bir 4(:, O) formülü bulaca¤›z ki,

1) Her : ordinali için, 4(:, O) formülü tek bir O kardinal say›s›

için do¤ru olacak.

2) 4(0, !) do¤ru olacak.

3) 4(<, O) do¤ruysa 4(<+1, O+) da do¤ru olacak.

4) E¤er : bir limit ordinalse ve her < < : için, 4(<, !<) formülü

do¤ruysa, o zaman 4(<, +<<: !<) do¤ru olacak. (Dikkat: Buradaki

!<’n›n daha önce baflar›s›z bir flekilde tan›mlanmaya çal›fl›lm›fl olan

!< ile bir ilgisi yoktur. Buradaki !<, 4(<, O) formülünü do¤ru k›lan

yegâne O kardinalidir.) 

Bütün bunlardan sonra, !:,’y›, 4(:, O) formülünü do¤ru k›lan ye-

gâne O kardinali olarak tan›mlayaca¤›z. Elbette, böylece tan›mlanan

!: diledi¤imiz,

• !0 = !,

• !:+1 = !:+,

• E¤er : bir limit ordinalse, !: = +<<: !< özelliklerini sa¤layacak.

4(:, O) formülü flunlar› desin: : bir ordinaldir ve e¤er : = 0 ise O =

! olur ve e¤er : ' 0 ise, öyle bir kardinaller kümesi X ve bir ƒ : : 1 X

örten fonksiyonu vard›r ki,

a. ƒ(0) = !, ve

b. < + 1 < : ise ƒ(< + 1) = ƒ(<)+, ve

c. < < : bir limit ordinalse ƒ(<) = += < < ƒ(=), ve

d. X ’in en büyük bir > eleman› varsa O = >+, ve

e. X ’in en büyük eleman› yoksa O = +X.

Bunlar›n hepsini kümeler kuram›n›n bir formülüyle söylemek

mümkündür.
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E¤er 4(:, O) formülü do¤ruysa, ƒ(:) = X bir sonsuz kardinaller

kümesi olmal›, ƒ artan bir fonksiyon yani bir eflyap› efllemesi olmal›

ve son iki kofluldan dolay› X, O’dan küçük sonsuz kardinaller küme-

si olmal›. Bütün bunlar tümevar›mla kan›tlanabilir.

fiimdi her : ordinali için 4(:, O) formülünün yukarda s›ralad›¤›-

m›z 1, 2, 3 ve 4 özelliklerine sahip oldu¤unu kan›tlamak gerekiyor.

Bu, : üzerinden tümevar›mla flöyle yap›labilir. : = 0 fl›kk› tan›mdan

hemen ç›k›yor. : = < + 1 fl›kk› da oldukça kolay. As›l zorluk : limit

oldu¤unda. Ama bu durumda da Yerlefltirme Aksiyomu h›z›r gibi im-

dad›m›za yetifliyor. Tümevar›mla her < < : için 4(<, O)’n›n do¤ru ol-

du¤u bir ve bir tek O vard›r. Bu O’ya !< diyelim. Yerlefltirme

Aksiyomu’na göre {!< : < < :} bir kümedir. fiimdi !: := +<<: !< ol-

sun. Art›k, 4(O, !:) formülünün do¤ru oldu¤u, !:’n›n 4(:, O)’y› do¤-

ru k›lan tek kardinal oldu¤u ve (4)’ü sa¤lad›¤› oldukça kolay biçim-

de kan›tlanabilir. Ayr›nt›lar› okura b›rak›yoruz. ■

Al›flt›rma. Yukardaki inceli¤i kavram›fl olan okur kendini flu al›fl-

t›rmayla s›nas›n. A herhangi bir küme olsun.

(0(A) = A olsun. Her n do¤al say›s› için,

(n+1(A) = (((n(A))

= (n(A)’n›n altkümeler kümesi

tan›m›n› yapal›m.

{(n(A) : n $ !}

toplulu¤unun bir küme oldu¤unu gösterin. Yukardaki kan›tta yapt›-

¤›m›z gibi, (n(A)’n›n tan›m›n› bir formülle yapmal›s›n›z ve Yerlefltir-

me Aksiyomu’nu kullanmal›s›n›z.

E¤er : bir ordinalse, (:(A) kümesini tümevar›mla flöyle tan›mla-

yal›m: 

(0(A) = A ve (:+1(A) = (((:(A)) 

ve e¤er : bir limit ordinalse, 

(:(A) = +<<: (<(A)

olsun. Bu tan›mdaki sorunu kavray›p, ayn› kavram› sorunsuz biçim-

de tan›mlay›n.
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✶✶✶

Yukarda, ord’un artan oldu¤unu kan›tlam›flt›k. : ordinalini !:
sonsuz kardinaline götüren “fley”in de artan oldu¤u, yani : < < ordi-

nalleri için !: < !< eflitsizli¤i kolayl›kla kan›tlanabilir. 

!:’lar üzerine daha zor bir fley kan›tlamadan önce, oldukça basit

ama birazdan kilit noktada yararlanaca¤›m›z bir önsav kan›tlayal›m:

Önsav 35.3. Her : ordinali için, !: ≥ :.

Kan›t: Elbette !0 > 0. Eflitsizli¤in : için do¤ru oldu¤unu varsay›p

eflitsizli¤i : + 1 için kan›tlayal›m: !:+1 = !:+ > !: + 1 ≥ : + 1. Burada,

!: + 1’deki toplama ordinal toplamas›d›r ve !: + 1 ordinal olarak gö-

rülmelidir; kullan›lan !:+ > !: + 1 eflitsizli¤i !:+ > !: eflitsizli¤inden ve

Sonuç 31.1’den ç›kar. fiimdi : bir limit ordinal olsun ve eflitsizli¤in

:’dan küçük < ordinalleri için do¤ru oldu¤unu varsayal›m. O zaman,

her < < : için, < ≤ !< < !: olur ve bundan da : ≤ !: ç›kar. ■

Dikkat: Yukardaki önsavda ≤ yerine kat› eflitsizlik al›namaz. Ka-

n›tlamaya çal›fl›n, beceremeyeceksiniz. Beceremedi¤inize göre “mutla-

ka” bir karfl›örnek vard›r. ‹flte karfl› örnek: !, !!, !!!, ... kardinalle-

rinin bileflimi böyle bir karfl›örnektir.

: a !: fleyinin artan, dolay›s›yla birebir oldu¤unu biliyoruz.

fiimdi bu fleyin örten oldu¤unu kan›tlayal›m:

Teorem 35.4. Tüm sonsuz kardinaller !: biçiminde yaz›l›rlar.

Yani her sonsuz O kardinali için, !: = O eflitli¤ini sa¤layan bir (ve bir

tane) : ordinali vard›r. Dolay›s›yla, e¤er : bir ordinalse,

< a !<

kural›yla tan›mlanm›fl fonksiyon, :’dan

K<!: = {? < !: : ? sonsuz kardinal} 

kümesine giden birebir, örten ve s›ralamay› koruyan bir fonksiyon-

dur, yani bir eflyap› efllemesidir.

356 35. Sonsuz Kardinallerin S›ralanmas›



Kan›t: O sonsuz bir kardinal olsun. Önermeyi O üzerine tümeva-

r›mla kan›tlayaca¤›z. E¤er O = ! ise : = 0 olur. fiimdi teoremin O için

do¤ru oldu¤unu varsay›p teoremi O+ için kan›tlayal›m. Bir : ordinali

için, O = !: olsun. O zaman,

O+ = (!:)+ = !:+1.

fiimdi O bir limit kardinal olsun ve teoremin O’dan küçük sonsuz kar-

dinaller için do¤ru oldu¤unu varsayal›m.

< = {: : : ordinal ve !: < O} 

tan›m›n› yapal›m. Önsav 35.3’e göre, <’daki her ordinal O’dan küçük

olmak zorunda. Demek ki,

< = {: < O : !: < O}.

Dolay›s›yla < bir kümedir ve bir ordinaller kümesidir. Ayr›ca, :a !:

artan oldu¤undan, <, (kardinal olan ama ayr›ca ordinal de olan) O’n›n

bir bafllang›ç dilimidir. Demek ki < bir ordinaldir [Teorem 10.8]. fiim-

di, hesaplar›m›za bafllayal›m:

O = +?<O ? = +:$< !: = +:<< !:.

Burada, ikinci eflitlik, tümevar›m varsay›m›ndan ç›kar.

E¤er < bir limit ordinal de¤ilse, o zaman <’n›n bir en büyük ele-

man› vard›r, diyelim =. Bu durumda, : a !: artan oldu¤undan,

+:<< !: = != eflitli¤i geçerlidir ve kan›t tamamlanm›flt›r. E¤er < bir

limit ordinalse, !<’n›n tan›m›ndan dolay›, bu sefer +:<< !: = !<
eflitli¤i geçerlidir ve kan›t gene tamamlanm›flt›r.

‹kinci önerme birincisinden hemen ç›kar. ■

Sonuç 35.5. : bir ordinal olsun. ord, K<!: kümesinden :’ya gi-

den bir eflyap› efllemesidir ve < a !< kural›yla tan›mlanm›fl fonksiyo-

nun tersidir: Her < ordinali ve sonsuz O kardinali için,

ord(!<) = < ve !ord(O) = O.

Kan›t: ord, K<!: kümesiyle ord(!:) ordinali aras›ndaki yegâne efl-

yap› efllemesidir. Ayr›ca ord(!:) ordinali böyle bir eflyap› efllemesi olan

yegâne ordinaldir (Teorem 12.1). Teorem 35.4’ten dolay› ord(!:) = :.

fiimdi 
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< a ord(!<)

kural›yla tan›mlanm›fl fonksiyon, :’dan :’ya giden bir eflyap› eflleme-

sidir. Demek ki ord(!<) = <. Ayn› flekilde !ord(O) = O eflitli¤i kan›tla-

nabilir. ■

Kardinal say›s› olarak görüldü¤ünde, !:’y› `: (alef) olarak yaz-

mak bir gelenektir. Alef, ‹brani alfabesinin elifi, yani ilk harfidir. 

35.3. Kofinalite
: ve < birer ordinal, ƒ : : 1 < bir fonksiyon olsun. E¤er her

> < < için, ƒ(=) ≥ > eflitsizli¤ini sa¤layan bir = < : eleman› var-

sa, ƒ’ye  ! "  # $ % & ' ( ) * ya da (<’da) + ! , ' " % -
diyece¤iz. E¤er < =

>+ ise, ƒ’nin sonsuza gitmesi, ƒ’nin > de¤erini almas› demektir.

E¤er < limitse, bu, +=$: ƒ(=) = < demektir.

Örne¤in Id< : < 1 < fonksiyonu sonsuza gider. Daha hofl

bir örnek, ƒ(n) = !n kural›yla tan›mlanm›fl ƒ : ! 1 !! fonksi-

yonu sonsuza gider. Bu son örnekte !, sonsuza giden bir : 1

!! fonksiyonunun oldu¤u en küçük : ordinalidir. Sonsuza gi-

den bir ƒ : : 1 < fonksiyonunun oldu¤u en küçük ordinale,

<’n›n + ! , ' " % - ' . )  '
ad› verilir ve bu ordinal cf(<) olarak yaz›l›r. 

cf(<) = min{: : A ƒ : : 1 < ve +>$: ƒ(>) = <}.

Kolayca görülece¤i üzere, kofinalite, 0, 1 ya da sonsuz bir

kardinal olmak zorundad›r.

Elbette cf(<) ≤ <. Ve elbette cf(0) = 0, ama di¤er sonlu say›-

lar›n ve limit olmayan ordinallerin kofinalitesi 1’dir; elbette.

cf(!) = cf(!!) = cf(!2!) = cf(;0) = ! eflitliklerini kan›tlamak çok

kolay. Öte yandan cf(2!) > ! eflitsizli¤i kan›tlanabilir. Bu da

(ZFC’de) 2! ' !! eflitsizli¤ini kan›tlar.

2!’n›n kofinalitesinin say›lamaz olan herhangi bir kardinal

olabilece¤i ZFC’yle tutarl›d›r. Örne¤in, 2!’n›n kofinalitesi 2!

da olabilir.
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!1’in kofinalitesinin !’dan büyük oldu¤unu kan›tlamak

çok kolayd›r: !1’in her eleman› say›labilir oldu¤undan, e¤er

!1’in kofinalitesi say›labilir olsayd›, say›labilir say›da say›labi-

lir kümenin bileflimi olarak yaz›laca¤›ndan, !1 say›labilir bir

küme olurdu.

Kofinalitesine eflit bir ordinale düzgün ordinal ad› verilir.

Düzgün olmayan ordinallere de tekil denir. Örne¤in !! tekildir.

Her : için !:+1 kardinalinin düzgün oldu¤u gösterilebilir. De-

mek ki her pozitif n do¤al say›s› için, !n düzgün bir ordinaldir.

Her : için, cf(cf(:)) = cf(:) eflitli¤ini de göstermek pek zor

de¤ildir. Demek ki cf(:), düzgün bir ordinaldir.

E¤er < bir limit ordinalse, cf(<), <’dan küçük kardinallerden

oluflan ve toplam› < olan kümelerin olas› en küçük kardinalite-

sidir:

cf(<) = min{|I| : Li$I ?i = < ve ?i < <}.
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