35. Sonsuz Kardinallerin Siralanmasi
(Alefler) ve Kofinalite

nin ilk sonsuz kardinal oldugunu biliyoruz, hatta bu ol-
(D guyu daha da gozler 6niine sermek igin, @ yerine o bile

yazmustik. Gegen bolimlerin birinde ikinci sonsuz kardi-
nal ®¢’i de gordik. Hatta her 7 dogal sayisi i¢in 7’inci sonsuz kardi-
nal ©,’yi de tamimladik. Ve bir yerde de w’inc1 sonsuz kardinal o,’y1
da fisildadik.

Bu bolumde, her a ordinali i¢in “a’inc1 sonsuz kardinal”i tanim-
layacagiz ve her sonsuz kardinalin belli bir o ordinali i¢in “o’inc1 son-
suz kardinal” oldugunu gorecegiz.

Konuya soyle de bir girig yapabilirdik: Her kardinal bir ordinal ol-
dugundan, sonsuz kardinallerden olusan herhangi bir kiime, ordinalle-
rin siralamasiyla dogal olarak iyisiralanir. Tiim sonsuz kardinaller de,
kiime olusturmasalar da, iyisiralanmiglardir. Bu bolimde, sonsuz kar-

dinallerin iste bu dogal (ve iyi!) siralamasini yakindan irdeleyecegiz.

35.1. Sonsuz Kardinalin Ordinal Sirast
Sonsuz bir k kardinali verilmis olsun.
K<x = {)\ < x : A sonsuz kardinal}
kiimesini ele alalim. K<¥, x ordinalinin bir altkiimesi oldugundan,

k’nin ordinal siralamasiyla iyisiralanir, dolayisiyla K<¢ iyisirali bir
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k’dan kiigiik sonsuz kardinaller kiimesi: K<¥

0123 .. o y r f

k’dan kii¢iik kardinal olmayan ordinaller

kiime olarak bir ve bir tek ordinalle egyapisaldir. Bu ordinale ord(k)
diyelim. Demek ki sirali kiime olarak,
<K ~ ord(k).

Bu ~ simgesi, iki kiime arasinda sadece bir esleme oldugunu soy-
lemiyor, daha fazlasini soyluyor, iki sirali kiime arasinda siralamay:
koruyan bir egleme (izomorfizma) oldugunu soéyliyor.

Ayrica, K<¥ kiimesinden ord(x) ordinaline giden bir tek esyapr es-
lemesi oldugunu da biliyoruz (Teorem 12.1). Bu esyap1 eslemesine f,

diyelim diyecegim ama f,. elbette (tanim kiimesi tizerinde) ord’a esit!

«’dan kiigiik sonsuz kardinaller kiimesi : K<¥

ord(k)
Yani A’dan kiicitk sonsuz kardinaller kiimesi, f,(A)’dan kii¢iik ordi-
naler kiimesiyle (yani f,(A)’yla) esyapisal. Bu ¢cok bariz olgunun dog-
rulugu yukardaki sekilden de hemen anlasiliyor. Demek ki f (}) =
ord(A) ve f, yazilimina gerek yok, f, yerine ord kullanabiliriz.

V’dan kiiciik sonsuz kardinaller kiimesi: K<*

ord
ord(x)
[}

i

e
123 - Jord(n)

ord(A)

(=]
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Ornegin, K<® = & ve dolayisiyla ord(m) = 0. Ama eger k > o ise,
o zaman 0 € ord(k), yani 0 < ord(x), elbette! Daha ilging 6rnekleri-
miz de var:

Bolim 34’te her # dogal sayisi i¢in ®,, sonsuz kardinalini tanim-
lamistik. Elbette ord(w,,) = 7 olur, yani ®,,, gercekten de 7’inci sonsuz

kardinaldir.

0123 OO Oy O3 ... ©,
0000

0):0)0
0123 ..n..

Gegen boliimde o) = o ve ®, | = ' olarak tanimlannusti.
Ayni yerde o kardinalin o, kardinallerinin birlesimi
olarak tanimlamistik. Bu béliimde o, kardinalini o}
olarak tanimlayacagiz ve boylece devam edecegiz.

Simdi dikkat, ¢ok ilging bir sey geliyor: ord(2®)’nin kag olabilece-
ginin bilinmemesi ve hi¢bir zaman da bilinemeyecek olmasi (bu bili-
nemezlik kanitlanmistir) son derece ilgingtir. Birka¢ bolim otede bu
ilging konuyu daha ayrintili ele alacagiz.

ord(x), bir anlamda degil, birazdan gorecegimiz lizere tam anla-
miyla, k kardinalinin sonsuz kardinaller toplulugunun i¢indeki sirasi-
dir: ¥’ya ord(x)-inc1 sonsuz kardinal diyebiliriz, ilerde diyecegiz de.
Ama bunu i¢ rahathgiyla diyebilmemiz icin, her a ordinali i¢in bir o~
mnc1 kardinalin olmasi gerektigi gibi, iki degisik sonsuz x kardinalinin
ayni ord(x)’y1 da vermemesi gerekir.

Once iki degisik « ve k' kardinalinin ayn1 ordinali veremeyecegi-

ni kanitlayalim. Daha iyisini de kanitlayabiliriz: ord artar.

Onsav 35.1. ' < « iki sonsuz kardinalse, ord(x’) < ord(k) dir.

Kanat: Iki x ve k' sonsuz kardinal igin ' < x esitsizligini varsaya-
lim. K<, elbette K< iyisiralamasinin bir baslangi¢ dilimidir. K<®’dan
ord(k)’ya giden egyap1 eslemesini ord olarak degil de bu kanitlik ord,

olarak gosterelim. ord, aymi bi¢imde tanmimlansin. Dolayisiyla
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0123... @ A K<K K< |k
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ord (K<) = ord(x’), ord, (K<¥) = ord(ix)nin bir baslangi¢ dilimidir.
Demek ki ord(x’) < ord(k). Esitlik oldugunu varsayalim: o = ord(x’)

) = ord(x
0123

= ord(k). olsun. Ama simdi,

ord,~1 o ord,
fonksiyonu, K< ile K<t" arasinda bir esyap1 eslemesi oldu. K<« K<«
iyisiralamasinin bir baslangi¢ dilimi oldugundan, bundan K<x' = K<«
cikar [Onsav 7.5]. Ama « ve ', sirasiyla, K<K ve K<¢' kiimelerindeki
kardinallerin hepsinden daha biiyiikk olan kardinallerin en ki¢ugu-
diir. Demek ki ¥’ = «, bir celigki. O

35.2. a’mc1 Ordinal o,

Simdi her a ordinali i¢in, a-inc1 sonsuz kardinali tanmlayacagiz,
yani 6yle bir o, sonsuz kardinali bulacagiz ki, ord(®,) = o olacak.
Ama bunun boyle oldugunu uzun siiren bir tanim devresinden sonra
kanitlayacagiz.

o herhangi bir ordinal olsun. o’inc1 @, sonsuz kardinalini o tize-
rine timevarimla goyle tamimlayalim (daha dogrusu tanimlamaya
kalkisalim, tanimda bazi ince narin sorunlarla kargilasacagiz):

e Eger o = 0 ise, @y = ® olsun.

e Eger o bir limit ordinal degilse, yani bir B ordinali igin o = B +
1 ise, 0 zaman,

0y = og*
= op’dan biiyiik ilk kardinal
= op’dan biiyiik kardinallerin en kiictigii olsun.
e Eger a bir limit ordinalse, o zaman, o,
a= UB<OL g

olarak tanimlansin.
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Simdi okura tuhaf gelebilecek bir teorem kanitlayacagiz, ama
aksiyomatik kimeler kuraminin tum inceligi boyle bir teorem kanit-
lama gereksinimin hissedilmesinde yatar. Matematiksel olarak kani-
tin pek bir onemi yoksa da felsefi agidan onemlidir. Dileyen okur,
asagidaki olduk¢a uzun sayilabilecek kaniti, daha dogrusu kanit tas-

lagin1 atlayip ti¢ yildizli (¥*>*) yerden devam edebilir.
Teorem 35.2. o, kardinali gercekten vardir.

Teoremin ne demek istedigini kanit1 vermeden anlatmak oldukc¢a
zor. Yukardaki tanimda, her a ordinali i¢in @, nin ger¢ekten bir kar-
dinal oldugunu kanitlamak gerekiyor. Sorun, yukarda tanimlanmaya
calisilan © ’nin bir kardinal olup olmasindan 6te bir kiime olup ol-

masinda yatiyor.

Kanit Taslag: Teoremi o lizerinden tumevarimla kanitlamaya
kalkisacagiz.

Eger o = 0 ise, oy = ® olarak kanitlanmistir ve o diye bir kardi-
nal var!

Eger a bir limit ordinal degilse, yani bir B ordinali icin o = 8 + 1
ise, 0 zaman, tiimevarim varsayimina gore g tanimlanmistir. Dola-
yistyla, o, = og* kardinali de tanimlanmistur.

Simdi a > 0 bir limit ordinal olsun. (Burada sorun yasayacagiz.)
Tiimevarim varsayimina gore, her p < a icin g kardinali tanimlan-
mustir. Dolayisiyla o, = Ug_, og’dan sozedebiliriz. Ayrica, bir kardi-
nal kiimesinin bilesiminin de kardinal oldugunu bildigimizden [Te-
orem 32.4], o, bir kardinaldir.

Yukardaki kanitta bir sorun var. \Up_, wg kardinaller toplulugu-
nun bir kiime oldugunu kanitlanmadi. Ama eger {op : B < a} toplulu-
gunun bir kiime oldugunu kanitlayabilirsek, o zaman, ZF aksiyom
sistemine gore bu kiimenin elemanlarinin bilesimi olan Up_, wg top-

lulugu da bir kiime (dolayisiyla da bir kardinal) olur.
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Bu yaklagimla {wg : B < o} toplulugunun bir kiime oldugunu kanit-
layamayiz. Bambaska bir yaklagim gerekiyor. Yukarda yaptigimiz mg
tanimini unutun. Her seye sil bagtan bagliyoruz. Basariya ulasmamiz i¢in
Yerlestirme Aksiyomu’nu esasli bir bicimde kullanmamiz gerekiyor.

Asagidaki kaniti okumadan 6nce, okurun, hazirlik olarak Bolum
34’4 okumasini salik veririz.

Oyle bir ¢(a., x) formiilii bulacagiz ki,

1) Her o ordinali igin, ¢(a, ) formili tek bir ¥ kardinal sayisi
i¢in dogru olacak.

2) ¢(0, ®) dogru olacak.

3) (B, ) dogruysa ¢(B+1, x*) da dogru olacak.

4) Eger o bir limit ordinalse ve her B < a igin, ¢(B, wp) formulu
dogruysa, o zaman (B, \Up_, ©p) dogru olacak. (Dikkat: Buradaki
og'nin daha 6nce basarisiz bir sekilde tanimlanmaya calisilmis olan
g ile bir ilgisi yoktur. Buradaki wg, ¢(B, ) formilinii dogru kilan
yegane k kardinalidir.)

Biitiin bunlardan sonra, o,,’y1, @(a, k) formilini dogru kilan ye-
gane k kardinali olarak tanimlayacagiz. Elbette, boylece tanimlanan
o, diledigimiz,

* wy = o,

® Wy = OgF

* Eger o bir limit ordinalse, o, = \Ug, g 6zelliklerini saglayacak.

o(a, ) formiilii sunlar desin: o bir ordinaldir ve eger o = 0 ise k =
o olur ve eger a # 0 ise, Oyle bir kardinaller kiimesi X ve bir f: o > X
orten fonksiyonu vardir ki,

a. f(0) = o, ve

b.B+1<aise f(B+1)=f(B)t, ve

c. B < o bir limit ordinalse f(B) =\, . g f(v), ve

d. X’in en buyuk bir 8 elemani varsa « = &+, ve

e. X’in en buyik eleman: yoksa k = UX.

Bunlarin hepsini kiimeler kuraminin bir formiliyle soylemek

miimkiindjiir.
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Eger ¢(a, k) formiilii dogruysa, f(a) = X bir sonsuz kardinaller
kiimesi olmali, f artan bir fonksiyon yani bir esyap1 eslemesi olmali
ve son iki kosuldan dolay1 X, x’dan kiiciik sonsuz kardinaller kiime-
si olmali. Buttin bunlar tiimevarimla kanitlanabilir.

Simdi her a ordinali igin ¢(a., k) formiliiniin yukarda siraladigi-
miz 1, 2, 3 ve 4 ozelliklerine sahip oldugunu kanitlamak gerekiyor.
Bu, o tizerinden timevarimla soyle yapilabilir. o = 0 gikki tanimdan
hemen cikiyor. o = B + 1 sikki da oldukea kolay. Asil zorluk a limit
oldugunda. Ama bu durumda da Yerlestirme Aksiyomu hizir gibi im-
dadimiza yetisiyor. Tiimevarimla her B < a i¢in @(B, «)’nin dogru ol-
dugu bir ve bir tek k vardir. Bu k’ya g diyelim. Yerlestirme
Aksiyomu’na gore {og : B < o} bir kiimedir. $imdi o, := Up_, g ol-
sun. Artik, ¢(k, ©,) formilinin dogru oldugu, o, nin ¢(a, k)’yr dog-
ru kilan tek kardinal oldugu ve (4)’u sagladigi olduk¢a kolay bigim-
de kanitlanabilir. Ayrintilart okura birakiyoruz. O

Alistirma. Yukardaki inceligi kavramig olan okur kendini su alisg-
tirmayla smasin. A herhangi bir kiime olsun.

©0(A) = A olsun. Her n dogal saysi icin,

2 n:1(A) = P (9,(A)
= ¢,(A)nm altkiimeler kiimesi
tanimini yapalim.
(0ulA) 7 € o)

toplulugunun bir kiime oldugunu gosterin. Yukardaki kanitta yapti-
gimiz gibi, @ ,(A)’nin tanimint bir formille yapmalisiniz ve Yerlegtir-
me Aksiyomu’nu kullanmalisiniz.

Eger a bir ordinalse, g ,(A) kiimesini tiimevarimla soyle tanimla-
yalim:

PolA) =Ave p4,1(A) = p(9q(A)
ve eger o bir limit ordinalse,
SOQ(A) = UB<(X KOB(A)

olsun. Bu tanimdaki sorunu kavrayip, ayni kavrami sorunsuz bigim-

de tanimlayin.
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koK

Yukarda, ord’un artan oldugunu kanitlanustik. o ordinalini o,
sonsuz kardinaline gotiiren “sey”in de artan oldugu, yani a < B ordi-
nalleri icin @, < og esitsizligi kolaylikla kanitlanabilir.

o,lar tizerine daha zor bir sey kanitlamadan 6nce, oldukca basit
ama birazdan kilit noktada yararlanacagimiz bir 6nsav kanitlayalim:

Onsav 35.3. Her o ordinali icin, o, > .

Kanit: Elbette oy > 0. Esitsizligin o i¢in dogru oldugunu varsayip
esitsizligi o + 1 igin kamitlayalim: @, 1 = ©,* > o, + 1 2 o + 1. Burada,
®, + 1’deki toplama ordinal toplamasidir ve ®, + 1 ordinal olarak go-
rilmelidir; kullanilan @,* > o, + 1 esitsizligi o * > o, esitsizliginden ve
Sonug¢ 31.1’den ¢ikar. Simdi o bir limit ordinal olsun ve esitsizligin
o’dan kiicik B ordinalleri i¢in dogru oldugunu varsayalim. O zaman,

her B < a i¢in, B < wg < @, olur ve bundan da a < o, ¢ikar. 0J

Dikkat: Yukardaki 6nsavda < yerine kati esitsizlik alinamaz. Ka-
nitlamaya caligin, beceremeyeceksiniz. Beceremediginize gore “mutla-
ka” bir kargiornek vardir. Iste kargi 6rnek: o, ), 0, , ... kardinalle-
rinin bilesimi boyle bir kargiornektir.

o = o, seyinin artan, dolayisiyla birebir oldugunu biliyoruz.

Simdi bu seyin 6rten oldugunu kanitlayalim:

Teorem 35.4. Tiim sonsuz kardinaller o, biciminde yazilirlar.
Yani her sonsuz x kardinali icin, ©, = « esitligini saglayan bir (ve bir
tane) a. ordinali vardir. Dolayisiyla, eger a. bir ordinalse,

P og
kuralyla tanimlanmis fonksiyon, o’dan
K<0a = {)\ < 0, : A sonsuz kardinal)
kiimesine giden birebir, orten ve siralamayr koruyan bir fonksiyon-

dur, yani bir esyapi eslemesidir.
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Kamnit: x sonsuz bir kardinal olsun. Onermeyi « iizerine tiimeva-
rimla kanitlayacagiz. Eger x = o ise o = 0 olur. Simdi teoremin « i¢in
dogru oldugunu varsayip teoremi x* i¢in kanitlayalim. Bir o ordinali
icin, k¥ = ®, olsun. O zaman,

K = (0g)" = 01
Simdi x bir limit kardinal olsun ve teoremin k’dan kiiguik sonsuz kar-
dinaller i¢in dogru oldugunu varsayalim.

B = {a : a ordinal ve o, <k}

tanimini yapalim. Onsav 35.3’e gore, B’daki her ordinal x’dan kiiciik
olmak zorunda. Demek ki,

B={a<k:m,<x}
Dolayistyla f bir kiimedir ve bir ordinaller kiimesidir. Ayrica, o o,
artan oldugundan, B, (kardinal olan ama ayrica ordinal de olan) ¥’nin
bir baglangi¢ dilimidir. Demek ki f bir ordinaldir [Teorem 10.8]. Sim-
di, hesaplarimiza baglayalim:

K=Uy A= UaeB ®y = Ua<[3 O

Burada, ikinci esitlik, timevarim varsayimindan ¢ikar.

Eger B bir limit ordinal degilse, 0 zaman B’nin bir en biiyiik ele-
mani vardir, diyelim y. Bu durumda, o — ®, artan oldugundan,
Ua <B Qo = @y esitligi gecerlidir ve kanit tamamlanmigtir. Eger 8 bir
limit ordinalse, wg’nin tanimindan dolayi, bu sefer U, <p ©a = O
esitligi gegerlidir ve kanit gene tamamlanmigtir.

Ikinci 6nerme birincisinden hemen c¢ikar. OJ

Sonug 35.5. a bir ordinal olsun. ord, K<®« kiimesinden o’ya gi-
den bir esyap1 eslemesidir ve > wg kuraliyla tanimlannus fonksiyo-
nun tersidir: Her B ordinali ve sonsuz x kardinali icin,

ord(wg) = B ve 0y () = K.

Kant: ord, K<®e kiimesiyle ord(m,) ordinali arasindaki yegine es-
yapt eslemesidir. Ayrica ord(w,) ordinali béyle bir esyapi eslemesi olan
yegane ordinaldir (Teorem 12.1). Teorem 35.4’ten dolay1 ord(w,) = a.

Simdi
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B ord(coB)
kuraliyla tanimlanmus fonksiyon, a’dan o’ya giden bir esyapi esleme-
sidir. Demek ki ord(wg) = . Aynt sekilde @4,y = « esitligi kanitla-
nabilir. O]

Kardinal sayisi olarak goruldiginde, o ’y1 », (alef) olarak yaz-

mak bir gelenektir. Alef, Ibrani alfabesinin elifi, yani ilk harfidir.

35.3. Kofinalite

a ve B birer ordinal, f : o — B bir fonksiyon olsun. Eger her
& < B icin, f(y) = & esitsizligini saglayan bir y < o elemani var-
sa, f’ye sonsuza gider ya da (B’da) kofinal diyecegiz. Eger B =
3+ ise, f’nin sonsuza gitmesi, f’nin & degerini almasi demektir.
Eger B limitse, bu, U, ., f(y) = B demektir.

Ornegin Idg : B — B fonksiyonu sonsuza gider. Daha hos
bir 6rnek, f(n) = o, kuraliyla tanimlanmis f : ® - o, fonksi-
yonu sonsuza gider. Bu son ornekte ®, sonsuza giden bir o —
o,, fonksiyonunun oldugu en kiiciik a ordinalidir. Sonsuza gi-
den bir f : a — B fonksiyonunun oldugu en kugiik ordinale,
B’nin kofinalitesi adi verilir ve bu ordinal cf(B) olarak yazilir.

cf(B) = minfa : 3 f: a0 > B ve Us., f(8) = B}.

Kolayca gorulecegi tizere, kofinalite, 0, 1 ya da sonsuz bir
kardinal olmak zorundadir.

Elbette cf(B) < B. Ve elbette cf(0) = 0, ama diger sonlu sayi-
larin ve limit olmayan ordinallerin kofinalitesi 1’dir; elbette.
cf(o) = cf(w,) = cf(o,,) = cf(gy) = o esitliklerini kanitlamak cok
kolay. Ote yandan cf(2®) > o esitsizligi kanitlanabilir. Bu da
(ZFCde) 2 # o, esitsizligini kanitlar.

2o’nin kofinalitesinin sayilamaz olan herhangi bir kardinal
olabilecegi ZFC’yle tutarlidir. Ornegin, 2¢’nin kofinalitesi 2¢
da olabilir.
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®;’in kofinalitesinin ®’dan buyiik oldugunu kanitlamak
cok kolaydir: ®;’in her elemani sayilabilir oldugundan, eger
®7’in kofinalitesi sayilabilir olsaydi, sayilabilir sayida sayilabi-
lir kiimenin bilesimi olarak yazilacagindan, ®; sayilabilir bir
kiime olurdu.

Kofinalitesine esit bir ordinale diizgiin ordinal adi verilir.
Diizgiin olmayan ordinallere de tekil denir. Ornegin w,, tekildir.
Her o i¢in ®,,; kardinalinin diizgiin oldugu gosterilebilir. De-
mek ki her pozitif 7 dogal sayisi i¢in, ®, diizgiin bir ordinaldir.

Her o igin, cf(cf(a)) = cf(a) esitligini de gostermek pek zor
degildir. Demek ki cf(a), dizgin bir ordinaldir.

Eger B bir limit ordinalse, cf(f3), f’dan kig¢iik kardinallerden
olugan ve toplami B olan kiimelerin olasi en kiiciik kardinalite-
sidir:

cf(B) = min{lll : Z,_; A; = B ve A, < B}.



