
33. Kardinal Say›lar›yla
‹fllemler

B
u bölümde, : ve < kardinal say›lar› için, örne¤in, : + < ad›-

n› verece¤imiz bir kardinal say›s›n›, “: ve <’n›n toplam›”n›

tan›mlayaca¤›z.

Asl›nda amaç iki kardinalin toplam›n› tan›mlamak de¤ildir,

olamaz da, çünkü en yayg›n ve sayg›n matematiksel tan›mlar

bir gereksinim sonucu ve do¤al olarak ortaya ç›karlar, oysa iki

kardinalin toplam› diye bir iflleme gereksinim duymad›k flimdi-

ye dek. Durduk yerde yapay tan›m yapmayal›m.

Zaten her kardinal say› bir ordinal say› oldu¤undan ve or-

dinal say›lar› toplamay› bildi¤imizden, durduk yerde kardinal

say›lar› yeniden toplaman›n bir anlam› olamaz.

Amaç, iki kardinal say›y› toplamaktan ziyade, iki kümenin

bilefliminin eleman say›s›n› bulmakt›r, yani A ve B kümeleri ve-

rilmiflse, A + B kümesinin “eleman say›s›” olarak alg›lad›¤›m›z

|A + B| kardinal say›s›n› |A| ve |B| kardinalleri cinsinden bul-

makt›r. Bu da son derece anlafl›l›r ve sempatik bir amaçt›r.

E¤er A ve B kümeleri sonluysa, A + B kümesinin eleman

say›s› A 2 B kesiflimine göre de¤iflir elbet; genel formül flöyle:

|A + B| = |A| + |B| " |A 2 B|.

A 2 B kümesi ne kadar küçükse A + B kümesi o kadar büyük

olur. Sonuç, max{|A|, |B|} ile |A| + |B| aras›nda de¤iflir. Örne¤in



A’n›n 5, B’nin 7 eleman› varsa, bileflimin en az 7 (A’n›n B’nin

altkümesi oldu¤u durum), en çok 12 (A ve B’nin ayr›k olduk-

lar› durum) tane eleman› vard›r. 

‹lginçtir, birazdan kantlayaca¤›m›z üzere, e¤er A ve B kü-

melerinden en az biri sonsuzsa, A + B kümesinin eleman say›-

s› A 2 B kesiflimine göre de¤iflmez; kesiflim ne olursa olsun hep

ayn› kardinal say›s›, max{|A|, |B|} bulunur. Bunu flimdilik kabul

edelim. O zaman, sonlu durumla benzerlik kurarak, |A| ya da

|B| kardinallerinin en az biri sonsuzsa,

“|A| + |B| = max{|A|, |B|} eflitli¤i sa¤lan›r”

diyebilmek istiyoruz. Kardinal toplamas›n› bu eflitlik sa¤lana-

cak biçimde biçimsel olarak flöyle tan›mlayabilirdik:

Ama bu yapay yolu tercih etmeyece¤iz. Daha do¤al bir yol iz-

lemek istiyoruz.

Kardinal toplamas›yla ordinal toplamas›n›n kar›flmas›n› is-

temiyorsak, yukarda + yerine P iflaretini kullanabilirdik. Ama

bunu pek s›k yapmayaca¤›z. Yaz›l›m› karmafl›klaflt›rmaktansa

okurun kafas›n›n kar›flt›rmay› tercih ederiz!

Önsav 33.1. E¤er A ve B ayr›k kümelerse ve en az biri son-

suzsa, o zaman |A + B| = max{|A|, |B|} olur.

Kan›t: Sonuç 31.3’ten dolay› A ve B kümelerinin her ikisi-

nin birden sonsuz olduklar›n› varsayabiliriz. Ayr›ca |A| ≤ |B|

eflitsizli¤ini de varsayabiliriz. Demek ki, |A + B| = |B| eflitli¤ini

kan›tlamal›y›z.

|A| = : ve |B| = < olsun. 

|A| = : = |: × {0}| ve |B| = < = |< × {1}| eflitliklerinden ve : × {0}

ve < × {1} kümelerinin ayr›k olmalar›ndan dolay›, A yerine : × {0}

ve B yerine < × {1} alabiliriz. Demek ki (: × {0}) + (< × {1}) kü-

mesiyle < aras›nda bir eflleme bulmal›y›z.
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Önce : = < özel durumunu ele alal›m. Teorem 13.10’a gö-

re, her = < :, bir ? limit ordinali ve bir n do¤al say›s› için ? + n

olarak tek bir biçimde yaz›l›r. Bu yaz›l›m› kullanarak

(: × {0}) + (: × {1})

kümesiyle : aras›nda bir eflleme bulaca¤›z. : × {0}’›n, bir ? li-

mit ordinali ve bir n do¤al say›s› için (? + n, 0) olarak yaz›lan

bir eleman›n› :’n›n ? + 2n eleman›na ve : × {1}’in, bir ? limit

ordinali ve bir n do¤al say›s› için (? + n, 1) olarak yaz›lan bir

eleman›n› :’n›n ? + 2n + 1 eleman›na yollayal›m.

Böylece (: × {0}) + (: × {1}) kümesiyle : aras›ndaki arad›-

¤›m›z efllemeyi buluruz. Bu fonksiyonun görüntü kümesinin :
oldu¤u, bir kardinal olan :’n›n limit ordinal olmas›ndan ç›kar

(Teorem 32.3). Örten ve birebir oldu¤u çok bariz. 

Yukarda yapt›¤›m›z›n tek ve çift ordinalleri tan›mlamak ol-

du¤una dikkatinizi çekerim. Ayr›ca sonsuz bir : ordinali için,

|: + :| = |:| eflitli¤i, yani : + : 5 : denkli¤i kan›tland›. Bunu

akl›m›zda tutal›m, bu bir.

fiimdi : < < eflitsizli¤ini varsayal›m. O zaman Önsav 13.5’e

göre bir = ordinali için < = : + = eflitli¤i do¤rudur. Bu iki.

Ordinallerin dilinde ifade edecek olursak, ordinal toplamas›-

n›n tan›m›ndan dolay›, (: × {0}) + (< × {1}) kümesiyle < aras›n-

da bir eflleme bulmak demek, : + < ordinaliyle < aras›nda bir efl-

leme bulmak demektir. Bu da üç.
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: × {0} < × {1}

: × {0} : × {1}

:

(? + n, 0) (? + n, 1)

? + 2n ? + 2n + 1)



Yukardaki bir, iki ve üç sayesinde kan›t›m›z› tamamlayabi-

liriz: : + < = : + (: + =) = (: + :) + = 5 : + = = <. ■

fiimdi 
����������	��
�����tan›mlayabiliriz. Kardinal top-

lamas› ordinal toplamas›ndan de¤iflik oldu¤undan, kardinalle-

ri toplarken çok k›sa bir süre + yerine P yazmay› ye¤leyece¤iz:

E¤er : ve < birer kardinal say›ysa, : P <, kardinaliteleri :
ve < olan iki ayr›k kümenin kardinalitesidir. E¤er : ve < sonlu

kardinal say›lar›ysa, yani birer do¤al say›larsa, bu tan›m bize

bildi¤imiz do¤al say› toplamas›n› verir. Ama ikisinden beri son-

suzsa, o zaman hep max{:, <} elde ederiz:

Art›k P yerine + yazaca¤›z. Umar›z bu yaz›l›m bir kar›fl›k-

l›¤a meydan vermez.

Bu tan›m›n sonucu olarak, kardinaller için derhal flu cebir-

sel eflitlikler elde edilir:

Önsav 33.2. :, < ve = birer kardinalse, o zaman,

: + < = < + :, 

: + (< + =) = (: + <) + =, 
: ≤ < ise : + = ≤ < + =. ■

“Teorem” ad›na biraz daha yak›flan bir önerme (çok daha

yak›flanlar›n› görece¤iz):

Teorem 33.3. A ve B, en az biri sonsuz iki kümeyse,

|A + B| = |A| + |B| = max{|A|, |B|}

olur.

Kan›t: |B| ≤ |A| olsun. O zaman 

|A| ≤ |A + B| = |A + (B \ A)| = |A| + |B \ A|

= max{|A|, |B \ A|} = |A|. 
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Demek ki her yerde eflitlik var. (En son eflitlikte Önsav 33.1’i

kulland›k.) ■

Sonuç 33.4. A ve B iki küme olsun. E¤er A sonsuzsa ve |B|

< |A| ise |A \ B| = |A|’d›r.

Kan›t: B yerine A 2 B alarak, B’nin A’n›n bir altkümesi ol-

du¤unu varsayabiliriz. O zaman, 

|B| ' |A| = |(A \ B) + B| = |A \ B| + |B| = max{|A \ B|, |B|}.

Demek ki |A \ B| = |A|. ■

33.1. Kardinal Say›lar›n›n Çarp›mlar›
E¤er : ve < iki kardinal say›ysa, : ve <’n›n çarp›m› : × < kar-

tezyen çarp›m›n›n kardinalitesi olarak tan›mlan›r:

:�< = |: × <|.

Çarpmada, ordinal çarpmas›yla kar›flmas›n diye � imgesini

kullan›yoruz. Nitekim, ordinal çarpmas›nda

!! = !2 ' !
olur (Önsav 14.5) ama kardinal çarpmas›nda 

!�! = |! × !| = !
olur çünkü say›labilir sonsuzluktaki iki kümenin kartezyen

çarp›m› say›labilir sonsuzluktad›r. Biz gene de bu bölümlerde

sadece kardinal çarpmas›ndan sözedece¤imizden, :�< yerine,

kolayl›k olsun diye, k›saca :< yazaca¤›z. Herhangi bir kar›fl›k-

l›k olas›l›¤› durumunda, ordinal toplam›ndan m› yoksa kardi-

nal toplam›ndan m› sözetti¤imizi özellikle belirtece¤iz.

E¤er : ve < birer do¤al say›ysa, bu, aynen ilkokullu y›llar›-

m›zda kâbuslar›m›za giren çarpmad›r. Bunun kolay kan›t›n›

okura b›rak›yoruz.

Önsav 33.5. Her :, <, = ve > kardinal say›lar› için,

i. :0 = 0, :1 = :,

ii. :< = <:,

iii. (:<)= = :(<=),
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iv. :(< + =) = :< + :=,
v. : ≤ < ve = ≤ > ise := ≤ <>.
Kan›t: Bunlar›n her biri ifllemlerin tan›m›ndan do¤rudan ç›-

kar ve kan›tlar› son derece basittir, dolay›s›yla okura b›rak›l-

m›fllard›r, ama kan›t› çok daha uzun olan bir sonraki teorem-

den de ç›karlar. ■

Bir sonraki uzun kan›tl› teorem, asl›nda e¤er : ve <’dan bi-

ri sonsuzsa toplamadan çok de¤iflik bir kavram tan›mlamad›¤›-

m›z› gösterecek:

Teorem 33.6. Hiçbiri 0 olmayan : ve < kardinallerinden en

az biri sonsuzsa, :< = max{:, <}’d›r.

Kan›t: :’n›n sonsuz oldu¤unu varsayal›m. E¤er < sonluysa, 

:(< + 1) = |: × (< + 1)| = |: × S(<)|

= |: × (< + {<})| = |(: × <) + (: × {<})|

= |: × <| + |: × {<}| = :< + :
eflitli¤inden, < üzerine tümevar›mla < ' 0 için :< = : eflitli¤i ko-

layl›kla kan›tlanr. Önsav 33.5.iv varsay›l›rsa kan›t daha da sa-

deleflir: :(< + 1) = :< + : = : + : = :. (Son eflitlik Teorem

33.3’ten.)

fiimdi her ikisinin birden sonsuz oldu¤unu varsayal›m. Ka-

n›ta bafllamadan önce, eski sonuçlar›m›za bir göz atal›m.

[SKK]’da N × N 5 N efllenikli¤i kan›tlam›flt›k ve kan›t› olduk-

ça kolayd›. Ama ayn› kitapta R × R 5 R efllenikli¤ini kan›tlar-

ken zorlanm›flt›k. Kan›t pek kolay de¤ildi. Dolay›s›yla bu teo-

remin de kan›t›n›n kolay olmayabilece¤ini tahmin edebiliriz.

Nitekim kan›t pek kolay de¤ildir.

Önce : = < fl›kk›n› ele alal›m. 

:: = : eflitli¤ini : üzerinden tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. :
= ! durumunda kan›t› biliyoruz. Bundan böyle :’dan küçük

her < kardinali için << = < eflitli¤ini varsayal›m. 
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fiimdi : × : kartezyen çarp›m› üzerine bir iyis›ralama ta-

n›mlayaca¤›z. (<, =), (<1, =1) $ : × : için, (<, =) ≤ (<1, =1) ancak

ve ancak

• max{<, =} < max{<1, =1} ise, ya da

• max{<, =} = max{<1, =1} ve < < <1 ise, ya da

• max{<, =} = max{<1, =1}, < = <1 ve = ≤ =1 ise.

Bunun bir s›ralama oldu¤unun (kolay) kan›t›n› okura b›ra-

k›yoruz. Ne tür bir s›ralamadan sözedildi¤ini daha iyi kavraya-

bilmek için afla¤›ya s›ralamay› aç›klayaca¤›n› umdu¤umuz bir

resim çizdik. 

Bu s›ralama, : × : kartezyen çarp›m›n› iyis›ralar. Nitekim

e¤er A & : × : bofl olmayan bir altküme olsun. (Kan›t› bir son-

raki flekilden izleyebilirsiniz.)

B = {max{<, =} : (<, =) $ A}

olsun. Bofl olmayan bir ordinaller kümesi oldu¤undan, B’nin

bir en küçük eleman› vard›r. Bu elemana µ diyelim. fiimdi, 

C = {(<, =) $ A : max{<, =} = µ}

olsun. (Afla¤›daki flekilde C’nin iki eleman› var.) C boflküme

de¤ildir. C’yi iki parçaya ay›ral›m:
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S›ralamay› izlemek için en alt sol köfledeki (0, 0)’dan
bafllayarak yolu takip edin: (0, 0) < (0, 1) < (1, 0) < (1, 1)
< (0, 2) < (1, 2) < (2, 0) < (2, 1) < (2, 2)
< (0, 3) < (1, 3) < (2, 3) < (3, 0) < (3, 1) < (3, 2) < (3, 3) < ...
E¤er : < :1 < < ise, (:, <) < (:1, <) < (<, :) < (<, :1) < (<, <).

(0, 0)

(0, 1)

(1, 0)



D1 = {< : (<, µ) $ C}

D2 = {= : (µ, =) $ C}

E¤er D1 ' # ise ve <, D1’in en küçük eleman›ysa, (<, µ), A’n›n

en küçük eleman›d›r. E¤er (flekilde oldu¤u gibi) D1 = # ise o za-

man D2 ' #’dir ve e¤er =, D2’nin en küçük eleman›ysa, (µ, =),

A’n›n en küçük eleman›d›r. 

Demek ki tan›mlad›¤›m›z < iliflkisi : × : kartezyen çarp›m›-

n› iyis›ralar. Her iyis›ral› küme bir ordinalle eflyap›sal oldu¤un-

dan, (: × :, <) iyis›ralamas› bir (<, $) ordinaliyle eflyap›sald›r.

fiimdi <’n›n :’dan büyük olamayaca¤›n› kan›tlayaca¤›z.

Diyelim < ordinali :’dan büyük. O zaman : $ < olmal›. ƒ,

(<, $) ordinalinden (: × :, <) iyis›ralamas›na giden bir eflyap›

efllemesi olsun (izomorfizma yani). 

ƒ(:) = (<0, =0) $ : × :
olsun. ƒ’nin :’ya k›s›tlanmas›na g diyelim: 

g = ƒ|:.

Demek ki g, :’dan

Y = {(<, =) $ : × : : (<, =) < (<0, =0)}

kümesine giden bir efllemedir. Elbette : = |Y|. fiimdi,

>0 = max{<0, =0}
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tan›m›n› yapal›m. : bir kardinal oldu¤undan ve >0, :’dan küçük

olan <0 ve =0 ordinallerinden birine eflit olmak zorunda oldu¤un-

dan, |>0| < :. Tümevar›m varsay›m›na göre |>0 × >0| = |>0|. Ama

Y, >0 × >0’n›n bir altkümesi, dolay›s›yla : = |Y| ≤ |>0| < :, bir çe-

liflki. Demek ki < ordinali :’dan büyük olamaz. Bundan da

|:| ≤ |: × :| = |<| ≤ : ve |: × :| = :
ç›kar.

fiimdi, iki : ve < iki sonsuz kardinal say›s› olsun. < ≤ : eflit-

sizli¤ini varsayal›m. O zaman

< ≤ :< = |: × <| ≤ |< × <| = <.

Kan›t bitti1. ■

33.2. Sonsuz Say›da Kardinal Toplam›
Toplaman›n tan›m›n› sonlu say›da kardinalin toplam›ndan

sonsuz say›da kardinalin toplam›na genellemek için dahi olma-

ya gerek yok. (Oi)i $ I bir kardinal ailesi olsun. (Bu, bir I küme-

sinden bir kardinal kümesine giden örten bir O fonksiyonu an-

lam›na gelir. i $ I için, i ’nin imgesini Oi olarak yaz›yoruz.)

Amac›m›z her birinin kardinalitesi Oi olan ayr›k Ai kümeleri

bulmak ve (Oi)i $ I kardinal ailesinin toplam›n› bu ayr›k küme-

lerin bilefliminin kardinalitesi olarak tan›mlamak. Okur, sonu-

cun seçilen ayr›k Ai kümelerinden ba¤›ms›z oldu¤unu düflüne-

cektir muhtemelen. Böyle düflünen okur hakl›d›r ama bir dere-

ceye kadar hakl›d›r, çünkü hakl›l›¤›n› kan›tlamak için Seçim
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1 Bu kan›t ve bundan sonraki René Cori ve Daniel Lascar’›n Mathematical
Logic, Oxford University Press 2001 (çeviren Donald H. Pelletier) adl› kitap-
tan al›nm›flt›r. Sayfa 154-157.

Ai Aj Ak

... ... ... ...

+i $ I Ai

Oi Oj Ok



Aksiyomu’na fliddetle ihtiyac› vard›r.

Önsav 33.7 [ZFC]. (Ai)i$I ve (Bi)i$I iki ayr›k kümeler ailesi

olsun. E¤er her i $ I için Ai ve Bi efllenik kümelerse o zaman

+i$I Ai ve +i$I Bi kümeleri de eflleniktir.

Kan›t: Kan›t›n belki bariz olmayan tek taraf›, olsa olsa, I

sonsuz oldu¤unda ve Ai ile Bi aras›nda efllemeler i ’ye ba¤›ml›

bir biçimde bir formülle filan verilmedi¤inde Seçim Aksiyo-

mu’nu kullanma zorunlulu¤udur. Bu durumda, her i $ I için,

{ƒ : Ai 1 Bi : ƒ eflleflme}

kümesinden bir ƒi eleman› seçilmesi gerekiyor ve bu seçim ge-

nel olarak Seçim Aksiyomu olmaks›z›n yap›lamaz. Seçim Aksi-

yomu sayesinde seçilen bu ƒi’leri yap›flt›rarak bileflimler aras›n-

da yukardaki resimdeki gibi bir ƒ efllemesi bulunabilir. ■

Bölümün ilk paragraf›nda genel hatlar›n› çizdi¤imiz progra-

m› uygulayal›m. Oi × {i}, kardinalitesi Oi olan bir kümedir ve de-

¤iflik i belirteçleri için bunlar ayr›k kümelerdir. (Oi)i$I kardinal

ailesinin toplam›n› bu kümelerin bilefliminin kardinalitesi ola-

rak tan›mlayal›m:

Zi$I Oi = |+i$I (Oi × {i})|.
Önce kolay bir özellik: Her i $ I için Oi ≤ ?i ise,

Zi$I Oi ≤ Zi$I ?i.

Bu sonsuz toplam›n özelliklerini kan›tlamak için kardinal

çarpmas›ndan yararlanaca¤›z.
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Teorem 33.8 [ZFC]. E¤er Oi’lerden en az biri sonsuzsa, o

zaman Zi$I Oi = max{+i$I Oi, |I|}’dir.

Kan›t: Teorem 32.4’ten dolay› +i$I Oi ordinalinin asl›nda bir

kardinal oldu¤unu biliyoruz, bu yüzden önermede |+i $ I Oi| yaz-

mad›k. 

Hiçbir Oi’nin 0 olmad›¤›n› varsayabiliriz.

+i$I Oi ≤ Zi $ I Oi eflitsizli¤i için, her i $ I için,

Oi ≤ Zi $ I Oi

eflitsizli¤ini göstermek yeterlidir elbette, ki bu da

4(:) = (:, i)

kural›yla tan›mlanan

4 : Oi 1 +i$I (Oi × {i})

birebir fonksiyonundan çok bariz biçimde ç›kar.

|I | ≤ Zi $ I Oi eflitsizli¤i de 

[(i) = (0, i) 

kural›yla tan›mlanan

[ : I 1 +i$I (Oi × {i})

birebir fonksiyonundan ç›kar. Demek ki

max{+i$I Oi, |I|} ≤ Zi $ I Oi. 

Geri kalan eflitsizlik bir sonraki bölümde kan›tlanacak olan

afla¤›daki teoremin sonucudur.

Teorem 33.9 [ZFC]. (Xi)i$I bir küme ailesi olsun. E¤er

Xi’lerden en az biri sonsuzsa, o zaman

|+i$I Xi| ≤ max{+i$I |Xi|, |I|}

dir.

Kan›t: Varsay›ma göre max{+i$I |Xi|, |I|} sonsuz bir kardi-

nal say›s›d›r. Bu say›ya ? diyelim.

X = +i$I Xi

olsun. Her x $ X için,

Ix = {i $ I : x $ Xi}

33. Kardinal Say›lar›yla ‹fllemler 337



olsun. Ix boflküme de¤ildir. Seçim Aksiyomu’nu kullanarak

Ix’ten ƒ(x) ad›n› verece¤imiz bir eleman seçelim. (Bkz. afla¤›da-

ki flekil.) Yani ƒ : X 1 I fonksiyonu {Ix : x $ X} kümesinin bir

seçim fonksiyonu olsun. Demek ki her x $ X için, x $ Iƒ(x). Ay-

r›ca, gene Seçim Aksiyomu’nu kullanarak, her i $ I için, Xi’den

?’ya giden birebir bir gi fonksiyonu seçelim. Böyle bir birebir

fonksiyon vard›r çünkü |Xi| ≤ ?. fiimdi,

h(x) = (ƒ(x), gƒ(x)(x))

kural›yla tan›mlanan

h : X 1 I × ?
fonksiyonu birebirdir. Çünkü, x, y $ X için, h(x) = h(y) ise, ya-

ni (ƒ(x), gƒ(x)(x)) = (ƒ(y), gƒ(y)(y)) ise, o zaman ƒ(x) = ƒ(y) =

i’dir. Demek ki,

gi(x) = gƒ(x)(x) = gƒ(y)(y) = gi(y),

ve gi birebir oldu¤undan, x = y ç›kar. Dolay›s›yla, Teorem
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33.6’dan dolay›, |X| ≤ |I × ?| ≤ |? × ?| = ?. ■

Al›flt›rmalar
1. Her Oi = O ise, Zi$I Oi = O|I| eflitli¤ini kan›tlay›n. (Demek

ki kardinal çarpmas› kardinal toplamas›ndan tan›mlanabilir.)

2. Önsav 7’yi Mi$I Ai ve Mi$I Bi kümeleri için kan›tlay›n.

3. [Sonsuz Say›da Kardinal Çarp›m›.] (Oi)i$I bir kardinal ai-

lesi olsun. Mi$I Oi kardinal say›s›n›, Mi$I Oi kartezyen çarp›m›-

n›n kardinalitesi olarak tan›mlayal›m. (Mi$I Oi kardinal say›s›y-

la Mi$I Oi kartezyen çarp›m›, ayn› biçimde yaz›lan iki de¤iflik

fleydir. Birincisi bir kardinal say›, ikincisi [SKK ve S‹]’de

{ƒ : I 1 +i$I Oi : her i $ I için ƒ(i) $ Oi}

olarak tan›mlanm›flt›. 

E¤er Oi ve ?i kardinal say›lar›, her i $ I için, Oi ≤ ?i eflitsizli¤i-

ni sa¤l›yorsa, Mi$I Oi ≤ Mi$I ?i kardinal say› eflitsizli¤ini kan›tla-

y›n.

Teorem 33.10 [König Teoremi, ZFC]. (Ai)i$I ve (Bi)i$I iki kü-

me ailesi olsun. E¤er her i $ I için |Ai| < |Bi| eflitsizli¤ini varsaya-

l›m. O zaman |+i$I Ai| < |\i$I Bi| eflitsizli¤i de geçerlidir. Kardi-

nal say›lar olarak ifade edersek: E¤er her i $ I için Oi < ?i ise,

Li$I Oi < \i$I ?i

olur.

Kan›t: |+i$I Ai| ≤ |\i$I Bi| eflitsizli¤inin kan›t›n› okura b›-

rak›p kat› eflitsizli¤i kan›tl›yoruz. A = +i$I Ai ve B = \i$I Bi ol-

sun. ƒ, A’dan B’ye giden bir fonksiyon olsun. ƒ’nin örten ola-

mayaca¤›n› kan›tlayaca¤›z. Her a $ A için,

ƒ(a) = (ƒ(a)i)i$I olsun. Burada, ƒ(a)i, Bi’nin bir eleman›d›r.

Böylece,

ƒi : Ai 1 Bi

fonksiyonunu

ƒi(a) = ƒ(a)i

olarak tan›mlayabiliriz. |Ai| < |Bi| eflitsizli¤inden dolay› ƒi örten



olamaz. O zaman Bi \ ƒi(Ai) kümesi bofl olamaz. Seçim Aksiyo-

mu’nu kullanarak Bi \ ƒi(Ai) kümelerinden birer eleman seçe-

lim, diyelim bi. O zaman, B’nin (bi)i$I eleman› ƒ(A)’da olamaz,

çünkü bir a $ A için ƒ(a) = (bi)i$I olsayd›, bir i $ I için a $ Ai

olur ve ƒi’nin tan›m›ndan dolay›, ƒi(a) = bi olurdu. ■

Yukarda kan›tlanan König Teoremi asl›nda Seçim Aksiyo-

mu’na eflde¤erdir. Çünkü e¤er Bi kümelerinin hiçbiri boflküme

de¤ilse, o zaman |#| = 0 < |Bi| olur ve dolay›s›yla,

0 = |+i$I #| < |\i$I Bi|,

yani

\i$I Bi ' #,

bu da Seçim Aksiyomu’na eflde¤erdir elbet, ne de olsa \i$I Bi

kümesinin bir eleman› her Bi’den bir eleman seçer.

33.3. Kardinallerle Üs Alma
n elemanl› bir kümenin 2n tane altkümesi vard›r. Ayn› fley

sonsuz elmanl› kümeler için de do¤ru! Bu bölümde : ve < kar-

dinalleri için :< kardinalini öyle tan›mlayaca¤›z ki, her X kü-

mesi için, |((X)| = 2|X| olacak. (((X)’in X’in altkümeleri kü-

mesi oldu¤unu an›msat›r›m.)

Önce flu çok kolay sonucu kan›tlayal›m:

Önsav 33.11. X bir küme olsun. ((X) ile X’ten 2’ye (yani

{0, 1} kümesine) giden fonksiyonlar kümesi eflleniktir:

((X) 5 {ƒ : ƒ, X’ten 2’ye giden bir fonksiyon}. 

Kan›t: Her A $ ((X) için, yani X’in her A altkümesi için,

XA : X 1 2

fonksiyonunu,

kural›yla tan›mlayal›m. XA’ya A’n›n karakteristik fonksiyonu
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ad› verilir. XA fonksiyonu A’n›n elemanlar›nda 1, X’in A’da ol-

mayan elemanlar›nda 0 de¤erini al›r. Dolay›s›yla, A, XA’y› be-

lirledi¤i gibi, XA da A’y› belirler: 

A = {x $ X : XA(x) = 1}. 

Demek ki, ƒ(A) = XA olarak tan›mlanan 

ƒ : ((X) 1 {ƒ : ƒ, X’ten 2’ye giden bir fonksiyon}

birebir ve örten bir fonksiyondur. ■

Demek ki X sonlu bir kümeyse,

2|X| = |((X)| = |{ƒ : X 1 2}|.

E¤er X ve Y iki kümeyse, X ’ten Y ’ye giden fonksiyonlar

kümesini baz›lar› YX olarak yazar:

YX = {ƒ : X 1 Y}. 

Baz›lar› da bu kümeyi, anlafl›l›r nedenlerden XY olarak yazar.

Biz, X ’ten Y ’ye giden fonksiyonlar kümesini {ƒ : X 1 Y} ola-

rak yazaca¤›z!

fiimdi : ve < iki kardinal say› olsun. :< kardinal say›s›, 

:< := |{ƒ : < 1 :}| 

olarak tan›mlayal›m. Bunun ordinallerde üs almadan farkl› bir

ifllem oldu¤una dikkatinizi çekerim.

Örne¤in, her : için :0 = 1 (çünkü boflkümeden :’ya bir tek

bofl fonksiyon gider! [SKK]) ve her : > 0 için 0: = 0 (çünkü bofl

olmayan bir kümeden boflkümeye giden bir fonksiyon yoktur!)

Ayr›ca, her : için, :1 = : ve 1: = 1 (çünkü 1 = {0}).

Tan›mdan nerdeyse hemen ç›kan afla¤›daki özelliklerin ko-

lay kan›tlar›n› okura b›rak›yoruz.

Önsav 33.12. Her :, <, = ve > kardinal say›lar› için,

i. < ≤ = ise :< ≤ :=,
ii. : ≤ < ve = ≤ > ise ama : = < = = = 0 < > de¤ilse, := ≤ <>,
iii. 2: = |((:)|,

iv. : < 2:,

v. :<+= = :<:=,
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vi. (:<)= = :<=,
vii. :=<= = (:<)=. ■

Okurun özellikle vi’y› kan›tlamas›n› öneririz.

Yukardaki önsav›n iv fl›kk›n› König Teoremi’yle de kan›tla-

yabiliriz: Teorem 33.10’da I = :, Oi = 1, ?i = 2 al›rsak, 

: = Li$: 1 < \i$I 2 = 2:

buluruz! Sadece bir hoflluk!..

Al›flt›rmalar
1. Her sonsuz O kardinali ve n > 0 do¤al say›s› için On = O

eflitli¤ini kan›tlay›n.

2. Her i $ I için, Oi = O ise, \i$I Oi = O|I| eflitli¤ini kan›tla-

y›n. (Demek ki kardinallerde üs alma kardinal çarp›m›ndan ta-

n›mlanabilir.)

3. \i$I Oi ≤ (+i$I Oi)|I| eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

fiimdi flafl›rt›c› bir sonuç sunaca¤›z. Afla¤›daki teoreme gö-

re, örne¤in !! = 2! = 3! olur. Sonuç ilk bak›flta flafl›rt›c›, ikinci

bak›flta da flafl›rt›c›, kan›t›n basitli¤i daha da flafl›rt›c›...

Teorem 33.13. E¤er < sonsuz bir kardinalse ve 2 ≤ : ≤ 2<

ise :< = 2<. Özellikle, << = 2<.

Kan›t: Önsav 33.12’ye ve Teorem 33.6’ya göre,

2< ≤ :< ≤ (2<)< = 2<< = 2<.

Demek ki her yerde eflitlik geçerli olmal›. ‹kinci önerme < < 2<

eflitsizli¤inden ve birinci önermeden ç›k›yor. ■

Teorem 33.14. E¤er 2 ≤ : ve 1 ≤ < ise ve : ve <’dan biri

sonsuzsa, o zaman 

max{:, 2<} ≤ :< ≤ max{2:, 2<}

olur.

Kan›t: ‹lk eflitsizlik bariz. E¤er : ≤ 2< ise, : ya da < sonsuz

oldu¤undan, < sonsuz olmak zorunda ve sonuç bir yukardaki
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sonuçtan ç›k›yor: :< = 2<. E¤er 2< ≤ : ise, o zaman < < 2< ≤ :
ve :< ≤ (2:)< = 2:< = 2:. ■

Yukardaki kan›ttan flu ç›k›yor:

Teorem 33.15. 2 ≤ :, 1 ≤ < olsun ve : ve <’dan biri sonsuz

olsun. O zaman, e¤er : ≤ 2< ise, :< = 2<, e¤er 2< ≤ : ise, :< ≤ 2:

olur. ■

Gerçekten de Hilbert’in dedi¤i kadar var. Cantor bize ger-

çekten de sonsuz say›lar› da içeren fantastik bir cennet sunmufl! 
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34. Kardinallerde Tümevar›m
ve !!

D
o¤al say›larda tümevar›mla kan›t art›k harc›âlem bir

yöntem olmal› okur için. Geçmifl say›lar›m›zda bu çok

bilinen yöntemi do¤al say›lardan ordinallere genellefl-

tirdik. Burada benzer bir yöntemi flimdi kardinal say›lar›na uy-

gulayaca¤›z.

E¤er O bir kardinalse, |((O)| > O eflitsizli¤ini biliyoruz [SKK

ve S‹]. Demek ki,

{: ≤ |((O)| : O < : ve : bir kardinal},

bofl olmayan bir ordinal kümesidir. Dolay›s›yla en küçük bir

eleman› vard›r. Bu elemana O+ diyelim.

Elbette, O < O+ ≤ |((O)| ve ayr›ca O+, O’dan büyük kardinal-

lerin en küçü¤ü, yani O’dan sonra gelen ilk kardinal.

Her kardinal belli bir O kardinali için O+ olarak yaz›lamaya-

bilir. 0 ve ! için bu elbette do¤ru da, !’dan daha büyük kardi-

naller de O+ biçiminde yaz›lamayabilirler. Örne¤in, !0 = ! ise

ve her n do¤al say›s› için !n+1 kardinalini !n
+ olarak tan›mlar-

sak, o zaman 

!! = +n$N !n

olarak tan›mlanan !! kardinali hiçbir O kardinali için O+ olarak

yaz›lamaz. (!! kardinalinin daha matematiksel bir tan›m› için



yan sütundaki gri kareye bak›n.) Nitekim, !!’dan küçük bir O
kardinali, ya sonlu bir kardinal olmal›d›r ya da bir n do¤al say›-

s› için !n’ye eflit olmal›d›r. Nitekim O < !! olsun. Her !n kardi-

nali O’dan küçükeflit olamaz, yoksa !! ≤ O olurdu. Demek ki ba-

z› n do¤al say›lar› için O < !n. fiimdi n bu do¤al say›lar›n en kü-

çü¤ü olsun. E¤er n = 0 ise O bir tamsay›d›r. E¤er n > 0 ise, o za-

man, !n"1 ≤ O < !n = !n"1
+ ve !n"1 = O. 

Belli bir O kardinali için O+ olarak yaz›lamayan kardinalle-

re limit kardinal diyelim. 0, ! ve !! ilk üç limit kardinaldir.

Bir limit kardinal kendisinden küçük kardinallerin bileflimidir.

(Neden?)

Teorem 34.1. 4(:), kardinallerle ilgili bir önerme olsun.

E¤er 4(:) limit kardinaller için do¤ruysa ve her : kardinali

için, 4(:) do¤ru oldu¤unda 4(:+) da do¤ru oluyorsa, o zaman

4(:) her kardinal için do¤rudur.

Kan›t: 4(:)’n›n bir : kardinali için do¤ru olmad›¤›n› varsa-

yal›m. O zaman,

{< ≤ : : < kardinal ve 4(<) yanl›fl}

bofl olmayan bir kardinaller (dolay›s›yla ordinaller) kümesidir. <,

bu kümenin en küçük eleman› olsun. Teoremin varsasay›m›na gö-

re < limit kardinal olamaz. Demek ki bir = kardinali için =+ = <.

Ama = < < oldu¤undan, 4(=) do¤rudur. Ama o zaman da teore-

min varsay›m›na göre 4(=+), yani 4(<) do¤rudur. Bir çeliflki. 

!!
!!’n›n bir kardinal olmas› için, !! her fleyden önce bir kü-

me olmal›d›r. Oysa

!! = +n$N !n

tan›m›nda küme oldu¤unu bilmedi¤imiz

{!n : n $ !}

toplulu¤unun bileflimi al›n›yor ve biz sadece kümelerin bilefli-
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minin küme oldu¤unu biliyoruz. Birleflimi al›nan bu toplulu¤un

bir küme oldu¤u ancak Yerlefltirme Aksiyomu’yla kan›tlan›r.

!n kardinallerini baflka türlü tan›mlamal›y›z. 

4(n, y) formülü flunlar› söylesin:

n bir do¤al say›d›r ve öyle bir X kardinal kümesi ve

ƒ : n + 1 1 X

vard›r ki,

• ƒ(0) = !
• Her i + 1 $ n için ƒ(i + 1) = ƒ(i)+,

• y = ƒ(n).

Kan›t›n› okura b›rakt›¤›m›z flu özellikler do¤rudur.

1. Her n do¤al say›s› için 4(n, y)’nin do¤ru oldu¤u tek bir y

kardinal say›s› vard›r. Bu kardinal say›s›na bundan böyle !n

ad›n› verelim.

2. 4(0, !) do¤rudur.

3. Her n do¤al say›s› için, e¤er 4(n, y) do¤ruysa o zaman

4(n+1, y+) do¤rudur, yani 

!n+1 = !n
+.

Birinci özellikten dolay› ve Yerlefltirme Aksiyomu sayesinde,

{y : bir n $ ! için 4(n, y) do¤ru}

yani {!n : n $ !} bir kümedir. fiimdi !!’y› bu kümenin bilefli-

mi olarak tan›mlayabiliriz.
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