
32. Kardinal Say›lar›,

Tan›m ve ‹lk Özellikler

Her kümenin iyis›ralanabilece¤ini kan›tlam›flt›k (Teorem

24.1).

Özel iyis›ral› kümeler olan ordinalleri de Bölüm 10’da ta-

n›mlam›flt›k. Ordinallerde iyis›ralama : $ < iliflkisiyle verilir,

yani bir ordinalde < s›ralamas›,

: < < ) : $ <
olarak tan›mlan›r. Ordinalin elemanlar› da ordinaldirler (Te-

orem 10.6).

Her iyis›ral› kümenin bir ordinale eflyap›sal oldu¤unu

Bölüm 12’de kan›tlam›flt›k.

Demek ki her küme en az bir ordinale eflleniktir, yani e¤er

X bir kümeyse X’le aras›nda bir eflleme olan en az bir ordinal

vard›r. X ’le aras›nda bir eflleme bulunan ordinallerden birine :
dersek,

{< ≤ : : X’le < aras›nda bir eflleme var, yani X 5 <}

kümesi, : ordinalinin bofl olmayan bir altkümesidir. Demek ki

en küçük bir eleman› vard›r. Bu ordinali |X| olarak gösterelim.

E¤er < ve = iki ordinalse, ya < < =, ya = < < ya da < = =’d›r (Te-

orem 10.9). Dolay›s›yla yukarda tan›mlanan |X|, seçilen :’dan

ba¤›ms›zd›r ve sadece X’e göre de¤iflir. Demek ki |X|, X ’le aras›n-

da bir eflleme bulunan en küçük ordinaldir.



X kümesiyle aras›nda eflleme bulunan bu en küçük |X| or-

dinaline X’in 
���������, �����������	�	, ���������
���ya da���������	�	denir.

|X|’le |X|’ten daha küçük bir ordinal aras›nda bir eflleme

olamaz elbette. (Yoksa X ’le bu daha küçük ordinal aras›nda

bir eflleme olurdu.) Bir 
�����������	�	, kendisinden daha kü-

çük bir ordinalle aras›nda eflleme olmayan ordinal olarak ta-

n›mlayal›m. Her X kümesi için, |X| bir kardinal say›d›r.

Her kardinal say›s›n›n kardinali kendisine eflittir elbette, ya-

ni ||X|| = |X|.

Kardinaller özel ordinaller olduklar›ndan, ordinallerin s›ra-

lamas›yla s›ralan›rlar.

Al›flt›rma. |X| = 2 {: : : ordinal ve X 5 :} eflitli¤ini kan›t-

lay›n.

‹lk kardinal say›lar›m›z› bulal›m:

Teorem 32.1. Her do¤al say› bir kardinal say›s›d›r.

Kan›t: Bir n do¤al say›s›yla kendisinden küçük bir m do¤al

say›s› aras›nda bir eflleme olamayaca¤›n› kan›tlamal›y›z. Bu çok

bariz önermeyi kan›tlayabilmek için do¤al say›n›n tan›m›-

nabaflvurmam›z gerekir elbet. Bu tan›m› [S‹]’de vermifltik. O

ders notlar›nda do¤al say›lar› teker teker de¤il, topunu birden,

yani do¤al say›lar kümesi N’yi tan›mlam›flt›k. Ard›ndan, do¤al

say›lar› N’nin elemanlar› olarak tan›mlam›flt›k. Okurun tan›m›

bildi¤ini varsay›yoruz. Ancak 

0 = # ve n + 1 = n + {n}

tan›mlar›n› ve her n do¤al say›s›n›n kendisinden küçük eleman-

lar kümesi oldu¤unu an›msatal›m.

“Her n ve m do¤al say›s› için, m < n ise, n ile m aras›nda

bir eflleme yoktur” önermesini m üzerinden tümevar›mla kan›t-

layaca¤›z.
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E¤er m = 0 = # ise, m’den n’ye giden bir fonksiyonun im-

gesi ancak # olabilir, dolay›s›yla n ' 0 = # oldu¤undan, böyle

bir fonksiyon örten olamaz.

Önermenin m için do¤ru oldu¤unu varsay›p önermeyi m + 1

için kan›tlayal›m. m + 1 < n olsun ve m + 1’den n’ye giden bir

ƒ efllemesi oldu¤unu varsayal›m. Bir çeliflki elde edece¤iz. n,

0’dan büyük olmak zorunda oldu¤undan, bir k do¤al say›s›

için, n = k + 1 olmal›. u < m +1 ve v < n say›lar›n› ƒ(u) = k ve

ƒ(m) = v eflitlikleriyle tan›mlayal›m.

Afla¤›da resimledi¤imiz iki de¤iflik fl›k var.

Birinci fi›k: u = m ise. Bu durumda, ƒ, m’den k’ye giden bir

g efllemesine yol açar: g = ƒ|m. Ama tümevar›m varsay›m› bunu

yasaklar.

‹kinci fi›k: u ' m ise. Bu durumda, g : m 1 k fonksiyonunu,

olarak tan›mlayal›m. Bu da m ile k aras›nda bir efllemedir ve bi-

ze gereken çeliflkidir. ■

fiimdi ilk sonsuz kardinal say›m›z› bulal›m:
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Teorem 32.2. ! bir kardinal say›s›d›r.

Kan›t: !’n›n kendisinden küçük bir ordinale, yani bir n do-

¤al say›s›na “efllenik” olamayaca¤›n› kan›tlamam›z gerekiyor.

(Bundan böyle, aralar›nda eflleme olan kümelere efllenik küme-

ler diyece¤iz.) Bunu n üzerine tümevar›mla yapaca¤›z.

!’n›n sonsuz oldu¤u, n’nin ise sonlu oldu¤u, dolay›s›yla

aralar›nda bir eflleme olamayaca¤› bariz de olsa, bu önermenin

matematiksel olarak kan›tlanmas› gerekiyor.

0 = # oldu¤undan, !, 0 ile efllenik olamaz. !’n›n n ile eflle-

nik olmad›¤›n› varsay›p, !’n›n n + 1 ile efllenik olamayaca¤›n›

kan›tlayal›m. Çeliflki elde etmek amac›yla !’dan n + 1 say›s›na

giden bir ƒ efllemesi ele alal›m. ƒ(0) = k ve ƒ(m) = n olsun. (Bkz.

bir yukardaki flekil.) fiimdi

g : ! \ {0} 1 n

fonksiyonunu flöyle tan›mlayal›m:

ƒ bir eflleme oldu¤undan, g de bir efllemedir elbet. Afla¤›daki

resim bunun bir kan›t›! fiimdi

h : ! 1 n

fonksiyonu

h(x) = g(x + 1) 
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olarak tan›mlans›n. g bir eflleme oldu¤undan h de bir efllemedir.

Bu, tümevar›m varsay›m›m›zla çeliflir. ■

Her ordinal bir kardinal olamaz, örne¤in |! + 1| = ! oldu-

¤undan, ! + 1 bir kardinal olamaz. Asl›nda : + 1 biçiminde ya-

z›lan hiçbir sonsuz ordinal bir kardinal olamaz:

Teorem 32.3. Sonsuz bir kardinal limit ordinal olmak zo-

rundad›r.

Kan›t: :, herhangi bir sonsuz ordinal olsun. |: + 1| = |:|

eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z. :, sonsuz oldu¤undan, ! ≤ :, yani !
& :, hatta !, :’n›n bir bafllang›ç dilimi. fiimdi

ƒ : : + 1 1 :
fonksiyonunu yandaki resimdeki gibi ve afla¤›daki formülle ta-

n›mlayal›m:

ƒ bir efllemedir elbet. ■

Ama bunun tersi do¤ru de¤ildir, örne¤in !2 bir limit ordi-

naldir ama |!2| = ! oldu¤undan (neden?) bir limit ordinal olan

!2 bir kardinal de¤ildir.
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Teorem 32.4. Bir kardinal kümesinin bileflimi bir kardinal-

dir. Yani e¤er (Oi)i$I bir kardinal ailesiyse, |+i $ I Oi| = +i $ I Oi.

Kan›t: K bir kardinaller kümesi ve O = + K = +: $ K : olsun.

O bir ordinaldir [Olgu 33.3’ten hemen sonras›]. < < O herhangi bir

ordinal olsun. E¤er K ’n›n her : kardinali için, : ≤ < olsayd›, o za-

man : & < olurdu ve O = +: $ K : & <, yani O ≤ < elde ederdik,

bir çeliflki. Demek ki bir : $ K için < < :. Bu da |<| < : ≤ O de-

mektir. Dolay›s›yla O bir kardinaldir. 

32.1. Üç Sonuç
Teorem 32.5. X ve Y iki küme olsun. Ya X’ten Y ’ye ya da

Y ’den X’e giden birebir bir fonksiyon vard›r.

Kan›t: X’le |X| kardinali aras›nda, Y ile |Y| kardinali aras›n-

da birer eflleme oldu¤undan, önermeyi kardinal say›lar› için ka-

n›tlamak yeterli. Ama kardinal say›lar› birer ordinaldir ve her-

hangi iki ordinalden biri di¤erinin altkümesidir (hatta bir bafl-

lang›ç dilimidir, Sonuç 10.14). 

Teorem 32.6. X ve Y bofl olmayan iki küme olsun. Ya X’ten

Y’ye ya da Y’den X’e giden örten bir fonksiyon vard›r.

Kan›t: Önermeyi gene : ve < ordinal say›lar› için kan›tlamak

yeterli. : & < olsun (Sonuç 10.13). : ' 0 oldu¤undan, 0 $ :.

fiimdi,

kural›yla tan›mlanm›fl ƒ : < 1 : fonksiyonu örtendir.

Teorem 32.7. X ve Y kümeleri için afla¤›daki önermeler efl-

de¤erdir:

a. |X| Y |Y|.

b. X’ten Y’ye giden birebir bir fonksiyon var. 

c. Y’den X’e giden örten bir fonksiyon var.
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Kan›t: (a 6 b) ve (a 6 c) yukardaki kan›tlardan ç›kar. 

(b 6 a) X ve Y’nin birer kardinal olduklar›n› varsayabiliriz.

E¤er Y Y X ise, Cantor-Schröder-Bernstein Teoremi’ne göre

[SKK], Y’yle X aras›nda bir eflleme vard›r ve bu da önce X = Y

eflitli¤ini, bu da haliyle X Y Y eflitsizli¤ini do¤urur. Aksi halde

X < Y.

(c 6 b) Y ’den X’e giden örten fonksiyona ƒ diyelim.g,

{ƒ"1(x) : x $ X}

kümesinin bir seçim fonksiyonu olsun. Demek ki 

g(ƒ"1(x)) $ ƒ"1(x) & Y

ve 

ƒ(g(ƒ"1(x))) = x. 

fiimdi h : X 1 Y fonksiyonu

h(x) = g(ƒ"1(x))

olarak tan›mlans›n. ƒ(h(x)) = ƒ(g(ƒ"1(x))) = x eflitli¤inden dola-

y› h birebirdir.

!0 ve !1

! yerine bazen !0 yaz›l›r. !0 elbette en küçük sonsuz kar-

dinal say›s›d›r. “Elbette” dedik ama bu, Seçim Aksiyomu olma-

dan kan›tlanamaz. (Bkz. Sonuç 25.6.)

!0’dan daha büyük bir kardinal say›s› var m›d›r?

Sadece !0’dan de¤il, her kardinal say›s›ndan daha büyük bir

kardinal say›s› vard›r. E¤er : bir kardinal say›s›ysa ve ((:),

:’n›n altkümeleri kümesiyse, |((:)|, :’dan daha büyük bir kar-

dinal say›s›d›r, çünkü :’dan ((:)’ya giden birebir bir fonksiyon

vard›r (örne¤in, a a {a} fonksiyonu) ama bilindi¤i üzere :’dan

((:)’ya giden örten bir fonksiyon yoktur [SKK]. Demek

ki,Teorem 32.7’ye göre, : < |((:)|.

Madem ki : kardinal say›s›ndan daha büyük bir kardinal

say›s› vard›r, :’dan sadece “bir boy büyük” bir kardinal say›s›

da vard›r; yani :’dan büyük kardinal say›lar›n›n en küçü¤ü
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vard›r. Nitekim, bofl olmayan

{< ≤ |((:)| : : < < ve < kardinal}

ordinal kümesinin en küçük eleman› iflte tam bu elemand›r.

:’dan sadece bir boy büyük olan kardinal say›s›n› :+ olarak

gösterelim. Demek ki

: < :+ ≤ |((:)|

eflitsizlikleri ve 

e¤er < kardinal say›s› : < < ≤ :+ eflitsizli¤ini sa¤l›yor-

sa o zaman < = :+

önermesi do¤rudur.

!0’dan bir boy büyük kardinal say› !1 olarak yaz›l›r: !1 = !0
+.

!1 elbette, say›lamaz sonsuzluktaki en küçük ordinaldir,

dolay›s›yla (eleman say›s›) say›labilir sonsuzlukta olan ordinal-

lerin kümesidir:

!1 = {: : : ordinal ve |:| ≤ !}.

Bundan da say›lamaz sonsuzlukta say›labilir ordinal oldu¤u ç›-

kar (yoksa !1 say›labilir sonsuzlukta olurdu.)

2!, 3!, 4! gibi ordinallerin bileflimi olan !! ve !!, !!!, !!!
!

gibi ordinallerin bileflimi olan ;0 ordinali !1’in eleman›d›r.

Al›flt›rma. !1’in say›labilir sonsuzluktaki her altkümesinin

üsts›n›r› vard›r. (Bu özelli¤i olan s›ral› bir küme bulmak pek

kolay de¤ildir.)
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