
30. Cennete Hoflgeldiniz!

S
onlu bir kümenin eleman say›s›n›n ne demek oldu¤unu

herkes bilir. Örne¤in, {0, 2, 6, 7, 13} kümesinin 5 elema-

n› vard›r. Bu say›m›z›n kapak konusunda, sonsuz bir kü-

menin “eleman say›s›” sözlerini anlamland›r›p sonsuzlu¤u de-

recelendirece¤iz. Örne¤in “do¤al say›lar kadar” kesirli say›lar

olacak, ama “do¤al say›lardan daha fazla” gerçel say› olacak.

“Bir kümenin eleman say›s›n›n ne demek oldu¤unu görece-

¤iz” demek yerine, “bir kümenin eleman say›s› kavram›n› (tan›m-

layarak) yarataca¤›z” demek daha uygun düflerdi, çünkü sonuç

olarak matematiksel kavramlar› biz zihnimizde yarat›yoruz.

Öte yandan, yaratt›¤›m›z matematiksel kavramlar›n hisset-

tiklerimizle, gözlemlediklerimizle ve sa¤duyumuzla uyumlu ol-

malar› gerekti¤inden, matematiksel kavramlar›n bizim d›fl›m›z-

da belli bir nesnelli¤i olmal›, onlar› rastgele yaratamay›z, ta-

n›mlar›n hissetti¤imiz gerçeklikle uyumlu olmalar› gerekir.

O zaman sormam›z gereken ilk soru flu: fiimdilik sadece sez-

gilerimizle alg›lad›¤›m›z (ama birkaç sayfa ötede matematiksel

tan›m›n› verece¤imiz) “bir kümenin eleman say›s›” sözlerinden

ne anl›yoruz, henüz matematiksel olarak tan›mlanmam›fl olan

bu kavram bize ne söylemeli, neyi anlatmaya çal›flmal›, kavra-

m›n özellikleri ne olmal›?



‹lk aflamada baz› kümelerin “sonlu”, baz› kümelerinse

“sonsuz” olduklar›n› söyleyebiliriz. Örne¤in {0, 2, 6, 7, 13} kü-

mesi sonludur ama do¤al say›lar kümesi N sonsuzdur.

Sonlu bir kümenin eleman say›s›n›n ne demek oldu¤u belli:

Kümenin her eleman›na 1’den bafllayarak ard›fl›k numaralar

verilir, verilen en son numara kümenin eleman say›s›d›r.

Ya bir kümenin sonsuz olmas› ne demektir? Sonlu olmama-

s› demektir elbet! Demek ki sonlu kümenin anlam›n› bilirsek,

sonsuz kümenin de anlam›n› biliriz: Sonlu olmayan kümelere

sonsuz denir!

Burada “sonsuz”un bir ad de¤il bir s›fat olarak kullan›ld›-

¤›na dikkatinizi çekerim.

Peki, sonsuz bir kümenin eleman say›s› ne olabilir? Okurla-

r›n ço¤unun “sonsuz” diyece¤ini tahmin ediyorum. Do¤ru el-

bet! Sonsuz bir kümede hiç kuflkusuz sonsuz say›da eleman

vard›r. Ama biz, ders notlar›n›n bu k›sm›nda, küme hakk›nda

bu yan›ttan çok daha fazla bilgi içeren baflka bir yan›t bulaca-

¤›z. Verece¤imiz yan›t, örne¤in, do¤al say›lardan çok daha faz-

la gerçel say› oldu¤unu söyleyecek.

Öte yandan, verece¤imiz yan›t, tamsay›lar›n do¤al say›lar ka-

dar oldu¤unu da söyleyecek, ne bir fazla ne bir eksik! Bu, biraz

de¤il, oldukça flafl›rt›c›, hatta biraz da rahats›z edici. Ne de olsa

her do¤al say› bir tamsay›d›r ama her tamsay› (örne¤in "2) bir

do¤al say› de¤ildir. Bariz biçimde daha fazla tamsay› varken

“do¤al say› kadar tamsay› vard›r” demek saçma bulunabilir.

Bu “saçmal›¤›” ilk olarak Galile farketmifltir. Galile, 0, 2,

4, 6 gibi çift say›lar› ikiye bölerek 0, 1, 2, 3 gibi do¤al say›lar-

la efllefltirmifl ve böylece çift say›larla do¤al say›lar›n “ayn› sa-

y›da” olmalar› gerekti¤ini görmüfltür. Böylece, Galile sonsuz-

lukla yap›lan aritmeti¤in bambaflka türden bir aritmetik olma-

s› gerekti¤i sonucuna varm›flt›r.

Uzunca bir süre altkümelerin üstkümelerden daha az say›da

eleman› oldu¤u düflünüldü. ‹lk kez Öklid taraf›ndan yaz›l› olarak
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ifade edilen ve çok da yanl›fl olmayan bu “parça bütününden kü-

çüktür” düflüncesi, 19’uncu yüzy›l›n sonuna kadar yayg›nd›.

19’uncu yüzy›l›n sonunda Cantor bugün herkes taraf›ndan de¤e-

ri ve “do¤rulu¤u” kabul edilen ama zaman›nda büyük tart›flma-

lara neden olan “büyüklük/küçüklük” tan›m›n› verdi.

David Hilbert, Cantor’un bu çal›flmalar›n›, “matematiksel

dehan›n en zarif ürünlerinden ve saf insan zekâs›n›n›n varabile-

ce¤i en yüce noktalardan biri” olarak tasvir etmifl ve bu yepyeni

matematiksel dünyaya “Cantor’un cenneti” ad›n› vermifltir.
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31. Sonsuz Bir Kümeden Bir 
Eleman Atmak

A
ralar›nda bir eflleme olan iki kümeye �������ya da����kü-

meler diyece¤iz. Sonlu kümeler ancak ayn› say›da elemana

sahiplerse efllenik olabilirler. Ayn› önermeyi sonsuz küme-

ler için de yapmak geçiyor içimizden ama ne yaz›k ki sonsuz bir kü-

menin eleman say›s›n›n ne demek oldu¤unu bilmiyoruz. Zaten bu

say›n›n kapak konusunun amac› da “sonsuz bir kümenin eleman sa-

y›s›” sözlerine anlam kazand›rmak ve bunu yukardaki önerme

do¤ru olacak biçimde yapmak. Yavafl yavafl da olsa o aflamaya ge-

liyoruz.

Do¤al say›lar kümesi

N = {0, 1, 2, ..., n, ... }

ile

N \ {0} = {1, 2, ..., n, ... }

pozitif do¤al say›lar kümesinin, örne¤in,

ƒ(n) = n + 1

fonksiyonu sayesinde efllenik olduklar› düflünülürse, “sonsuz bir

kümenin eleman say›s›” sözlerine anlam kazand›rman›n pek de

kolay olmayaca¤› görülür. Ama üstesinden gelece¤iz.

E¤er X ve Y kümeleri eflleniklerse, bu, X 5 Y olarak gösteri-

lir. Kümeler aras›ndaki 5 iliflkisinin flu özellikleri vard›r: Her X,

Y, Z kümesi için,



• X 5 X,

• X 5 Y ise Y 5 X,

• X 5 Y ve Y 5 Z ise X 5 Z.

Bunlar› [SKK]’da kan›tlam›flt›k. 

Hemen derin bir soru ortaya atal›m: E¤er X sonsuz bir kümey-

se, X ’ten bir eleman atarsak, kalan küme X ’e efllenik olur mu?

Yani, bir anlamda, sonsuz bir kümeden bir eleman eksilirse, “ele-

man say›s›” azal›r m›?

Her iki kümede de sonsuz tane eleman var elbette, bundan kim-

senin kuflkusu yok. Ama bu, bu iki küme aras›nda eflleme var an-

lam›na gelmez. Örne¤in, [SKK]’da R ile N aras›nda bir eflleme ol-

mad›¤›n› gördük. Yani iki sonsuz küme aras›nda bir eflleme

olmayabilir. Öte yandan, e¤er kümelerin aras›ndaki fark tek bir ele-

mansa, o zaman kümeler aras›nda bir eflleme olaca¤›n› umabiliriz.

Örnek olarak gerçel say›lar kümesi R’yi ele alal›m. R’den 0’›

atal›m. Bu iki küme birbirine baya¤› yak›n, fark› tek bir eleman

yarat›yor. Bu iki küme aras›nda bir eflleme var m›d›r? Yani, R 5R

\ {0} m›d›r? Genel sorunun yan›t›n› vermeden önce bu sorunun ya-

n›t›n› verelim. Evet! R ile R \ {0} eflleniktirler. ‹flte böyle bir eflleme:

Bu fonksiyon, R’den R \ {0} kümesine giden bir efllemedir. 

Benzer flekilde R>0 ile R≥0 aras›nda da bir eflleme bulabiliriz elbet.

Genel sorumuza geri dönelim.

Soru. X sonsuz bir küme olsun. x $ X olsun. X ile X \ {x} kü-

meleri aras›nda bir eflleme var m›d›r? 
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X = R ve x = 0 iken yan›t›n olumlu oldu¤unu gördük. Ama

olumlu yan›t›m›z gerçel say›lar› ve bu say›larla yap›lan ifllemleri

kullan›yordu. Oysa herhangi bir X kümesinde göze çarpan do¤al

bir ifllem yoktur.

Ayn› soruyu, “X sonsuz bir kümeyse ve x$X ise, X ile X \ {x}

kümeleri aras›nda bir eflleme olmal› m›d›r?” fleklinde de sorabi-

lirdik, çünkü sorumuz özünde bir inanç meselesidir, çünkü ma-

tematikte teoremler, kan›tlanmadan kabul edilen aksiyomlar sa-

yesinde kan›tlan›rlar ve hangi aksiyomu kabul edip etmemek

gerekti¤i, son analizde, neyin “do¤ru” olup olmad›¤›yla ilgili fel-

sefi bir sorudur.

Baklay› a¤z›m›zdan ç›karal›m. Yan›t olumludur. E¤er X sonsuz

bir kümeyse ve x $ X ise, X ile X \ {x} kümeleri aras›nda bir eflle-

me vard›r. Ancak böyle bir efllemenin varl›¤›n›n kan›t›, herkesin her

zaman do¤al bulmad›¤› ama bugün art›k matematikte tart›flmas›z

kabul edilen Seçim Aksiyomu’nu kullan›r.

Kan›t›n püf noktas› afla¤›daki masum görünüfllü önsavda gizlidir:

Önsav 31.1. Her sonsuz küme say›labilir sonsuzlukta bir alt-

küme bar›nd›r›r.

Kan›t Yerine: Geçmiflte kan›tlad›¤›m›z iki güçlü teoremle bu

önsav› bu aflamada kan›tlamak iflten bile de¤ildir. Ancak geçmifl

say›lar›m›za bu kadar erken referans vermemek için önsav›n ka-

n›t›n› Sonuç 33.6’ya erteliyoruz. Kan›t›n ipucunu f›s›ldayal›m: Ka-

n›t, her kümenin iyis›ralanabilece¤i olgusunu kullan›r. ■

Teorem 31.2. E¤er X sonsuz bir kümeyse ve x $ X ise, X ile

X \ {x} kümeleri aras›nda bir eflleme vard›r.

Kan›t: X \ {x} kümesi sonsuz oldu¤undan, yukardaki önsava

göre X \ {x} kümesinin say›labilir sonsuzlukta bir altkümesi var-

d›r. Bu altkümeye A diyelim ve A’n›n elemanlar›n›

A = {an : n $ N}

olarak numaraland›ral›m. fiimdi, X ile X \ {x} kümeleri aras›nda-
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ki eflleme afla¤›daki flekildeki gibi bulunabilir. ƒ : X1X \ {x} fonk-

siyonunu,

olarak tan›mlayal›m. ƒ’nin bir eflleme oldu¤u apaç›k ortada. ■

Sonuç 31.3. E¤er X sonsuz bir kümeyse, X ile X + {x} küme-

leri aras›nda bir eflleme vard›r.

Kan›t: Y = X + {x} olsun. O zaman X = Y \ {x} olur. Yukarda-

ki teoreme göre X ve Y, yani X ile X + {x} kümeleri eflleniktirler.
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