30. Cennete Hosgeldiniz!

onlu bir kiimenin eleman sayisinin ne demek oldugunu
Sherkes bilir. Ornegin, {0, 2, 6, 7, 13} kiimesinin 5 elema-
ni vardir. Bu sayimizin kapak konusunda, sonsuz bir kii-
menin “eleman sayis1” sozlerini anlamlandirip sonsuzlugu de-
recelendirecegiz. Ornegin “dogal sayilar kadar” kesirli sayilar
olacak, ama “dogal sayilardan daha fazla” gercel say1 olacak.

“Bir kiimenin eleman sayisinin ne demek oldugunu gorece-
giz” demek yerine, “bir kiimenin eleman sayisi kavramini (tanim-
layarak) yaratacagiz” demek daha uygun duserdi, ciinkii sonug
olarak matematiksel kavramlari biz zihnimizde yaratiyoruz.

Ote yandan, yarattigimiz matematiksel kavramlarin hisset-
tiklerimizle, gozlemlediklerimizle ve sagduyumuzla uyumlu ol-
malari gerektiginden, matematiksel kavramlarin bizim digimiz-
da belli bir nesnelligi olmali, onlar rastgele yaratamayiz, ta-
nimlarin hissettigimiz gergeklikle uyumlu olmalar1 gerekir.

O zaman sormamiz gereken ilk soru su: Simdilik sadece sez-
gilerimizle algiladigimiz (ama birkag sayfa 6tede matematiksel
tanimini verecegimiz) “bir kiimenin eleman sayis1” sozlerinden
ne anliyoruz, heniiz matematiksel olarak tanimlanmamis olan
bu kavram bize ne soylemeli, neyi anlatmaya ¢alismali, kavra-
min Ozellikleri ne olmali?
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[lk asamada bazi kiimelerin “sonlu”, bazi kiimelerinse
“sonsuz” olduklarini séyleyebiliriz. Ornegin {0, 2, 6, 7, 13} kii-
mesi sonludur ama dogal sayilar kiimesi N sonsuzdur.

Sonlu bir kiimenin eleman sayisinin ne demek oldugu belli:
Kiimenin her elemanina 1’den baslayarak ardisik numaralar
verilir, verilen en son numara kiimenin eleman sayisidir.

Ya bir kiimenin sonsuz olmasi ne demektir? Sonlu olmama-
st demektir elbet! Demek ki sonlu kiimenin anlamini bilirsek,
sonsuz kiimenin de anlamini biliriz: Sonlu olmayan kiimelere
sonsuz denir!

Burada “sonsuz”un bir ad degil bir sifat olarak kullanildi-
gina dikkatinizi cekerim.

Peki, sonsuz bir kiimenin eleman sayisi ne olabilir? Okurla-
rin ¢ogunun “sonsuz” diyecegini tahmin ediyorum. Dogru el-
bet! Sonsuz bir kiimede hi¢ kuskusuz sonsuz sayida eleman
vardir. Ama biz, ders notlarinin bu kisminda, kiime hakkinda
bu yanittan ¢ok daha fazla bilgi iceren bagka bir yanit bulaca-
g1z. Verecegimiz yanit, 6rnegin, dogal sayilardan ¢ok daha faz-
la gercel say1 oldugunu soyleyecek.

Ote yandan, verecegimiz yanit, tamsayilarin dogal sayilar ka-
dar oldugunu da soyleyecek, ne bir fazla ne bir eksik! Bu, biraz
degil, oldukea sasirtici, hatta biraz da rahatsiz edici. Ne de olsa
her dogal say1 bir tamsayidir ama her tamsayi (6rnegin —2) bir
dogal sayi degildir. Bariz bi¢cimde daha fazla tamsay1 varken
“dogal say1 kadar tamsayi vardir” demek sa¢gma bulunabilir.

Bu “sacmaligi” ilk olarak Galile farketmistir. Galile, 0, 2,
4, 6 gibi cift sayilari ikiye bolerek 0, 1, 2, 3 gibi dogal sayilar-
la eglestirmis ve boylece cift sayilarla dogal sayilarin “ayni sa-
yida” olmalari gerektigini gormustir. Boylece, Galile sonsuz-
lukla yapilan aritmetigin bambaska tiirden bir aritmetik olma-
s1 gerektigi sonucuna varmustir.

Uzunca bir stre altkiimelerin tstkiimelerden daha az sayida
elemani oldugu diisiiniildii. [lk kez Oklid tarafindan yazili olarak
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ifade edilen ve ¢ok da yanlis olmayan bu “par¢a butiiniinden kii-
ciiktir” dusiincesi, 19’uncu yiizyilin sonuna kadar yaygindi.
19’uncu yiizyilin sonunda Cantor bugiin herkes tarafindan dege-
ri ve “dogrulugu” kabul edilen ama zamaninda biytik tartisma-
lara neden olan “buytklik/kuguklik” tanimini verdi.

David Hilbert, Cantor’un bu calismalarini, “matematiksel
dehanin en zarif uriinlerinden ve saf insan zekasininin varabile-
cegi en yiice noktalardan biri” olarak tasvir etmis ve bu yepyeni
matematiksel diinyaya “Cantor’un cenneti” adini vermistir.



31. Sonsuz Bir Kiimeden Bir
Eleman Atmak

ralarinda bir egleme olan iki kiimeye eslenik ya da denk kii-
Ameler diyecegiz. Sonlu kiimeler ancak ayni sayida elemana

sahiplerse eslenik olabilirler. Ayni 6nermeyi sonsuz kiime-
ler igin de yapmak gegiyor icimizden ama ne yazik ki sonsuz bir kii-
menin eleman sayisinin ne demek oldugunu bilmiyoruz. Zaten bu
saymnin kapak konusunun amaci da “sonsuz bir kiimenin eleman sa-
yis1” sozlerine anlam kazandirmak ve bunu yukardaki 6nerme
dogru olacak bi¢cimde yapmak. Yavas yavas da olsa o asamaya ge-
liyoruz.
Dogal sayilar kiimesi

N={0,1,2,..,7 ..}
ile
N\{0}={1,2,..,n,..}
pozitif dogal sayilar kiimesinin, 6rnegin,
fln)=n+1
fonksiyonu sayesinde eslenik olduklar: diigtiniilirse, “sonsuz bir
kiimenin eleman sayis1” sozlerine anlam kazandirmanin pek de
kolay olmayacag: goriilir. Ama tistesinden gelecegiz.
Eger X ve Y kiimeleri esleniklerse, bu, X ~ Y olarak gosteri-

lir. Kiimeler arasindaki ~ iligkisinin su 6zellikleri vardir: Her X,
Y, Z kiimesi igin,
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* X~ X,

e X~VYise Y= X,

e X~YveYrZise X~ Z.

Bunlari [SKK]’da kanitlamistik.

Hemen derin bir soru ortaya atalim: Eger X sonsuz bir kiimey-
se, X’ten bir eleman atarsak, kalan kiime X’e eslenik olur mu?
Yani, bir anlamda, sonsuz bir kiimeden bir eleman eksilirse, “ele-
man sayis1” azalir mi?

Her iki kiimede de sonsuz tane eleman var elbette, bundan kim-
senin kuskusu yok. Ama bu, bu iki kiime arasinda egleme var an-
lamina gelmez. Ornegin, [SKK]’da R ile N arasinda bir esleme ol-
madigim gordik. Yani iki sonsuz kiime arasinda bir esleme
olmayabilir. Ote yandan, eger kiimelerin arasindaki fark tek bir ele-
mansa, o zaman kiimeler arasinda bir esleme olacagini umabiliriz.

Ornek olarak gercel sayilar kiimesi R’yi ele alalim. R’den 0’1
atalim. Bu iki kiime birbirine bayag: yakin, fark: tek bir eleman
yaratiyor. Bu iki kiime arasinda bir egleme var midir? Yani, R » R
\ {0} mudir? Genel sorunun yanitini vermeden 6nce bu sorunun ya-
mitint verelim. Evet! R ile R \ {0} esleniktirler. Iste boyle bir esleme:
Bu fonksiyon, R’den R \ {0} kimesine giden bir eslemedir.

x+1 eger x e N ise
g<x>—{ 8

x eger x ¢ N ise

Benzer sekilde R>0 ile R0 arasinda da bir esleme bulabiliriz elbet.
g g g g g g

001 2 3 4 S 6

g

Genel sorumuza geri donelim.

Soru. X sonsuz bir kiime olsun. x € X olsun. X ile X \ {x} kii-
meleri arasinda bir esleme var nudir?
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X = R ve x = 0 iken yanitin olumlu oldugunu gordiik. Ama
olumlu yanitimiz gercel sayilar1 ve bu sayilarla yapilan iglemleri
kullaniyordu. Oysa herhangi bir X kiimesinde goze ¢arpan dogal
bir igslem yoktur.

Ayni soruyu, “X sonsuz bir kiimeyse ve x € X ise, X ile X \ {x}
ktimeleri arasinda bir esleme olmali midir?” seklinde de sorabi-
lirdik, ¢unkii sorumuz 6zunde bir inan¢ meselesidir, ¢ciinkii ma-
tematikte teoremler, kanitlanmadan kabul edilen aksiyomlar sa-
yesinde kanitlanirlar ve hangi aksiyomu kabul edip etmemek
gerektigi, son analizde, neyin “dogru” olup olmadigyla ilgili fel-
sefi bir sorudur.

Baklay1 agzimizdan ¢ikaralim. Yanit olumludur. Eger X sonsuz
bir kiimeyse ve x € X ise, X ile X \ {x} kiimeleri arasinda bir esle-
me vardir. Ancak boyle bir eslemenin varliginin kaniti, herkesin her
zaman dogal bulmadigi ama bugiin artik matematikte tartigmasiz
kabul edilen Se¢im Aksiyomu’nu kullanir.

Kanitin puif noktast agagidaki masum gortiniislis onsavda gizlidir:

Onsav 31.1. Her sonsuz kiime sayilabilir sonsuzlukta bir alt-
kiime barmdirir.

Kanit Yerine: Ge¢miste kanitladigimiz iki giiglii teoremle bu
onsavi bu asamada kanitlamak isten bile degildir. Ancak ge¢mis
sayilarimiza bu kadar erken referans vermemek i¢in 6nsavin ka-
nitint Sonug 33.6’ya erteliyoruz. Kanitin ipucunu fisildayalim: Ka-
nit, her kiimenin iyisiralanabilecegi olgusunu kullanir. O

Teorem 31.2. Eger X sonsuz bir kiimeyse ve x € X ise, X ile
X\ {x} kiimeleri arasinda bir esleme vardir.

Kanit: X\ {x} kiimesi sonsuz oldugundan, yukardaki 6nsava
gore X \ {x} kiimesinin sayilabilir sonsuzlukta bir altkimesi var-
dir. Bu altkiimeye A diyelim ve A’nin elemanlarini

A={a,:neNj
olarak numaralandiralim. Simdi, X ile X \ {x} kiimeleri arasinda-
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A X\(A v {x})

\
V1l oal X\ (AU )
Vit , X\ ix)
Y ) .. °
Apd1dy 4, Ay Y

ki egleme asagidaki sekildeki gibi bulunabilir. f: X — X\ {x} fonk-
siyonunu,

a eger z = x ise
f(z)=44a,.1 eger z = a, 1se
k4 diger durumlarda

olarak tanimlayalim. f’nin bir esleme oldugu apacik ortada. [

Sonuc 31.3. Eger X sonsuz bir kiimeyse, X ile X U {x} kiime-
leri arasinda bir esleme vardir.

Kanit: Y = X U {x} olsun. O zaman X = Y\ {x} olur. Yukarda-
ki teoreme gore X ve Y, yani X ile X U {x} kiimeleri egleniktirler.



