7. Kesirli Say1 Dizileri

7.1. Diziler
izinin matematiksel taniminmi Bolim 1.5’te gormistik:
Eger X bir kuiimeyse, bir X-dizisi, dogal sayilar kiimesi

N’den X’e giden bir fonksiyondur ya da - ayni sey - [Iy X
kartezyen ¢arpiminin bir elemanidir. Ama biz bu kadar bigim-
sel dustinmeyip, diziyi her matematik¢i nasil algiliyorsa, oyle
algilayacagiz:

X0y X15 X2y oo
turtinden bir listeye matematikte dizi denir. x, x1, x, elemanla-
rina dizinin terimleri adi verilir. Terimler belli bir kiimeden se-
cilirler. Belli bir asamada biten dizilere sonlu dizi denir ama bi-
zim dizilerimiz hi¢bir zaman sonlu olmayacaklar, yani bizim di-
zilerimizde her 7 dogal sayisi icin bir x,, terimi verilmis olacak.
Ama dikkat, gene de {x, : # € N} kiimesi sonlu olabilir. Bir di-
zinin terimleri kesirli sayiysa, diziye kesirli sayilar dizisi denir.
Bu boliimde sadece kesirli sayilar dizilerinden s6zedecegimiz-
den, “kesirli sayilar” ibaresini kaldirip sadece “dizi” demekle
yetinecegiz.

Diziler,

X0y X15 X2y oo

biciminde gosterildigi gibi daha tikiz bir yazilimla,
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olarak da gosterilirler. Ornegin,

(1/(n+1)),,
dizisi,

1, 1/2, 1/3, 1/4, ...
dizisini ifade eder. Ayni diziyi,
(1/1) ,en (o)
olarak da gosterebilirdik. Hatta anlasilmasi daha kolay olsun
diye,
(1/n),24,2,3,..yada (Un), .
olarak da gosterebiliriz. Kimileyin kendimizi yazinin heyecani-
na kaptirip yukardaki diziyi
(1/n),
olarak gosterirsek okur bizi bagislasin lutfen.
Degisik dizi yazilimlar1 matematikte sik sik kullanilir. Or-

negin,

(1/ p )p asal

yazilimi,
1/2, 1/3, 1/5, 1/7, 1/11, ...
dizisi anlamina gelir.

Kolaylik olsun diye bir (x,), dizisini hemen hemen her za-
man x olarak kisaltacagiz:

X = (xn)n
Bunun gibi y = (y,,),, ve z = (z,,),, yazacagiz. Bir x dizisinden sozet-
tigimizde de, x’in terimlerini x,, olarak yazmaya 6zen gosterme-
ye calisacagiz.

Tim terimleri esit olan bir diziye sabit dizi adi verilir. Boyle
bir dizi, bir @ € Q sabiti i¢in (a), olarak yazilabilir. Bu diziye sa-
bit a dizisi denir. Sabit a dizisini s(a) olarak gosterecegiz. Demek
ki s(a) dizisinin her terimi a’ya esit, yani her z dogal sayisi igin,

s(a),, =a
esitligi gegerlidir. Sabit O ve sabit 1 dizileri 6zellikle ve genel ola-
rak sabit diziler 6zel 6nem arzedecek ilerde.
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X, (x,), dizisinin n’inci terimidir. Demek ki, 1, (1/n),, dizi-
sinin sifiriner terimidir. (1/p),, 45, dizisinin Gglinct  terimi
1/7°dir; ne 1/3’tur ne de 1/5!

n, x,, teriminin gostergeci, belirteci ya da endisidir.

Kesirli sayilar dizilerinden olusan kiimesine &) adini verelim.

Demek ki @ = Fonk(N, Q) = Iy N.

7.2. Dizilerle Islemler

Iki diziyi terim terim toplayabiliriz: x = (x,,),, ve y = (,,),, ise,

x + vy dizisini,
xj'yz(xn"'yn)n

olarak tanmimlayabiliriz. Ornegin,

(/n)uenn (o) + (170)) asal
dizisini toplamak icin, bu iki dizinin terimlerini,

1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, ...
ve

1/2,1/3, 1/5, 1/7, 1/11, ...
olarak yazip sirayla toplariz ve
3/2, 5/6, 8/15, 11/28, 16/55, ...

dizisini elde ederiz.

Sadece toplama degil, dizilerle ¢ikarma ve ¢arpma da yapa-
biliriz. Tim iglemler terim terim yapilabilir. Terim terim bolme
yapabilmek icin, bolen dizinin tim terimleri 0’dan farkl olma-
li. Ayrica sabit 0 dizisi s(0), dizileri toplamanin, sabit 1 dizisi
s(1) de dizileri carpmanin etkisiz elemanidir.

Kisacasi dizi toplama ve ¢carpmasi, aynen N’den Q’ya giden
fonksiyonlarin noktasal toplama ve ¢arpmasidir. Bkz. [SKK].

& kumesi toplama ve ¢arpma islemleri altinda ve s(0) ve
s(1) sabit dizileriyle birlikte degismeli bir halkadir. Yani

(A, +, %, 5(0), s(1))
yapisi degismeli bir halkadir. Bunun kaniti son derece kolaydir
ve okura birakilmistir. Ornek olarak ¢arpmanin toplamaya gé-
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re dagildigini, yani her x, y, z € & igin,
x(y +2) =xy +x2
esitligini kanitlayalim. x = (x,,),,, y = (¥,,),, ve 2 = (z,,),, olsun. O
zaman,
%) (Vi) + (24)0)
X)u(Vn + Zu)n
XY * XnZon)n
XpYn)n + (XnZ)n
=6 ()Y + (%) u(20),s
=7 Xy + x2.

x(y +z2)=

Burada birinci ve yedinci esitliklerde x, y ve z dizilerinin ta-
nimint yazdik. Ikinci ve altinc esitliklerde dizilerde toplamanin
tanimini kullandik. Ugiincii ve besinci esitliklerde dizileri ¢arp-
manin tanimint kullandik. Dordiincti esitlikte ise kesirli sayilar-
da carpmanin toplamaya gore dagilimini kanitladik.

Istenen her esitlik, Q’deki benzer esitlige indirgenerek yu-
kardaki 6rnekte oldugu gibi kolaylikla kanitlanabilir.

Her halkanin oldugu gibi & halkasinin da tersinir eleman-
larini tanimlayabiliriz: Bir y € & dizisi igin xy = s(1) esitliginin
saglandigi @’nin x dizilerine &’ nin tersinir elemanlar: denir.
&’nin tersinir elemanlar1 kiimesi @* olarak yazilir. Belli ki
eger bir x = (x,,), dizisi tersinirse, x,, terimlerinin her biri 0’dan
degisik olmalidir ve bu dizinin tersi (1/x,,),, dizisidir. Bu durum-
da tahmin edilecegi iizere, x = (x,,), dizisinin tersi x~1 olarak
yazilir: x~1 = (1/x,),. Sonug olarak,

D*={x e P :biry e @ dizisi igin xy = s(1)}
={x € & :her n € N i¢in x,, # 0}.

Dizilerle ilgili bir seye dikkat etmek gerekir: x ve y dizileri sa-
bit 0 dizisi olmasalar da ¢arpimlari sabit 0 dizisi olabilir. Ornegin,
0,1,0,1,0, ...

dizisiyle
1,0,1,0,1, ..
dizisinin ¢arpimi sabit 0 dizisi s(0)’dur.
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7.3. Smiurh Diziler
Bazi diziler iistten simirhidir. Ornegin,
0,-1,-2,-3, -4, ...

dizisi Gstten sinirhdir, terimleri belli bir sayiy1, 6rnegin 0’1 ya da
1’i asamaz. Ama bu dizi alttan sinirli degildir. Bazi diziler hem
ustten hem de alttan sinirhdir. Hem alttan hem de tistten sinirh
dizilere kisaca simirl: diziler diyecegiz. Sabit dizilerin hepsi sinir-
Ii dizilerdir elbet. Dolayisiyla s(0) ve s(1) dizileri de sinirli dizi-
lerdir. (1/n),, , o dizisi de sinirhdir. Eger x4 € [1, 2] ise, Bolim
7B’de tanimlanan (x,,),, dizisinin terimleri de bu araliktadir (¢ok
kolay alistirma), dolayisiyla dizi sinirhdir. Bir x = (x,,),, dizisinin
sinirli olmast igin (Ix,|),, dizisinin tstten sinirl olmasi yeter ve
gerek kosuldur. (Kesirli sayilarda mutlak degerle okurun hagir
nesir oldugunu varsayiyoruz Bkz Bolim 6 ve 6A’nin sonu.)

Siirli diziler kiimesini ¢ olarak gosterecegiz.98 kiimesi
toplama, ¢ikarma ve ¢arpma altinda kapalidir ve bunun kaniti
oldukca kolaydir.

Onsav 7.1. @, D’nin bir althalkasidir, yani toplama, ¢i-
karma ve carpma altinda kapalidir ve s(0) ve s(1) sabit dizileri
B’dedir.

Kanit: x = (x,,), ve y = (x,,),, iki sinirh dizi olsun. a ve b ke-
sirli sayilari sirasiyla {lx,| : 7 € N} ve {ly,| : n € N} kiimelerinin
birer tistsinirt olsun, yani her # € N igin,

lx,|<avelyl<b
olsun. O zaman, her 7 € N igin,
lx, + y,| <lx,| + 1y, |<a+b,
lx, — vy, <lx,| + 1y, | <a+b,
lx, v, = Ix,lly,| <ab
esitsizlikleri gegerlidir. Demek ki x + vy, x — y ve xy dizileri si-
nirhidir. (]
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Bir y € 98 dizisi i¢in xy = s(1) esitliginin saglandig1 x € %
dizilerine ¢4’nin tersinir elemanlar: denir ve bu elemanlardan
olusan kiime 98* olarak yazilir. Dikkat: ¢4’nin bir elemaninin
tersinir olmasi icin bu elemanin &’de tersinir olmasi yetmez,
ayrica elemanin tersinin 93’de de olmasi gerekir. Yani¢4’nin bir
x = (x,,),, elemaninin tersinir olmasi icin, elbette her x, # 0 ol-
malidir, ama bu yeterli degildir, ayrica bir de (1/x,,),, dizisi si-
nirh olmalidir. Ornegin (1/#),, dizisi hem ¢3°de hem de &*’da-
dir ama ¢*’da degildir, ¢ctinkti bu dizinin (¥*’da) tersi olan
(n),, dizisi sinirh degildir. Yani

B* < B D*
dir ama esitlik dogru degildir.

(1), ag*

B

7B*

o(1/n),

(1/x,,),, dizisinin sinirl olmast icin (x,,), dizisinin 0’a belli bir
uzaklikta durmasi, ¢ok yaklasamamasi gerekmektedir. Ornegin,
5,1/2,5,1/3, 5, 1/4, 5, 1/5, 5, 1/6, 5, ...
dizisinin 0’a ¢ok yaklastigi anlar olmaktadir. Bu sinirli dizi &@’de

tersinirdir ama ¢4°de tersinir degildir, ciinkii &’deki tersi olan
1/5, 2, 1/5, 3, 1/5, 4, 1/5, 5, 1/5, 6, 1/5, ...
dizisi sinirh degildir.
98 halkasinin tersinir elemanlarini belirlemek gtizel bir alig-
tirmadir. Yapalim:

Onsav 7.2. Bir x = (x,)),, € @B dizisinin ($8°de) tersinir olma-
st igin,
“oyle bir pozitif & kesirli sayist vardir ki, ber n igin Ix,| > 8,”
kosulu yeter ve gerektir.
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Kanit: Dizi ¢8*’daysa, (1/x,,),, dizisi sinirhidir. Demek ki bir
B > 0 sayisi icin |1/x,,| < B kosulu saglanir ve Ix,| > 1/B olur. Di-
ger yandan: Ix,| >3 > 0 ise, x,, # 0 olur ve 1/x,, diye bir kesirli
sayl vardir. Kosuldan dolay1 I1/x,| = 1/Ix,| < 1/8. Demek ki
(1/x,,),, dizisi sinirli. ]

Bu onsavdaki kosulu saglayan dizilere 0’dan uzak duran
diziler diyelim. Yani ¢’nin tersinir elemanlari, ¢’nin 0’dan
uzak duran elemanlaridir.

7.4. Sabit ve Zamanla Sabitlesen Diziler

Sabit diziler toplama, ¢ikarma ve ¢carpma altinda kapahdirlar
elbet: Iki sabit dizinin toplami, farki ve carpimi da sabit dizidir,
matematiksel soylemle sabit diziler kiimesi &) halkasinin bir “alt-
halkas1”dir, hatta sabit diziler halkas1 Q’ya ¢ok cok benzeyen bir
halkadir, hem kiime olarak hem de islemleriyle. Ornegin sabit a
dizisiyle sabit b dizisinin toplami sabit a + b dizisidir, yani

s(a) + s(b) = s(a + b)
dir. Benzer esitlikler ¢ikarma ve ¢arpma icin de gegerlidir. Buna
matematikte, Q halkasiyla sabit diziler halkasi esyapisal halka-
lardir denir. Eger sabit diziler halkasini /* olarak gosterirsek,
s: Q-o>J

fonksiyonu iki halka arasinda bir “esyapi eslemesi”dir, yani
toplamaya ve ¢arpmaya saygi duyan bir eslemedir. (Bu fonksi-
yon bir a sayisini sabit a dizisi olan s(a)’ya gonderir ve iki hal-
ka arasindaki tek esyap1 eslemesidir (neden?))

Bir de zamanla sabitlesen diziler vardir. Bu diziler ilk tril-
yon terimde sabit olmayabilirler ama bir zaman sonra sabitle-
sip tum terimleri birbirine esit olurlar. Yani bir (x,,), dizisinin
zamanla sabitlesen dizi olmasi icin, oyle bir N olmali ki, her
n, m > N i¢in, x,, = x,, olmahdir.

Her sabit dizi zamanla sabitlesen dizidir elbette. Zamanla
sabitlesen diziler de toplama, ¢ikarma ve ¢arpma altinda kapa-
lidir. Bunu okura alistirma olarak birakiyoruz.
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Alistirmalar

1.x = (x,), ve y = (y,), iki dizi olsun. Eger belli N ve M do-

gal sayilar1 ve her k igin,
XN+k = YM+k

oluyorsa, o zaman x ve y’nin ortak kuyruklar: olduklarini soy-
leyelim. Ornegin,

3, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, ...
dizisiyle

7,5, 1/4,1/5, 1/6, ...
dizilerinin ortak kuyruklari vardir (6rnegin 1/4, 1/5, 1/6, 1/7,
1/8, ... kuyrugu).

x =y < x ve y’nin ortak kuyruklar: var.

Bunun bir denklik iligkisi oldugu bariz olmali. [x], x dizisi-

nin denklik sinifin1 simgelesin. &/= kiimesi tizerine tanimlanan
[x] £ [y] = [x £ y]
[x][y] = [x y]

+, — ve x iglemlerinin iyi tanimlandigini kanitlayin, yani, or-
negin, [x] = [x'] ve [y] = [y'] ise, [x £ y] = [x" + y'] esitligini kanit-
layin.

2. {x,, : n € N} kiimesinin sonlu oldugu (x,,), dizilerinin kii-
mesinin ¢8’nin bir althalkasi oldugunu kanitlayn.

3. Zamanla devirlesen dizilerin sinirli diziler halkasi ¢4’nin
bir althalkasi oldugunu kanitlayin. (Eger belli bir N ve k ve her
7 IGIN AN, pyr = AN4p €SitliS1 saglaniyorsa (a,,),, dizisine zaman-
la devirlesen dizi ad1 verilir.



