
7. Kesirli Say› Dizileri

7.1. Diziler

Dizinin matematiksel tan›m›n› Bölüm 1.5’te görmüfltük:

E¤er X bir kümeyse, bir X-dizisi, do¤al say›lar kümesi

#’den X’e giden bir fonksiyondur ya da - ayn› fley - "# X

kartezyen çarp›m›n›n bir eleman›d›r. Ama biz bu kadar biçim-

sel düflünmeyip, diziyi her matematikçi nas›l alg›l›yorsa, öyle

alg›layaca¤›z:

x0, x1, x2, ...

türünden bir listeye matematikte 
����denir. x0, x1, x2 elemanla-

r›na 
����������������ad› verilir. Terimler belli bir kümeden se-

çilirler. Belli bir aflamada biten dizilere 	
�������denir ama bi-

zim dizilerimiz hiçbir zaman sonlu olmayacaklar, yani bizim di-

zilerimizde her n do¤al say›s› için bir xn terimi verilmifl olacak.

Ama dikkat, gene de {xn : n $ #} kümesi sonlu olabilir. Bir di-

zinin terimleri kesirli say›ysa, diziye ��	����	
���
�����	�denir.

Bu bölümde sadece kesirli say›lar dizilerinden sözedece¤imiz-

den, “kesirli say›lar” ibaresini kald›r›p sadece “dizi” demekle

yetinece¤iz.

Diziler,

x0, x1, x2, ...

biçiminde gösterildi¤i gibi daha t›k›z bir yaz›l›mla,



(xn)n

olarak da gösterilirler. Örne¤in,

(1/(n+1))n

dizisi,

1, 1/2, 1/3, 1/4, ...

dizisini ifade eder. Ayn› diziyi,

(1/n)n$# \ {0}

olarak da gösterebilirdik. Hatta anlafl›lmas› daha kolay olsun

diye,

(1/n)n = 1, 2, 3, ... ya da (1/n)n %*0

olarak da gösterebiliriz. Kimileyin kendimizi yaz›n›n heyecan›-

na kapt›r›p yukardaki diziyi

(1/n)n

olarak gösterirsek okur bizi ba¤›fllas›n lütfen.

De¤iflik dizi yaz›l›mlar› matematikte s›k s›k kullan›l›r. Ör-

ne¤in,

(1/p)p asal

yaz›l›m›,

1/2, 1/3, 1/5, 1/7, 1/11, ...

dizisi anlam›na gelir.

Kolayl›k olsun diye bir (xn)n dizisini hemen hemen her za-

man x olarak k›saltaca¤›z:

x = (xn)n.

Bunun gibi y = (yn)n ve z = (zn)n yazaca¤›z. Bir x dizisinden sözet-

ti¤imizde de, x’in terimlerini xn olarak yazmaya özen gösterme-

ye çal›flaca¤›z.

Tüm terimleri eflit olan bir diziye sabit dizi ad› verilir. Böyle

bir dizi, bir a $ ! sabiti için (a)n olarak yaz›labilir. Bu diziye sa-

bit a dizisi denir. Sabit a dizisini s(a) olarak gösterece¤iz. Demek

ki s(a) dizisinin her terimi a’ya eflit, yani her n do¤al say›s› için,

s(a)n = a

eflitli¤i geçerlidir. Sabit 0 ve sabit 1 dizileri özellikle ve genel ola-

rak sabit diziler özel önem arzedecek ilerde.
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xn, (xn)n dizisinin n’inci terimidir. Demek ki, 1, (1/n)n dizi-

sinin s›f›r›nc› terimidir. (1/p)p asal dizisinin üçüncü terimi

1/7’dir; ne 1/3’tür ne de 1/5!

n, xn teriminin göstergeci, belirteci ya da endisidir.

Kesirli say›lar dizilerinden oluflan kümesine D ad›n› verelim.

Demek ki D = Fonk(N, !) = "# #.

7.2. Dizilerle ‹fllemler
‹ki diziyi terim terim toplayabiliriz: x = (xn)n ve y = (yn)n ise,

x + y dizisini,

x + y = (xn + yn)n

olarak tan›mlayabiliriz. Örne¤in,

(1/n)n$# \ {0} + (1/p)p asal

dizisini toplamak için, bu iki dizinin terimlerini,

1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, ...

ve

1/2, 1/3, 1/5, 1/7, 1/11, ...

olarak yaz›p s›rayla toplar›z ve

3/2, 5/6, 8/15, 11/28, 16/55, ...

dizisini elde ederiz. 

Sadece toplama de¤il, dizilerle ç›karma ve çarpma da yapa-

biliriz. Tüm ifllemler terim terim yap›labilir. Terim terim bölme

yapabilmek için, bölen dizinin tüm terimleri 0’dan farkl› olma-

l›. Ayr›ca sabit 0 dizisi s(0), dizileri toplaman›n, sabit 1 dizisi

s(1) de dizileri çarpman›n etkisiz eleman›d›r.

K›sacas› dizi toplama ve çarpmas›, aynen #’den !’ya giden

fonksiyonlar›n noktasal toplama ve çarpmas›d›r. Bkz. [SKK].

D kümesi toplama ve çarpma ifllemleri alt›nda ve s(0) ve

s(1) sabit dizileriyle birlikte de¤iflmeli bir halkad›r. Yani

(D , +, !, s(0), s(1))

yap›s› de¤iflmeli bir halkad›r. Bunun kan›t› son derece kolayd›r

ve okura b›rak›lm›flt›r. Örnek olarak çarpman›n toplamaya gö-
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re da¤›ld›¤›n›, yani her x, y, z $ D için,

x(y + z) = xy + xz

eflitli¤ini kan›tlayal›m. x = (xn)n, y = (yn)n ve z = (zn)n olsun. O

zaman, 

x(y + z) =1 (xn)n((yn)n + (zn)n)

=2 (xn)n(yn + zn)n

=3 (xn(yn + zn))n

=4 (xnyn + xnzn)n

=5 (xnyn)n + (xnzn)n

=6 (xn)n(yn)n + (xn)n(zn)n

=7 xy + xz.

Burada birinci ve yedinci eflitliklerde x, y ve z dizilerinin ta-

n›m›n› yazd›k. ‹kinci ve alt›nc› eflitliklerde dizilerde toplaman›n

tan›m›n› kulland›k. Üçüncü ve beflinci eflitliklerde dizileri çarp-

man›n tan›m›n› kulland›k. Dördüncü eflitlikte ise kesirli say›lar-

da çarpman›n toplamaya göre da¤›l›m›n› kan›tlad›k.

‹stenen her eflitlik, !’deki benzer eflitli¤e indirgenerek yu-

kardaki örnekte oldu¤u gibi kolayl›kla kan›tlanabilir.

Her halkan›n oldu¤u gibi D halkas›n›n da tersinir eleman-

lar›n› tan›mlayabiliriz: Bir y $ D dizisi için xy = s(1) eflitli¤inin

sa¤land›¤› D ’nin x dizilerine D ’nin tersinir elemanlar› denir.

D ’nin tersinir elemanlar› kümesi D* olarak yaz›l›r. Belli ki

e¤er bir x = (xn)n dizisi tersinirse, xn terimlerinin her biri 0’dan

de¤iflik olmal›d›r ve bu dizinin tersi (1/xn)n dizisidir. Bu durum-

da tahmin edilece¤i üzere, x = (xn)n dizisinin tersi x 1 olarak

yaz›l›r: x 1 = (1/xn)n. Sonuç olarak,

D* = {x $ D : bir y $ D dizisi için xy = s(1)}

= {x $ D : her n $ # için xn % 0}.

Dizilerle ilgili bir fleye dikkat etmek gerekir: x ve y dizileri sa-

bit 0 dizisi olmasalar da çarp›mlar› sabit 0 dizisi olabilir. Örne¤in,

0, 1, 0, 1, 0, ...

dizisiyle

1, 0, 1, 0, 1, ...

dizisinin çarp›m› sabit 0 dizisi s(0)’d›r.
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7.3. S›n›rl› Diziler
Baz› diziler üstten s›n›rl›d›r. Örne¤in,

0,  1,  2,  3,  4, ... 

dizisi üstten s›n›rl›d›r, terimleri belli bir say›y›, örne¤in 0’› ya da

1’i aflamaz. Ama bu dizi alttan s›n›rl› de¤ildir. Baz› diziler hem

üstten hem de alttan s›n›rl›d›r. Hem alttan hem de üstten s›n›rl›

dizilere k›saca s›n›rl› diziler diyece¤iz. Sabit dizilerin hepsi s›n›r-

l› dizilerdir elbet. Dolay›s›yla s(0) ve s(1) dizileri de s›n›rl› dizi-

lerdir. (1/n)n %*0 dizisi de s›n›rl›d›r. E¤er x0 $ [1, 2] ise, Bölüm

7B’de tan›mlanan (xn)n dizisinin terimleri de bu aral›ktad›r (çok

kolay al›flt›rma), dolay›s›yla dizi s›n›rl›d›r. Bir x = (xn)n dizisinin

s›n›rl› olmas› için (|xn|)n dizisinin üstten s›n›rl› olmas› yeter ve

gerek kofluldur. (Kesirli say›larda mutlak de¤erle okurun hafl›r

neflir oldu¤unu varsay›yoruz Bkz Bölüm 6 ve 6A’n›n sonu.) 

S›n›rl› diziler kümesini B olarak gösterece¤iz.B kümesi

toplama, ç›karma ve çarpma alt›nda kapal›d›r ve bunun kan›t›

oldukça kolayd›r.

Önsav 7.1. B , D ’nin bir althalkas›d›r, yani toplama, ç›-

karma ve çarpma alt›nda kapal›d›r ve s(0) ve s(1) sabit dizileri

B ’dedir.

Kan›t: x = (xn)n ve y = (xn)n iki s›n›rl› dizi olsun. a ve b ke-

sirli say›lar› s›ras›yla {|xn| : n $ #} ve {|yn| : n $ #} kümelerinin

birer üsts›n›r› olsun, yani her n $ # için,

|xn| ≤ a ve |yn| ≤ b

olsun. O zaman, her n $ # için,

|xn + yn| ≤ |xn| + |yn| ≤ a + b,

|xn  yn| ≤ |xn| + |yn| ≤ a + b,

|xnyn| = |xn||yn| ≤ ab

eflitsizlikleri geçerlidir. Demek ki x + y, x  y ve xy dizileri s›-

n›rl›d›r. n
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Bir y $ B dizisi için xy = s(1) eflitli¤inin sa¤land›¤› x $ B

dizilerine B ’nin tersinir elemanlar› denir ve bu elemanlardan

oluflan küme B* olarak yaz›l›r. Dikkat: B ’nin bir eleman›n›n

tersinir olmas› için bu eleman›n D ’de tersinir olmas› yetmez,

ayr›ca eleman›n tersinin B ’de de olmas› gerekir. YaniB ’nin bir

x = (xn)n eleman›n›n tersinir olmas› için, elbette her xn % 0 ol-

mal›d›r, ama bu yeterli de¤ildir, ayr›ca bir de (1/xn)n dizisi s›-

n›rl› olmal›d›r. Örne¤in (1/n)n dizisi hem B ’de hem de D*’da-

d›r ama B*’da de¤ildir, çünkü bu dizinin (D*’da) tersi olan

(n)n dizisi s›n›rl› de¤ildir. Yani

B* 2 B ) D*

dir ama eflitlik do¤ru de¤ildir.

(1/xn)n dizisinin s›n›rl› olmas› için (xn)n dizisinin 0’a belli bir

uzakl›kta durmas›, çok yaklaflamamas› gerekmektedir. Örne¤in,

5, 1/2, 5, 1/3, 5, 1/4, 5, 1/5, 5, 1/6, 5, ...

dizisinin 0’a çok yaklaflt›¤› anlar olmaktad›r. Bu s›n›rl› dizi D ’de

tersinirdir ama B ’de tersinir de¤ildir, çünkü D ’deki tersi olan

1/5, 2, 1/5, 3, 1/5, 4, 1/5, 5, 1/5, 6, 1/5, ...

dizisi s›n›rl› de¤ildir.

B halkas›n›n tersinir elemanlar›n› belirlemek güzel bir al›fl-

t›rmad›r. Yapal›m:

Önsav 7.2. Bir x = (xn)n $ B dizisinin (B ’de) tersinir olma-

s› için,

“öyle bir pozitif F kesirli say›s› vard›r ki, her n için |xn| ≥ F,”

koflulu yeter ve gerektir.
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Kan›t: Dizi B*’daysa, (1/xn)n dizisi s›n›rl›d›r. Demek ki bir

B > 0 say›s› için |1/xn| ≤ B koflulu sa¤lan›r ve |xn| ≥ 1/B olur. Di-

¤er yandan: |xn| ≥ F > 0 ise, xn % 0 olur ve 1/xn diye bir kesirli

say› vard›r. Kofluldan dolay› |1/xn| = 1/|xn| ≤ 1/F. Demek ki

(1/xn)n dizisi s›n›rl›. n

Bu önsavdaki koflulu sa¤layan dizilere 0’dan uzak duran

diziler diyelim. Yani B ’nin tersinir elemanlar›, B ’nin 0’dan

uzak duran elemanlar›d›r.

7.4. Sabit ve Zamanla Sabitleflen Diziler
Sabit diziler toplama, ç›karma ve çarpma alt›nda kapal›d›rlar

elbet: ‹ki sabit dizinin toplam›, fark› ve çarp›m› da sabit dizidir,

matematiksel söylemle sabit diziler kümesi D halkas›n›n bir “alt-

halkas›”d›r, hatta sabit diziler halkas› !’ya çok çok benzeyen bir

halkad›r, hem küme olarak hem de ifllemleriyle. Örne¤in sabit a

dizisiyle sabit b dizisinin toplam› sabit a + b dizisidir, yani

s(a) + s(b) = s(a + b)

dir. Benzer eflitlikler ç›karma ve çarpma için de geçerlidir. Buna

matematikte, ! halkas›yla sabit diziler halkas› eflyap›sal halka-

lard›r denir. E¤er sabit diziler halkas›n› S olarak gösterirsek,

s : ! ( S

fonksiyonu iki halka aras›nda bir “eflyap› efllemesi”dir, yani

toplamaya ve çarpmaya sayg› duyan bir efllemedir. (Bu fonksi-

yon bir a say›s›n› sabit a dizisi olan s(a)’ya gönderir ve iki hal-

ka aras›ndaki tek eflyap› efllemesidir (neden?))

Bir de zamanla sabitleflen diziler vard›r. Bu diziler ilk tril-

yon terimde sabit olmayabilirler ama bir zaman sonra sabitle-

flip tüm terimleri birbirine eflit olurlar. Yani bir (xn)n dizisinin

zamanla sabitleflen dizi olmas› için, öyle bir N olmal› ki, her

n, m > N için, xn = xm olmal›d›r.

Her sabit dizi zamanla sabitleflen dizidir elbette. Zamanla

sabitleflen diziler de toplama, ç›karma ve çarpma alt›nda kapa-

l›d›r. Bunu okura al›flt›rma olarak b›rak›yoruz.
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Al›flt›rmalar
1. x = (xn)n ve y = (yn)n iki dizi olsun. E¤er belli N ve M do-

¤al say›lar› ve her k için,

xN+k = yM+k

oluyorsa, o zaman x ve y’nin ortak kuyruklar› olduklar›n› söy-

leyelim. Örne¤in,

3, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, ...

dizisiyle

7, 5, 1/4, 1/5, 1/6, ...

dizilerinin ortak kuyruklar› vard›r (örne¤in 1/4, 1/5, 1/6, 1/7,

1/8, ... kuyru¤u). 

D üzerine G ikili iliflkisini flöyle tan›mlayal›m:

x G y - x ve y’nin ortak kuyruklar› var.

Bunun bir denklik iliflkisi oldu¤u bariz olmal›. [x], x dizisi-

nin denklik s›n›f›n› simgelesin. D /G kümesi üzerine tan›mlanan

[x] , [y] = [x , y]

[x][y] = [x y]

+,  ve ! ifllemlerinin iyi tan›mland›¤›n› kan›tlay›n, yani, ör-

ne¤in, [x] = [x4] ve [y] = [y4] ise, [x , y] = [x4 , y4] eflitli¤ini kan›t-

lay›n.

2. {xn : n $ #} kümesinin sonlu oldu¤u (xn)n dizilerinin kü-

mesinin B ’nin bir althalkas› oldu¤unu kan›tlay›n. 

3. Zamanla devirleflen dizilerin s›n›rl› diziler halkas› B ’nin

bir althalkas› oldu¤unu kan›tlay›n. (E¤er belli bir N ve k ve her

n için aN+k+n = aN+n eflitli¤i sa¤lan›yorsa (an)n dizisine zaman-

la devirleflen dizi ad› verilir.
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