6B. Onluk Tabanda Kesirli Sayilar
(1)

ayilart onluk tabanda, yani 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9 ra-
Skamlarlyla (toplam on adet rakamla) yazariz. Bunu ta en

kiigiik yaglarimizdan beri yaptigimiz i¢in, sayilarin onluk
tabanda yazilmis olarak yaratildigina inanip bir sayiy1 onluk
tabanda yazmanin gercek matematiksel anlami hakkinda pek
diustinmeyiz. Ama aslinda ustiinde onemle durulmasi gereken
ufuk agici bir konudur. Bu bolimde bu konuyu irdeleyecegiz.

Bu boliimde degil ama bu ders notlarinda,
0,99999...
ifadesine anlam verecegiz. Bircok kisi bu ifadeyi, anlamini bil-
meden yazar ve kullanir. Anlamini 6grendigimizde, ¢ok sasir-
tan ve merak edilen ve sorgulanan
0,99999... =1
esitligini matematiksel olarak kanitlayabilecegiz.
Sadece 0,99999... ifadesini degil, ilerde
0, 172172172172...
ifadesini de anlamlandiracagiz. Bu da bir kesirli say1 olacak.
Ders notlarinin son kisminda da,
0,12345678910111213141516171819...

ifadesini anlamlandiracagiz. Tahmin edilecegi tizere bir gergel sa-
y1 olacak bu ifade. Ama gergel sayilari hentiz tanimlamadigimiz-
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dan, birakin bu ifadenin bir gergel sayi oldugunu kanitlamay,
“bu bir gergel sayidir” diyemeyiz bile, desek de anlamsiz olur.

[lkokul aritmetiginden baslayalim. Ornegin (onluk tabanda
yazilmig) 7436 sayisi aslinda,

7x103 + 4x102 + 3x101 + 6x100
sayisidir.
7436 = 7x103 + 4x102 + 3x101 + 6x100

esitligi aslinda “7436” ifadesinin tanimidir.

Birazdan kanitlanacag tizere, her A dogal sayisi, belli bir #
dogal sayisi ve ay, ay, ..., a,_1, a, € {0, 1, ..., 9} “rakam”lar1 i¢in,
A=a,10"+a, 10" 4+ ... 4+ 2,101 + 4,100
bi¢iminde yazilabilir. Eger bir de ayrica A > 0 varsayimini ya-
parsak, a,’yi pozitif olacak bi¢cimde secebiliriz ve bu durumda,
Agy A1y weey Ayyqs
rakamlar1 biricik olur. Her a, rakam biricik oldugundan,

A’nin onluk tabanda gosterimi
a,d, 1 ... d1dg
olarak sorunsuz bir bi¢imde tanimlanabilir.
Yukarda soz ettigimiz sonucu kanitlayalim:

Teorem 6B.1. Her A dogal sayisi, belli bir n dogal sayisi ve

Agy A1y ooy Ay 15 a4, € {0, 1, ..., 9} rakamlari icin,

A=a,10"+a, 10" 1 + ... + 2,101 + 4,100
olarak yazilabilir. Eger bir de ayrica A > 0 varsayimini yapar-
sak, a,’yi pozitif alabiliriz ve bu durumda ay, ay, ..., a,_, a,, ra-
kamlar: biriciktir.

Kamt: Eger A < 10 ise 7 = 0 ve gy = A # 0 alabiliriz. Bun-
dan boyle A > 10 esitsizligini ve teoremin A’dan kiiguik pozitif
dogal sayilar i¢in dogru oldugunu varsayalim.

A’y1 10’a bolelim: Belli bir B ve 0 <7 < 10 “kalan1” igin,

A=10B +r
yazabiliriz [Teorem 4.4]. B < A oldugundan, tiimevarim varsa-
yimina gore, belli bir 7 dogal sayisi1 ve
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by, biy ey b1, b, 0
rakamlari icin,
B=0b,10m + b, 10m1 4 ... + b101 + by100
olarak yazilabilir. Dolayisiyla,
A=10B +r
=10(b,,10" + --- + b;101 + by100) + 7
=b,,10m+1 4 ... 4 5102 + by101 + 7.
Demek kin =m + 1 ve
Ayl = bm, a,, = bm—l’ ey A = bOa ag =71
tamimlarini yaparsak a, aq, ..., a,,_1, a,, # 0 rakamlarinin varli-
g1 kanmitlanmig olur.
Simdi de bu rakamlarin biricikligini kanitlayalim.
A=a,10"+a, 1071 4 ... + 4,101 + 4100
=b,,10m + b, 10m=1 4 ... 4+ p101 + by100
olsun. Burada g, ve b; sayilar1 0°dan 9’a kadar rakamlardir. a,, # 0
ve b, # 0 esitsizliklerini varsayalim. 7 = m ve her i icin g; = b; esit-
liklerini kanitlayacagiz.
Once 7 = m esitligini kanitlayalim. Diyelim 7 > 7. O zaman,
A =b,10m + b, 10m1 4 ... 4+ 101 + ;100
<9(10m + 101 4 ... 4+ 101 + 109)
= 9(10m+1 — 1)/9 < 10m+1 < 107 < A,
ve bu da bir celigskidir. (Son satirdaki esitlik icin bir sonraki
sayfadaki gri kutudaki sonucu a = 10’°a uyguladik.) Demek ki
n=m.
Simdi a,, = b,, esitligini 7 izerine timevarimla kanitlayalim.
Diyelim a,, > b,.. O zaman,
A-b,10" = (a,~b,)10" + a, 11071 + ... + 2,101 + 4,100
ve
A-b,10"=b, 1071 4+ ... + ;101 + ;100
olur. Demek ki her iki esitligin de sag tarafindaki sayilar birbi-
rine esit. Ama a,,— b, > 0 ve n > n — 1 oldugundan, boyle bir
durumun mumkiin olmadigini bir tstteki paragrafta gordiik.
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Teorem. Her k dogal sayisi ve a # 1 kesirli sayist icin,

k+1
1-a
l+a+d® ++d* =
1-a

Kamt: S =1 + a + a2 + --- + ak olsun. Bu sayiy1 4 ile carpa-

lim:
aS=a(l+a+ada?+ - +ak)
—ad+ a2+ - 4 gk+l
Simdi S’yi ve aS’nin bu ifadelerini altalta yazip
S=1+a +a2+ - +ak
aS=a+a%+ad + - + ak+l,
birbirinden ¢ikarahm. a, 2, ..., ak ifadeleri sadelesir ve geri-
ye sadece 1 ve ak+1 kalr:
S—aS=1-ak+1,
yani
(1-a)S=1-gk+!
bulunur. Buradan da S, yani istenen toplam bulunur. [

Demek ki a,, = b,,. Simdi a,,10” ve b,10” sayilarini sadelestire-
rek,

a, 1101 4 ... + ;101 + 4,100
ile

b, 11071 & .. + by101 + by100
sayilarinin esitligini buluruz. Buradan timevarimla her i = 0, 1,
..y n — 1 i¢in a; = b; ¢ikar. H

Teorem 6B.1 dogal sayilar i¢indi. Bilindigi gibi bir¢ok ke-
sirli say1 da benzer bir gosterimle, ama bir virgiille ifade edile-
bilir. Ornegin,

12 =0,5 72 = 3,5
1/4 =025 7/4 = 1,75
1/5 = 0,2 715 = 1,4

1/8 = 0,125 7/8 = 0,875
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1/10 = 0,1 7/10 = 0,7
1/16 = 0,0625  7/16 = 0,4375
1/20 = 0,05 7120 = 0,35

Bu sayilart 10’un sonlu sayida kuvvetlerinin toplami olarak
ifade edebiliriz. Iste birkac:

1/2 = 5x10-1

1/4 =2x10-1 + 5x10-2

7312 =3x101 + 6x100 + 5x10-1
718 = 8x10-1 + 7x10-2 + 5x10-3

4673/8 = 584,125 = 5x102 + 8x101 + 4x100 + 1x10-1
+2x1072 + 5x10-3
Dikkat ederseniz yukardaki sayilarin paydalarinda sadece
2,4,5,8,10, 16, 20 gibi 2 ve 5’in kuvvetlerinin ¢arpimlari var.
Eger paydada 6rnegin sadelesmeyen bir 3 ya da 7 varsa o za-
man kesirli sayinin agilimi sonlu olamaz. Sozgelimi,
1/3 = 0,333333333333333333...,
1/7 = 0,142857142857142857...
ve bu sayilar, yukardakilerinin aksine, 10’un sonlu sayida kuv-
vetleri cinsinden yazilamaz. Zaten esitliklerin sagindaki virgil-
den sonra sonsuz rakamli ifadeler (simdilik) anlamsiz ifadeler-
dir, ¢tinkii bu ifadeler aslinda sonsuz sayida sayinin toplamini
simgelemektedir ve sonsuz sayida sayiy1 toplamanin ne demek
oldugunu (hentiz) bilmiyoruz. Bunlar gibi,
3,141591415914159...
ya da
0,1234567891011121314...
ifadelerinin ne demek olduklari da simdilik bilinmiyor.
Simdilik
al2nsm
bi¢iminde yazilan sayilarin sonlu bir ondalik ac¢ilimi oldugunu
kanitlayalim. Digerlerini daha ilerki boliimlerde ele aliriz.
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Teorem 6B.2. u ve v iki pozitif dogal say: olsun. b’nin 2 ve
S’ten baska asal boleni olmasin. O zaman,
ulv =a, 10" + --- + q,,10™
esitliginin gecerli oldugu n > m tamsayilar: ve
Ay ooy a4,y € {0, 1, 00y 9
rakamlari vardir. Ayrica eger a, # 0 ve a,, # 0 varsaymmlarini
yaparsak o zaman a,,, ..., a,, katsayilar: biriciktir.

Bunun tersi de dogrudur: Eger n > m tamsayilarsa ve

Ay ooy a4,y € {0, 1, .0y 9
ise, o zaman, a, 10" + --- + a,, 10" sayisi, bir u dogal sayisi ve 2
ve 5’ten baska asal boleni olmayan bir v dogal sayisi icin vlv bi-
ciminde yazilir.

Kanit: Teoremdeki 7 ve m sayilarinin negatif olabilecekleri-
ne dikkatinizi ¢cekerim. (Hatta, eger a < b ise, n, ve elbette m de,
negatif olmak zorundadir ve eger a/b bir dogal say1 degilse, m
negatif olmak zorundadir.)

Ikinci paragrafin kaniti son derece basit:

a,10” + -+ + a,,10™
ifadesinin paydalari esitleyip a/b biciminde yazalim. Eger m > 0
ise b = 1 alabiliriz. Ama eger m < n ise paydada ancak 10’un bir
kuvveti olabilir. Demek ki paydanin 2 ve 5’ten gayri asal bole-
ni olamaz.

Simdi teoremin birinci kismini kanitlayalim. a’y1 ve b’yi
miinasip bir dogal sayiyla carparak b’nin 10X biciminde yazil-
mig bir dogal say1 oldugunu varsayabiliriz. Simdi @’y1 bir 6nce-
ki teoremi kullanarak 10’luk tabanda yazarsak, a/b’yi teorem-
de istenen sekilde ifade edebiliriz.

Katsayilarin biricikligini gostermek kaldu.

a, 10" + - +a,10" = b 10" + .-+ + a,, 10"
esitligini varsayalim. 10’un yeterince biiyiik bir giictiyle ¢arpar-
sak m ve m' sayilarmin dogal say1 olduklarini varsayabiliriz.
Simdi sonug bir 6nceki teoremden ¢ikar. (]
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“Bildigimiz” Bolme
Ilkokulda ve lisede 18’i nasil 7’ye boldiigiimiizii animsaya-
lim. Bolmeye soyle baslariz:

18}77
Ik is olarak 18’de en fazla kac tane 7 olduguna bakariz. 2

tane vardir. Sonra 2’yle 7’yi carpip 18’den cikaririz. Kalan
4’tlr:

Bu aynen Teorem 4.3’te yapilan bolmedir. Kalan hep 7’den
kiigiik olmak zorundadir, ¢iinkii 18’in i¢inde bulunan tiim 7’le-

ri ¢ikardik.

18 |7

_14 |25

40
_35

N

Bu agsamada 4’tin sagina bir 0 ve 2’nin sagina bir virgiil ko-
nulur ve ayni islem devam ettirilir:

18 |7

14 [2,571

40
_ 35

50
_ 49

Islem, virgiil koyma disinda dilendigi kadar tekrarlanabilir.

En sondaki kalan hep 7’den kiiciik oldugu icin (0, 1, 2, 3, 4,
5 ya da 6) en fazla 7 adimda kalan, daha 6nce bulunan kalanlar-
dan biri olacak ve o zaman bir dongiiye girilecektir. Ama 0 beli-
rir belirmez daha sonra kalanlar hep 0 olacagindan, kalan sayilar
en fazla 6 adimda tekrarlanmak zorundadir.
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Bu islemler matematiksel olarak su islemlere tekabul ederler:
18 = 2x7 + 4
18 = 2,5x7 + 5/10
18 = 2,57x7 + 1/100
18 = 2,571x7 + 3/1000
Devam edersek,
18 = 2,571428x7 + 4/1.000.000
buluruz. Bu asamada, virgtlden sonraki 571428 sayilar: tek-
rarlanirlar. Ornegin, 13’iincii adimda
18 = 2,571428571428x7 + 4/1012
bulunur. Bu esitlik,
18/7 = 2,571428571428
asagiyukariligr olarak da yazilabilir. Tekrarlanan 571428 dizi-
sini ne kadar ¢ok yazarsak, asagiyukarilik o kadar esitlige yak-
lagir. Okullarda bu, “sonsuzda esitlik olur” diistincesiyle,
18/7 = 2,571428571428571...
olarak yazilir. Gergcekten de “sonsuzda esitlik olur”. Bunu iler-
de kanitlayacagz.

Bu yontemle, her a/b > 0 kesirli sayisi virgiilden bir zaman
sonra en fazla b — 1 basamakta tekrarlanan sayilar olarak yazi-
labilir. Ornegin,

71,932525252525...
kesirli bir sayidir. Ilerde bu sayinin a/b biciminde nasil yazila-
cagini gorecegiz. Yanit,
71,932525252525... = 712132/9900
olur. Ote yandan virgiilden bir zaman sonra tekrarlanmayan
sayilar kesirli say1 olamazlar. Bunu da ilerde kanitlayacagiz.



7A. Sayilar1 Yaratmaya
Devam Ediyoruz

itabin ilk kisminda 0, 1, 2, 3 gibi dogal sayilar1 ve bu
I<dogal sayilarin kiimesi olan N’yi yarattik. Sadece N’yi

yaratmakla kalmadik, ayrica N’de toplamayi, ¢arpmayi
ve siralamayi tanimladik. Biitiin bunlari yapmak i¢in kiimeler
kuramindan yararlandik; daha dogrusu en en en temel kiimeler
kuramini bu sayilari yaratmak igin 6zellikle kurduk.

Dogal sayilarin 6nemli bir kusuru bir sayidan bir bagka sa-
yinin her zaman ¢ikarilamamasidir. Ornegin, dogal sayilarda
3’ten 5’i ¢ikaramazsiniz. Dogal sayilarin bu zaafini gidermek
icin, gecen kisimda, N’den hareket ederek ve cebir maharetiyle
Z tamsayilar kiimesini yaratmigtik. Ayrica Z’de toplama, cikar-
ma ve ¢arpma iglemlerini ve siralamayi tanimlamigik.

Tamsayilarin da bir kusuru var. Tamsayilarda bolme yapi-
lamaz, 6rnegin 3’4 5’e bolemeyiz. Tamsayilarin bu zaafini gi-
dermek i¢in, gene gecen kisimda, 3/5, —2/7 gibi kesirli sayilari ve
bu sayilarin kiimesi olan Q kiimesini yarattik. Sadece Q kiime-
sini yaratmakla kalmadik, bu kiime tizerinde toplama, ¢ikarma,
carpma ve bolme islemlerini ve siralamayi da tanimladik. (0’a
bolmeyi tanimlayamadik elbet!) Kesirli sayilari yaratmak igin
tamsayilardan yola ¢iktik ve cebirsel yontemler kullandik.
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Ancak kesirli sayilarin da 6nemli bir kusuru var. Ornegin,
x2=2
denkleminin kesirli sayilarda c¢oziimii yoktur. Bunun kaniti
[SKK]’da bulunabilir.

Bir sonraki altboliimde, V2’yi yaratacagiz. V2yi yaratmak-
la kalmayacagiz, V2’yi iceren bir sistemde toplama, carpma ve
hatta bolme yapacagiz.

Asagida semada say1 yaratmanin kronolojisini bulacaksiniz.

Sayilarin Yaratihig Stuireci

%]
Kiimeler kurami (KK)
. KK m
Ordinaller «———— N (dogal sayilar)
KK l Cebir
Kardinaller Z (tamsayilar)
Cebir Cebir 72
Q (kesirli sayilar) Cebirl
Analiz ;
Cebir Q2]
R (gergel sayilar)
Cebir

C (karmagik sayilar)

Cebir l

H (kuaternionlar)

Kardinaller d1§mda ssag1 dogru indikge say1 kiimeleri biiyiir.
[AKK] da gérecegimiz ﬁer kardinal bir ordinaldir.
Kuaternionlardan daha biiyiik oktonionlar vardir.

Q[V2]’yi Yaratmak
V2’nin kesirli bir say1 olmamasinin dogurdugu tekil sorunu
gidermek o kadar zor degildir ve bu kisa altboliimde V2’yi ice-
ren Q[V2] sirali halkasini matematiksel olarak yaratarak bu so-
runu giderecegiz. Ama sorun sadece V2’nin varligi degil ki, ke-
sirli olmayan o kadar ¢ok gergel say1 var ki... Bu sorunu ileri
bir tarihe atip simdilik sadece V2’yi var edelim.
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Elimizde sadece Q kiimesi var. Sadece Q’yui ve en temel kii-
meler kuramimi kullanarak Q[V2] halkasini var edecegiz... Ya-
ratmadan once bu halkanin sonunda nasil bir sey olacagini, san-
ki V2°nin ne oldugunu biliyormuscasina, 6nceden soyleyelim,

QN2]={a+ W2 :a,b e Q)
olacak. Henliz yaratmadigimiz R kiimesinin bir altkiimesi olan
bu kiime, toplama, ¢arpma, ¢ikarma altinda kapalidir. Hatta
eger 0 # a € Q[V2] ise 1/a sayist da Q[V2] kiimesindedir. (Sim-
dilik okura alistirma.)

Basliyoruz.

Q[V2], Q x Q kiimesine esit olsun... Amacimiz, sezgisel
olarak bildigimiz ama hentiz matematiksel olarak var olmayan
a + b\2 sayisin (a, b) ikilisi olarak gérmek. Ornegin V2 sayisi
(0, 1) elemanina esit olacak. Her a kesirli sayisin1 da (a, 0)
olarak gorecegiz. Simdi Q x Q kiimesi tizerinde toplama ve
carpma islemlerini tanimlayalim:

(a,b) + (¢, d)=(a+c,b+d),

(a, b)(c, d) = (ac + 2bd, ad + bc).
Bu tanimlari, sezgisel olarak bildigimiz,

(@+b\2) + (c+ dV2) = (a + c) + (b + d)2,

(a + bN2)(c + dV2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)N2
esitliklerinden esinlenerek yaptik.

Ornegin,

0, 1)2 =(2,0).
(“Kare almak” demek bir sayiy1 kendisiyle ¢arpmak demektir
elbet.) Bir de su esitlige bakalim:
(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1).

Eger Q x Q kiimesinin (x, 0) tirtinden yazilan elemanlari-
ni i(x) olarak kisaltirsak, (0, 1) elemanini da V2 olarak yazar-
sak (V2’yi yarattik!), yukardaki

(a, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1)
esitligi,
(a, b) = i(a) + i(bW2
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halini alir. Daha bitmedi... Bir de #(x) elemaninm1 x olarak kisal-
tirsak, bu en son esitlik,

(a,b) =a + b2
halini alir ve boylece, tim a, b € Q icin, a + bv2 sayilarin ya-
ratmis oluruz...

Hangi hakla i(x) yerine x yaziyoruz diye sorabilir okur hak-
l1 olarak. Aslinda bu bir suctur, ama bu sucun hafifletici neden-
leri vardir: Kolayca goriilecegi tizere, her a, b € Q icin

i(a) +i(b) = i(a + b),

i(a)i(b) = i(ab)
esitlikleri gecerli ve ayrica

i:Q->0xQ
fonksiyonu birebir. Biitiin bunlar, a ve b kesirli sayilarini top-
layip ¢arpmayla, yeni yarattugimiz i(a) ve i(b) elemanlarini top-
layip carpmak arasinda pek bir ayrim olmadigini gosterir. Do-
layisiyla Q ile #(Q) kiimelerini “6zdeslestirebiliriz”. (Bkz. Bo-
lim 5.14.)

Toplama ve carpma verildiginden, artik Q[V2] kiimesinde
¢ikarma ve bolmeyi de tanimlayabiliriz. Bu tanimlar1 okura bi-
rakiyoruz. Ama siralamayi tanimlayalim:

a+bV2<c+d\2
onermesi, elbette,
0<(c—a)+(d-bN2
onermesi dogruysa dogru olmali. Demek ki
0<x+9yV2
onermesini tanimlamak yeterli. Bunu da s6yle tanimlayalim:

x>0vey>0iseyada
0£x+y'ﬁ<:> x>0,y<0ve2y” <x*ise
xSO,yZOvex2 SZy2 ise
Artik Q[V2] kiimesini, bu kiime tistiindeki 4 islemi ve sira-

lamay1 biliyoruz. Bu tamimlarla, ortaokul bilgilerinizle dogru
olacagini tahmin ettiginiz her tirla ifadeyi kanitlayabilirsiniz.
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Dileyen okur Q[V2] kiimesinin bu tanmimlarla sirali bir cisim
oldugunu kanitlayabilir.

Tuhaf ama gercek: Q[V2] kiimesini yukarda tanimlanan
toplama ve ¢arpmayla sirali bir cisim yapan bir baska siralama
daha vardir. Bu yeni siralamada V2 < 0 olur! Agiklayalim.

Q[V2]’den Q[N2]’ye giden su fonksiyona bakalim:

¢ : Q2] - Q[V2]
fonksiyonu her a, b € Q i¢in,

o(a+bN2)=a—- b2
formiilityle tanimlansin. ¢ fonksiyonu bir eslesmedir ve Q[v2]
halkasinin toplamasini ve ¢arpmasini ve carpmanin birim ele-
manni etkilemez, yani, her o, p € Q[V2] icin,

o(a + B) = o(a) + o(B),

o(ap) = o(a)o(B),

o(1)=1
olur. Simdi ¢’yi kullanarak Q[V2] iizerine (gercel sayilardan
bulasan) “dogal” siralamay: degistirebiliriz: Her o, B € Q[V2]
igin,

a < B <o) <ola)
olarak tanimlayalim. (Q[V2], +, x, <) yapist da sirali bir cisim
olur ve V2 bu siralamada negatif olur.

Ya Diger Eksik Sayilar?

V2’nin kesirli say1 olmama sorununu ve benzer sorunlari ¢oz-
mek icin, kesirli sayilar kiimesi Q’den ¢ok ¢ok daha biiyiik bir kii-
me olan gercel sayilar kiimesi R’yi yaratacagz.

Sorun sadece 2’nin karekokiinii yaratmak olsaydi, R’den
cok daha kiiciik olan

QN2]={a+ W2 :a,b e Q)
cismi isimizi gorurdi ve R’yi yaratmak yerine, yaratmasi ¢ok
daha kolay olan ve cebirsel yontemlerle yaratilabilen Q[v2]
cismini yaratmamiz yeterli olurdu.
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Sadece \2’yi degil, V3, V2 + V3, 51/3 gibi sayilari, hem de
dordini birden cebirsel yontemlerle yaratmak da oldukea ko-
laydir.

Hatta 7 sayisini ve, 7 herhangi bir tamsayi olmak tizere, 7 sa-
yilarinin hepsini de cebirsel yontemlerle kolaylikla yaratabiliriz.

n bir kesirli say1 olmak tizere n” sayilarinin hepsini birden
yaratmak biraz daha fazla ugras gerektirir ve bu yontem cok
daha az bilinir ama bu da mumkiindiir.

(Toplama ve carpma iglemlerini tanimlamak gorece kolaydir
ama bu say1 cisimlerini siralamak ¢ok daha zordur.)

Demek istedigimiz su: Kesirli sayilarin en bityiik kusuru V2
gibi bir sayinin olmamasi degildir. Kesirli sayilarin ¢ok daha
biiyiikk bir kusuru vardir. Eger V2’nin olmamasi, komsunun
bahgesinden elma ¢almaksa, Q’niin diger buyik sucu banka
soymaktir! Gergel sayilari yaratarak bu kusuru gidermeye ¢ali-
sacagiz.

Bu buiyiik kusur 6ylesine buyiik bir kusurdur ki, telafi etmek
icin cebir yetmez, analiz de gerekir.



7B. V2’ye Yakinsamak Isteyen
Bir Diz1

V 9 nin kesirli bir say1 olmadigini biliyoruz. V2, ke-

2 sirli bir say1 degildir ama kesirli sayilarla V2’ye
diledigimiz kadar yaklasabiliriz. Ornegin V2’yle

1,414213562373
kesirli sayis1 arasindaki fark 0,000000000001 sayisindan kiigtik-
tiir. Dilersek, V2’ye uzaklig en fazla
0,000000000000000000000001

olan kesirli bir say1 bulabiliriz. Bulacagiz da.

Bu boliimde, gittikce V2’ye daha fazla yaklasan ve “sonsuz-
da V2 olmaya meyilli” olan bir kesirli say1 dizisini ele alacagz.
Hemen bu diziyi tanimlayalim.

(x,,),, dizisinin terimlerini tiimevarimla soyle tamimlayalim:
x, +2 - (%)
x, +1
Eger uygun bir x, verilmisse, bu tanim sayesinde tim x,,’leri he-

Xn+l =

saplayabiliriz. Ornegin eger x, = 1 ise,

x3=17/12 = 1,41666...
buluruz ki, bu, Mezopotamyalilarin, daha iyisini bilmediklerin-
den, V2 yerine kullandiklar: degerdir. Pek de fena bir deger de-
gildir aslinda:

(17/12)2 = 2,00694444...
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Eger x; = 0 alirsak,

X0 =0
x =21 =2
x, =4/3 =1,3333333...

x3=10/7 =1,4285714285714...

x4=24/17 =1,4117647058823...

x5 =58/41 =1,4146341463414...

xg = 140/99 = 1,4141414141414...
buluruz. Bu dizinin giderek V2’ye daha ¢ok yaklastigini, hicbir za-
man tam olarak V2’ye esit olmasa da dizinin terimleriyle V2’ye is-
tedigimiz kadar yaklasabilecegimizi gosterecegiz. Ornegin, belli
bir asamadan sonra tiim x,’ler V2’ye en fazla milyarda 1 uzaklik-
tadirlar; bunun icin 72’yi 18 ya da daha biiyiik segmenin yeterli ol-
dugunu gorecegiz. Sectigimiz € > 0 sayist ne kadar kiigiik olursa
olsun, bir zaman sonra - yani belli gostergecten sonra- tim x,,’ler
V2’ye en fazla bu & mesafesi kadar uzaklikta olurlar. Matematik-
te bu olgu “(x,,), dizisi V2’ye yakinsar” olarak ifade edilir. Ders
notlarmin son kisminda yakinsama kavramina 6zel yer ayiraca-
g1z. Bu bolimii isinma hareketleri olarak telakki edebilirsiniz.

Eger diziyi hesaplamaya x = —1 ile baglamaya kalkisirsak,

bir sonraki terimi hesaplamak i¢in x5 + 1’e yani 0’a bolmek zo-
runda oldugumuzdan, diziyi devam ettiremeyiz. Aym sekilde,
eger xo, = —3/2 ise x; = —1 olur ve bu sefer de x,’yi hesaplaya-
mayiz. Ama eger x, > 0 ise, timevarimla kolayca goriilecegi
tizere, her x,, > 0 olur ve dizinin her terimini hesaplayabiliriz.
Bu dizinin, secilmis her x, > 0 (kesirli) sayis: icin V2’ye yaklas-
tigin gosterecegiz. Daha dogrusu, heniiz V2 diye bir sayiy1 icat
etmedigimizden, x,’lerin karelerinin giderek 2’ye yakisadigin
gosterecegiz. Yakinsamanin ne demek oldugunu heniiz bilme-
digimizden, tam matematiksel olamayacagiz ama gene de okur
gercegi hissedecek diye umuyoruz.
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12 — x,2| sayilarina bakalim. Once,
b (xn + 2]2
x, +1

x,zl—4xn+4

2
‘2 ~Xu+1

:2—

2
X, +2x, +1

‘2 - x,zl
(x, + 17

esitliginin farkina varalim. Eger 1 < x,, esitsizligini kanitlayabi-
lirsek, o zaman (x,, + 1)2 > 4 olur ve yukardaki esitsizlikten,

‘Z—x,zZ
<t 1
4

esitsizligi cikar ve boylece 2’yle x,2 arasindaki farkin her adim-

2
‘2 ~Xnt1

da, bir 6nceki farkin 4’te 1’inden daha kiiguik olacagi anlasil-
mig olur. Tabii bu da aradaki farkin » buyudik¢e 0’a
yaklasacagi anlamina gelir.

Simdi x,,’'nin 1’den biytik oldugunu kanitlayalim diyecegim
ama bu dedigim, eger x( < 1 segilirse, en azindan 7 = 0 i¢in dog-
ru olmaz. Ote yandan, eger x, > —1 ise, 0 zaman x, + 1 > 0 olur
ve (*) tanimindan kolayca kanitlanacag tizere, # > 1 icin tim
x,’ler 1’den buytik olurlar. (Ciunku paydaki x,, + 2 sayist her
zaman paydadaki x,, + 1’den daha buyuktiir.) Boylece

‘Z—xﬁ
<1
4

esitsizligi kanitlanmig olur. Demek ki,

2
‘2 ~Xnt1

‘Z—xé‘
<. <—

2 2
post| st
< < >
4 4"

nl=

‘Z—x2
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yani
2 — x%
‘2 - x,zl < %
esitsizligini buluruz. Ornegin, x, = 1 alirsak,
12 — x,2l < 1/4n

buluruz, ki fena bir asagiyukarilik degil. Buradan, eger bir an
icin V2 sayisinimn varligmi bildigimizi varsayarsak,
N2 — x,l < N2 — x,IN2 + x,| =12 — x,2] < 1/47,
yani
N2 - x,| < 1/47

buluruz. Eger n = 2m alacak olursak,

N2 - x,,| < 1/42m = 1/16™ < 1/10™
buluruz. Ornegin, eger V2’ye kesirli bir sayiyla milyarda 1 ka-
dar yaklagmak istiyorsak, x, = 1 ve m = 9 secip x;5’1 hesapla-
yabiliriz:

X1 = 9369319/6625109 = 1,414213562...

Aslinda V2’ye 18’inci terimden ¢ok daha cabuk milyarda 1
kadar yaklasiriz, yukardaki esitsizliklerde olduk¢a hoyrat dav-
randik, daha ince bir yaklasim daha giizel sonuglar verir.

Burada 6nemli olan nokta su: Eger x,’1 kesirli bir say1 seger-
sek, hesaplanabilen her x,, elbette kesirli bir say1 olur. x,, kesirli
sayisinin payini ve paydasini hesaplamanin kolay bir yolu var:

Pni1 = Pu + 24,

dni1l =Pn + qn
olarak tanimlarsak,

Xy = pn/qn
olarak tanimlanan dizi (*) esitligini saglar. (Alistirma.) Yukar-
da buldugumuz
x1g3 = 9369319/6625109

icin pg = q¢ = 1 aldik ve p,, ve g,’leri n = 18’e kadar teker teker
hesapladik.
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Limit Kavramini Bilenlere: Yukardaki tanimla verilen (x,,),,
dizisi eger bir sayiya yakisiyorsa, bu say1 +\2 olmak zorunda-
dir. Nitekim, eger limite x dersek ve (*) taniminda, x,,,; ve x,
yerine x koyarsak,

x=(x+2)/(x+1)
elde ederiz ve buradan da once,
x(x+1)=x+2
ve sadelestirdikten sonra da,
x2=2
cikar. Demek ki x ya V2 ya da —V2 olabilir.

Aslinda, x, = —V2 disinda, dizinin hesaplanabildigi tiim x,
degerleri igin limit ancak V2 olabilir. Bunun pek o kadar kolay
oldugunu sanmadigimiz kanitini okura birakiyoruz. Bir baska
ilging alistirma da dizinin hesaplanamayacag: tim x, degerleri-
ni bulmak. Sonug ¢ok hos ¢ikiyor.

Alistirma. Ay seyi V2 yerine V3 icin yapmaya calisin, 6rnegin
lx — V3l < 1072 esitsizligini saglayan bir x kesirli sayis1 bulun.
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Karekok Isareti

\ isaretinin tarihi 1525’¢ uzanir. Bu simgeye benzer bir
simge, kokli sayilar icin Alman Matematikgi Christoff Ru-
dolff (1499-1545) tarafindan Coss adli kitabinda kullanil-
mustir.

Coss, Almanca dilinde yayimlanmis ilk cebir kitabidir.

Coss, cosa’dan gelir. Cosa da, “bilinmeyen” anlamina
kullanilan “sey”in Latincesidir. Cebircilere uzunca bir za-
man bu ytuzden “kosistler” denirdi. Cebire de “kosik sanat”
denmigtir.

V2’nin Oykiisii
Yunanli filozof Aristo’ya (MO 384-322) gore, V2 nin ke-
sirli olmadigini ilk kez MO 430 yillarinda Pisagor anlamus-
tir. Pisagor olmasa da, bu bulusun bir felsefe
V2 /|1 ekolu olan Pisagorcular tarafindan bulundugu
kesin. Bu bulus Pisagorcularin felsefesinin ve
1 inancinin temelini yikiyordu. Pisagorculara gore
var olan her seyin temeli dogal sayilardi ve her sey (6rnegin
her uzunluk) dogal sayilar ya da dogal sayilarin dogal sayi-
lara bolinmesiyle (yani kesirli sayilarla) ifade edilebilirdi.
Ama iki kenar1 1 uzunlugunda olan bir dikii¢cgenin hipotenii-
siiniin uzunlugu V2’ydi ve V2 kesirli bir say1 degildi. Bu yiiz-
den Pisagorcular uzunca bir siire V2 nin kesirli olmadigini bir
sir olarak saklamiglardir.

Oklid’in (MO 325-265) tinlii Elemanlar adli eserinin
10’uncu cildinde tamkare olmayan her kesirli saymin kare-

kokiinun kesirli bir say1r olmadigini kanitlamustir.




7C. Kesirli Sayilar Kiimesinin
Kusurlar

ir 6nceki bolimde, kesirli bir say1 olmayan V2’ye ¢ok cok
Byaklagan bir kesirli sayilar dizisi bulmustuk. Bu kesirli
say1 dizisi, V2’ye erismek icin elinden geleni yapiyordu.
Hatta “sonsuzda” V2 olmak icin yamp tutusuyordu ama V2
orada olmadig1 icin (ciinkii V2 kesirli bir say1 degil) sonsuzda
bile V2 olamuyordu...
Sadece \2’ye degil, herhangi bir gercel sayiya yakinsamaya ca-
lisan bir, hatta birden cok kesirli say1 dizisi bulabiliriz. Ornegin,

xp=3
x1=3,1

x, = 3,14

x3 = 3,141
x4 =3,1415
x5 =3,14159

dizisi belli ki 7 sayisina yakinsamak tizere yola ¢ikmigtir ama
hi¢bir zaman 7 sayisina esit olamayacaktir, “sonsuzda” bile,
ciinkii 7 kesirli bir sayr degildir! ve orada yoktur! Bu dizi sii-
rekli olarak artiyor ve giderek daha fazla w’ye yaklasiyor ve

1 mnin kesirli say1 olmadigini kanitlamak V2’nin kesirli say1 olmadigimi kamtla-
maktan daha zordur.
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3,141 314159
3 31\, Q

| I
I T TTIRA

3,14\

3,1415 7’nin yeri, ama © orada yok!

sonsuzda olmak istedigi yere gelince, bir de bakiyor ki o say1
orada yok! Cunkii dinyasi1 Q’den ibaret! Hicran!

Kesirli sayilarin yukardaki gibi bir resmini yaparsak, n’nin
olmasi gerektigi yerde bir delik goriiriiz. V2’nin yerinde de yel-
ler esiyordur. Kesirli sayilarda daha bir¢ok delik vardir. Hatta
kesirli sayilarda kesirli sayidan ¢ok daha fazla delik vardir!

Iste kesirli sayilar kiimesinin en biiyiik kusuru bu delikler ve
bu deliklerin ¢oklugudur. Notlarin geri kalan bolimiinde kesirli
sayilarin deliklerini doldurarak gergel sayilar elde edecegiz.

Daha kolay anlagilan bir 6rnek verelim:

1, 172, 1/3, 1/4, 1/5, ...
dizisi 0’a giderek daha ¢ok yaklasir ve ilerde tanimlayacagimiz
anlamda Q’da 0’a yakinsar. Ama Q yerine 0’1 atip Q \ {0}
kiimesinde ya da (0, 1] araliginda ¢alisirsak, bu dizi 0’a yakin-
samak icin elinden gelen her seyi yapar ama, 0 orada olmadigin-
dan, Q \ {0} ya da (0, 1] kiimesinde 0’a yakinsayamaz...

Kesirli sayilarin bir bagka kusurunu da bulalim. Su kesirli
say1 kiimesini ele alalim:

A =10, 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, S/6, ... }.
Bu kiimede, 7 € N icin, 7/(n+1) bigiminde yazilan kesirli sayilar
bulunuyor. A’nin her sayist 1’den kiiciik elbet; 2°den de kugtk-
ler. Bu yiizden 1 ve 2’nin A’nin #istsinirs olduklari séylenir. A’nin
katrilyonlarca, hatta daha da fazla tstsinir1 vardir: 1°’den buyu-
kesit her say1 A’nin bir Gstsiniridir. Ama 1’in bu stsinirlar ara-
sinda bir ayricaligi vardir: 1, A’nin Gstsinirlarinin en kugugudiir.
3/4 415 sl6
0 12

HHit®
2/3 1
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Bir A say1 kiimesinin tstsinirlarinin en kiicigiine en kiiciik
tiststmr denir ve bu say1 sup(A) ya da ekiis(A) olarak yazilir.
Yukardaki ornekte, sup(A) = 1. Bunun matematiksel kanitini
okura aligtirma olarak birakiyoruz.

Simdi, by = 0 olmak tizere,

b 3b,+4
172, +3
iligkisiyle tanimlanmus (b,,),, kesirli say1 dizisini ele alalm. Dizi-
nin ilk dort terimini yazalim:

by =0

b, = 4/3

b, = 24/17
b = 140/99

Dikkat ettiyseniz (etmediyseniz de kolayca kanitlayabilirsiniz)

b,, gecen bolimde tanimlanan x,,’ye esit. Dolayisiyla (b,,),,

dizisi de (x,,),, dizisi gibi (heniiz olmayan!) V2’ye yakinsamaya
b, =24/17

0 1 l‘/\jl

*
b, =4/3

calisir. Ayrica (b,,), dizisi surekli artan bir dizidir. (Aligtirma.
Once tiimevarimla b,2 < 2 esitsizligini kanitlayin, ardindan,
b, < b, esitsizligini.) Simdi,
B ={by, by, by, b3, by, ... }
olsun. B’deki her eleman V2’den kiigiiktiir, dolayisiyla 2,
B’nin bir aistsiniridir. ¥2’nin B’nin en kiiciik iistsinirt oldugu da
kolaylikla kanitlanir:
sup(B) = V2.

Kanitin tek zorlugu V2’nin heniiz var olmayisidir! Bu zorluktan
kaginmak istiyorsaniz, gecen bolimde yaptigimiz gibi, (b,,),, di-
zisinin karesinin 2’ye yakinsadigini kanitlayabilirsiniz.

Ama V2 yoksa, B’nin en kiiciik iistsirinm V2 oldugunu
soyleyebilir miyiz?
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En kiigitk iistsinir tanimimizda bir sorun var. “Ustsinir” ve
“en kiigtik Ustsinir” kavramlari mutlak kavramlar degildir, go-
receli kavramlardir. Q’de ustsinirla (hentiz tanimlamadigimiz)
R’de tistsinir ayni sey demek degildir. sup(B) yazmak yerine
kavramin goreceligini gosteren supg(B) ve supg(B) yazmak ge-
rekirdi.

B’nin R’de en kiiciik distsinirt V2°dir. Ama B’nin Q’de en
kiiciik istsinirt yoktur. Yani supg(B) = V2’dir ama supq(B)
yoktur! Ciinkii V2 kesirli bir say1 degildir.

Ustsinir ve en kiigiik {istsinir tanimlarimizi gozden gegirelim:

A c Qves e Qolsun. Eger her a € A igin, a < s esitsizligi
dogruysa, s’ye A’nin (Q’de) #istsinirt denir. Eger s, A’nin bir tst-
sinirtysa, s’den buyuk her ¢ kesirli sayist da A’nin bir Gstsiniridir

A’nin en kiigiik tistsinir1 (varsa)
A ?/
— s o
S

A’nin tstsinurlar

®

elbette. Ornegin, 1 ve 1°den biiyiik her say1 hem (0, 1) hem de
[0, 1] araliginin iistsiniridir. Ote yandan Z’nin Q’de iistsinir
yoktur. Her kesirli say1 boskiimenin bir tstsiniridir. (Neden?)
Ustsinirlarin en  kiigiigiine, eger varsa, olmayabilir ¢iinkii,
(Q’de) en kiiciik tistsimr ad1 verilir.

Yani s € Q sayisinin A’nin en kiigiik tistsinirt olmasi igin, 6n-
ce A’nin bir Gstsinirt olmasi, sonra A’nin her tstsinirindan kiigu-
kesit olmasi gerekir. Eger bir kiimenin en kiuctik tstsinir: varsa,
bu en kiigiik tistsinir ancak bir tane olabilir: Eger s ve ¢ birer en
kiiciik Gistsinirsa, s en kiigiik tstsinir, ¢ de bir tstsinir oldugun-
dan, s < ¢ olmak zorundadir; ayni nedenden ¢ < s olmak zorun-
da; demek ki s = ¢.

Bir A ¢ Q kiimesinin Q’deki en kiigiik iistsiniri supg(A) ola-
rak gosterilir. Ama dikkat! supg(A) olmayabilir; oldugunda da
A’nin bir eleman olabilir de olmayabilir de. Ornegin
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supg((0, 1)) =1 ¢ (0, 1)
ama
supq((0, 1]) =1 € (0, 1].

Yukardaki paragraflarda @’leri silip yerine R yazarsaniz,
R’de ustsinir ve R’de en kiigiik Gstsinir kavramlarini elde eder-
siniz. (Tabii R’nin ne demek oldugunu sezgisel olarak bildigi-
nizi varsayiyoruz burada, matematiksel olarak R heniiz tanim-
lanmadi.)

Bir altkiimenin en kugiik Gstsiniri olmasi igin, her seyden
once iistsinirt olmalidir. Ustsinirt olmayan bir kiimenin en kii-
cuk tstsinirt da olamaz.

Simdi canalici soruyu soralim: Ustsinir olmast en kiiciik iist-
sinir olmasi i¢in yeterli midir?

Yanit olumsuz: Boskiimenin tstsinirlari vardir ama en kii-
ciik astsinirt yoktur!

Peki ayni soru bos olmayan kiimeler i¢in dogru mu? Belli ki
Q’de bu dogru degil. Yukardaki B kiimesinin tstsiniri var, or-
negin 2, B’nin bir tstsiniridir, ama B’nin Q’de en kugiik tstsi-
nirt yok.

Yani Q’de ustten sinirli ama en kiigiik Gstsiniri olmayan
altkimeler vardir. Bu, Q’ntin buytk kusurlarindan biridir ve
tahmin edilecegi gibi bir onceki buyuk kusura esdegerdir. Bu
iki kusurdan biri diizeltilirse, digeri de kendiliginden diizelir.

Ote yandan bos olmayan bir altkiimenin R’de iistsinirinin
olmasi, en kugtk ustsinirinin da olmasi anlamina gelir. Yani
R’de tistten sinirli olan ve boskiime olmayan her altkiimenin en
kuiciik Gstsinirt vardir. Tabii R’yi heniiz tanimlamadigimizdan
bunu su an kanitlayamayiz. R’yi tanimladigimizda ilk isimiz
bu 6nemli olguyu kanitlamak olacak.

Son olarak bir elemanin supg(A) olmast icin gerek ve yeter
kogullar1 gorelim.
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Onsav 7C.1. A ¢ Q ve s € Q olsun. s’'nin A’mn en kiiciik

iistsinirt olmasi icin,
1. Hera € A icin,a <s,
2. Her € > 0 kesirli sayist icin, s — € < a esitsizligini
saglayan bir a € A vardwr

kosullar: gerek ve yeter kosullardir.

Kanit: Birinci kosul s’nin A’nin bir stsinirt oldugunu soy-
lityor. Tkinci kosul da s’den kiigiik hicbir saymin A’nin bir {ist-
sinirt olmadigini soyliyor. Demek ki iki kosul birden s’nin
A’nin en kiiguk tstsinirt oldugunu soyliyor. ]



7D. Gergel Sayilar1 Belirleyen
Ozellikler

ecen boliimde kesirli sayilarin iki 6nemli kusurunu or-
Gtaya koymustuk. Bu yazilarda bu iki kusuru diizelterek
gercel sayilari yaratacagiz.

Kesirli sayilarin birinci kusuru V2, 7 gibi sayilarin olmama-
stydi. Bu sayilarin yerleri bos, oralarda delikler var... Gene de
bu olmayan sayilara kesirli sayilarla istedigimiz kadar yaklasa-
biliriz, 0 olmayan sayiya ulasmak i¢in can atan kesirli say1 di-
zileri bulabiliriz. Bunu gordiik.

Kesirli sayilarin ikinci kusuru ise iistten sinirli ve bos olma-
yan her kesirli say1 kiimesinin bir en kii¢iik tistsinirinin olmama-
stydi. Baz1 kesirli say1 kiimelerinin en kiigiik uistsinirlart vardir,
ama hepsinin yoktur. Gegen boliimde bunlara 6rnekler gordiik.

Bu iki kusurdan birini giderirsek, digeri de kendiliginden gi-
derilmis olacak.

Birinci kusuru gidermek icin bir yere yakinsamaya can atan
diziler kullanilir. Bu tiir dizilere temel diziler adi verilir. Mate-
matiksel tanimlari daha sonraki bolumlerde gorecegiz.

Ikinci kusuru gidermek i¢in de Dedekind kesitleri denilen
kesirli say1 kiimeleri kullanilir.

Iki yontem de birbirine matematiksel anlamda esdegerdir.
Bir yontemle kurulan gercel sayilar kiimesiyle diger yontemle
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kurulan gergel sayilar kiimesi arasinda matematiksel olarak
higbir ayrim yoktur. Bunu da daha sonraki boliimlerden birin-
de kanitlayacagiz.

Dedekind kesitleri yontemi temel dizileri kullanan yontem-
den ¢ok daha sadedir. Ama temel diziler yontemi de ¢ok 6gre-
ticidir. Biz temel dizileri kullanan yontemi segecegiz. Dedekind
kesitlerinden bir bagka bolimde sozedecegiz.

(Q, +, x, <, 0, 1) yapist sirali bir cisimdir, yani asagidaki 6zel-
likleri saglar. (R, +, x, <, 0, 1) yapisi da sirali bir cisim olacak,
ancak Q’ntin yukarda sozettigimiz kusurlari olmayacak. Bu ku-
surlari olmayan sirali bir cisim, “0z itibariyla biriciktir”. Bu da
kanitlanacak.

Sirali Cizimler

T1.Hera, b,c e Kigin, (a+b) +c=a+ (b +c).

T2. K’da 0 diye yazilan 6yle bir eleman vardir ki,

hera e Kigin,a + 0 =0 + a = a esitligi saglanir.

(Bu ézellik ~ ancak tek bir eleman tarafindan saglanabilir.
T3.Hera € Kicin, a + b = b + a = 0 esitliklerini A
saglayan bir b € K vardir. (a verilmisse, bu 6zelligi
saglayan bir tek b vardir ve bu b, —a olarak yazilir.) (K, +, 0) degismeli bir gruptur

(K, +, 0) bir gruptur

T4.Hera,b e Kicin,a+b=5b+a.

C1. Her a, b, ¢ € K igin, (ab)c = a(bc).

C2. Kda 1 diye yazilan 6yle bir eleman vardir ki,
hera e Kigin, a x 1 = 1 x a = a esitligi saglanir.

(Bu 6zelligi saglayan 1°den bagka bir eleman olamaz.)

TC1.0 1.
TC2. Her a, b, ¢ € K igin, (K, +, %, 0, 1) degismeli bir halkadir
alb +c)=ab+acve (b+c)a=ba+ca.

(K, +, x, 0, 1) bir halkadir

(K, +, %, 0, 1) bir cisimdir

C4. Her a € K\ {0} icin, ab = ba = 1 esitligini
saglayan bir b € K\ {0} vardir. (a verilmigse, bu 6zelligi

il

(K\ {0}, x, 1) degismeli bir gruptur

saglayan bir tek b vardir ve bu b, a~! olarak yazilir.)

ST Hera < K icin, a <a. (K, <) bir yarisiralamadir
S2.Hera,b e Kicin,a<bveb<aisea=b.

S3.Hera, b,c € Kigin,a<bveb<cisea<c. (K, <) bir tamsiralamadir

S4.Hera,b e Kigin,yaa<byadab<a. (K, +, %, <, 0, 1) siralt bir cisimdir

TS. Her a, b, c € Kigin, egera<bisea+c<b +c.
CS. Her a, b € K igin, eger 0 <a ve 0 < b ise 0 < ab.




