
6B. Onluk Tabanda Kesirli Say›lar
(1)

S
ay›lar› onluk tabanda, yani 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ra-
kamlar›yla (toplam on adet rakamla) yazar›z. Bunu ta en
küçük yafllar›m›zdan beri yapt›¤›m›z için, say›lar›n onluk

tabanda yaz›lm›fl olarak yarat›ld›¤›na inan›p bir say›y› onluk
tabanda yazman›n gerçek matematiksel anlam› hakk›nda pek
düflünmeyiz. Ama asl›nda üstünde önemle durulmas› gereken
ufuk aç›c› bir konudur. Bu bölümde bu konuyu irdeleyece¤iz.

Bu bölümde de¤il ama bu ders notlar›nda,
0,99999...

ifadesine anlam verece¤iz. Birçok kifli bu ifadeyi, anlam›n› bil-
meden yazar ve kullan›r. Anlam›n› ö¤rendi¤imizde, çok flafl›r-
tan ve merak edilen ve sorgulanan

0,99999... = 1 
eflitli¤ini matematiksel olarak kan›tlayabilece¤iz.

Sadece 0,99999... ifadesini de¤il, ilerde
0, 172172172172...

ifadesini de anlamland›raca¤›z. Bu da bir kesirli say› olacak.
Ders notlar›n›n son k›sm›nda da,

0,12345678910111213141516171819...
ifadesini anlamland›raca¤›z. Tahmin edilece¤i üzere bir gerçel sa-
y› olacak bu ifade. Ama gerçel say›lar› henüz tan›mlamad›¤›m›z-



dan, b›rak›n bu ifadenin bir gerçel say› oldu¤unu kan›tlamay›,
“bu bir gerçel say›d›r” diyemeyiz bile, desek de anlams›z olur.

‹lkokul aritmeti¤inden bafllayal›m. Örne¤in (onluk tabanda
yaz›lm›fl) 7436 say›s› asl›nda,

7!103 + 4!102 + 3!101 + 6!100

say›s›d›r. 
7436 = 7!103 + 4!102 + 3!101 + 6!100

eflitli¤i asl›nda “7436” ifadesinin tan›m›d›r.
Birazdan kan›tlanaca¤› üzere, her A do¤al say›s›, belli bir n

do¤al say›s› ve a0, a1, ..., an 1, an $ {0, 1, ..., 9} “rakam”lar› için,
A = an10n + an 110n 1 +  + a1101 + a0100

biçiminde yaz›labilir. E¤er bir de ayr›ca A > 0 varsay›m›n› ya-
parsak, an’yi pozitif olacak biçimde seçebiliriz ve bu durumda, 

a0, a1, ..., an 1, an�����lar› biricik olur. Her an rakam› biricik oldu¤undan,
A’n›n �������	��
���������

anan 1 ... a1a0

olarak sorunsuz bir biçimde tan›mlanabilir.
Yukarda söz etti¤imiz sonucu kan›tlayal›m:

Teorem 6B.1. Her A do¤al say›s›, belli bir n do¤al say›s› ve
a0, a1, ..., an 1, an $ {0, 1, ..., 9} rakamlar› için,

A = an10n + an 110n 1 +  + a1101 + a0100

olarak yaz›labilir. E¤er bir de ayr›ca A > 0 varsay›m›n› yapar-
sak, an’yi pozitif alabiliriz ve bu durumda a0, a1, ..., an 1, an ra-
kamlar› biriciktir. 

Kan›t: E¤er A < 10 ise n = 0 ve a0 = A % 0 alabiliriz. Bun-
dan böyle A ≥ 10 eflitsizli¤ini ve teoremin A’dan küçük pozitif
do¤al say›lar için do¤ru oldu¤unu varsayal›m.

A’y› 10’a bölelim: Belli bir B ve 0 ≤ r < 10 “kalan›” için,
A = 10B + r

yazabiliriz [Teorem 4.4]. B < A oldu¤undan, tümevar›m varsa-
y›m›na göre, belli bir m do¤al say›s› ve
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b0, b1, ..., bm 1, bm % 0
rakamlar› için,

B = bm10m + bm 110m 1 +  + b1101 + b0100

olarak yaz›labilir. Dolay›s›yla,
A = 10B + r

= 10(bm10m +  + b1101 + b0100) + r
= bm10m+1 +  + b1102 + b0101 + r.

Demek ki n = m + 1 ve
am+1 = bm, am = bm 1, ..., a1 = b0, a0 = r

tan›mlar›n› yaparsak a0, a1, ..., an 1, an % 0 rakamlar›n›n varl›-
¤› kan›tlanm›fl olur.

fiimdi de bu rakamlar›n biricikli¤ini kan›tlayal›m.
A = an10n + an 110n 1 +  + a1101 + a0100

= bm10m + bm 110m 1 +  + b1101 + b0100

olsun. Burada ai ve bj say›lar› 0’dan 9’a kadar rakamlard›r. an % 0
ve bm % 0 eflitsizliklerini varsayal›m. n = m ve her i için ai = bi eflit-
liklerini kan›tlayaca¤›z. 

Önce n = m eflitli¤ini kan›tlayal›m. Diyelim n > m. O zaman,
A = bm10m + bm 110m 1 +  + b1101 + b0100

≤ 9(10m + 10m 1 +  + 101 + 100)
= 9(10m+1  1)/9 < 10m+1 ≤ 10n ≤ A,

ve bu da bir çeliflkidir. (Son sat›rdaki eflitlik için bir sonraki
sayfadaki gri kutudaki sonucu a = 10’a uygulad›k.) Demek ki
n = m.

fiimdi an = bn eflitli¤ini n üzerine tümevar›mla kan›tlayal›m.
Diyelim an > bn. O zaman,  

A  *bn10n = (an bn)10n + an 110n 1 +  + a1101 + a0100

ve
A  *bn10n = bn 110n 1 +  + b1101 + b0100

olur. Demek ki her iki eflitli¤in de sa¤ taraf›ndaki say›lar birbi-
rine eflit. Ama an  *bn > 0 ve n > n  1 oldu¤undan, böyle bir
durumun mümkün olmad›¤›n› bir üstteki paragrafta gördük.
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Demek ki an = bn. fiimdi an10n ve bn10n say›lar›n› sadelefltire-
rek,

an 110n 1 +  + a1101 + a0100

ile
bn 110n 1 +  + b1101 + b0100

say›lar›n›n eflitli¤ini buluruz. Buradan tümevar›mla her i = 0, 1,
..., n  1 için ai = bi ç›kar. n

Teorem 6B.1 do¤al say›lar içindi. Bilindi¤i gibi birçok ke-
sirli say› da benzer bir gösterimle, ama bir virgülle ifade edile-
bilir. Örne¤in,

1/2 = 0,5 7/2 = 3,5
1/4 = 0,25 7/4 = 1,75
1/5 = 0,2 7/5 = 1,4
1/8 = 0,125 7/8 = 0,875
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Teorem. Her k do¤al say›s› ve a % 1 kesirli say›s› için, 

Kan›t: S = 1 + a + a2 +  + ak olsun. Bu say›y› a ile çarpa-
l›m:

aS = a(1 + a + a2 +  + ak)
= a + a2 +  + ak+1.

fiimdi S ’yi ve aS ’nin bu ifadelerini altalta yaz›p 
S = 1 + a + a2 +  + ak

aS = a + a2 + a3 +  + ak+1,
birbirinden ç›karal›m. a, a2, ..., ak ifadeleri sadeleflir ve geri-
ye sadece 1 ve ak+1 kal›r:

S  aS = 1  ak+1,
yani

(1  a)S = 1  ak+1

bulunur. Buradan da S, yani istenen toplam bulunur. n
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1/10 = 0,1 7/10 = 0,7
1/16 = 0,0625 7/16 = 0,4375
1/20 = 0,05 7/20 = 0,35

Bu say›lar› 10’un sonlu say›da kuvvetlerinin toplam› olarak
ifade edebiliriz. ‹flte birkaç›:

1/2 = 5!10 1

1/4 = 2!10 1 + 5!10 2

73/2 = 3!101 + 6!100 + 5!10 1

7/8 = 8!10 1 + 7!10 2 + 5!10 3

4673/8 = 584,125 = 5!102 + 8!101 + 4!100 + 1!10 1

+ 2!10 2 + 5!10 3

Dikkat ederseniz yukardaki say›lar›n paydalar›nda sadece
2, 4, 5, 8, 10, 16, 20 gibi 2 ve 5’in kuvvetlerinin çarp›mlar› var.
E¤er paydada örne¤in sadeleflmeyen bir 3 ya da 7 varsa o za-
man kesirli say›n›n aç›l›m› sonlu olamaz. Sözgelimi,

1/3 = 0,333333333333333333...,
1/7 = 0,142857142857142857...

ve bu say›lar, yukardakilerinin aksine, 10’un sonlu say›da kuv-
vetleri cinsinden yaz›lamaz. Zaten eflitliklerin sa¤›ndaki virgül-
den sonra sonsuz rakaml› ifadeler (flimdilik) anlams›z ifadeler-
dir, çünkü bu ifadeler asl›nda sonsuz say›da say›n›n toplam›n›
simgelemektedir ve sonsuz say›da say›y› toplaman›n ne demek
oldu¤unu (henüz) bilmiyoruz. Bunlar gibi,

3,141591415914159...
ya da

0,1234567891011121314...
ifadelerinin ne demek olduklar› da flimdilik bilinmiyor. 

fiimdilik
a/2n5m

biçiminde yaz›lan say›lar›n sonlu bir ondal›k aç›l›m› oldu¤unu
kan›tlayal›m. Di¤erlerini daha ilerki bölümlerde ele al›r›z.
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Teorem 6B.2. u ve v iki pozitif do¤al say› olsun. b’nin 2 ve
5’ten baflka asal böleni olmas›n. O zaman,

u/v = an10n +  + am10m

eflitli¤inin geçerli oldu¤u n ≥ m tamsay›lar› ve
an, ..., am $ {0, 1, ..., 9}

rakamlar› vard›r. Ayr›ca e¤er an % 0 ve am % 0 varsay›mlar›n›
yaparsak o zaman an, ..., am katsay›lar› biriciktir.

Bunun tersi de do¤rudur: E¤er n ≥ m tamsay›larsa ve 
an, ..., am $ {0, 1, ..., 9}

ise, o zaman, an10n +  + am10m say›s›, bir u do¤al say›s› ve 2
ve 5’ten baflka asal böleni olmayan bir v do¤al say›s› için v/v bi-
çiminde yaz›l›r.

Kan›t: Teoremdeki n ve m say›lar›n›n negatif olabilecekleri-
ne dikkatinizi çekerim. (Hatta, e¤er a < b ise, n, ve elbette m de,
negatif olmak zorundad›r ve e¤er a/b bir do¤al say› de¤ilse, m
negatif olmak zorundad›r.)

‹kinci paragraf›n kan›t› son derece basit:
an10n +  + am10m

ifadesinin paydalar› eflitleyip a/b biçiminde yazal›m. E¤er m ≥ 0
ise b = 1 alabiliriz. Ama e¤er m < n ise paydada ancak 10’un bir
kuvveti olabilir. Demek ki paydan›n 2 ve 5’ten gayri asal böle-
ni olamaz.

fiimdi teoremin birinci k›sm›n› kan›tlayal›m. a’y› ve b’yi
münasip bir do¤al say›yla çarparak b’nin 10k biçiminde yaz›l-
m›fl bir do¤al say› oldu¤unu varsayabiliriz. fiimdi a’y› bir önce-
ki teoremi kullanarak 10’luk tabanda yazarsak, a/b’yi teorem-
de istenen flekilde ifade edebiliriz.

Katsay›lar›n biricikli¤ini göstermek kald›.
an10n +  + am10m = bn410n4 +  + am410m4

eflitli¤ini varsayal›m. 10’un yeterince büyük bir gücüyle çarpar-
sak m ve m4 say›lar›n›n do¤al say› olduklar›n› varsayabiliriz.
fiimdi sonuç bir önceki teoremden ç›kar. n
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“Bildi¤imiz” Bölme

‹lkokulda ve lisede 18’i nas›l 7’ye böldü¤ümüzü an›msaya-
l›m. Bölmeye flöyle bafllar›z:

‹lk ifl olarak 18’de en fazla kaç tane 7 oldu¤una bakar›z. 2
tane vard›r. Sonra 2’yle 7’yi çarp›p 18’den ç›kar›r›z. Kalan
4’tür:

Bu aynen Teorem 4.3’te yap›lan bölmedir. Kalan hep 7’den
küçük olmak zorundad›r, çünkü 18’in içinde bulunan tüm 7’le-
ri ç›kard›k.

Bu aflamada 4’ün sa¤›na bir 0 ve 2’nin sa¤›na bir virgül ko-
nulur ve ayn› ifllem devam ettirilir:

‹fllem, virgül koyma d›fl›nda dilendi¤i kadar tekrarlanabilir. 
En sondaki kalan hep 7’den küçük oldu¤u için (0, 1, 2, 3, 4,

5 ya da 6) en fazla 7 ad›mda kalan, daha önce bulunan kalanlar-
dan biri olacak ve o zaman bir döngüye girilecektir. Ama 0 beli-
rir belirmez daha sonra kalanlar hep 0 olaca¤›ndan, kalan say›lar
en fazla 6 ad›mda tekrarlanmak zorundad›r.
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Bu ifllemler matematiksel olarak flu ifllemlere tekabül ederler:
18 = 2!7 + 4
18 = 2,5!7 + 5/10
18 = 2,57!7 + 1/100
18 = 2,571!7 + 3/1000

Devam edersek,
18 = 2,571428!7 + 4/1.000.000

buluruz. Bu aflamada, virgülden sonraki 571428 say›lar› tek-
rarlan›rlar. Örne¤in, 13’üncü ad›mda

18 = 2,571428571428!7 + 4/1012

bulunur. Bu eflitlik,
18/7 7 2,571428571428

afla¤›yukar›l›¤› olarak da yaz›labilir. Tekrarlanan 571428 dizi-
sini ne kadar çok yazarsak, afla¤›yukar›l›k o kadar eflitli¤e yak-
lafl›r. Okullarda bu, “sonsuzda eflitlik olur” düflüncesiyle,

18/7 = 2,571428571428571...
olarak yaz›l›r. Gerçekten de “sonsuzda eflitlik olur”. Bunu iler-
de kan›tlayaca¤›z.

Bu yöntemle, her a/b > 0 kesirli say›s› virgülden bir zaman
sonra en fazla b  1 basamakta tekrarlanan say›lar olarak yaz›-
labilir. Örne¤in,

71,932525252525...
kesirli bir say›d›r. ‹lerde bu say›n›n a/b biçiminde nas›l yaz›la-
ca¤›n› görece¤iz. Yan›t,

71,932525252525... = 712132/9900
olur. Öte yandan virgülden bir zaman sonra tekrarlanmayan
say›lar kesirli say› olamazlar. Bunu da ilerde kan›tlayaca¤›z.
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7A. Say›lar› Yaratmaya 
Devam Ediyoruz

K
itab›n ilk k›sm›nda 0, 1, 2, 3 gibi do¤al say›lar› ve bu
do¤al say›lar›n kümesi olan #’yi yaratt›k. Sadece #’yi
yaratmakla kalmad›k, ayr›ca #’de toplamay›, çarpmay›

ve s›ralamay› tan›mlad›k. Bütün bunlar› yapmak için kümeler
kuram›ndan yararland›k; daha do¤rusu en en en temel kümeler
kuram›n› bu say›lar› yaratmak için özellikle kurduk.

Do¤al say›lar›n önemli bir kusuru bir say›dan bir baflka sa-
y›n›n her zaman ç›kar›lamamas›d›r. Örne¤in, do¤al say›larda
3’ten 5’i ç›karamazs›n›z. Do¤al say›lar›n bu zaaf›n› gidermek
için, geçen k›s›mda, #’den hareket ederek ve cebir maharetiyle
 tamsay›lar kümesini yaratm›flt›k. Ayr›ca  ’de toplama, ç›kar-
ma ve çarpma ifllemlerini ve s›ralamay› tan›mlam›fl›k.

Tamsay›lar›n da bir kusuru var. Tamsay›larda bölme yap›-
lamaz, örne¤in 3’ü 5’e bölemeyiz. Tamsay›lar›n bu zaaf›n› gi-
dermek için, gene geçen k›s›mda, 3/5,  2/7 gibi kesirli say›lar› ve
bu say›lar›n kümesi olan ! kümesini yaratt›k. Sadece ! küme-
sini yaratmakla kalmad›k, bu küme üzerinde toplama, ç›karma,
çarpma ve bölme ifllemlerini ve s›ralamay› da tan›mlad›k. (0’a
bölmeyi tan›mlayamad›k elbet!) Kesirli say›lar› yaratmak için
tamsay›lardan yola ç›kt›k ve cebirsel yöntemler kulland›k.



Ancak kesirli say›lar›n da önemli bir kusuru var. Örne¤in, 
x2 = 2

denkleminin kesirli say›larda çözümü yoktur. Bunun kan›t›
[SKK]’da bulunabilir.

Bir sonraki altbölümde, √2’yi yarataca¤›z. √2’yi yaratmak-
la kalmayaca¤›z, √2’yi içeren bir sistemde toplama, çarpma ve
hatta bölme yapaca¤›z.

Afla¤›da flemada say› yaratman›n kronolojisini bulacaks›n›z.

![√2]’yi Yaratmak
√2’nin kesirli bir say› olmamas›n›n do¤urdu¤u tekil sorunu

gidermek o kadar zor de¤ildir ve bu k›sa altbölümde √2’yi içe-
ren ![√2] s›ral› halkas›n› matematiksel olarak yaratarak bu so-
runu giderece¤iz. Ama sorun sadece √2’nin varl›¤› de¤il ki, ke-
sirli olmayan o kadar çok gerçel say› var ki... Bu sorunu ileri
bir tarihe at›p flimdilik sadece √2’yi var edelim.
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Kümeler kuram› (KK)

# (do¤al say›lar)

Cebir

 $(tamsay›lar)

Cebir

!$(kesirli say›lar)

Analiz

"$(gerçel say›lar)

%$(karmafl›k say›lar)

Cebir

&$(kuaternionlar)

Cebir

![√2]Cebir

 [√2]
Cebir

Cebir

Ordinaller

Kardinaller

KK

KK

Say›lar›n Yarat›l›fl Süreci

Kardinaller d›fl›nda sfla¤› do¤ru indikçe say› kümeleri büyür.
[AKK]’da görece¤imiz her kardinal bir ordinaldir.
Kuaternionlardan daha büyük oktonionlar vard›r.



Elimizde sadece ! kümesi var. Sadece !’yü ve en temel kü-
meler kuram›n› kullanarak ![√2] halkas›n› var edece¤iz... Ya-
ratmadan önce bu halkan›n sonunda nas›l bir fley olaca¤›n›, san-
ki √2’nin ne oldu¤unu biliyormuflças›na, önceden söyleyelim,

![√2] = {a + b√2 : a, b $ !}
olacak. Henüz yaratmad›¤›m›z " kümesinin bir altkümesi olan
bu küme, toplama, çarpma, ç›karma alt›nda kapal›d›r. Hatta
e¤er 0 % . $ ![√2] ise 1/. say›s› da ![√2] kümesindedir. (fiim-
dilik okura al›flt›rma.)

Bafll›yoruz.
![√2], ! ! ! kümesine eflit olsun... Amac›m›z, sezgisel

olarak bildi¤imiz ama henüz matematiksel olarak var olmayan
a + b√2 say›s›n› (a, b) ikilisi olarak görmek. Örne¤in √2 say›s›
(0, 1) eleman›na eflit olacak. Her a kesirli say›s›n› da (a, 0)
olarak görece¤iz. fiimdi ! ! ! kümesi üzerinde toplama ve
çarpma ifllemlerini tan›mlayal›m:

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d),
(a, b)(c, d) = (ac + 2bd, ad + bc).

Bu tan›mlar›, sezgisel olarak bildi¤imiz,
(a + b√2) + (c + d√2) = (a + c) + (b + d)√2,
(a + b√2)(c + d√2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)√2

eflitliklerinden esinlenerek yapt›k.
Örne¤in,

(0, 1)2 = (2, 0).
(“Kare almak” demek bir say›y› kendisiyle çarpmak demektir
elbet.) Bir de flu eflitli¤e bakal›m:

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1).
E¤er ! ! ! kümesinin (x, 0) türünden yaz›lan elemanlar›-

n› i(x) olarak k›salt›rsak, (0, 1) eleman›n› da √2 olarak yazar-
sak (√2’yi yaratt›k!), yukardaki

(a, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1)
eflitli¤i,

(a, b) = i(a) + i(b)√2
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halini al›r. Daha bitmedi... Bir de i(x) eleman›n› x olarak k›sal-
t›rsak, bu en son eflitlik,

(a, b) = a + b√2
halini al›r ve böylece, tüm a, b $ ! için, a + b√2 say›lar›n› ya-
ratm›fl oluruz...

Hangi hakla i(x) yerine x yaz›yoruz diye sorabilir okur hak-
l› olarak. Asl›nda bu bir suçtur, ama bu suçun hafifletici neden-
leri vard›r: Kolayca görülece¤i üzere, her a, b $ ! için

i(a) + i(b) = i(a + b),
i(a)i(b) = i(ab)

eflitlikleri geçerli ve ayr›ca
i : ! ( ! ! !

fonksiyonu birebir. Bütün bunlar, a ve b kesirli say›lar›n› top-
lay›p çarpmayla, yeni yaratt›¤›m›z i(a) ve i(b) elemanlar›n› top-
lay›p çarpmak aras›nda pek bir ayr›m olmad›¤›n› gösterir. Do-
lay›s›yla ! ile i(!) kümelerini “özdefllefltirebiliriz”. (Bkz. Bö-
lüm 5.14.)

Toplama ve çarpma verildi¤inden, art›k ![√2] kümesinde
ç›karma ve bölmeyi de tan›mlayabiliriz. Bu tan›mlar› okura b›-
rak›yoruz. Ama s›ralamay› tan›mlayal›m:

a + b√2 ≤ c + d√2
önermesi, elbette,

0 ≤ (c  a) + (d  b)√2
önermesi do¤ruysa do¤ru olmal›. Demek ki 

0 ≤ x + y√2
önermesini tan›mlamak yeterli. Bunu da flöyle tan›mlayal›m:

Art›k ![√2] kümesini, bu küme üstündeki 4 ifllemi ve s›ra-
lamay› biliyoruz. Bu tan›mlarla, ortaokul bilgilerinizle do¤ru
olaca¤›n› tahmin etti¤iniz her türlü ifadeyi kan›tlayabilirsiniz.
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Dileyen okur ![√2] kümesinin bu tan›mlarla s›ral› bir cisim
oldu¤unu kan›tlayabilir.

Tuhaf ama gerçek: ![√2] kümesini yukarda tan›mlanan
toplama ve çarpmayla s›ral› bir cisim yapan bir baflka s›ralama
daha vard›r. Bu yeni s›ralamada √2 < 0 olur! Aç›klayal›m.

![√2]’den ![√2]’ye giden flu fonksiyona bakal›m: 
' : ![√2] ( ![√2]

fonksiyonu her a, b $ ! için,
'(a + b√2) = a  b√2

formülüyle tan›mlans›n. ' fonksiyonu bir eflleflmedir ve ![√2]
halkas›n›n toplamas›n› ve çarpmas›n› ve çarpman›n birim ele-
man›n› etkilemez, yani, her ., / $ ![√2] için,

'(. + /) = '(.) + '(/),
'(./) = '(.)'(/),
'(1) = 1

olur. fiimdi '’yi kullanarak ![√2] üzerine (gerçel say›lardan
bulaflan) “do¤al” s›ralamay› de¤ifltirebiliriz: Her ., / $ ![√2]
için,

. " / - '(.) < '(.)
olarak tan›mlayal›m. (![√2], +, !, ") yap›s› da s›ral› bir cisim
olur ve √2 bu s›ralamada negatif olur.

Ya Di¤er Eksik Say›lar?
√2’nin kesirli say› olmama sorununu ve benzer sorunlar› çöz-

mek için, kesirli say›lar kümesi !’den çok çok daha büyük bir kü-
me olan gerçel say›lar kümesi "’yi yarataca¤›z.

Sorun sadece 2’nin karekökünü yaratmak olsayd›, "’den
çok daha küçük olan

![√2] = {a + b√2 : a, b $ !}
cismi iflimizi görürdü ve "’yi yaratmak yerine, yaratmas› çok
daha kolay olan ve cebirsel yöntemlerle yarat›labilen ![√2]
cismini yaratmam›z yeterli olurdu. 
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Sadece √2’yi de¤il, √3, √2 + √3, 51/3 gibi say›lar›, hem de
dördünü birden cebirsel yöntemlerle yaratmak da oldukça ko-
layd›r.

Hatta ? say›s›n› ve, n herhangi bir tamsay› olmak üzere, ?n sa-
y›lar›n›n hepsini de cebirsel yöntemlerle kolayl›kla yaratabiliriz.

n bir kesirli say› olmak üzere ?n say›lar›n›n hepsini birden
yaratmak biraz daha fazla u¤rafl gerektirir ve bu yöntem çok
daha az bilinir ama bu da mümkündür.

(Toplama ve çarpma ifllemlerini tan›mlamak görece kolayd›r
ama bu say› cisimlerini s›ralamak çok daha zordur.)

Demek istedi¤imiz flu: Kesirli say›lar›n en büyük kusuru √2
gibi bir say›n›n olmamas› de¤ildir. Kesirli say›lar›n çok daha
büyük bir kusuru vard›r. E¤er √2’nin olmamas›, komflunun
bahçesinden elma çalmaksa, !’nün di¤er büyük suçu banka
soymakt›r! Gerçel say›lar› yaratarak bu kusuru gidermeye çal›-
flaca¤›z.

Bu büyük kusur öylesine büyük bir kusurdur ki, telafi etmek
için cebir yetmez, analiz de gerekir. 
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7B. √2’ye Yak›nsamak ‹steyen 
Bir Dizi

√2’
nin kesirli bir say› olmad›¤›n› biliyoruz. √2, ke-
sirli bir say› de¤ildir ama kesirli say›larla √2’ye
diledi¤imiz kadar yaklaflabiliriz. Örne¤in √2’yle

1,414213562373
kesirli say›s› aras›ndaki fark 0,000000000001 say›s›ndan küçük-
tür. Dilersek, √2’ye uzakl›¤› en fazla

0,000000000000000000000001 
olan kesirli bir say› bulabiliriz. Bulaca¤›z da.

Bu bölümde, gittikçe √2’ye daha fazla yaklaflan ve “sonsuz-
da √2 olmaya meyilli” olan bir kesirli say› dizisini ele alaca¤›z.
Hemen bu diziyi tan›mlayal›m.

(xn)n dizisinin terimlerini tümevar›mla flöyle tan›mlayal›m:

E¤er uygun bir x0 verilmiflse, bu tan›m sayesinde tüm xn’leri he-
saplayabiliriz. Örne¤in e¤er x0 = 1 ise,

x3 = 17/12 = 1,41666...
buluruz ki, bu, Mezopotamyal›lar›n, daha iyisini bilmediklerin-
den, √2 yerine kulland›klar› de¤erdir. Pek de fena bir de¤er de-
¤ildir asl›nda:

(17/12)2 = 2,00694444...

*
x

x
xn

n

n
5 6

5
51

2
1

. (*)



E¤er x0 = 0 al›rsak,
x0 = 0 
x1 = 2/1 = 2
x2 = 4/3 = 1,3333333...
x3 = 10/7 = 1,4285714285714...
x4 = 24/17 = 1,4117647058823...
x5 = 58/41 = 1,4146341463414...
x6 = 140/99 = 1,4141414141414...

buluruz. Bu dizinin giderek √2’ye daha çok yaklaflt›¤›n›, hiçbir za-
man tam olarak √2’ye eflit olmasa da dizinin terimleriyle √2’ye is-
tedi¤imiz kadar yaklaflabilece¤imizi gösterece¤iz. Örne¤in, belli
bir aflamadan sonra tüm xn’ler √2’ye en fazla milyarda 1 uzakl›k-
tad›rlar; bunun için n’yi 18 ya da daha büyük seçmenin yeterli ol-
du¤unu görece¤iz. Seçti¤imiz + > 0 say›s› ne kadar küçük olursa
olsun, bir zaman sonra - yani belli göstergeçten sonra- tüm xn’ler
√2’ye en fazla bu + mesafesi kadar uzakl›kta olurlar. Matematik-
te bu olgu “(xn)n dizisi √2’ye yak›nsar” olarak ifade edilir. Ders
notlar›n›n son k›sm›nda yak›nsama kavram›na özel yer ay›raca-
¤›z. Bu bölümü ›s›nma hareketleri olarak telakki edebilirsiniz.

E¤er diziyi hesaplamaya x0 =  1 ile bafllamaya kalk›fl›rsak,
bir sonraki terimi hesaplamak için x0 + 1’e yani 0’a bölmek zo-
runda oldu¤umuzdan, diziyi devam ettiremeyiz. Ayn› flekilde,
e¤er x0 =  3/2 ise x1 =  1 olur ve bu sefer de x2’yi hesaplaya-
may›z. Ama e¤er x0 ≥ 0 ise, tümevar›mla kolayca görülece¤i
üzere, her xn ≥ 0 olur ve dizinin her terimini hesaplayabiliriz.
Bu dizinin, seçilmifl her x0 ≥ 0 (kesirli) say›s› için √2’ye yaklafl-
t›¤›n› gösterece¤iz. Daha do¤rusu, henüz √2 diye bir say›y› icat
etmedi¤imizden, xn’lerin karelerinin giderek 2’ye yak›nsad›¤›n›
gösterece¤iz. Yak›nsaman›n ne demek oldu¤unu henüz bilme-
di¤imizden, tam matematiksel olamayaca¤›z ama gene de okur
gerçe¤i hissedecek diye umuyoruz.
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|2  xn
2| say›lar›na bakal›m. Önce,

eflitli¤inin fark›na varal›m. E¤er 1 ≤ xn eflitsizli¤ini kan›tlayabi-
lirsek, o zaman (xn + 1)2 ≥ 4 olur ve yukardaki eflitsizlikten,

eflitsizli¤i ç›kar ve böylece 2’yle xn
2 aras›ndaki fark›n her ad›m-

da, bir önceki fark›n 4’te 1’inden daha küçük olaca¤› anlafl›l-
m›fl olur. Tabii bu da aradaki fark›n n büyüdükçe 0’a
yaklaflaca¤› anlam›na gelir.

fiimdi xn’nin 1’den büyük oldu¤unu kan›tlayal›m diyece¤im
ama bu dedi¤im, e¤er x0 < 1 seçilirse, en az›ndan n = 0 için do¤-
ru olmaz. Öte yandan, e¤er x0 >  1 ise, o zaman x0 + 1 > 0  olur
ve (*) tan›m›ndan kolayca kan›tlanaca¤› üzere, n ≥ 1 için tüm
xn’ler 1’den büyük olurlar. (Çünkü paydaki xn + 2 say›s› her
zaman paydadaki xn + 1’den daha büyüktür.) Böylece

eflitsizli¤i kan›tlanm›fl olur. Demek ki,
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yani

eflitsizli¤ini buluruz. Örne¤in, x0 = 1 al›rsak,
|2  xn

2| ≤ 1/4n

buluruz, ki fena bir afla¤›yukar›l›k de¤il. Buradan, e¤er bir an
için √2 say›s›n›n varl›¤›n› bildi¤imizi varsayarsak,

|√2  xn| < |√2  xn||√2 + xn| = |2  xn
2| ≤ 1/4n,

yani
|√2  xn| < 1/4n

buluruz. E¤er n = 2m alacak olursak,
|√2  x2m| < 1/42m = 1/16m < 1/10m

buluruz. Örne¤in, e¤er √2’ye kesirli bir say›yla milyarda 1 ka-
dar yaklaflmak istiyorsak, x0 = 1 ve m = 9 seçip x18’i hesapla-
yabiliriz:

x18 = 9369319/6625109 = 1,414213562...
Asl›nda √2’ye 18’inci terimden çok daha çabuk milyarda 1

kadar yaklafl›r›z, yukardaki eflitsizliklerde oldukça hoyrat dav-
rand›k, daha ince bir yaklafl›m daha güzel sonuçlar verir.

Burada önemli olan nokta flu: E¤er x0’› kesirli bir say› seçer-
sek, hesaplanabilen her xn elbette kesirli bir say› olur. xn kesirli
say›s›n›n pay›n› ve paydas›n› hesaplaman›n kolay bir yolu var:

pn+1 = pn + 2qn

qn+1 = pn + qn

olarak tan›mlarsak,
xn = pn/qn

olarak tan›mlanan dizi (*) eflitli¤ini sa¤lar. (Al›flt›rma.) Yukar-
da buldu¤umuz

x18 = 9369319/6625109
için p0 = q0 = 1 ald›k ve pn ve qn’leri n = 18’e kadar teker teker
hesaplad›k.
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Limit Kavram›n› Bilenlere: Yukardaki tan›mla verilen (xn)n

dizisi e¤er bir say›ya yak›ns›yorsa, bu say› ,√2 olmak zorunda-
d›r. Nitekim, e¤er limite x dersek ve (*) tan›m›nda, xn+1 ve xn

yerine x koyarsak,
x = (x + 2)/(x + 1)

elde ederiz ve buradan da önce,
x(x + 1) = x + 2

ve sadelefltirdikten sonra da,
x2 = 2

ç›kar. Demek ki x ya √2 ya da  √2 olabilir. 
Asl›nda, x0 =  √2 d›fl›nda, dizinin hesaplanabildi¤i tüm x0

de¤erleri için limit ancak √2 olabilir. Bunun pek o kadar kolay
oldu¤unu sanmad›¤›m›z kan›t›n› okura b›rak›yoruz. Bir baflka
ilginç al›flt›rma da dizinin hesaplanamayaca¤› tüm x0 de¤erleri-
ni bulmak. Sonuç çok hofl ç›k›yor. 

Al›flt›rma. Ayn› fleyi √2 yerine √3 için yapmaya çal›fl›n, örne¤in
|x  √3| < 10 9 eflitsizli¤ini sa¤layan bir x kesirli say›s› bulun. 
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Karekök ‹flareti
√ iflaretinin tarihi 1525’e uzan›r. Bu simgeye benzer bir

simge, köklü say›lar için Alman Matematikçi Christoff Ru-
dolff (1499-1545) taraf›ndan Coss adl› kitab›nda kullan›l-
m›flt›r.

Coss, Almanca dilinde yay›mlanm›fl ilk cebir kitab›d›r.
Coss, cosa’dan gelir. Cosa da, “bilinmeyen” anlam›na

kullan›lan “fley”in Latincesidir. Cebircilere uzunca bir za-
man bu yüzden “kosistler” denirdi. Cebire de “kosik sanat”
denmifltir.

√2’nin Öyküsü
Yunanl› filozof Aristo’ya (MÖ 384-322) göre, √2’nin ke-

sirli olmad›¤›n› ilk kez MÖ 430 y›llar›nda Pisagor anlam›fl-
t›r. Pisagor olmasa da, bu buluflun bir felsefe
ekolü olan Pisagorcular taraf›ndan bulundu¤u
kesin. Bu bulufl Pisagorcular›n felsefesinin ve
inanc›n›n temelini y›k›yordu. Pisagorculara göre

var olan her fleyin temeli do¤al say›lard› ve her fley (örne¤in
her uzunluk) do¤al say›lar ya da do¤al say›lar›n do¤al say›-
lara bölünmesiyle (yani kesirli say›larla) ifade edilebilirdi.
Ama iki kenar› 1 uzunlu¤unda olan bir diküçgenin hipotenü-
sünün uzunlu¤u √2’ydi ve √2 kesirli bir say› de¤ildi. Bu yüz-
den Pisagorcular uzunca bir süre √2’nin kesirli olmad›¤›n› bir
s›r olarak saklam›fllard›r.

Öklid’in (MÖ 325-265) ünlü Elemanlar adl› eserinin
10’uncu cildinde tamkare olmayan her kesirli say›n›n kare-
kökünün kesirli bir say› olmad›¤›n› kan›tlam›flt›r.

1

1

√2



7C. Kesirli Say›lar Kümesinin
Kusurlar›

B
ir önceki bölümde, kesirli bir say› olmayan √2’ye çok çok
yaklaflan bir kesirli say›lar dizisi bulmufltuk. Bu kesirli
say› dizisi, √2’ye eriflmek için elinden geleni yap›yordu.

Hatta “sonsuzda” √2 olmak için yan›p tutufluyordu ama √2
orada olmad›¤› için (çünkü √2 kesirli bir say› de¤il) sonsuzda
bile √2 olam›yordu...

Sadece √2’ye de¤il, herhangi bir gerçel say›ya yak›nsamaya ça-
l›flan bir, hatta birden çok kesirli say› dizisi bulabiliriz. Örne¤in,

x0 = 3
x1 = 3,1
x2 = 3,14
x3 = 3,141
x4 = 3,1415
x5 = 3,14159

...
dizisi belli ki ? say›s›na yak›nsamak üzere yola ç›km›flt›r ama
hiçbir zaman ? say›s›na eflit olamayacakt›r, “sonsuzda” bile,
çünkü ? kesirli bir say› de¤ildir1 ve orada yoktur! Bu dizi sü-
rekli olarak art›yor ve giderek daha fazla ?’ye yaklafl›yor ve

1 ?’nin kesirli say› olmad›¤›n› kan›tlamak √2’nin kesirli say› olmad›¤›n› kan›tla-
maktan daha zordur.



sonsuzda olmak istedi¤i yere gelince, bir de bak›yor ki o say›
orada yok! Çünkü dünyas› !’den ibaret! Hicran!

Kesirli say›lar›n yukardaki gibi bir resmini yaparsak, ?’nin
olmas› gerekti¤i yerde bir delik görürüz. √2’nin yerinde de yel-
ler esiyordur. Kesirli say›larda daha birçok delik vard›r. Hatta
kesirli say›larda kesirli say›dan çok daha fazla delik vard›r!

‹flte kesirli say›lar kümesinin en büyük kusuru bu delikler ve
bu deliklerin çoklu¤udur. Notlar›n geri kalan bölümünde kesirli
say›lar›n deliklerini doldurarak gerçel say›lar› elde edece¤iz.

Daha kolay anlafl›lan bir örnek verelim: 
1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, ...

dizisi 0’a giderek daha çok yaklafl›r ve ilerde tan›mlayaca¤›m›z
anlamda !’da 0’a yak›nsar. Ama ! yerine 0’› at›p ! \ {0}
kümesinde ya da (0, 1] aral›¤›nda çal›fl›rsak, bu dizi 0’a yak›n-
samak için elinden gelen her fleyi yapar ama, 0 orada olmad›¤›n-
dan, ! \ {0} ya da (0, 1] kümesinde 0’a yak›nsayamaz...

Kesirli say›lar›n bir baflka kusurunu da bulal›m. fiu kesirli
say› kümesini ele alal›m:

A = {0, 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6, ... }.
Bu kümede, n $ # için, n/(n+1) biçiminde yaz›lan kesirli say›lar
bulunuyor. A’n›n her say›s› 1’den küçük elbet; 2’den de küçük-
ler. Bu yüzden 1 ve 2’nin A’n›n üsts›n›r› olduklar› söylenir. A’n›n
katrilyonlarca, hatta daha da fazla üsts›n›r› vard›r: 1’den büyü-
keflit her say› A’n›n bir üsts›n›r›d›r. Ama 1’in bu üsts›n›rlar ara-
s›nda bir ayr›cal›¤› vard›r: 1, A’n›n üsts›n›rlar›n›n en küçü¤üdür.
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Bir A say› kümesinin üsts›n›rlar›n›n en küçü¤üne en küçük

üsts›n›r denir ve bu say› sup(A) ya da eküs(A) olarak yaz›l›r.
Yukardaki örnekte, sup(A) = 1. Bunun matematiksel kan›t›n›
okura al›flt›rma olarak b›rak›yoruz.

fiimdi, b0 = 0 olmak üzere,

iliflkisiyle tan›mlanm›fl (bn)n kesirli say› dizisini ele alal›m. Dizi-
nin ilk dört terimini yazal›m:

b0 = 0
b1 = 4/3
b2 = 24/17
b3 = 140/99

Dikkat ettiyseniz (etmediyseniz de kolayca kan›tlayabilirsiniz)
bn, geçen bölümde tan›mlanan x2n’ye eflit. Dolay›s›yla (bn)n

dizisi de (xn)n dizisi gibi (henüz olmayan!) √2’ye yak›nsamaya

çal›fl›r. Ayr›ca (bn)n dizisi sürekli artan bir dizidir. (Al›flt›rma.
Önce tümevar›mla bn

2 < 2 eflitsizli¤ini kan›tlay›n, ard›ndan,
bn < bn+1 eflitsizli¤ini.) fiimdi,

B = {b0, b1, b2, b3, b4, ... }
olsun. B’deki her eleman √2’den küçüktür, dolay›s›yla √2,
B’nin bir üsts›n›r›d›r. √2’nin B’nin en küçük üsts›n›r› oldu¤u da
kolayl›kla kan›tlan›r:

sup(B) = √2.
Kan›t›n tek zorlu¤u √2’nin henüz var olmay›fl›d›r! Bu zorluktan
kaç›nmak istiyorsan›z, geçen bölümde yapt›¤›m›z gibi, (bn)n di-
zisinin karesinin 2’ye yak›nsad›¤›n› kan›tlayabilirsiniz.

Ama √2 yoksa, B’nin en küçük üsts›n›r›n›n √2 oldu¤unu
söyleyebilir miyiz?
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En küçük üsts›n›r tan›m›m›zda bir sorun var. “Üsts›n›r” ve
“en küçük üsts›n›r” kavramlar› mutlak kavramlar de¤ildir, gö-
receli kavramlard›r. !’de üsts›n›rla (henüz tan›mlamad›¤›m›z)
"’de üsts›n›r ayn› fley demek de¤ildir. sup(B) yazmak yerine
kavram›n göreceli¤ini gösteren sup!(B) ve sup"(B) yazmak ge-
rekirdi.

B’nin "’de en küçük üsts›n›r› √2’dir. Ama B’nin !’de en
küçük üsts›n›r› yoktur. Yani sup"(B) = √2’dir ama sup!(B)
yoktur! Çünkü √2 kesirli bir say› de¤ildir.

Üsts›n›r ve en küçük üsts›n›r tan›mlar›m›z› gözden geçirelim:
A 2 ! ve s $ ! olsun. E¤er her a $ A için, a ≤ s eflitsizli¤i

do¤ruysa, s’ye A’n›n (!’de) üsts›n›r› denir. E¤er s, A’n›n bir üst-
s›n›r›ysa, s’den büyük her t kesirli say›s› da A’n›n bir üsts›n›r›d›r

elbette. Örne¤in, 1 ve 1’den büyük her say› hem (0, 1) hem de
[0, 1] aral›¤›n›n üsts›n›r›d›r. Öte yandan  ’nin !’de üsts›n›r›
yoktur. Her kesirli say› boflkümenin bir üsts›n›r›d›r. (Neden?)
Üsts›n›rlar›n en küçü¤üne, e¤er varsa, olmayabilir çünkü,
(!’de) en küçük üsts›n›r ad› verilir.

Yani s $! say›s›n›n A’n›n en küçük üsts›n›r› olmas› için, ön-
ce A’n›n bir üsts›n›r› olmas›, sonra A’n›n her üsts›n›r›ndan küçü-
keflit olmas› gerekir. E¤er bir kümenin en küçük üsts›n›r› varsa,
bu en küçük üsts›n›r ancak bir tane olabilir: E¤er s ve t birer en
küçük üsts›n›rsa, s en küçük üsts›n›r, t de bir üsts›n›r oldu¤un-
dan, s ≤ t olmak zorundad›r; ayn› nedenden t ≤ s olmak zorun-
da; demek ki s = t.

Bir A 2! kümesinin !’deki en küçük üsts›n›r› sup!(A) ola-
rak gösterilir. Ama dikkat! sup!(A) olmayabilir; oldu¤unda da
A’n›n bir eleman› olabilir de olmayabilir de. Örne¤in
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sup!((0, 1)) = 1 1 (0, 1)
ama

sup!((0, 1]) = 1 $ (0, 1]. 
Yukardaki paragraflarda !’leri silip yerine " yazarsan›z,

"’de üsts›n›r ve "’de en küçük üsts›n›r kavramlar›n› elde eder-
siniz. (Tabii "’nin ne demek oldu¤unu sezgisel olarak bildi¤i-
nizi varsay›yoruz burada, matematiksel olarak " henüz tan›m-
lanmad›.)

Bir altkümenin en küçük üsts›n›r› olmas› için, her fleyden
önce üsts›n›r› olmal›d›r. Üsts›n›r› olmayan bir kümenin en kü-
çük üsts›n›r› da olamaz.

fiimdi canal›c› soruyu soral›m: Üsts›n›r olmas› en küçük üst-
s›n›r olmas› için yeterli midir? 

Yan›t olumsuz: Boflkümenin üsts›n›rlar› vard›r ama en kü-
çük üsts›n›r› yoktur!

Peki ayn› soru bofl olmayan kümeler için do¤ru mu? Belli ki
!’de bu do¤ru de¤il. Yukardaki B kümesinin üsts›n›r› var, ör-
ne¤in 2, B’nin bir üsts›n›r›d›r, ama B’nin !’de en küçük üsts›-
n›r› yok.

Yani !’de üstten s›n›rl› ama en küçük üsts›n›r› olmayan
altkümeler vard›r. Bu, !’nün büyük kusurlar›ndan biridir ve
tahmin edilece¤i gibi bir önceki büyük kusura eflde¤erdir. Bu
iki kusurdan biri düzeltilirse, di¤eri de kendili¤inden düzelir.

Öte yandan bofl olmayan bir altkümenin "’de üsts›n›r›n›n
olmas›, en küçük üsts›n›r›n›n da olmas› anlam›na gelir. Yani
"’de üstten s›n›rl› olan ve boflküme olmayan her altkümenin en
küçük üsts›n›r› vard›r. Tabii "’yi henüz tan›mlamad›¤›m›zdan
bunu flu an kan›tlayamay›z. "’yi tan›mlad›¤›m›zda ilk iflimiz
bu önemli olguyu kan›tlamak olacak.

Son olarak bir eleman›n sup!(A) olmas› için gerek ve yeter
koflullar› görelim.
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Önsav 7C.1. A 2 ! ve s $ ! olsun. s’nin A’n›n en küçük
üsts›n›r› olmas› için,

1. Her a $ A için, a ≤ s,
2. Her + > 0 kesirli say›s› için, s  + < a eflitsizli¤ini
sa¤layan bir a $ A vard›r

koflullar› gerek ve yeter koflullard›r.
Kan›t: Birinci koflul s’nin A’n›n bir üsts›n›r› oldu¤unu söy-

lüyor. ‹kinci koflul da s’den küçük hiçbir say›n›n A’n›n bir üst-
s›n›r› olmad›¤›n› söylüyor. Demek ki iki koflul birden s’nin
A’n›n en küçük üsts›n›r› oldu¤unu söylüyor. n
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7D. Gerçel Say›lar› Belirleyen
Özellikler

G
eçen bölümde kesirli say›lar›n iki önemli kusurunu or-
taya koymufltuk. Bu yaz›larda bu iki kusuru düzelterek
gerçel say›lar› yarataca¤›z.

Kesirli say›lar›n birinci kusuru √2, ? gibi say›lar›n olmama-
s›yd›. Bu say›lar›n yerleri bofl, oralarda delikler var... Gene de
bu olmayan say›lara kesirli say›larla istedi¤imiz kadar yaklafla-
biliriz, o olmayan say›ya ulaflmak için can atan kesirli say› di-
zileri bulabiliriz. Bunu gördük.

Kesirli say›lar›n ikinci kusuru ise üstten s›n›rl› ve bofl olma-
yan her kesirli say› kümesinin bir en küçük üsts›n›r›n›n olmama-
s›yd›. Baz› kesirli say› kümelerinin en küçük üsts›n›rlar› vard›r,
ama hepsinin yoktur. Geçen bölümde bunlara örnekler gördük.

Bu iki kusurdan birini giderirsek, di¤eri de kendili¤inden gi-
derilmifl olacak.

Birinci kusuru gidermek için bir yere yak›nsamaya can atan
diziler kullan›l›r. Bu tür dizilere temel diziler ad› verilir. Mate-
matiksel tan›mlar› daha sonraki bölümlerde görece¤iz.

‹kinci kusuru gidermek için de Dedekind kesitleri denilen
kesirli say› kümeleri kullan›l›r.

‹ki yöntem de birbirine matematiksel anlamda eflde¤erdir.
Bir yöntemle kurulan gerçel say›lar kümesiyle di¤er yöntemle



kurulan gerçel say›lar kümesi aras›nda matematiksel olarak
hiçbir ayr›m yoktur. Bunu da daha sonraki bölümlerden birin-
de kan›tlayaca¤›z.

Dedekind kesitleri yöntemi temel dizileri kullanan yöntem-
den çok daha sadedir. Ama temel diziler yöntemi de çok ö¤re-
ticidir. Biz temel dizileri kullanan yöntemi seçece¤iz. Dedekind
kesitlerinden bir baflka bölümde sözedece¤iz.

(!, +, !, ≤, 0, 1) yap›s› s›ral› bir cisimdir, yani afla¤›daki özel-
likleri sa¤lar. (", +, !, ≤, 0, 1) yap›s› da s›ral› bir cisim olacak,
ancak !’nün yukarda sözetti¤imiz kusurlar› olmayacak. Bu ku-
surlar› olmayan s›ral› bir cisim, “öz itibar›yla biriciktir”. Bu da
kan›tlanacak. 
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T1. Her a, b, c $ K için, (a + b) + c = a + (b + c).
T2. K’da 0 diye yaz›lan öyle bir eleman vard›r ki,
her a $ K için, a + 0 = 0 + a = a eflitli¤i sa¤lan›r.
(Bu özellik ancak tek bir eleman taraf›ndan sa¤lanabilir.)
T3. Her a $ K için, a + b = b + a = 0 eflitliklerini
sa¤layan bir b $ K vard›r. (a verilmiflse, bu özelli¤i
sa¤layan bir tek b vard›r ve bu b,  a olarak yaz›l›r.)

T4. Her a, b $ K için, a + b = b + a.

(K, +, 0) de¤iflmeli bir gruptur

Ç1. Her a, b, c $ K için, (ab)c = a(bc).
Ç2. K’da 1 diye yaz›lan öyle bir eleman vard›r ki,
her a $ K için, a ! 1 = 1 ! a = a eflitli¤i sa¤lan›r.
(Bu özelli¤i sa¤layan 1’den baflka bir eleman olamaz.)

(K, +, !, 0, 1) bir halkad›r

Ç3. Her a, b $ K için, ab = ba.

(K, +, !, 0, 1) de¤iflmeli bir halkad›r

(K, +, 0) bir gruptur

S1. Her a $ K için, a ≤ a.
S2. Her a, b $ K için, a ≤ b ve b ≤ a ise a = b.
S3. Her a, b, c $ K için, a ≤ b ve b ≤ c ise a ≤ c.

(K, ≤) bir yar›s›ralamad›r

S4. Her a, b $ K için, ya a ≤ b ya da b ≤ a.

(K, ≤) bir tams›ralamad›r

TS. Her a, b, c $ K için, e¤er a ≤ b ise a + c ≤ b + c.
ÇS. Her a, b $ K için, e¤er 0 < a ve 0 < b ise 0 < ab.

(K, +, !, 0, 1) bir cisimdir

TÇ1. 0 % 1.
TÇ2. Her a, b, c $ K için,
           a(b + c) = ab + ac ve (b + c)a = ba + ca.

Ç4. Her a $ K \ {0} için, ab = ba = 1 eflitli¤ini
sa¤layan bir b $ K \ {0} vard›r. (a verilmiflse, bu özelli¤i
sa¤layan bir tek b vard›r ve bu b, a 1 olarak yaz›l›r.)(K

 \ 
{0

},
 !

, 1
) 

de
¤i

flm
el

i b
ir

 g
ru

pt
ur

(K, +, !, ≤, 0, 1) s›ral› bir cisimdir

S›ral› Cizimler


