
26. Zorn Önsav›’n›n Birkaç 
Cebirsel Uygulamas›

B
u k›s›mda Zorn Önsav›’n›n çeflitli uygulamalar›n› verce¤iz.

Seviyesi teoremi anlamaya yetmeyen okur, sorun etmeden

o bölümü atlas›n, nas›l olsa ileride kullan›lmayacak. 

26.1. Maksimal ‹dealler

Bir halkan›n en az iki ideali vard›r: 0 (yani {0}) ve R. Dola-

y›s›yla R, bir halkan›n maksimal idealidir. Bu yüzden, “maksi-

mal ideal” nitelemesi, “maksimal özideal” anlam›na kullan›l›r.

‹lk teoremimiz maksimal özideallerin oldu¤unu söyleyecek.

Teorem 261 [ZFC]. R de¤iflmeli ve birim elemanl› bir hal-
ka olsun. I Þ R herhangi bir özideal olsun. O zaman R’nin I ’y›
içeren maksimal bir ideali vard›r.

Kan›t: Z = {J Þ R : I & J ve J ' R} olsun. Z ’yi altküme ol-

ma iliflkisine göre yar›s›ralayal›m: 

J1 ≤ J2 ) J1 & J2. 

I $ Z oldu¤undan Z ' #. Zorn Önsav›’n› uygulamak amac›y-

la, Z ’nin tümevar›msal bir küme (Bölüm 23.1) oldu¤unu, yani

Z ’nin her zincirinin bir üsts›n›r› oldu¤unu kan›tlayal›m.

(Jk)k$O, Z’den al›nm›fl herhangi bir zincir olsun. Bu flu demek-
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tir: k, l $ O için ya Jk & Jl ya da Jl & Jk. fiunu kan›tlayaca¤›z:

+k$O Jk $ Z. O zaman murad›m›za erece¤iz çünkü her k $ O
için Jk & +k$O Jk oldu¤undan, yar›s›ralaman›n tan›m›na göre

Jk ≤ +k$O Jk
olur.

• Elbette I & +k$O Jk .

• +k$O Jk ’n›n bir ideal oldu¤unu kan›tlayal›m. a, b $
+k$O Jk ve r $ R olsun. a $ Jk, b $ Jl içindeliklerini sa¤layan

k, l $ O seçelim. Diyelim Jl & Jk. O zaman hem a hem de b,

Jk’nin eleman› olurlar. Jk bir ideal oldu¤undan, 

a + b $ Jk & +k$O Jk ve ra $ Jk & +k$O Jk
olur. Bu da +k$O Jk kümesinin bir ideal oldu¤unu kan›tlar.

• Son olarak +k$O Jk idealinin R’ye eflit olmad›¤›n› kan›t-

layal›m. Bunu kan›tlamak için, flu basit olguyu kullanaca¤›z:

Bir R halkas›n›n bir J idealinin R’ye eflit olmamas› için “1 * J”

yeter ve gerek kofluldur. Jk ideallerinin hiçbiri R’ye eflit olma-

d›¤›ndan, 1 eleman› hiçbirinde olamaz, dolay›s›yla 1 eleman› Jk
ideallerinin bilefliminde de olamaz, yani 1 * +k$O Jk .

Zorn Önsav›’n›n koflullar› gerçekleflti¤inden, Zorn Önsav›-

n› uygulayabiliriz. Z kümesinin maksimal bir eleman› vard›r.

Bu maksimal eleman elbette bir maksimal ideal olmak zorun-

da. Ayn› zamanda I’y› da içerir. ■

Notlar:

1. Benzer teorem gruplar için do¤ru de¤ildir. Örne¤in

Q’nün maksimal bir altgrubu yoktur. Genel olarak, (Q gibi)

bölünebilir bir grubun maksimal altgrubu olamaz. (Bkz. Al›fl-

t›rma 3.)

2. Teoremde halkan›n birim eleman› olma koflulundan vaz-

geçemeyiz. Örne¤in R halkas›n› flöyle tan›mlayal›m: Küme ola-

rak R = Q olsun. Toplama, bildi¤imiz toplama olsun. Çarpma-

y›, her x, y $ R için xy = 0 olarak tan›mlayal›m. Bir halka elde

ederiz. (Dikkat, bu halkada 1x = 0’d›r.) Bu halkan›n idealleri



aynen Q’nün altgruplar›d›r. Bir önceki nottan R’nin maksimal

ideali olmad›¤› görülür.

3. Teoremi elbette I = 0 idealine uygulayabiliriz.

4. K herhangi bir cisim olsun. Halkam›z R = MN K olsun

(Kartezyen çarp›m.) I = PN K olsun. O zaman I, R’nin bir özi-

dealidir. Teoreme göre I ’y› içeren maksimal bir ideal olmal›.

Ne siz ne de baflka biri, böyle bir idealin ne oldu¤unu anlaya-

maz. Ama vard›r! R’nin idealleri ültrafiltrelerle verilir. Ültra-

filtreler de baflka bir bölümün konusu olacak. Öte yandan, sa-

bit bir n0 $ N için,

In0
= {(xn)n : xn0

= 0},

maksimal bir idealdir. Bu idealler d›fl›ndaki her maksimal ideal

I idealini içermek zorundad›r (bkz. Al›flt›rma 6), dolay›s›yla be-

timlenemezler. 

4. Kan›tlanan teoremdeki maksimal ideali bulmak için. 

Al›flt›rmalar

1. G bir grup olsun. E¤er her g $ G ve n $ N \ {0} için hn =

g eflitli¤ini sa¤layan bir h $ G varsa, G ’ye bölünebilir grup de-

nir. 1a. Q’nün (toplama alt›nda) bölünebilir bir grup oldu¤unu

kan›tlay›n. 1b. Bölünebilir ve sonlu bir grubun 1 olmak zorun-

da oldu¤unu kan›tlay›n. 1c. G bölünebilirse ve H Þ G ise

G/H ’nin de bölünebilir oldu¤unu kan›tlay›n.

2. G de¤iflmeli bir grup, H de G ’nin (G’ye eflit olmayan)

maksimal bir altgrubu olsun. G/H ’nin bir p asal› için Z/pZ’ye

eflit oldu¤unu kan›tlay›n.

3. De¤iflmeli bir grubun maksimal altgrubu olamayaca¤›n›

kan›tlay›n. (‹lk iki al›flt›rmadan ç›kar.) Dolay›s›yla Q’nün mak-

simal altgrubu olamaz.

4. X, bir G grubunun bir altkümesi olsun. E¤er 1 * X ise,

G’nin X 2 H = # eflitli¤ini sa¤layan maksimal bir altgrubu ol-

du¤unu kan›tlay›n. Ama dikka,t bu H altgrubu maksimal bir

altgrup de¤ildir, sadece G’nin X 2 H = # eflitli¤ini sa¤layan
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altgruplar› aras›nda maksimaldir, yani H’den daha büyük bir

altgrup X ile kesiflmek zorundad›r.

5. Yukardaki örne¤i G = Q ve X = {1} altkümesine uygula-

yal›m. (Dikkat: Q’nün etkisiz eleman› 0’d›r.) O zaman yukar-

daki al›flt›rmaya göre Q’nün 1’i içermeyen maksimal bir altg-

rubu vard›r. Ancak bu örnekte bunu kan›tlamak için Zorn Ön-

sav›’na ihtiyac›m›z yok. Nitekim, bir p asal› için,

H = {pa/b : a $ Z, b $ Z \ pZ},

Q’nün 1’i içermeyen maksimal bir altgrubudur. Bunu kan›tla-

y›n.

6. K herhangi bir cisim, R = MN K ve I = PN K olsun. n0
$ N için,

In0
= {(xn)n : xn0

= 0},

tan›m›n› yapal›m. In0
’›n maksimal bir ideal oldu¤unu kan›tla-

y›n. Bu In0
’lar d›fl›ndaki her maksimal idealin I’y› içermek zo-

runda oldu¤unu kan›tlay›n.

26.2. Vektör Uzaylar›n›n Taban›

K bir cisim ve V, K üzerine bir vektör uzay› olsun. X & V
olsun.

E¤er X’in her sonlu ve birbirinden de¤iflik v1, ..., vn elema-

n› ve her ?1, ..., ?n $ K için,

?1v1 + L + ?nvn = 0 6 ?1 = L = ?n = 0

önermesi sa¤lan›yorsa, X ’e do¤rusal ba¤›ms›z küme ad› verilir.

# do¤rusal ba¤›ms›zd›r. 

Örnekler: Do¤rusal ba¤›ms›z bir kümede 0 vektörü olamaz.

E¤er v $ V \ {0} ise {v} do¤rusal ba¤›ms›zd›r. E¤er v $ V \ {0}

ve w $ V \ Kv ise ise {v, w} do¤rusal ba¤›ms›zd›r. Do¤rusal ba-

¤›ms›z bir kümenin her altkümesi do¤rusal ba¤›ms›zd›r. Bir kü-

menin do¤rusal ba¤›ms›z olmas› için yeter ve gerek koflul, kü-

menin her sonlu altkümesinin do¤rusal ba¤›ms›z olmas›d›r. Bu,

önemli bir özelliktir ve bundan alabildi¤ine yararlanaca¤›z bi-

razdan. Bu tür özelliklere “sonlu karakterli” özellik denir.



Bir küme ne kadar kalabal›ksa, do¤rusal ba¤›ms›z olmas› o

kadar güçtür.

E¤er V ’nin her v eleman›, v1, ..., vn $ X ve  ?1, ..., ?n $ K
için,

v = ?1v1 + L + ?nvn
olarak yaz›l›yorsa, X ’e (V ’yi) geren ya da üreten küme denir.

Örnekler: V, V ’yi gerer. Geren bir kümenin her üstkümesi

de V ’yi gerer. Bir küme ne kadar küçükse, geren küme olmas›

o kadar güçtür.

E¤er X hem lineer ba¤›ms›z hem de geren bir kümeyse, X ’e

V ’nin taban› ad› verilir.

Teorem 26.2. Her vektör uzay›n›n bir taban› vard›r. Daha
da genel olarak bir vektör uzay›n›n her do¤rusal ba¤›ms›z kü-
mesi, maksimal bir do¤rusal ba¤›ms›z kümeye geniflletilebilir ve
maksimal bir do¤rusal ba¤›ms›z küme bir taband›r.

Kan›t: Vektör uzay›m›za V diyelim. X & V, do¤rusal ba¤›m-

s›z bir altküme olsun.

Z = {Y & V : X & Y ve Y do¤rusal ba¤›ms›z}

olsun. Z ’yi altküme olma iliflkisiyle s›ralayal›m. X $ Z oldu¤un-

dan Z boflküme de¤ildir. fiimdi Z’nin tümevar›msal oldu¤unu

kan›tlayal›m. (Yk)k$O, Z’den al›nm›fl herhangi bir zincir olsun.

+k$O Yk $ Z içindeli¤ini kan›tlayaca¤›z. Bileflim elbette X’i içe-

riyor. fiimdi bu bileflimden, sonlu say›da birbirinden de¤iflik

vektör alal›m, diyelim v1, ..., vn. Her i = 1, ..., n için, vi $ Yki
içindeli¤ini sa¤layan bir ki $ O bulal›m. Bu sonlu say›daki 

Yk1
, ..., Ykn

aras›ndan biri en büyü¤üdür, diyelim Yk. O zaman v1, ..., vn $
Yk olur ve dolay›s›yla v1, ..., vn aras›nda triflkadan olmayan

do¤rusal bir ba¤›ml›l›k olamaz. Demek ki +k$O Yk do¤rusal

ba¤›ms›zd›r ve Z ’dedir. Yk & +k$O Yk oldu¤undan, bundan

Z ’nin tümevar›msal bir küme oldu¤u ç›kar. Zorn Önsav›’na

göre Z’nin maksimal bir eleman› vard›r. Bu maksimal eleman
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elbette maksimal do¤rusal ba¤›ms›z kümedir ve X’i içerir. fiim-

di böyle bir kümenin taban oldu¤unu kan›tlayal›m.

Y maksimal lineer ba¤›ms›z bir küme olsun. Diyelim v vek-

törü, hiçbir v1, ..., vn $ Y ve hiçbir  ?1, ..., ?n $ K için,

?1v1 + L + ?nvn
olarak yaz›lam›yor. Bu durumda Y + {v} kümesinin lineer ba-

¤›ms›z oldu¤unu kan›tlamak kolayd›r (ama bunun için K’n›n

bir cisim, daha do¤rusu bir bölüm halkas› oldu¤unu kullanmak

gerekir. fiimdiye kadar yapt›klar›m›z sadece vektör uzaylar›

için de¤il, modüller için de geçerlidir. Ama bundan sonra yapa-

caklar›m›z sadece vektör uzaylar› için geçerlidir.) Nitekim,

v1, ..., vn $ Y ve  ?1, ..., ?n, ? $ K için,

?1v1 + L + ?nvn + ?v = 0

varsay›m›n› yapal›m. E¤er ? = 0 ise,  ?1v1 + L + ?nvn = 0 eflit-

li¤inden ve Y’nin do¤rusal ba¤›ms›zl›¤›ndan ?1 = L = ?n = 0 el-

de edilir. E¤er ? ' 0 ise,  ?1v1 + L + ?nvn + ?v = 0 eflitli¤inden,

v = ("?"1?1)v1 + L + ("?"1?n)vn
bulunur, ki bu da v üzerine yapt›¤›m›z varsay›mla çeliflir. De-

mek ki Y + {v} do¤rusal ba¤›ms›zd›r, ki bu da Y ’nin maksimal-

li¤iyle çeliflir. ■

Bir vektör uzay›n›n taban›n›n “eleman say›s›”n›n (yani kar-

dinalitesinin) tabandan ba¤›ms›z oldu¤u da kan›tlanabilir ama

bunu yapmak için gereken “kardinal say›lar›”n› henüz iflleme-

dik. Öte yandan bu sonucu kardinal konusuna hiç dokunma-

dan da yaz›p kan›tlayabiliriz (ama kan›tlamayaca¤›z.)

Teorem 26.3. Bir vektör uzay›n›n iki taban› aras›nda bir
eflleme vard›r.



Zorn Önsav› Al›flt›rmalar›

Bu al›flt›rmalar kolay olmayabilecekleri gibi, baz›lar› baz›

ö¤rencilerin seviyesini aflabilir. Ama her biri matematikte

önemlidir.

1. P bir asallar kümesi olsun. E¤er bir grubun elemanlar›n›n

derecesinin asal bölenleri P kümesindeyse, o zaman gruba P-
grubu ad› verilir. Her grubun maksimal bir P-altgrubu oldu¤u-

nu kan›tlay›n. (E¤er P = {p} ise P-altgrubu yerine Sylow p-altg-
rubu denir.)

2. De¤iflmeli, bölünebilir ve burmas› olmayan (gn = 1 ise ya

g = 1 ya da n = 0) bölünebilir bir grubun PI Q grubuyla eflya-

p›sal oldu¤unu kan›tlay›n. (‹pucu: Teorem 26.2)

3*. G de¤iflmeli bir grup olsun. H ≤ G bölünebilir bir altg-

rup olsun. Bir K altgrubu için G = H P K eflitli¤ini kan›tlay›n.

(‹pucu: Zorn Önsav›’n› {K ≤ G : K 2 H = 1} kümesine uygula-

y›n.) De¤iflmeli gruplarla Z-modüller aras›nda bir ayr›m olma-

d›¤›n› an›msayarak, bu al›flt›rmay› tek üreteçli idealleri olan bir

bölüm halkas› (TÜ‹B) üzerine bir modüle uyarlay›p kan›tlay›n.

4*. p bir asal ve G, elemanlar›n›n en yüksek mertebesi pn

olan bir grup olsun. H, G ’nin PI Z/pnZ grubuna eflyap›sal bir

altgrubu olsun. Bir K altgrubu için G = H P K eflitli¤ini kan›t-

lay›n. (‹pucu: Zorn Önsav›’n› {K ≤ G : K 2 H = 1} kümesine

uygulay›n.) De¤iflmeli gruplarla Z-modüller aras›nda bir ayr›m

olmad›¤›n› an›msayarak, bu al›flt›rmay› bir TÜ‹B üzerine  mo-

düller için kan›tlay›n.

5*. Yukardaki al›flt›rmay› kullanarak, elemanlar›n›n en bü-

yük mertebesinin sonlu oldu¤u de¤iflmeli burmal› gruplar›n, dön-

güsel gruplar›n direkt toplam›na eflyap›sal oldu¤unu kan›tlay›n.

6*. Bölünebilir ve de¤iflmeli bir p-grubun, bir I göstergeç kü-

mesi için Prüfer p-gruplar›n›n direkt toplam›na eflyap›sal oldu-

¤unu kan›tlay›n.

7*. Bölünebilir ve de¤iflmeli bir grubun baz› göstergeç küme-

leri için,
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grubuyla eflyap›sal oldu¤unu kan›tlay›n. (‹pucu: T, grubun bur-

mal› elemanlar›ndan oluflan bir altgrubu olsun. Al›flt›rma 3’e

göre bir K ≤ G için G = T P K. Al›flt›rma 2, K ’n›n ne olmas› ge-

rekti¤ini söylüyor. T’yi asal bileflenlerine ay›r›p her bileflene

Al›flt›rma 6’y› uygulay›n.)

8. H ≤ G bir grup ve bir altgrubu olsun. E¤er 

her h $ H ve her n $ N için, h = xn denkleminin G ’de

bir çözümü varsa H ’de bir çözümü vard›r

önermesi do¤ruysa H’ye G’de saf denir. G de¤iflmeli bir grup

veH, G’nin saf bir altgrubu olsun ve H’nin en büyük mertebesi-

nin sonlu oldu¤unu varsayal›m. O zaman bir K altgrubu için G
= H P K eflitli¤ini kan›tlay›n. (‹pucu: H ’nin en büyük mertebe-

si üzerine tümevar›mla. ‹lk olarak H ’nin bir p asal› için bir p-

grup oldu¤unu varsayabilece¤imizi kan›tlay›n. E¤er H ’nin mer-

tebesi pn ise, Gpn 2 H = 1 olur. fiimdi Z = {K ≤ G : Gpn
≤ K ve

K 2 H = 1} olsun. Zorn Önsav›’n› bu kümeye uygulay›n.)

    
P( )P P P( )Q

R
S T

U
V,I p I pp0

Q Z asal



27. König Önsav›

B
ir �����, noktalardan ve baz›

nokta çiftleri aras›na “çizilen”�����lardan ya da 	�
����lardan

oluflur. Bir noktan›n ba¤lant›l› oldu¤u

noktalara o noktan›n 
����lar› diye-

lim. Ard›fl›k noktalar›n kom-

flu olduklar› bir noktalar di-

zisine ��denir. Herhangi

bir noktadan herhangi bir

baflka noktaya sonlu say›da

noktadan oluflan bir yolla

ulafl›labilen çizgelere 
��������������denir. Geçti¤i bir

noktadan bir daha geçmeyen

yollara ���ad› verilir. Baflla-

d›¤› noktada biten yollara

‹ki parçal› bir çizge

Tekparça bir çizge A’dan B’ye giden bir yol
A

B

Bir döngü Bir a¤aç



ise döngü denir. Döngüsü olmayan tekparça

çizgelere a¤aç denir. Bir a¤açta bir noktadan

bir baflka noktaya tek bir yol vard›r, yoksa

kolayca bir döngü elde edilir. Bir noktan›n

derecesi, o noktaya ba¤›nt›l› nokta say›s›d›r.

Bir noktan›n derecesi sonsuz da olabilir,

sonlu da. Bir noktan›n bir baflka noktaya uzakl›¤› o iki nokta

aras›ndaki en k›sa yolun uzunlu¤udur. E¤er iki nokta aras›nda

yol yoksa, uzakl›¤›n sonsuz oldu¤u söylenir; böyle bir durum-

da çizge tekparça olamaz elbet. Komflular aras›ndaki uzakl›k

1’dir. E¤er her çizgede her noktan›n derecesi sonluysa, bu çiz-

genin sabit bir noktas›ndan uzakl›¤› n olan sonlu tane nokta

vard›r do¤al olarak.

fiimdi art›k teoremimizi yazabiliriz:

König Önsav› 27.1. Sonsuz say›da noktas› olan ve her nokta-

s›n›n derecesi sonlu olan bir a¤açta sonsuz noktal› bir dal vard›r.

Kan›t› biraz geciktirece¤iz.

Her fleyden önce, bunun do¤rulu¤u çok aç›k bir teorem ol-

du¤unu söylemek gerekiyor. Ama kan›t› pek o kadar kolay de-

¤il. Kan›t, zorunlu olarak Seçim Aksiyomu’nu kullan›r. Ancak

284 27. König Önsav›

Noktalar›n dereceleri

2

2

3

3

2
3

14 0

N

Hep sa¤dan giden
dal sonsuzdur

N

Sa¤l› sollu giden
dal sonsuzdur

N

Sonsuz bir dal
belli ki var, ama
hangisi?



kan›tta Seçim Aksiyomu’nun tüm gücüne gerek yoktur. Seçim

Aksiyomu’ndan daha hafif bir aksiyom da yeterlidir.

König Önsav› daha çok mant›kta kullan›l›r.

Kan›t›n zorlu¤unu kavramak amac›yla, sonsuz say›da nok-

tas› olan ve her noktas›n›n derecesi sonlu olan birkaç a¤aç çi-

zip bu a¤açlar›n her birinde sonsuz bir dal bulal›m.

Asl›nda üç örne¤in de ayn› örnek oldu¤una dikkatinizi çe-

kerim. Kafa kar›flt›rmak amac›yla de¤il, bir çizgede sa¤ sol (ya

da alt üst) gibi kavramlar›n olmad›¤›na gös-

termek amac›yla ayn› çizgeyi üç de¤iflik bi-

çimde çizdik. E¤er sa¤› solu iyice kar›flt›r›r-

sak, üçüncü çizgeyi elde ederiz ve bu çizgede

sonsuz dal›n hangisi oldu¤u pek belli de¤il.

‹flte Seçim Önsav› bu sonsuz dal›n adresini

vermekte kullan›lacak.

Bir a¤ac›n herhangi bir noktas›n› seçmek,

a¤ac›n noktalar›n› yar›s›ralamam›za olanak

sa¤lar. Bu yar›s›ralamay› aç›klayal›m, teore-

min kan›t›nda ihtiyac›m›z olacak. Diyelim

a¤açtan P0 noktas›n› seçtik. Bu P0 noktas›, tan›mlayaca¤›m›z

s›ralamada a¤ac›n en küçük noktas› olacak. fiimdi a¤açtan iki

A ve B noktas› seçelim ve A ≤ B iliflkisini tan›mlayal›m: A ≤ B

ancak ve ancak B ile P0 noktas› aras›ndaki

(tek) yol A’dan geçiyorsa. Bunun gerçekten

bir yar›s›ralama oldu¤unun kan›t›n› okura

b›rak›yoruz. Büyük noktalar› yukar›ya, kü-

çük noktalar› afla¤›ya çizmek nerdeyse bir ge-

lenek halini alm›flt›r ve biz de bu gelene¤e

uyaca¤›z.

Bu s›ralamada bir dal›n bir zincir oldu¤u-

na dikkatinizi çekeriz. (Bkz. Bölüm 22.1.)

fiimdi art›k teoremimizi kan›tlayabiliriz.
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Önsav›n Kan›t›: A¤ac›m›za A ad›n› verelim. A¤aç-

tan herhangi bir P0 noktas› alal›m ve a¤ac› bu P0 nok-

tas› a¤ac›n en küçük noktas› olacak flekilde yukarda

aç›kland›¤› gibi yar›s›ralayal›m. A¤aç, tekparça bir

çizge oldu¤undan, a¤ac›n her noktas›ndan bu P0’a gi-

den bir yol vard›r. Bu yollar›n her biri elbette P0’›n

komflular›n›n birinden geçer geçer. Ama P0’›n derece-

si sonlu oldu¤undan, P0’›n sonlu say›da komflusu var-

d›r. Demek ki, P0’›n öyle bir P1 komflusu vard›r ki,

çizgenin sonsuz tane noktas› P0’a bu P1 noktas›ndan

geçerek ba¤lan›r. fiimdi tüm di¤er noktalar› at›p sade-

ce bu noktalar› (yani P0 noktas›n› ve P1 noktas›ndan büyükeflit

noktalar›) ve aralar›ndaki ba¤›nt›lar› tutal›m. (Yandaki çizge,

bir üstteki a¤açtan bu flekilde elde edilmifltir.) Kalan çizge de

bir a¤açt›r, çünkü sonuç olarak noktalar›n›n her biri P0’a

(P1’den geçen) bir yolla ba¤l›d›r. Kalan a¤aca A1 diyelim. A1 te-

oremdeki varsay›mlar›n hepsini sa¤lar. fiimdi, A1 a¤ac›n›n son-

suz tane noktas›n›n her biri, P1’in sonlu tane komflusundan bi-

rinden geçen bir yolla P1’e ba¤lan›r. Demek ki bu yollardan

sonsuz tanesi P1’in komflular›ndan birinden geçecektir. P1’in

bu komflular›ndan birini seçelim ve bu noktaya P2 ad›n› vere-

lim. P2 ' P0 elbette, hatta P0 < P1 < P2. fiimdi çizgenin tüm nok-

talar›n› at›p P0, P1 ve P2’den büyükeflit noktalar› tutal›m. Ka-

lan çizgeye A2 diyelim ve yukardaki yöntemi sürdürelim. Böy-

lece tümevar›mla, P0 < P1 < P2 < ... < Pn < ... noktalar› tan›m-

lan›r. Bu noktalar elbette sonsuz bir dal olufltururlar..

Kan›t bitmifltir. ■

Seçim Önsav›’n›n tam olarak nerede kullan›ld›¤› san›r›m

aç›kt›r. Her Pn noktas›ndan bir sonraki Pn+1 noktas›n› bulmak

için bir seçim yap›yoruz, belli bir özelli¤i olan noktalardan bi-

rini seçiyoruz.

Tümevar›msal kan›ttan ve Seçim Aksiyomu’nun biraz gizle-
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nerek kullan›lmas›ndan rahats›zl›k duyan okur için Önsav’›n

bir baflka kan›t› verelim. Bunun için, Teorem 21.3’ü kul-

lanaca¤›z.

Önsav›n ‹kinci Kan›t›: A¤ac›m›za gene A ad›n› verelim. Ve

gene a¤açtan herhangi bir P0 noktas› al›p a¤ac› bu P0 noktas›

a¤ac›n en küçük noktas› olacak flekilde yar›s›ralayal›m. Diye-

lim Önsav yanl›fl. O zaman yukardaki Teorem 21.3’ün (b) ko-

flulu A ve üstünde tan›mlanan yar›s›ralama için do¤rudur. De-

mek ki, A’n›n bofl olmayan her altkümesinin maksimal bir ele-

man› vard›r, dolay›s›yla A’n›n maksimal elemanlar› vard›r.

maksimal elemanlar aras›ndan P0’a en uzak elemanlardan biri-

ni seçelim. (Seçim Aksiyomu burada kullan›lm›yor tabii! Seçim

Aksiyomu’nu Teorem 21.3’ün kan›t›nda zaten kulland›k.) Bu

uzakl›k n olsun. Demek ki, a¤ac›n her noktas›n›n P0’a uzakl›¤›

en fazla n’dir. Ama her noktas›n›n derecesinin sonlu olan bir

a¤açta, P0’a uzakl›¤› en fazla n olan sonlu tane nokta vard›r;

demek ki a¤aç sonludur. Çeliflki. ■
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28*. Hahn-Banach Teoremi

F
onksiyonel analizin temel yap›tafllar›ndan biri olan ve ka-

n›t›nda (kaç›n›lmaz olarak) Zorn Önsav› kullan›lan

Hahn-Banach Teoremi’ni kan›tlayaca¤›z.

V, bir vektör uzay›, U da V’nin bir altuzay› olsun. (U ’nun

V ’nin altuzay› oldu¤unu belirtmek için, al›fl›lageldi¤i üzere U ≤ V

yazaca¤›z.) Her x, y $ U ve her ? $ R için, 

ƒ(x + y) = ƒ(x)+ ƒ(y) ve ƒ(?x) = ?ƒ(x) 

koflullar›n› sa¤layan bir ƒ : U 1 R fonksiyonuna U üzerine

do¤rusal fonksiyonel ya da k›saca fonksiyonel denir.

E¤er F : V 1 R bir fonksiyonelse ve U ≤ V ise, F ’yi U ’ya

k›s›tlarsak, U üzerine bir fonksiyonel elde ederiz elbet. U altu-

zay›na k›s›tlanm›fl bu fonksiyone F|U olarak gösterilir.

Bir fonksiyoneli bir U altuzay›na k›s›tlamak kolayd›r, bu-

nu herkes yapar. Ama V ’nin bir U altuzay›nda tan›mlanm›fl

bir ƒ : U 1 R fonksiyonelini V ’ye geniflletmek çok daha zor-

dur, Seçim Aksiyomu’nu gerektirir: W, U ’yu V ’de tümleyen

bir altuzay olsun, yani U P W = V olsun. (E¤er V ’nin boyutu

sonsuzsa, W ’nin varl›¤› ancak Seçim Aksiyomu’yla kan›tlana-

bilir.) fiimdi F ’yi, her u $ U ve w $ W için, F(u + w) = ƒ(u)

olarak tan›mlayal›m. F, V üzerine fonksiyoneldir ve ƒ’yi

U ’dan V ’ye geniflletir.

‹lksen Acunalp



U, V’ye eflit de¤ilse, U üzerine tan›mlanm›fl bir ƒ fonksiyo-

nelinin birden çok V’ye genifllemesi vard›r.

V ’nin bir U altuzay› üzerine tan›mlanm›fl verilen bir 

ƒ : U 1 R

fonksiyonelini, baflka bir koflul aramaks›z›n V’ye geniflletmek, yu-

karda gördü¤ümüz gibi çözümü çok çok zor olmayan bir prob-

lemdir. Ancak, belli bir özelli¤i olan bir fonksiyoneli, bu özelli¤i-

ni kaybetmeyecek biçimde geniflletmek çok zor bir problem ola-

bilir. Bu bölümde kan›tlayaca¤›m›z Hahn-Banach Teoremi iflte bu

türden bir problemin çözümüdür. Problem flu: E¤er U ≤ V ise ve

ƒ : U 1 R fonksiyoneli bir p : V 1 R fonksiyoneli taraf›ndan

üstten s›n›rl›ysa (yani her u $ U için ƒ(u) ≤ p(u) ise), ƒ’yi tüm

uzaya gene p’yle üstten s›n›rl› olacak biçimde geniflletebilir mi-

yiz? Hahn-Banach Teoremi, bundan daha genel bir soruya

olumlu yan›t verir:

Hahn-Banach Teoremi 28.1. V bir vektör uzay› ve 

p : V 1 R,

her x, y $ V ve her ? $ R için, 

p(x+y) ≤ p(x) + p(y) ve p(?x) = ?p(x)

özelliklerini sa¤layan bir fonksiyon olsun. U, V’nin bir altuza-

y› ve ƒ : U 1 R, her u $ U için,

ƒ(u) ≤ p(u)

eflitsizli¤ini sa¤layan bir ƒonksiyonel olsun. O zaman, her x $ V

için, 

F(x) ≤ p(x)

eflitsizli¤ini sa¤layan ve ƒ’yi geniflleten (yani U’ya k›s›tlan›fl› ƒ’yi

veren) bir F : V 1 R do¤rusal ƒonksiyoneli vard›r.
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Kan›t: Önce, Zorn Önsav›’n› uygulayaca¤›m›z (Z , ≤) yar›s›-

ralamas›n› tan›mlayal›m. Z kümesi,

Z = {(W, g) : U ≤ W ≤ V, g : W 1 R fonksiyonel,

her w $ W için g(w) ≤ p(w) ve her u $ U için

g(u) = ƒ(u)}

olsun. Dikkat ederseniz, Z, ƒ’yi, p’yle üstten s›n›rl› olacak bi-

çimde, U’yu içeren W altuzaylar›na geniflleten fonksiyoneller

kümesi.

(U, ƒ) $ Z ’nin eleman› oldu¤undan Z bofl küme de¤ildir.

fiimdi Z üzerine bir s›ralama tan›mlayal›m. (W1, g1), (W2, g2)

ise, (W1, g1) ≤ (W2, g2) iliflkisini,

“W1 ≤ W2 ve g1, g2’nin W1’e k›s›tlan›fl›d›r”

biçiminde tan›mlayal›m. Bunun bir yar›s›ralama oldu¤u tan›-

m›n her halinden ve yandaki flekilden belli. fiimdi (Z , ≤) s›rala-

mas›n›n her zincirinin bir üsts›n›r› oldu¤unu gösterelim, ki

Zorn Önsav›’n› uygulayabilelim.

Z ’den herhangi bir C zinciri alal›m.

M, C zincirinin tüm (W, g) elemanlar›n›n W altuzaylar›n›n

bileflimi olsun.

M’nin V ’nin bir altuzay› oldu¤unu savlay›p kan›tl›yoruz:

:1, :2 $ R ve m1, m2 $ M olsun. O zaman C ’nin iki (W1, g1)

ve (W2, g2) eleman› için m1 $ W1 ve m2 $ W2 olur. W1 ve W2

altuzay olduklar›ndan, :1m1 $ W1 ve :2m2 $ W2. Öte yandan,

C bir zincir oldu¤undan,
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ya (W1, g1) ≤ (W2, g2) ya da (W1, g1) ≤ (W2, g2).

Demek ki, s›ralaman›n tan›m›ndan dolay›,

ya W1 ≤ W2 ya da W2 ≤ W1.

Her iki durumda da bir (W, g) $ C için,

:1m1 $ W ve :2m2 $ W. 

Ama W bir altuzay oldu¤undan, bundan,

:1m1 + :2m2 $ W & M

ç›kar. Demek ki :1m1 + :2m2 $ M ve M, V ’nin bir altuzay›d›r.

Elbette, her (W, g) $ C için, W ≤ M’dir.

fiimdi bir h : M 1 R fonksiyoneli tan›mlayaca¤›z. Bilene: h,

C zincirinin tüm (W, g) elemanlar›n›n g’lerinin bileflimi olacak

[SKK]. Fonksiyonlar zincirinin bilefliminin ne demek oldu¤unu

bilmeyenlere h’yi tan›mlayal›m: m $ M olsun. O zaman M’nin

tan›m›ndan dolay›, bir (W, g) $ C için, m $ W ’dir. fiimdi

h(m)’yi g(m) olarak tan›mlayal›m. Yaln›z bu tan›m›n geçerli ol-

mas› için, g(m)’nin C ’nin (W, g) eleman›na göre de¤iflmedi¤ini

kontrol etmeliyiz. Nitekim e¤er bir baflka (W1, g1) $ C için, 

m $ W1 ise, ya g, g1’in ya da g1, g’nin k›s›tlamas› oldu¤undan,

g(m) = g1(m)’tir. Dolay›s›yla h(m)’yi g(m) ya da g1(m) olarak

tan›mlamak aras›nda bir ayr›m yoktur.

h’nin M üzerine bir fonksiyonel oldu¤u, M’nin altuzay ol-

du¤unun kan›t› gibidir. Ayr›nt›lar› okura b›rak›yoruz.

Her (W, g) $ C için, h fonksiyoneli g’nin M’ye bir geniflle-

tilmesidir. Bunun kolay kan›t›n› da okura b›rak›yoruz. Bunun

sonucu olarak her (W, g) $ C için, h fonksiyonelinin ƒ’nin

M’ye bir geniflletilmesi oldu¤u anlafl›l›r.

Her m $ M için h(m) ≤ p(m) eflitli¤ini görmek de kolayd›r.

Demek ki (M, h) $ Z ve (M, h), C ’nin her eleman›ndan bü-

yükeflit.

fiimdi art›k Zorn Önsav›’n› Z ’ye uygulayabiliriz: Z ’nin bir

maksimal (M, h) eleman› vard›r. E¤er M’nin V’ye eflit oldu¤u-

nu kan›tlayabilirsek, F = h alarak teoremimizin kan›t›n› bitir-

mifl oluruz.
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M’nin V’ye eflit oldu¤unun kan›t› yukarda kan›tlad›klar›-

m›z kadar standart de¤il. Biraz çaba gerektiriyor.

Diyelim M < V. O zaman V \ M boflküme de¤ildir. w $ V \ M

ve N = M + Rw olsun. w $ N \ M oldu¤undan, M < N’dir. fiim-

di h’yi, 

(M, h) < (N, g) $ Z 

olacak flekilde N üzerinde tan›mlanm›fl bir g’ye geniflletece¤iz.

Bu da (M, h)’nin maksimall›¤›yla çeliflecek ve istedi¤imizi vere-

cek. Bafll›yoruz:

Her x, y $ M için,

h(x) + h(y) = h(x + y) ≤ p(x + y)

= p(x – w + y + w)

≤ p(x – w) + p(y + w)

ve 

"p(x – w) + h(x) ≤ p(y + w) – h(y)

olur. Demek ki,

supx$M [–p(x–w) + h(x)] ≤ inf x$M [p(x+w) – h(x)]. 

Bu iki say› aras›ndan bir : seçelim. O zaman her x $ M için,

: ≤ p(x+w) – h(x) ve –: ≤ p(x–w) – h(x)

dir. Bu eflitsizlikleri birazdan kullanaca¤›z.

Art›k g’yi tan›mlayabiliriz: ? $ R ve x $ M için 

g(x + ?w) = h(x) + ?:
olsun. g, elbette h’nin N üzerine geniflletilmesi olan bir fonksi-

yoneldir. fiimdi her y $ N için g(y) ≤ p(y) eflitsizli¤ini göstere-

lim. Belli bir ? $ R ve x $ M için y = x + ?w olur. E¤er ? = 0

ise, (M, h) $ Z oldu¤u için,

g(y) = g(x + ?w) = h(x) ≤ p(x) = p(x + ?w) = p(y)

olur. E¤er ? > 0 ise,

g(y) = g(x + ?w) = h(x) + ?: = ?(h(x/?) + :)

≤ ?(h(x/?) + p(x/?+w) – h(x/?))

= ?p(x/? + w) = p(x + ?w) = p(y)

olur. E¤er ? = "µ < 0 ise,
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g(y) = g(x + ?w) = h(x) " µ:
= µ[": + h(x/µ)] 

≤ µ[p(x/µ – w) – h(x/µ) + h(x/µ)]

= µp(x/µ – w) = p(x – µw) = p(x + ?w) = p(y)

olur.

Kaynakça
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29*. Banach-Tarski Paradoksu

S
onsuzlu¤un yol açt›¤› paradokslar biny›llard›r (tam 2,5

biny›ld›r) biliniyor. Zeno’nun paradokslar›n› okurlar›m›-

z›n bilmesi gerekir [SKK]. Galile de do¤al say›larla do¤al

say›lar›n kareleri aras›nda bir eflleme oldu¤unu görüp, parçan›n

bütünü kadar eleman› olabilmesine flafl›rm›flt›r. Bu yöntemle,

sonsuz bir kümeden, bu kümeyle ayn› “büyüklükte” birkaç kü-

me ç›kar›labilir. Dolay›s›yla Galile’ye göre “daha büyük” ya da

“eflit” gibi nitelemeler sonsuz nesnelere uygulanamaz. Art›k

modas› geçmifl de olsa, sonsuzlukla ilgili bu tür düflünceler in-

sano¤lunu uzunca bir süre meflgul etmifltir. Bu bölümde sonsuz

bir kümeyi parçalayarak neler yap›labilece¤ini görece¤iz.

Seçim Aksiyomu’nun baz› sonuçlar›n› ve eflde¤er ifadelerini

önceki bölümlerde gördük. Bu bölümde Seçim Aksiyomu’nun

o masum d›fl görünüflünün alt›nda yatan “canavar›n” bir yüzü-

nü görece¤iz.

Hemen belirtelim: Her ne kadar bölümün bafll›¤›nda “para-

doks” sözcü¤ü geçse de asl›nda bafl›m›za gelecekler Seçim Ak-

siyomu’nun bir sonucu olacak. Kabul etti¤imiz aksiyomlar›n

sonuçlar›na katlanmal›y›z. Matematiksel anlamda bir para-

dokstan sözetmeyece¤iz; sözedemeyiz de, çünkü bugün, mate-

matiksel bir paradoks bilinmemektedir. Eski paradokslar›n her
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biri, matemati¤in aksiyomlar›n›n (örne¤in ZF ya da ZFC sis-

temleriyle) belirlenmesi sayesinde art›k birer paradoks olmak-

tan ç›km›fllar ve hiçbiri günümüze kadar hayatta kalmay› bece-

rememifltir. 

Burada “paradoks” sözcü¤ü “bize imkâns›z gibi gelen, sez-

gilerimize ters düflen, bir türlü inanmak istemedi¤imiz” bir du-

rum anlam›nda kullan›lm›flt›r. Örne¤in bir futbol topundan ay-

n› ebatta iki futbol topu yaratmak paradoksald›r, bize saçma

gelir, “olmaz öyle fley” ya da “bu ancak masallarda ve fantas-

tik öykülerde olabilir” deriz. 

Seçim Aksiyomu’nu ilk kez gören biri Seçim Aksiyomu’na

matematikte neden özel bir yer ayr›ld›¤›n›, bu konuda neden

bu kadar yaz›l›p çizildi¤ini anlamayabilir. Sonuç olarak, her

gün seçim yapar›z, o zaman seçim yapmak neden bir sorun ya-

rats›n ki? Seçim yapmaktan daha do¤al ne olabilir ki? ‹flte bu

do¤all›k duygusu bu bölümde oldukça sars›lacak. 

1924’te, her ikisi de Polonyal› olan Stefan Banach ve Alfred

Tarski taraf›ndan kan›tlanan Banach-Tarski Teoremi (ya da

Paradoksu), Seçim Aksiyomu kabul edildi¤inde, bir topu (içi

dolu bir küreyi) sonlu say›da parçaya (5 parça yetiyor, parça-

lardan biri de sadece merkezi içeren tek noktal› küme) ay›r›p,

bu parçalar› sadece öteleyip ve döndürüp (yani hacim de¤ifltir-

meyen dönüflümlerden geçirip) birbirine yap›flt›rarak ilk topla

ayn› boyutta iki tane top elde edilebilece¤ini söylüyor bize.

Yöntem çok do¤al: Bir top al, topu parçala, parçalar› döndür,

ötele ve sonra e¤ip bükmeden, çekip çekifltirmeden tekrar ya-

p›flt›r, al sana iki top! Top do¤urdu! Bunu patatesle ya da köf-

teyle yapabilseydik dünyan›n açl›k sorunu kökünden çözerdik.

Asl›nda Banach’la Tarski Seçim Aksiyomu’nun ne kadar tu-

haf sonuçlar do¤urdu¤unu göstermek için kan›tlam›fllard›r bu te-

oremi, ancak istedikleri gerçekleflmemifl ve Seçim Aksiyomu gene

de matematikçilerin çok büyük ço¤unlu¤u taraf›ndan kabul gör-

müfltür.

296 29*. Banach-Tarski Paradoksu



Gruplar
‹çinde yaflad›¤›m›z üç boyutlu uzayda, yani R3’te çal›flaca-

¤›z. Yaz› boyunca R3’ün iki tür dönüflümünü kullanaca¤›z:

Ötelemeler ve döndürüler.

Görece daha basit olduklar›ndan önce ötelemelerden baflla-

yal›m. R3’te herhangi bir (a, b, c) vektörünü sabitleyelim ve

R3’ün her (x, y, z) vektörünü (x+a, y+b, z+c) vektörüne götü-

ren dönüflümünü T(a, b, c) olarak gösterelim. Demek ki,

T(a, b, c) : R3 1 R3

dönüflümü,

T(a, b, c)(x, y, z) = (x+a, y+b, z+c)

kural›yla tan›mlanm›flt›r. R3’ün bu tür dönüflümlerine öteleme

ad› verilir. R3’ün ötelemeler kümesine T diyelim. Kolayca gö-

rülece¤i üzere,

G1. T(0, 0, 0) = Id = Özdefllik dönüflümü $ T,

G2. T(a, b, c)IT(a0, b0, c0) = T(a+a0, b+b0, c+c0) $ T,

G3. T(a, b, c)
"1 = T("a, "b, "c) $ T

dir. Yani T dönüflümler kümesi özdefllik fonksiyonunu içerir,

bileflke alt›nda kapal›d›r ve her eleman›n›n tersini de içerir. Bu

özellikleri olan dönüflüm kümelerine grup denir.

fiimdi döndürüleri aç›klayal›m. R2’nin ve R3’ün “O mer-

kezli döndürüleri”nden sözedece¤iz. SO2(R) ve SO3(R) olarak

gösterece¤imiz gruplar, s›ras›yla R2 ve R3’ün O’yu sabit b›ra-

kan döndürülerinden oluflan grup olacak. 
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(a, b, c)

(x, y, z)

T(a, b, c)(x, y, z) = (x+a, y+b, z+c)

T(a, b, c)(x0, y0, z0) = (x0+a, y0+b, z0+c)
(x0, y0, z0)

Ötelemeler, uzunlu¤u, alan› ve hacmi de¤ifltirmezler



R2’nin O merkezli döndürüleri, R2 düzleminin noktalar›n›

O etraf›nda belli bir I aç›s›yla döndüren GI dönüflümleridir.

Bunlar›n kümesi SO2(R) olarak simgelenir.

G0 = Id = Özdefllik dönüflümü $ SO2(R),

GI"1 = G"I $ SO2(R),

GIIG4 = GI+4 $ SO2(R)

özellikleri do¤rudur. Demek ki SO2(R) de bir gruptur.

R3’ün döndürülerinden oluflan SO3(R), anlafl›lmas› biraz

daha güç olan bir gruptur. O noktas›ndan geçen herhangi bir l

do¤rusu (ekseni) ve bir I aç›s› seçelim. R3’te bir P noktas› ala-

l›m. 7, bu l do¤rusuna dik olan ve P ve O’dan geçen bir düz-

lem olsun. 7 düzleminde P noktas›n› saatin ters yönünde O et-

raf›nda (ya da l etraf›nda, ayn› fley) I kadar döndürelim. Bu

dönüflüme Gl,I diyelim. Tüm Gl,I dönüflümlerin kümesine

SO3(R) diyelim. Son özelli¤in kan›tlanmas› zor da olsa SO3(R)

bir gruptur:
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Gl,0 = Id = Özdefllik dönüflümü $ SO3(R),

Gl,I"1 = Gl,"I $ SO3(R),

Gl,IIGl0,I0 $ SO3(R).

Gl,IIGl0,I0 dönüflümünün hangi lE do¤rusu ve hangi IE aç›s›

için GlE,IE dönüflümüne eflit oldu¤unu bulmak hiç de kolay bir

u¤rafl de¤ildir, ama öyledir.

G3 olarak gösterece¤imiz grup ise R3’ün döndürüleri ve ötele-

melerini içeren en küçük grup olacak. G3’ün her eleman› (tek) bir

t $ T ve (tek) bir G $ SO3(R) için tG biçiminde yaz›l›r yani,

G3 = T·SO3(R) = {tG : t $ T ve G $ SO3(R)}

dir: Sa¤ taraf T’yi ve SO3(R)’yi içerir elbet. Sa¤ taraf›n bir grup ol-

du¤unu kan›tlamak gerekiyor: 

(t:)(s<) = tss"1:s< = (ts)(s"1:s<)

eflitli¤inden ve ts $ T oldu¤undan, s"1:s eleman›n›n bir döndürü

oldu¤unu kan›tlamak yeter. Ayr›nt›lar› okura b›rak›yoruz.

Gruplar›n Kümelere Etkisi
Tan›mlarla bafllayal›m.

S1 = {(x, y) $ R2 : x2 + y2 = 1},

S2 = {(x, y, z) $ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}, 

T3 = {(x, y, z) $ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1}

olsun. Uzunca bir süre (G, X) çifti, 

(SO2(R), S1), (SO3(R), S2), (G3, R3)

çiftlerinden birini simgeleyecek. G’ye grup, X ’e de G ’nin etki

etti¤i küme denir. Her g $ G ve x $ X için, g(x) noktas›n›n ge-

ne X’te oldu¤una dikkatinizi çekeriz. g, h $ G için, g I h yeri-

ne gh yazmay› tercih edece¤iz. Ayr›ca e¤er x $ X ise g(x) yeri-

ne gx yazd›¤›m›z da olacak. 

E1. Id(x) = x,

E2. g(h(x)) = (gh)(x).

eflitlikleri önemli olacak.
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Tan›m. E & X olmak üzere, 

E = +i gi(Ai) = +j hj(Bj)

olacak flekilde, E’nin, ikiflerli kesiflimleri boflküme olan

A1, A2, ..., Am, B1, B2, ..., Bn

altkümeleri ve G’nin

g1, g2, ..., gm, h1, h2, ..., hn

elemanlar› varsa, E kümesine (G, X)-çeliflik ya da k›saca G-çe-

liflik diyece¤iz.

E¤er bu tan›mda E = X = T3 , G = G3 ve

A1 + ... + Am + B1 + .. + Bn = T3

olarak alabilirsek, o zaman amac›m›za ulaflm›fl olaca¤›z. Demek

ki bir biçimde T3’ün (G3, T3)-çeliflik oldu¤unu kan›tlamal›y›z.

Tan›m. A ve B, X’in iki altkümesi olsun. E¤er

•A = +i Ai, B = +i Bi,

•her 0 < i < j ≤ n için, Ai 2 Aj = Bi 2 Bj = #, 

•g1, g2,..., gn $ G için gi(Ai) = Bi

koflullar›n› sa¤layan A1, ..., An & A, B1, ..., Bn & B altkümeleri

varsa, A ve B kümelerine (G, X)-eflparçalanabilir ya da k›saca

G-eflparçalanabilir denir.

A ile B, G-eflparçalanabilirse bunu A WG B olarak göstere-

ce¤iz. Eflparçalanabilirli¤in yarar›n› Önsav 1’de görece¤iz.

Banach-Tarski Paradoksu’nun Kan›t›
Kan›t›m›z birkaç parçadan oluflacak. Öncelikle, birazdan

tan›mlayaca¤›m›z uygun bir D altkümesi için S2 \ D’nin SO3-çe-

liflik oldu¤unu gösterece¤iz. (Buna Hausdorff paradoksu de-

nir.) Bu paradoksun kan›t› biraz teknik ve s›k›c› olacak ama

napal›m ki teoremimizin ana hatt› bundan oluflacak. Bu nokta-

da, o s›k›c› k›sm› bir kenara b›rak›p Hausdorff Paradoksu’nu

kabul ederek Banach-Tarski Paradoksu’nu kan›tlayal›m, sonra
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da geri dönüp boflluklar› doldurarak Hausdorff Paradoksu’na

bakal›m.

Önsav 29.1. A, B, X’in G-eflparçalanabilen iki altkümesi ol-

sun. E¤er A, G-çeliflikse, B de G-çelifliktir. 

Kan›t: Çok kolay; okura b›rak›lm›flt›r. ■

Teorem 29.2. E¤er P $ S1 ise, S1 \ {P} WSO2(R) S1.

Kan›t: R2’yi C’yle, S1’i de {eiI : I $ R} ile gösterelim. Kan›t›n

kolayl›¤› aç›s›ndan P noktam›z› e0 = (1, 0) noktas› olarak seçelim. 

A = {ein : n = 1, 2, ... } 

olsun. 2π irrasyonel oldu¤undan, A’n›n bütün elemanlar› birbirin-

den de¤ifliktir. g ile düzlemin saat yönünde 1 radyanl›k döndür-

üsünü gösterelim: Her z $ C için, g(z) = e"iz. Elbette g $ SO2(R).

gA = A + {e0}

oldu¤una dikkat ediniz. fiimdi buradan 

S1 \ {P} = ((S1 \ {P}) \ A) + A

WSO2(R) (S1 \ {P}) \ A + g(A) = S1

elde edilir, yani S1 \ {P} WSO2(R) S1. ■

Teorem 29.3. Say›labilir herhangi bir D altkümesi için

S2 \ D WSO3(R) S2

olur.

Kan›t: “E¤er m ' n ise pm(D) 2 pn(D) = #” yani, “e¤er k =

1, 2, ... ise, pk(D) 2 D = #” özelli¤ini sa¤layan bir p $ SO3(R)

buldu¤umuzu varsayal›m.

C = + {pk(D) : k = 0, 1, 2, ...}

alal›m. O zaman

S2 = (S2 \ C) + C WSO3(R) S2 \ C + p(C) = S2 \ D

olur ve teoremimiz kan›tlan›r.

Yukardaki özelli¤i sa¤layan bir p bulal›m. Önce 0’dan geçen

ve D’yi kesmeyen herhangi bir l ekseni seçelim. A, l eksenli ve bir

n > 0 tamsay›s› için, rn(D) 2 D ≠ # özelli¤ini sa¤layan r döndü-
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rülerinin kümesi olsun. D say›labilir sonsuzlukta oldu¤undan A

da say›labilir sonsuzluktad›r. Öte yandan l eksenli döndürüler

kümesi say›lamaz sonsuzluktad›r ([0, 27) kadard›rlar). fiimdi p’yi

l eksenli ama A’da olmayan bir döndürü olarak seçelim. ■

Teorem 29.4 (Hausdorff Paradoksu). S2 \ D’nin SO3-çeliflik

oldu¤u say›labilir bir D kümesi vard›r. 

Kan›t: Kan›t as›l teoremden sonra verilecek.

Sonuç 29.5. S2, SO3(R)-çelifliktir. 

Kan›t: Hausdorff Paradoksu bize S2 \ D’nin SO3(R)-çeliflik

olaca¤› say›labilir bir D & S2 kümesinin oldu¤unu söylüyor.

Teorem 29.3,

S2 \ D WSO3(R) S2

diyor. fiimdi Önsav 29.1’i kullanarak, S2’nin SO3(R)-çeliflik ol-

du¤unu görürüz. ■

Teorem 29.6 (Banach-Tarski). Merkezi O’da olan içi dolu

herhangi bir top SO3(R)-çelifliktir. R3’te içi dolu herhangi bir

top G3-çelifliktir. 

Kan›t: Kan›t›m›zda topun çap›n›n bir önemi olmad›¤› için

T3 ile çal›flabiliriz.

Birinci Ad›m: T3 \ {O} WSO3(R) T3.

Topumuzun içinde olan ve O noktas›ndan geçen bir çem-

ber alal›m. Bu çemberden O noktas›n›n ç›km›fl haline C diye-

lim. O zaman, Teorem 29.2’den dolay›,

T3 \ {O} = ((T3 \ {O}) \ C) + C

WSO3(R) (T3 \ {O}) \ C + (C + {O}) = T3.

olur.
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‹kinci Ad›m: T3 \ {O}, SO3(R)-çelifliktir. 

S2’nin herhangi bir parçalan›fl›ndan,

T3 \ {O} = {:p : p $ S2 ve 0 < : ≤ 1}

eflitli¤i yard›m›yla, T3 \ {O} kümesinin bir parçalan›fl›n› elde

edebiliriz. S2, SO3(R)-çeliflik oldu¤u için, T3 \ {O} de SO3(R)-çe-

lifliktir. 

Üçüncü Ad›m: T3, SO3(R)-çelifliktir. 

‹kinci ve üçüncü ad›mlardan ve Önsav 29.1’den hemen ç›-

kar.

Teoremin ikinci önermesi için, G3’te bütün ötelemelerin ol-

du¤unu an›msayal›m ve topumuzu merkezi O’ya gelecek flekil-

de öteleyelim. ■

Bu noktada bölümün as›l amac›na ulaflt›k ama küçük bir

teoremi kan›t›n› eksik b›rakt›k. Geri kalan bölümde de bu

küçük teoremi kan›tlayaca¤›z. Asl›nda Banach-Tarski Para-

doksu, 100 y›l önce kan›tlanm›fl o küçük teoremin (Hausdoff

Paradoksu’nun) bir sonucudur. Bu yüzden Banach-Tarski Pa-

radoksu’na kimi zaman daha hakkaniyetli olan Hausdorff-Ba-

nach-Tarski Paradoksu denir.

Yukarda (G, X) çiftini afla¤›daki üç örnekten biri olarak al-

m›flt›k:

(G, X) = (SO2(R), S1), (SO3(R), S2), (G3, R3).

Oysa, yapt›klar›m›z bir X kümesi üzerine “etki yapan” her G

grubu için geçerlidir. Örne¤in, bir G grubunun kendi üstüne de

etkisi vard›r: X’i G’ye eflit alal›m ve g $ G ve x $ X için g(x)’i

gx (grup çarpmas›) olarak tan›mlayal›m. (Yaz›n›n bu aflamas›n-

dan sonras› için grup teoriyle aflinal›k gerekebilir.)
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Tan›m. G bir grup olsun. E¤er G, G-çeliflikse k›saca buna

“G çelifliktir” diyece¤iz. 

Teorem 29.7. ‹ki üreteçli bir F serbest grubu (F’nin eleman-

lar›yla soldan çarpmaya göre) çelifliktir.

Kan›t: Grubumuza F diyelim. F, : ve < elemanlar› taraf›n-

dan üretilsin. X $ F için, B(X), F’nin, sadelefltirilmifl gösterimi X
ile bafllayan elemanlar› kümesini simgelesin. O zaman,

F = {1} + B(:) + B(:"1) + B(<) + B(<"1)

dir. Öte yandan,

F = B(:) + :B(:"1) ve F = B(<) + <B(<"1)

dir. Bu kümelerin ikiflerli kesiflimleri boflküme oldu¤undan

F’nin çeliflik oldu¤u ç›kar. ■

Buraya kadar bölümün hiçbir yerinde Seçim Aksiyomu’n-

dan sözetmedik, ama flimdi zaman› geldi. Afla¤›daki teoremin

kan›t›nda Banach-Tarski Paradoksu’nun Seçim Aksiyomu’yla

olan iliflkisini görece¤iz.

Önce bir tan›m verelim. G grubunun X kümesi üzerine bir

etkisi olsun; yani her g $ G ve her x $ X için, E1 ve E2’yi sa¤-

layan bir g(x) $ X eleman› verilmifl olsun. g(x) yerine daha ba-

sit olarak gx yazmak bir gelenektir. E¤er (bir tek x $ X için bi-

le) gx = x eflitli¤i sadece g birim eleman› oldu¤u zaman sa¤lan›-

yorsa, G’nin X üzerine etkisine özgür etki denir.

Teorem 29.8. G grubu X kümesini özgürce etkilesin. E¤er

G çeliflikse, X de (G, X)-çelifliktir. 

Kan›t: G çeliflik oldu¤undan, belli bir n ve m pozitif tamsa-

y›lar› ve her i = 1, ..., n, j = 1, ..., m için,

G = +gi(Ai) = +hj(Bj)

eflitliklerini sa¤layan ve ikiflerli kesiflimleri bofl olan Ai, Bj & G

altkümeleri ve gi, hj $ G elemanlar› vard›r. 
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Bir x $ X için, X’in, 

Gx = {gx : g $ G}

altkümelerine X’in yörüngesi denir. Her x $ X için, x $ Gx ol-

du¤undan, X’in tüm yörüngelerinin bileflimi olarak yaz›labile-

ce¤i aç›kt›r, yani

X = +x$X Gx.

Kolayca kan›tlanabilece¤i üzere, e¤er iki yörünge birbirine eflit

de¤ilse ayr›kt›rlar, yani kesiflimleri boflkümedir. Dolay›s›yla yö-

rüngeler X’in bir parçalan›fl›n› verir: X = øx$X Gx.

M, her yörüngeden tek bir eleman (bir temsilci) içeren bir kü-

me olsun. Yani M, her Gx yörüngesiyle ortak tek bir eleman›

olan bir kümedir. Seçim Aksiyomu’nu kabul etti¤imizden böyle
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bir M kümesi vard›r: Nitekim, e¤er ƒ, {Gx : x $ X} kümesinin

bir seçim fonksiyonuysa, M’yi ƒ’nin imgesi olarak alabiliriz. 

Sav. X = +g$G gM ve g ≠ h ise, gM 2 hM = #.

Bu sav›n kan›t› kolayd›r ve okura b›rak›lm›flt›r.

O zaman elimizde X kümesinin bir parçalan›fl› var. fiimdi

bu parçalan›fltan faydalanarak, i = 1, ..., n, j = 1,...,m için,

gi(Ai)(M) = +{gig(M) : g $ Ai}

ve

hj(Bj)(M) = +{ hjh(M) : h $ Bj}

kümelerini olufltural›m. Art›k okur

X = +i gi(Ai)(M) = +j hj(Bj)(M)

eflitliklerini ve ikiflerli kesiflimlerin boflküme oldu¤unu kolayl›k-

la gösterebilir. ■

Teorem 29.9. SO3(R)’de, bir k pozitif do¤al say›s› ve hepsi

birden 0 olmayan ai, bj tamsay›lar› için

Ta1 Sb1 Ta2 Sb2 ... Tak Sbk = 1

türünden hiçbir eflitli¤i sa¤lamayan T ve S döndürüleri vard›r.

Bir baflka deyiflle, derecesi (rank’›) 2 olan serbest bir grubu ge-

ren T ve S $ SO3(R) vard›r.

Kan›t: Kan›t biraz uzun ve teknik oldu¤undan sadece bu tip

döndürülere bir çift örnek verece¤iz. cos"1(1/3) radyanla z-ek-

seni etraf›ndaki döndürüyle, yine ayn› aç›yla x-ekseni etraf›n-

daki döndürü teoremdeki koflullar› sa¤lar. Okura al›flt›rma. ■

Kan›ttaki iki döndürünün gerdi¤i F serbest grubuna bakal›m.

F % SO3(R) elbette. fiimdi Hausdorff Paradoksu’ndaki D küme-

mizi seçece¤iz. F’nin birim olmayan elemanlar›n›n S2’de sabitledi-

¤i noktalar› alal›m ve bunlar›n kümesine D diyelim. (D say›labi-

lir sonsuzluktad›r çünkü SO3(R)’nin birim olmayan her eleman›

S2’de tam iki nokta sabitler.) ‹flte bu D kümesi teoremdeki küme-
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miz olacak. Öte yandan F grubu S2 \ D üzerine özgürce etki eder,

çünkü sabit noktalar› D’nin içine koymufltuk. Bu noktada akl›m›-

za hemen Teorem 29.8 geliyor, ama bize S2’nin F-çeliflik olmas›

de¤il SO3(R)-çeliflik olmas› gerekiyor. Bir sonraki teoremle bunu

da gösterip Hausdorff Paradoksu’nun kan›t›n› bitirece¤iz.

Teorem 29.10. E¤er G’nin çeliflik bir altgrubu varsa, G de

çelifliktir. 

Kan›t: H, G üzerine soldan çarpmayla özgürce etki eder.

Teorem 29.8’ten dolay› G, H-çelifliktir. H de G’nin altgrubu

oldu¤undan G kendisi çelifliktir. ■

Hausdorff Paradoksu. S2 \ D’nin SO3(R)-çeliflik oldu¤u sa-

y›labilir bir D kümesi vard›r.

Kan›t: D kümemizi yukar›daki gibi seçelim. O zaman Te-

orem 29.7 ve 29.8’ten dolay› S2 \ D, F-çelifliktir. Öte yandan da

Teorem 29.10’dan dolay› S2 \ D kümesi SO3(R)-çelifliktir. ■

Hausdorff paradoksuyla beraber, Banach-Tarski paradoksu-

nun kan›t›n› da tamamlad›k. Yani art›k elimizde bir küre olduk-

tan sonra istedi¤imiz kadar küre yapabiliriz! Tabii ki ifllerin böy-

le yürümedi¤i kan›ttan görülebilir. Kan›t›m›z Seçim Aksiyomu

kabul edildi¤inde bir toptan iki tane ayn› boyutta top yap›labile-

ce¤ini söylüyor, nas›l yap›laca¤›na iliflkin bir ipucu ise vermiyor.

Nitekim bir toptan iki top elde etmek için elde edilen sonlu

say›daki parça, hacmi hesaplanamayan parçalard›r. Aksi tak-

dirde, 47r3/3 hacimli bir toptan toplam 47r3/3 hacmi olan iki

top elde edemezdik. R3’ün “Lebesgue hacmi” hesaplanamayan

altkümeleri Seçim Aksiyomu olmadan bulunamaz.
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