26. Zorn Onsav’nin Birkac
Cebirsel Uygulamasi

Seviyesi teoremi anlamaya yetmeyen okur, sorun etmeden

Bu kistmda Zorn Onsavi’'nin gesitli uygulamalarini vercegiz.
o bolimu atlasin, nasil olsa ileride kullanilmayacak.

26.1. Maksimal Idealler
Bir halkanin en az iki ideali vardir: O (yani {0}) ve R. Dola-
yistyla R, bir halkanin maksimal idealidir. Bu ytizden, “maksi-
mal ideal” nitelemesi, “maksimal 6zideal” anlamina kullanilir.
[k teoremimiz maksimal 6zideallerin oldugunu séyleyecek.

Teorem 261 [ZFC]. R degismeli ve birim elemanli bir hal-
ka olsun. I < R herhangi bir 6zideal olsun. O zaman R’nin I’y1
iceren maksimal bir ideali vardir.

Kamt: Z={] < R: 1< J ve J# R} olsun. Z’yi altkiime ol-
ma iligkisine gore yarisiralayalim:

Sishehch
I € Z oldugundan Z # &. Zorn Onsavi’ni uygulamak amaciy-
la, Z’nin timevarimsal bir kiime (Bolum 23.1) oldugunu, yani
Z’nin her zincirinin bir ustsinir1 oldugunu kanitlayalim.
(Ji) kere> Z’den alinmus herhangi bir zincir olsun. Bu su demek-
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tir: k, ¢ € k i¢in ya J, < J, ya da J, < Ji. Sunu kanitlayacagiz:

Uker Jk € Z. O zaman muradimiza erecegiz ¢iinkii her k € «

i¢in Ji € Upe, Ji oldugundan, yarisiralamanin tanimma gore
Jke = Ykex Jk

olur.

e Elbette I Uker Jk-

® Ue Ji'nmn bir ideal oldugunu kanitlayalim. a, b e
Ukex Jk ve r € Rolsun. a € Ji, b € ], igindeliklerini saglayan
k, ¢ € x segelim. Diyelim J, < Ji. O zaman hem a hem de b,
Ji’nin elemani olurlar. J; bir ideal oldugundan,

a+be Ji oY Jiverae Ji < Upe Ji
olur. Bu da U, Ji kiimesinin bir ideal oldugunu kanitlar.

* Son olarak U .. Ji idealinin R’ye esit olmadigini kanit-
layalim. Bunu kanitlamak icin, su basit olguyu kullanacagiz:
Bir R halkasinin bir Jidealinin R’ye esit olmamas: i¢in “1 ¢ J”
yeter ve gerek kosuldur. J; ideallerinin hi¢biri R’ye esit olma-
digindan, 1 elemani higbirinde olamaz, dolayisiyla 1 elemani Ji
ideallerinin bilesiminde de olamaz, yani 1 ¢ Uj . J.

Zorn Onsavr’nin kosullar1 gergeklestiginden, Zorn Onsavi-
n1 uygulayabiliriz. Z kiimesinin maksimal bir elemani vardir.
Bu maksimal eleman elbette bir maksimal ideal olmak zorun-
da. Ayni zamanda Py1 da igerir. O

Notlar:

1. Benzer teorem gruplar icin dogru degildir. Ornegin
Q’niin maksimal bir altgrubu yoktur. Genel olarak, (Q gibi)
bolinebilir bir grubun maksimal altgrubu olamaz. (Bkz. Als-
tirma 3.)

2. Teoremde halkanin birim elemani olma kosulundan vaz-
gecemeyiz. Ornegin R halkasini soyle tanimlayalim: Kiime ola-
rak R = Q olsun. Toplama, bildigimiz toplama olsun. Carpma-
y1, her x, y € R igin xy = 0 olarak tamimlayalim. Bir halka elde
ederiz. (Dikkat, bu halkada 1x = 0’dir.) Bu halkanin idealleri
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aynen Q’nun altgruplaridir. Bir 6énceki nottan R’nin maksimal
ideali olmadig1 goruliir.

3. Teoremi elbette I = 0 idealine uygulayabiliriz.

4, K herhangi bir cisim olsun. Halkamiz R = [l K olsun
(Kartezyen ¢arpim.) I = @y K olsun. O zaman I, R’nin bir 6zi-
dealidir. Teoreme gore I’y1 iceren maksimal bir ideal olmali.
Ne siz ne de bagka biri, boyle bir idealin ne oldugunu anlaya-
maz. Ama vardir! R'nin idealleri iiltrafiltrelerle verilir. Ultra-
filtreler de baska bir béliimiin konusu olacak. Ote yandan, sa-
bit bir ny € N igin,

Iy = (%0 X =0},
maksimal bir idealdir. Bu idealler disindaki her maksimal ideal
I'idealini icermek zorundadir (bkz. Alistirma 6), dolayisiyla be-
timlenemezler.

4. Kanitlanan teoremdeki maksimal ideali bulmak icin.

Algtirmalar

1. G bir grup olsun. Eger her g € Gve n € N\ {0} icin h” =
g esitligini saglayan bir h € G varsa, G’ye béliinebilir grup de-
nir. 1a. Q’nin (toplama altinda) bolinebilir bir grup oldugunu
kanitlayin. 1b. Boliinebilir ve sonlu bir grubun 1 olmak zorun-
da oldugunu kanitlayin. 1c. G bolunebilirse ve H < G ise
G/H’nin de bolinebilir oldugunu kanitlayin.

2. G degismeli bir grup, H de G’nin (G’ye esit olmayan)
maksimal bir altgrubu olsun. G/H’nin bir p asal i¢in Z/pZ’ye
esit oldugunu kanitlayin.

3. Degismeli bir grubun maksimal altgrubu olamayacagim
kanitlayin. (Ilk iki alistirmadan ¢ikar.) Dolayisiyla Q’niin mak-
simal altgrubu olamaz.

4. X, bir G grubunun bir altkiimesi olsun. Eger 1 ¢ X ise,
G'nin X N H = O esitligini saglayan maksimal bir altgrubu ol-
dugunu kanitlayin. Ama dikka,t bu H altgrubu maksimal bir
altgrup degildir, sadece G’nin X N H = & esitligini saglayan
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altgruplari arasinda maksimaldir, yani H’den daha buytk bir
altgrup X ile kesismek zorundadir.

5. Yukardaki 6rnegi G = Q ve X = {1} altkiimesine uygula-
yalim. (Dikkat: Q’niin etkisiz elemani 0’dir.) O zaman yukar-
daki alistirmaya gore Q’niin 1’i igermeyen maksimal bir altg-
rubu vardir. Ancak bu 6rnekte bunu kanitlamak igin Zorn On-
savi’na ihtiyacimiz yok. Nitekim, bir p asali i¢in,

H={palb:aeZ,be 7\ pZ)},
Q’niin 1’i icermeyen maksimal bir altgrubudur. Bunu kanitla-
yin.

6. K herhangi bir cisim, R = [y K ve I = @y K olsun. n
e N icin,

Iy, = ((Xah : X, = O,
tanimini yapalim. IHO’ln maksimal bir ideal oldugunu kanitla-
yin. Bu Ino’lar disindaki her maksimal idealin I'y1 icermek zo-
runda oldugunu kanitlayin.

26.2. Vektor Uzaylarinin Tabam

K bir cisim ve V, K tizerine bir vektor uzayi olsun. X < V
olsun.

Eger X’in her sonlu ve birbirinden degisik vy, ..., v, elema-
n1 ve her Aq, ..., A, € K igin,

Mvi+ -+ Avy=0=>2y=--=A,=0
onermesi saglaniyorsa, X e dogrusal bagimsiz kiime adi verilir.
& dogrusal bagimsizdir.

Ornekler: Dogrusal bagimsiz bir kiimede 0 vektorii olamaz.
Eger v € V\ {0} ise {v} dogrusal bagimsizdir. Eger v € V'\ {0}
ve w € V\ Kvise ise {v, w} dogrusal bagimsizdir. Dogrusal ba-
gimsiz bir kiimenin her altkiimesi dogrusal bagimsizdir. Bir kii-
menin dogrusal bagimsiz olmasi i¢in yeter ve gerek kosul, k-
menin her sonlu altkiimesinin dogrusal bagimsiz olmasidir. Bu,
onemli bir 6zelliktir ve bundan alabildigine yararlanacagiz bi-
razdan. Bu tiir 6zelliklere “sonlu karakterli” 6zellik denir.
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Bir kiime ne kadar kalabaliksa, dogrusal bagimsiz olmasi o
kadar guigtiir.

Eger V’nin her v eleman, vy, ..., v, € Xve Ay, ..., A, € K
igin,

V=V + o+ AV,

olarak yaziliyorsa, X’e (V’yi) geren ya da iireten kiime denir.

Ornekler: V, V’yi gerer. Geren bir kiimenin her iistkiimesi
de V’yi gerer. Bir kiime ne kadar kigiikse, geren kiime olmasi
o kadar gictur.

Eger X hem lineer bagimsiz hem de geren bir kiimeyse, X’e
V’nin tabani adi verilir.

Teorem 26.2. Her vektor uzaymnin bir tabani vardir. Daha
da genel olarak bir vektér uzaymin her dogrusal bagimsiz kii-
mesi, maksimal bir dogrusal bagimsiz kiimeye genisletilebilir ve
maksimal bir dogrusal bagimsiz kiime bir tabandir.

Kanit: Vektor uzayimiza Vdiyelim. X < V, dogrusal bagim-
siz bir altkiime olsun.

Z={Yc V: Xc Yve Ydogrusal bagimsiz}
olsun. Z’yi altkiime olma iligkisiyle siralayalim. X € Z oldugun-
dan Z boskiime degildir. Simdi Z’nin timevarimsal oldugunu
kanitlayalim. (Y}) ¢, Z’den alinmig herhangi bir zincir olsun.
Ukex Yk € Zigindeligini kanitlayacagiz. Bilesim elbette X’i ige-
riyor. Simdi bu bilesimden, sonlu sayida birbirinden degisik
vektor alalim, diyelim vy, ..., v, Her i= 1, ..., nigin, v; € Y}
icindeligini saglayan bir k; € x bulalim. Bu sonlu sayidaki 1
Yi oo Y
arasindan biri en buyugudiir, diyelim Y. O zaman vy, ..., v,, €
Y} olur ve dolayisiyla vy, ..., v, arasinda triskadan olmayan
dogrusal bir bagimhlik olamaz. Demek ki U .. Y} dogrusal
bagimsizdir ve Z’dedir. Y < U, Y oldugundan, bundan
Z’nin tiimevarimsal bir kiime oldugu cikar. Zorn Onsavi’na
gore Z’nin maksimal bir elemani vardir. Bu maksimal eleman
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elbette maksimal dogrusal bagimsiz kiimedir ve Xi igerir. Sim-
di boyle bir kiimenin taban oldugunu kanitlayalim.

Y maksimal lineer bagimsiz bir kiime olsun. Diyelim v vek-
tord, hicbir vy, ..., v, € Yve hicbir A, ..., A, € K icin,

AMvy+ o+ A,V

olarak yazilamiyor. Bu durumda Y U {v} kiimesinin lineer ba-
gimsiz oldugunu kanitlamak kolaydir (ama bunun i¢in K’nin
bir cisim, daha dogrusu bir boliim halkasi oldugunu kullanmak
gerekir. Simdiye kadar yaptiklarimiz sadece vektor uzaylari
icin degil, modiiller icin de gecerlidir. Ama bundan sonra yapa-
caklarimiz sadece vektor uzaylari icin gegerlidir.) Nitekim,

Vis ooy Vg € Y V€ Aqy woey Ay A € Kigin,

Mvi+ -+ hv,+Av=0
varsayimint yapalim. Eger A = 0 ise, Aqvqy + -+ + A,v,, = 0 esit-
liginden ve Y’nin dogrusal bagimsizligindan Ay = --- =i, =0cel-
de edilir. Eger A # 0 ise, Aqvy + --- + A,v, + Av = 0 esitliginden,
v (-A1g)vy + o+ () v,

bulunur, ki bu da v tizerine yaptigimiz varsayimla ¢eligir. De-
mek ki YU {v} dogrusal bagimsizdir, ki bu da Y’nin maksimal-
ligiyle ¢eligir. O

Bir vektor uzayinin tabaninin “eleman sayisi”nin (yani kar-
dinalitesinin) tabandan bagimsiz oldugu da kanitlanabilir ama
bunu yapmak icin gereken “kardinal sayilari”ni heniiz isleme-
dik. Ote yandan bu sonucu kardinal konusuna hi¢ dokunma-
dan da yazip kanitlayabiliriz (ama kanitlamayacagiz.)

Teorem 26.3. Bir vektor uzayimin iki tabani arasinda bir
esleme vardir.
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Zorn Onsavi Alistirmalar

Bu alistirmalar kolay olmayabilecekleri gibi, bazilar1 bazi
ogrencilerin seviyesini asabilir. Ama her biri matematikte
onemlidir.

1. Pbir asallar kiimesi olsun. Eger bir grubun elemanlarinin
derecesinin asal bolenleri P kiimesindeyse, o zaman gruba P-
grubu ad verilir. Her grubun maksimal bir P-altgrubu oldugu-
nu kanitlayin. (Eger P = {p} ise P-altgrubu yerine Sylow p-altg-
rubu denir.)

2. Degismeli, bolinebilir ve burmasi olmayan (g? = 1 ise ya
g=1yada n=0) béliinebilir bir grubun @; Q grubuyla esya-
pisal oldugunu kanitlaym. (Ipucu: Teorem 26.2)

3*. G degismeli bir grup olsun. H < G bolunebilir bir altg-
rup olsun. Bir K altgrubu icin G = H @ K esitligini kanitlayin.
(Ipucu: Zorn Onsav’'mi {K < G : K n H = 1} kiimesine uygula-
yin.) Degismeli gruplarla Z-modiiller arasinda bir ayrim olma-
digin1 animsayarak, bu alistirmayi tek tiretecli idealleri olan bir
boliim halkasi (TUIB) iizerine bir modiile uyarlayip kanitlayin.

4*, p bir asal ve G, elemanlarinin en yiksek mertebesi p”
olan bir grup olsun. H, G’nin @©; Z/p"Z grubuna esyapisal bir
altgrubu olsun. Bir K altgrubu icin G = H ® K esitligini kanit-
laymn. (Ipucu: Zorn Onsavi’mi (K < G : K N H = 1} kiimesine
uygulayin.) Degismeli gruplarla Z-modiiller arasinda bir ayrim
olmadigin1 animsayarak, bu alistirmay1 bir TUIB iizerine mo-
diller igin kanitlaym.

5*. Yukardaki alistirmay: kullanarak, elemanlarinin en bii-
yuk mertebesinin sonlu oldugu degismeli burmali gruplarin, don-
gusel gruplarin direkt toplamina egyapisal oldugunu kanitlayin.

6*. Boluinebilir ve degismeli bir p-grubun, bir I gostergec kii-
mesi icin Priifer p-gruplarinin direkt toplamina esyapisal oldu-
gunu kanitlaym.

7*. Boluinebilir ve degismeli bir grubun bazi gostergeg kiime-
leri icin,
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(®IO Q) ® (®p asal(®1p ZPOO ))
grubuyla esyapisal oldugunu kanitlayin. (Ipucu: T, grubun bur-
mali elemanlarindan olusan bir altgrubu olsun. Alistirma 3’e
gore bir K< Gigin G= T® K. Alistirma 2, K’nin ne olmasi ge-
rektigini soyliyor. T'yi asal bilesenlerine ayirip her bilesene
Alistirma 6’y1 uygulayin.)
8. H < G bir grup ve bir altgrubu olsun. Eger

her h € Hve her n € N i¢gin, h = x* denkleminin G’de

bir ¢cozimii varsa H’de bir ¢cozumii vardir
onermesi dogruysa H'ye G’de saf denir. G degismeli bir grup
veH, G’nin saf bir altgrubu olsun ve F’nin en biiytik mertebesi-
nin sonlu oldugunu varsayalim. O zaman bir K altgrubu i¢in G
= H® K esitligini kanitlayin. (Ipucu: H’nin en biiyiik mertebe-
si lizerine tiimevarimla. Ilk olarak H’nin bir p asali i¢in bir p-
grup oldugunu varsayabilecegimizi kanitlayin. Eger H’nin mer-
tebesi pise, GP" m" H=1 olur. Simdi Z={K< G: GP"< K ve
K n H = 1} olsun. Zorn Onsavr’n1 bu kiimeye uygulayn.)
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ir ¢izge, noktalardan ve ban
Bnokta ciftleri arasina “cizilen”
kenarlardan ya da bagintilardan
olusur. Bir noktanin baglantili oldugu

noktalara o noktanin komgulari diye-
lim. Ardisik noktalarin kom-

B su olduklar1 bir noktalar di-
zisine yol denir. Herhangi
bir noktadan herhangi bir

A

baska noktaya sonlu sayida
Tekparca bir ¢izge A’dan B’ye giden bir yol 3 y y

noktadan olusan bir yolla
ulasilabilen cizgelere tekpar-
ca ¢izge denir. Gecgtigi bir
noktadan bir daha gegmeyen

Bir dongii Bir agac yollara dal adi verilir. Basla-
dig1 noktada biten yollara

iki pargali bir cizge
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2 2 ,  ise dongii denir. Dongiisii olmayan tekparca

2 cizgelere agac denir. Bir agacta bir noktadan
1 9 bir bagka noktaya tek bir yol vardir, yoksa

(O8]

3 kolayca bir dongii elde edilir. Bir noktanin
Noktalarin dereceleri  derecesi, o noktaya bagintili nokta sayisidir.

Bir noktanin derecesi sonsuz da olabilir,
sonlu da. Bir noktanin bir baska noktaya uzaklig: o iki nokta
arasindaki en kisa yolun uzunlugudur. Eger iki nokta arasinda
yol yoksa, uzaklhigin sonsuz oldugu soylenir; boyle bir durum-
da cizge tekparca olamaz elbet. Komsular arasindaki uzaklik
1’dir. Eger her ¢izgede her noktanin derecesi sonluysa, bu ¢iz-
genin sabit bir noktasindan uzakligi # olan sonlu tane nokta
vardir dogal olarak.

Simdi artik teoremimizi yazabiliriz:

Konig Onsavi 27.1. Sonsuz sayida noktast olan ve her nokta-
sumn derecesi sonlu olan bir agacta sonsuz noktali bir dal vardir.

Kaniti biraz geciktirecegiz.

Her seyden once, bunun dogrulugu ¢ok acik bir teorem ol-
dugunu soylemek gerekiyor. Ama kaniti pek o kadar kolay de-
gil. Kanit, zorunlu olarak Se¢im Aksiyomu’nu kullanir. Ancak

Hep sagdan giden ~ Sagli sollu giden ~ Sonsuz bir dal
dal sonsuzdur dal sonsuzdur belli ki var, ama
hangisi?
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kanitta Secim Aksiyomu’nun tim giiciine gerek yoktur. Secim

Aksiyomu’ndan daha hafif bir aksiyom da yeterlidir.

Konig Onsavi daha ¢ok mantikta kullanilir.

Kanitin zorlugunu kavramak amaciyla, sonsuz sayida nok-

tast olan ve her noktasinin derecesi sonlu olan birka¢ aga¢ ci-

zip bu agaclarin her birinde sonsuz bir dal bulalim.

Aslinda ¢ 6rnegin de ayni 6rnek olduguna dikkatinizi ge-

kerim. Kafa karistirmak amaciyla degil, bir cizgede sag sol (ya

da alt tst) gibi kavramlarin olmadigina gos-
termek amaciyla aymi cizgeyi u¢ degisik bi-
cimde cizdik. Eger sag1 solu iyice karistirir-
sak, tctincu cizgeyi elde ederiz ve bu ¢izgede
sonsuz dalin hangisi oldugu pek belli degil.
Iste Secim Onsavi bu sonsuz dalin adresini
vermekte kullanilacak.

Bir agacin herhangi bir noktasini se¢mek,
agacin noktalarimi yarisiralamamiza olanak
saglar. Bu yarisiralamayi agiklayalim, teore-
min kanitinda ihtiyacimiz olacak. Diyelim

PO
A<B,amaAile C
karsilagturlamaz.

agacgtan P, noktasini sectik. Bu P, noktasi, tamimlayacagimiz

siralamada agacin en kiiciik noktasi olacak. Simdi agagtan iki

A ve B noktasi segelim ve A < B iligkisini tamimlayalim: A < B

ancak ve ancak B ile P, noktas: arasindaki
(tek) yol A’dan gegiyorsa. Bunun gergekten
bir yarisiralama oldugunun kanitini okura
birakiyoruz. Biiyiik noktalari yukariya, kii-
ciik noktalar1 asagiya cizmek nerdeyse bir ge-
lenek halini almistir ve biz de bu gelenege
uyacagiz.

Bu siralamada bir dalin bir zincir oldugu-
na dikkatinizi ¢ekeriz. (Bkz. Bolum 22.1.)

Simdi artik teoremimizi kanitlayabiliriz.
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Onsavin Kaniti: Agacimiza A adini verelim. Agag-
tan herhangi bir P, noktasi alalim ve agaci bu P, nok-
tas1 agacin en kiigik noktasi olacak sekilde yukarda
aciklandig1 gibi yarisiralayalim. Agag, tekparca bir
cizge oldugundan, agacin her noktasindan bu Py’a gi-
den bir yol vardir. Bu yollarin her biri elbette Py’in
komgularinin birinden geger gecer. Ama Py’in derece-
si sonlu oldugundan, P’in sonlu sayida komsgusu var-
dir. Demek ki, Py’in Oyle bir P; komsusu vardir ki,
0 ¢izgenin sonsuz tane noktasi Py’a bu P; noktasindan

gecerek baglanir. Simdi tiim diger noktalar1 atip sade-
ce bu noktalari (yani P noktasini ve P noktasindan buytikesit
noktalari1) ve aralarindaki bagintilari tutalim. (Yandaki cizge,
bir stteki agactan bu sekilde elde edilmistir.) Kalan ¢izge de
bir agactir, ciinkii sonug olarak noktalarmin her biri Pjy’a
(Py’den gecen) bir yolla baghdir. Kalan agaca A; diyelim. A; te-
oremdeki varsayimlarin hepsini saglar. Simdi, A; agacinin son-
suz tane noktasinin her biri, P;’in sonlu tane komsusundan bi-
rinden gegen bir yolla P{’e baglanir. Demek ki bu yollardan
sonsuz tanesi P;’in komsularindan birinden gegecektir. P;’in
bu komsularindan birini segelim ve bu noktaya P, adini vere-
lim. P, # P elbette, hatta P < P; < P,. Simdi ¢izgenin tiim nok-
talarini atip Py, P; ve P,’den buyiikesit noktalar: tutalim. Ka-
lan ¢izgeye A, diyelim ve yukardaki yontemi siirdiirelim. Boy-
lece timevarimla, Py < P; < P, < ... < P, < ... noktalari tanim-
lanir. Bu noktalar elbette sonsuz bir dal olustururlar..

Kanit bitmigtir. O

Se¢im Onsavrnin tam olarak nerede kullanildigi sanirim
aciktir. Her P, noktasindan bir sonraki P,,,; noktasini bulmak
icin bir se¢cim yapiyoruz, belli bir 6zelligi olan noktalardan bi-
rini segiyoruz.

Tumevarimsal kanittan ve Se¢cim Aksiyomu’nun biraz gizle-
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nerek kullanilmasindan rahatsizlik duyan okur icin Onsav’in
bir bagka kaniti verelim. Bunun icin, Teorem 21.3’4 kul-
lanacagz.

Onsavin Ikinci Kaniti: Agacimiza gene A adini verelim. Ve
gene agactan herhangi bir P, noktast alip agaci bu P, noktasi
agacin en kiigiik noktasi olacak sekilde yarisiralayalim. Diye-
lim Onsav yanlis. O zaman yukardaki Teorem 21.3’iin (b) ko-
sulu A ve tstiinde tanimlanan yarisiralama i¢in dogrudur. De-
mek ki, A’nin bos olmayan her altkiimesinin maksimal bir ele-
mant vardir, dolayisiyla A’nin maksimal elemanlari vardir.
maksimal elemanlar arasindan Py’a en uzak elemanlardan biri-
ni secelim. (Se¢cim Aksiyomu burada kullanilmiyor tabii! Secim
Aksiyomu’nu Teorem 21.3’tin kanitinda zaten kullandik.) Bu
uzaklik 7 olsun. Demek ki, agacin her noktasinin Py’a uzakhg:
en fazla n’dir. Ama her noktasinin derecesinin sonlu olan bir
agacta, Py’a uzakhigi en fazla 7 olan sonlu tane nokta vardir;
demek ki agac sonludur. Celiski. O
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Ilksen Acunalp

onksiyonel analizin temel yapitaglarindan biri olan ve ka-
Fnltmda (kaginilmaz olarak) Zorn Onsavi kullanilan
Habn-Banach Teoremi’ni kanitlayacagiz.

V, bir vektor uzayi, U da V’nin bir altuzay: olsun. (U’nun
V’nin altuzay: oldugunu belirtmek icin, alisilageldigi tizere U < V
yazacagiz.) Her x, y € U ve her A € R icin,

flx+y) = f(x)+ f(y) ve f(hx) = Af(x)
kosullarini saglayan bir f : U — R fonksiyonuna U tizerine
dogrusal fonksiyonel ya da kisaca fonksiyonel denir.

Eger F: V — R bir fonksiyonelse ve U < V ise, F’yi U’ya
kisitlarsak, U tizerine bir fonksiyonel elde ederiz elbet. U altu-
zayma kisitlanmis bu fonksiyone Fj; olarak gosterilir.

Bir fonksiyoneli bir U altuzayina kisitlamak kolaydir, bu-
nu herkes yapar. Ama V’nin bir U altuzayinda tanimlanmis
bir f : U — R fonksiyonelini V’ye genisletmek ¢ok daha zor-
dur, Secim Aksiyomu’nu gerektirir: W, U’yu V’de timleyen
bir altuzay olsun, yani U ® W = V olsun. (Eger V’nin boyutu
sonsuzsa, W’nin varligi ancak Se¢cim Aksiyomu’yla kanitlana-
bilir.) Simdi F’yi, her u € U ve w € W i¢in, F(u + w) = f(u)
olarak tamimlayalim. F, V {izerine fonksiyoneldir ve f’yi
U’dan V’ye genisletir.
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WA e [T )

________________________________________ =) = Flu + o)

U, V’ye esit degilse, U tizerine tanimlanmig bir f fonksiyo-
nelinin birden ¢ok V’ye genislemesi vardir.

V’nin bir U altuzay1 iizerine tanimlanmug verilen bir

f:U->R

fonksiyonelini, bagka bir kosul aramaksizin V’ye genisletmek, yu-
karda gordigiimiiz gibi ¢ozumu ¢ok ¢ok zor olmayan bir prob-
lemdir. Ancak, belli bir 6zelligi olan bir fonksiyoneli, bu 6zelligi-
ni kaybetmeyecek bi¢imde genisletmek ¢ok zor bir problem ola-
bilir. Bu bolimde kanitlayacagimiz Hahn-Banach Teoremi iste bu
tirden bir problemin ¢6ztiimiidiir. Problem su: Eger U < V ise ve
f : U — R fonksiyoneli bir p : V— R fonksiyoneli tarafindan
ustten sinirliysa (yani her # € U igin f(u) < p(u) ise), f’yi tim
uzaya gene p’yle ustten sinirh olacak bicimde genisletebilir mi-
yiz? Hahn-Banach Teoremi, bundan daha genel bir soruya
olumlu yanit verir:

Hahn-Banach Teoremi 28.1. V bir vektor uzay: ve
p:V-oR,
her x,y € Vwve her L € R igin,
px+y) < p(x) + p(y) ve p(hx) = Ap(x)
ozelliklerini saglayan bir fonksiyon olsun. U, V’nin bir altuza-
yive f: U— R, heru e U icin,
fu) < plu)
esitsizligini saglayan bir fonksiyonel olsun. O zaman, her x € V
icin,
F(x) < p(x)
esitsizligini saglayan ve f’yi genigleten (yani U’ya kisitlanist f’yi
veren) bir F : V — R dogrusal fonksiyoneli vardir.
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Kamit: Once, Zorn Onsavr’'n1 uygulayacagimiz (2, <) yarisi-
ralamasini tanimlayalim. < ktimesi,
Z={(W,g): U< W<V, g: W R fonksiyonel,
her w € Wigin g(w) < p(w) ve her u € U igin
glu) = flu))
olsun. Dikkat ederseniz, <, f’yi, p’yle tstten sinirh olacak bi-
cimde, U’yu igeren W altuzaylarina genisleten fonksiyoneller
kiimesi.

R
!\

U<swsv

(U, f) € Z’nin elemani oldugundan < bog kiime degildir.
Simdi < tizerine bir siralama tanimlayalim. (W, g), (W5, g5)
ise, (W1, g1) < (W,, g,) iligkisini,

“W,; < W, ve gy, g&'nin W;’e kisitlanigidir”
bi¢giminde tanimlayalim. Bunun bir yarisiralama oldugu tani-

R
RS
fT &2
UsW,<W,<V

min her halinden ve yandaki sekilden belli. Simdi (<, <) sirala-
masinin her zincirinin bir astsinirt oldugunu gosterelim, ki
Zorn Onsavr’ni uygulayabilelim.

Z’den herhangi bir ¢’zinciri alalim.

M, ¢ zincirinin tim (W, g) elemanlarinin W altuzaylarinin
bilesimi olsun.

M’nin V’nin bir altuzayr oldugunu savlayip kanithyoruz:
oy, oy, € R ve my, my, € M olsun. O zaman ¢ ’nin iki (W, g¢)
ve (W5, g) elemani igin my € W, ve m, € W, olur. W, ve W,
altuzay olduklarindan, a2, € W, ve a,m, € W,. Ote yandan,
¢ bir zincir oldugundan,
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va (Wy, g1) < (W, g3) ya da (W3, g1) < (W3, g).
Demek ki, siralamanin tanimindan dolayz,
ya W; < W, yada W, <W,.

Her iki durumda da bir (W, g) € ¢igin,

oy € Wveaym, e W.
Ama W bir altuzay oldugundan, bundan,

omy + opmy; € WM
cikar. Demek ki o711 + 0,7, € M ve M, V’nin bir altuzayidur.

Elbette, her (W, g) € ¢’i¢in, W < M’dir.

Simdi bir » : M — R fonksiyoneli tanimlayacagiz. Bilene: b,
¢ zincirinin tim (W, g) elemanlarinin g’lerinin bilesimi olacak
[SKK]. Fonksiyonlar zincirinin bilesiminin ne demek oldugunu
bilmeyenlere /’yi tamimlayalim: 7 € M olsun. O zaman M’nin
tanimindan dolayi, bir (W, g) € ¢ i¢in, m e W’dir. Simdi
h(m)’yi g(m) olarak tanimlayalim. Yalniz bu tanimin gecerli ol-
masi i¢in, g(m2)’nin ¢’’nin (W, g) elemanina gore degismedigini
kontrol etmeliyiz. Nitekim eger bir baska (W, g;) € ¢ i¢in,
m e W ise, ya g, g;’in ya da gy, g’nin kisitlamasi oldugundan,
g(m) = g{(m)’tir. Dolayisiyla h(m)’yi g(m) ya da g,(m) olarak
tanimlamak arasinda bir ayrim yoktur.

h’nin M tizerine bir fonksiyonel oldugu, M’nin altuzay ol-
dugunun kaniti gibidir. Ayrintilari okura birakiyoruz.

Her (W, g) € Cigin, b fonksiyoneli g’nin M’ye bir genisle-
tilmesidir. Bunun kolay kanitin1 da okura birakiyoruz. Bunun
sonucu olarak her (W, g) € ¢ icin, b fonksiyonelinin f’nin
M’ye bir genisletilmesi oldugu anlasilir.

Her m € M icin h(m) < p(m) esitligini gormek de kolaydir.

Demek ki (M, h) € Zve (M, b), ¢’’nin her elemanindan bii-
yiikesit.

Simdi artik Zorn Onsavi’n1 Zye uygulayabiliriz: Z’nin bir
maksimal (M, b) elemani vardir. Eger M’nin V’ye esit oldugu-
nu kanitlayabilirsek, F = b alarak teoremimizin kanitini bitir-
mis oluruz.
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M’nin V’ye esit oldugunun kaniti yukarda kanitladiklari-
miz kadar standart degil. Biraz ¢aba gerektiriyor.

Diyelim M < V. O zaman V\ M boskiime degildir. w € V\ M
ve N=M + Rw olsun. w € N\ M oldugundan, M < N’dir. $Sim-
di h’yi,

(M, h) < (N, g) € =
olacak sekilde N tizerinde tanimlanmis bir g’ye genisletecegiz.
Bu da (M, h)’nin maksimalligiyla celisecek ve istedigimizi vere-
cek. Bagliyoruz:

Her x, y € M i¢in,

h(x) + h(y) =h(x +y) <plx +y)
plx—w+y+w)
plx—w) + ply + w)

IN I

ve
“plx = ) + h(x) < ply + w) - h(y)
olur. Demek ki,
Supy ey [p(x=10) + h(x)] < inf oy [plx+10) - h(x)]
Bu iki say1 arasindan bir a segelim. O zaman her x € M igin,
a < p(x+w) — h(x) ve —o < p(x—w) — h(x)
dir. Bu esitsizlikleri birazdan kullanacagiz.
Artik g’yi tamimlayabiliriz: A € R ve x € M i¢in
glx + M) = h(x) + ha
olsun. g, elbette h’nin N tizerine genisletilmesi olan bir fonksi-
yoneldir. Simdi her y € N igin g(y) < p(y) esitsizliini gostere-
lim. Belli bir A € R ve x € M igin y = x + Aw olur. Eger A = 0
ise, (M, h) € Zoldugu icin,
gy) = glx + Mw) = h(x) < plx) = plx + Aw) = ply)
olur. Eger A > 0 ise,
gly) = glx + M) = b(x) + Ao = Mb(x/A) + )
< Mb(x/N) + p(x/h+w) — b(x/L))
= (/L + w) = plx + haw) = ply)
olur. Eger A = —p < 0 ise,



294 28*. Hahn-Banach Teoremi

g(y) = glx + hw) = h(x) - pa
= u[-a + h(x/p)]
< ulp(e/p - w) — bixy) + b{x/)]
= pp(x/p — w) = p(x — pw) = p(x + hw) = p(y)
olur.

Kaynakca
[1] T. Terzioglu, Fonksiyonel Analizin Yontemleri, Matematik Vakfi Yaynlari,
1998.
[2] K. Ciesielski, J. W Bruce, Set Theory for the Working Mathematician, Cambrid-
ge University Press, 1997.
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Ali Altug ve Aykut Arslan

onsuzlugun yol actigr paradokslar binyillardir (tam 2,5
Sbiny1ld1r) biliniyor. Zeno’nun paradokslarini okurlarimi-

zin bilmesi gerekir [SKK]. Galile de dogal sayilarla dogal
sayilarin kareleri arasinda bir esleme oldugunu goriip, parcanin
buttinii kadar elemani olabilmesine sagirmistir. Bu yontemle,
sonsuz bir kiimeden, bu kiimeyle aynm1 “buiytiklitkte” birkag kii-
me ¢ikarilabilir. Dolayisiyla Galile’ye gore “daha buytik” ya da
“esit” gibi nitelemeler sonsuz nesnelere uygulanamaz. Artik
modasi ge¢mis de olsa, sonsuzlukla ilgili bu tiir diigtinceler in-
sanoglunu uzunca bir siire mesgul etmistir. Bu boliimde sonsuz
bir kiimeyi parcalayarak neler yapilabilecegini gorecegiz.

Se¢im Aksiyomu’nun bazi sonuglarini ve esdeger ifadelerini
onceki boliimlerde gordiik. Bu bolimde Se¢im Aksiyomu’nun
o masum dis gorunusiinin altinda yatan “canavarin” bir yiizii-
nii gorecegiz.

Hemen belirtelim: Her ne kadar bolimun baghginda “para-
doks” sozctigii gecse de aslinda bagimiza gelecekler Secim Ak-
siyomu’nun bir sonucu olacak. Kabul ettigimiz aksiyomlarin
sonuglarina katlanmaliyiz. Matematiksel anlamda bir para-
dokstan sozetmeyecegiz; sozedemeyiz de, ¢unkii bugiin, mate-
matiksel bir paradoks bilinmemektedir. Eski paradokslarin her
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biri, matematigin aksiyomlarinin (6rnegin ZF ya da ZFC sis-
temleriyle) belirlenmesi sayesinde artik birer paradoks olmak-
tan ¢ikmuglar ve higbiri glinimiize kadar hayatta kalmay1 bece-
rememistir.

Burada “paradoks” sozciigii “bize imkansiz gibi gelen, sez-
gilerimize ters diisen, bir tiirli inanmak istemedigimiz” bir du-
rum anlaminda kullanilmistir. Ornegin bir futbol topundan ay-
ni ebatta iki futbol topu yaratmak paradoksaldir, bize sagma
gelir, “olmaz Oyle sey” ya da “bu ancak masallarda ve fantas-
tik oykulerde olabilir” deriz.

Secim Aksiyomu’nu ilk kez goren biri Se¢im Aksiyomu’na
matematikte neden oOzel bir yer ayrildigini, bu konuda neden
bu kadar yazilip ¢izildigini anlamayabilir. Sonug olarak, her
giin se¢im yapariz, o zaman se¢cim yapmak neden bir sorun ya-
ratsin ki? Se¢im yapmaktan daha dogal ne olabilir ki? Iste bu
dogallik duygusu bu boliimde oldukga sarsilacak.

1924’te, her ikisi de Polonyali olan Stefan Banach ve Alfred
Tarski tarafindan kanitlanan Banach-Tarski Teoremi (ya da
Paradoksu), Secim Aksiyomu kabul edildiginde, bir topu (igi
dolu bir kiireyi) sonlu sayida parcaya (5 parga yetiyor, parga-
lardan biri de sadece merkezi iceren tek noktali kiime) ayirip,
bu pargalari sadece 6teleyip ve dondiirtip (yani hacim degistir-
meyen dontsiimlerden gecirip) birbirine yapistirarak ilk topla
ayni boyutta iki tane top elde edilebilecegini soyluyor bize.
Yontem ¢ok dogal: Bir top al, topu pargala, parcalar1 dondur,
otele ve sonra egip bitkmeden, cekip ¢ekistirmeden tekrar ya-
pistir, al sana iki top! Top dogurdu! Bunu patatesle ya da kof-
teyle yapabilseydik dinyanin aglik sorunu kokiinden ¢ozerdik.

Aslinda Banach’la Tarski Se¢im Aksiyomu’nun ne kadar tu-
haf sonuglar dogurdugunu gostermek icin kanitlamiglardir bu te-
oremi, ancak istedikleri gerceklesmemis ve Secim Aksiyomu gene
de matematikgilerin ¢ok buiyiik ¢ogunlugu tarafindan kabul gor-
mustir.
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Gruplar

I¢inde yasadigimiz ii¢ boyutlu uzayda, yani R3’te ¢alisaca-
g1z. Yazi boyunca R3un iki tir dontsimunt kullanacagiz:
Otelemeler ve dondiiriiler.

Gorece daha basit olduklarindan 6nce otelemelerden basla-
yalim. R3’te herhangi bir (a, b, ¢) vektoruni sabitleyelim ve
R3’un her (x, y, z) vektorini (x+a, y+b, z+c) vektoriine gotu-
ren doniisiimiinii T, 5, ) olarak gosterelim. Demek ki,

T b, o RI—>R3
dontisimii,
Tia, b, 0% ¥, 2) = (x+a, y+b, 2+¢)
kuraliyla tanimlanmigtir. R3’iin bu tiir doniistimlerine oteleme

(x, y, 2)
\.\A%h, c)(x’ ¥, 2) = (x+a, y+b, z+¢)
(x YHE ) T(a’ b, C)(x" )/', z,) = (x'+a, y,+b; Z’+C)

/\ (a, b, ¢)

Otelemeler, uzunlugu, alani ve hacmi degistirmezler

adi verilir. R3’Gn oOtelemeler kiimesine T diyelim. Kolayca go-
rulecegi tzere,

G1. Tyg, 0, o) = Id = Ozdeslik déniisiimii € T,

G2. T, b, 0° T, b, &) = Tiavar, baby, cve) € T

G3.Tyup o '=Tgb,0€T
dir. Yani T dontigsimler kiimesi 6zdeslik fonksiyonunu igerir,
bileske altinda kapalidir ve her elemaninin tersini de igerir. Bu
ozellikleri olan doniigiim kiimelerine grup denir.

Simdi dondiiriileri agiklayalim. R2’nin ve R¥tin “O mer-
kezli dondiriileri”’nden sozedecegiz. SO,(R) ve SO5(R) olarak
gosterecegimiz gruplar, sirasiyla R2 ve R3tin O’yu sabit bira-
kan donduriilerinden olusan grup olacak.
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po(P) = (xcosO — ysinb, xsinb + ycos6)

R2’nin O merkezli dondurileri, R?2 diuzleminin noktalarim
O etrafinda belli bir 6 acisiyla dondiiren py dontisimleridir.
Bunlarin kiimesi SO, (R) olarak simgelenir.

po = Id = Ozdeslik doniisiimii € SO,(R),
Po! = pg € SOL(R),
Pe°Pe = Posg € SO2(R)
ozellikleri dogrudur. Demek ki SO,(R) de bir gruptur.

R3’in dondirilerinden olusan SOj3(R), anlagilmasi biraz
daha gii¢ olan bir gruptur. O noktasindan gecen herhangi bir ¢
dogrusu (ekseni) ve bir 6 acisi secelim. R3’te bir P noktas: ala-
lim. 7, bu ¢ dogrusuna dik olan ve P ve O’dan gegen bir duz-
lem olsun. n diizleminde P noktasini saatin ters yoniinde O et-
rafinda (ya da /¢ etrafinda, aynmi sey) 6 kadar dondurelim. Bu
doniigime p, g diyelim. Tim p,y doniisiimlerin kiimesine
SO;(R) diyelim. Son 6zelligin kanitlanmasi zor da olsa SO5(R)
bir gruptur:
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pro=1d= Ozdeslik doniisiimii € SO;(R),
Pro ! =pio € SO3(R),
Pro°Pre € SO3(R).

P/e°P e doniisiimiiniin hangi ¢” dogrusu ve hangi 6" agis
igin p;» oo doniisiimiine esit oldugunu bulmak hi¢ de kolay bir
ugras degildir, ama oyledir.

G; olarak gosterecegimiz grup ise R3’tin dondiriileri ve 6tele-
melerini iceren en kiigiik grup olacak. G3’in her elemani (tek) bir
t € T ve (tek) bir p € SO;3(R) icin tp biciminde yazilir yani,

G5 =T-SO3(R) = {tp:t € Tvep e SO3(R)}
dir: Sag taraf Tyi ve SO3(R)’yi icerir elbet. Sag tarafin bir grup ol-
dugunu kanitlamak gerekiyor:
(ta)(sB) = tsslasP = (ts)(s~1asP)
esitliginden ve ts € T oldugundan, s-las elemaninin bir dondiirt
oldugunu kanitlamak yeter. Ayrintilar1 okura birakiyoruz.

Gruplarin Kiimelere Etkisi
Tanimlarla baglayalim.
St={(x,y) e RZ:x2 +y2 =1},
S2 ={(x,y,2) € R3:x2 +y2 + 22 = 1},
T3 ={(x,y,2) € R3:x2 +y2 + 22 < 1}
olsun. Uzunca bir sure (G, X) cifti,
(SOA(R), $1), (SO5(R), $2), (G, R?)
ciftlerinden birini simgeleyecek. G’ye grup, X’e de G’nin etki
ettigi kiime denir. Her g € G ve x € X i¢in, g(x) noktasinin ge-
ne X’te olduguna dikkatinizi ¢ekeriz. g, b € G icin, g o b yeri-
ne gh yazmayi tercih edecegiz. Ayrica eger x € X ise g(x) yeri-
ne gx yazdigimiz da olacak.
E1l. Id(x) = x,
E2. g(h(x)) = (gh)(x).

esitlikleri onemli olacak.
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Tanim. E c X olmak iizere,
E=v;g(A)=Y; h,’(B,')
olacak sekilde, E’nin, ikiserli kesisimleri boskiime olan
Als AZ, (RX3) Am> Bl> BZJ seey Bn
altkiimeleri ve G’nin
815 825 +++5 &m> ]713 h2> (L2} hn
elemanlari varsa, E kiimesine (G, X)-gelisik ya da kisaca G-¢e-
lisik diyecegiz.

Eger bu tanimda E = X =T;, G = G5 ve
AjU..UA,UB U..UB, =T;
olarak alabilirsek, 0 zaman amacimiza ulagmis olacagiz. Demek
ki bir bi¢cimde T5’tin (G3, T3)-¢elisik oldugunu kanitlamaliyiz.

Tamim. A ve B, X’in iki altkiimesi olsun. Eger

° A = Y; Ai’ B = U, Bi,

*her 0 <i<j<migin,A;nA;=B; "B, =,

81> &2 &n € G igin gi(A;) = B;
kosullarmi saglayan Ay, ..., A, < A, By, ..., B,, < B altkiimeleri
varsa, A ve B kiimelerine (G, X)-esparcalanabilir ya da kisaca
G-esparcalanabilir denir.

A ile B, G-esparcalanabilirse bunu A ~; B olarak gostere-
cegiz. Esparcalanabilirligin yararin1 Onsav 1°de gorecegiz.

Banach-Tarski Paradoksu’nun Kanit1

Kanitimiz birka¢ parcadan olusacak. Oncelikle, birazdan
tanimlayacagimiz uygun bir D altktimesi i¢in $2\ D’nin SO ;-ge-
lisik oldugunu gosterecegiz. (Buna Hausdorff paradoksu de-
nir.) Bu paradoksun kaniti biraz teknik ve sikici olacak ama
napalim ki teoremimizin ana hatt1 bundan olusacak. Bu nokta-
da, o sikici kismui bir kenara birakip Hausdorff Paradoksu’nu
kabul ederek Banach-Tarski Paradoksu’nu kanitlayalim, sonra
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da geri doniip bogluklari doldurarak Hausdorff Paradoksu’na
bakalim.

Onsav 29.1. A, B, X’in G-esparcalanabilen iki altkiimesi ol-
sun. Eger A, G-¢gelisikse, B de G-¢elisiktir.
Kanit: Cok kolay; okura birakilmigtir. [

Teorem 29.2. Eger P € S1 ise, S1\ {P} ~50,(R) St
Kanit: R2’yi Cyle, ST’i de {¢i® : € R} ile gosterelim. Kanitin
kolayligi acisindan P noktamizi €0 = (1, 0) noktasi olarak segelim.
A={emn:n=1,2,..}
olsun. 27 irrasyonel oldugundan, A’nin biitiin elemanlari birbirin-
den degisiktir. g ile dizlemin saat yoniinde 1 radyanhk dondiir-
ustinii gosterelim: Her z € C igin, g(z) = e7z. Elbette g € SO,(R).
gA = A U {0}
olduguna dikkat ediniz. Simdi buradan
ST\ (P} = (ST\{P})\A) U A
~so,m) (STV(P) VA U g(A) = $1
elde edilir, yani ST\ {P} ~o &) S m

Teorem 29.3. Sayilabilir herbangi bir D altkiimesi icin
$2\ D ~50,r) $?

olur.

Kanit: “Eger m = n ise p(D) m p*(D) = &” yani, “eger k =
1, 2, ... ise, pk(D) N D = &” 6zelligini saglayan bir p € SO5(R)
buldugumuzu varsayalim.

C=uU{pkD):k=0,1,2,..}
alalim. O zaman
§2=(S2\C) U C ~5o,r) S2\C U p(C) =82\ D

olur ve teoremimiz kanitlanir.

Yukardaki 6zelligi saglayan bir p bulalim. Once 0°dan gecen
ve D’yi kesmeyen herhangi bir /7 ekseni segelim. A, ¢ eksenli ve bir
n > 0 tamsayisi i¢in, 7(D) N D # & ozelligini saglayan r dondu-
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rulerinin kiimesi olsun. D sayilabilir sonsuzlukta oldugundan A
da sayilabilir sonsuzluktadir. Ote yandan ¢ eksenli dondiiriiler
kiimesi sayilamaz sonsuzluktadir ([0, 27n) kadardirlar). Simdi p’yi
¢ eksenli ama A’da olmayan bir dondiirti olarak secelim. O

Teorem 29.4 (Hausdorff Paradoksu). S2\ D’nin SO5-¢celisik
oldugu sayilabilir bir D kiimesi vardur.
Kanit: Kanit asil teoremden sonra verilecek.

Sonug 29.5. $2, SO5(R)-¢elisiktir.

Kanit: Hausdorff Paradoksu bize $2 \ D’nin SO5(R)-celisik
olacag: sayilabilir bir D < §2 kiimesinin oldugunu soyliiyor.
Teorem 29.3,

§2\ D ~50,r)S?
diyor. Simdi Onsav 29.1°1 kullanarak, $2’nin SO5(R)-celisik ol-
dugunu goririiz. O

Teorem 29.6 (Banach-Tarski). Merkezi O’da olan ici dolu
herhangi bir top SO5(R)-¢gelisiktir. R3te ici dolu herbangi bir
top Gs-gelisiktir.

Kanmit: Kanitimizda topun ¢apinin bir 6nemi olmadig: igin
T; ile ¢alisabiliriz.

Birinci Adim: T3\ {O} ~5o,g) T5-

Topumuzun i¢inde olan ve O noktasindan gegen bir ¢em-
ber alalim. Bu ¢cemberden O noktasinin ¢ikmig haline C diye-
lim. O zaman, Teorem 29.2’den dolayz,

T3\ {0} = (T {Oh\ Q) v C
~so,R) (T3\{O)\ C U (CU{O}) = Ts.
olur.
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Ikinci Adim: T3\ {O}, SO5(R)-celisiktir.
$2’nin herhangi bir pargalanigindan,
T;\{O}={ap:peS2vel0<a<l}
esitligi yardimiyla, T3\ {O} kiimesinin bir parcalanigini elde
edebiliriz. §2, SO;(R)-¢elisik oldugu icin, T3\ {O} de SO;(R)-ce-
ligiktir.

Ugiincii Adim: T, SO;(R)-celisiktir.
Ikinci ve iiciincii adimlardan ve Onsav 29.1°den hemen ¢i-

kar.

Teoremin ikinci 6nermesi igin, G3’te biitin 6telemelerin ol-
dugunu animsayalim ve topumuzu merkezi O’ya gelecek sekil-
de oteleyelim. O

Bu noktada bolimiin asil amacina ulastik ama kiigiik bir
teoremi kanitini eksik biraktik. Geri kalan bolimde de bu
kiuguk teoremi kanitlayacagiz. Aslinda Banach-Tarski Para-
doksu, 100 yil 6nce kanitlanmig o kiigik teoremin (Hausdoff
Paradoksu’nun) bir sonucudur. Bu yiizden Banach-Tarski Pa-
radoksu’na kimi zaman daha hakkaniyetli olan Hausdorff-Ba-
nach-Tarski Paradoksu denir.

Yukarda (G, X) ciftini asagidaki ti¢ 6rnekten biri olarak al-
mustik:

(G, X) = (SO (R), $1), (SO5(R), $2), (G, R).
Oysa, yaptiklarimiz bir X kumesi tizerine “etki yapan” her G
grubu igin gegerlidir. Ornegin, bir G grubunun kendi iistiine de
etkisi vardir: X’i G’ye esit alalim ve g € G ve x € X icin g(x)’i
gx (grup ¢arpmasi) olarak tanimlayalim. (Yazinin bu agamasin-
dan sonrasi igin grup teoriyle aginalik gerekebilir.)
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Tamim. G bir grup olsun. Eger G, G-¢celisikse kisaca buna
“G celisiktir’ diyecegiz.

Teorem 29.7. Iki iiretecli bir F serbest grubu (F'nin eleman-
lartyla soldan ¢carpmaya gore) celisiktir.

Kanit: Grubumuza F diyelim. F, o ve B elemanlar: tarafin-
dan uretilsin. x € F icin, B(y), F'nin, sadelestirilmis gosterimi y
ile baglayan elemanlar1 kiimesini simgelesin. O zaman,

F = {1} U B(a) U B(a"1) U B(B) U B(p1)
dir. Ote yandan,

F = B(a) U aB(a~1) ve F = B(B) U PB(B-1)
dir. Bu kimelerin ikiserli kesisimleri boskiime oldugundan
F’nin ¢elisik oldugu ¢ikar. O

Buraya kadar bélimiin hicbir yerinde Se¢cim Aksiyomu’n-
dan sozetmedik, ama simdi zamani geldi. Asagidaki teoremin
kanitinda Banach-Tarski Paradoksu’nun Se¢cim Aksiyomu’yla
olan iligkisini gorecegiz.

Once bir tanim verelim. G grubunun X kiimesi iizerine bir
etkisi olsun; yani her g € G ve her x € X icin, E1 ve E2’yi sag-
layan bir g(x) € X elemani verilmis olsun. g(x) yerine daha ba-
sit olarak gx yazmak bir gelenektir. Eger (bir tek x € X i¢in bi-
le) gx = x esitligi sadece g birim elemani oldugu zaman saglani-
yorsa, G’nin X uzerine etkisine 6zgiir etki denir.

Teorem 29.8. G grubu X kiimesini ozgiirce etkilesin. Eger
G celisikse, X de (G, X)-celisiktir.
Kanit: G ¢elisik oldugundan, belli bir # ve m pozitif tamsa-
yilari ve heri =1, ..., n,j = 1, ..., m i¢in,
G = Ugi(A)) = Uh,’(B,')
esitliklerini saglayan ve ikiserli kesigimleri bog olan A;, B, = G
altkiimeleri ve g;, b; € G elemanlari vardir.
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Bir x € X icin, X’in,
Gx ={gx:g e G}
altkimelerine X’in yoriingesi denir. Her x € X icin, x € Gx ol-

!

x’in yoriingesi

dugundan, X’in tim yorungelerinin bilesimi olarak yazilabile-
cegi aciktir, yani

X = UyeX Gx.
Kolayca kanitlanabilecegi tizere, eger iki yoriinge birbirine esit
degilse ayriktirlar, yani kesisimleri bogskiimedir. Dolayisiyla yo-
ringeler X’in bir par¢alanigini verir: X = LI, _y Gx.

X
Gz
Gt

Yoriingeler ya esittir ya da ayrik
M, her yoriingeden tek bir eleman (bir temsilci) iceren bir kii-
me olsun. Yani M, her Gx yoriingesiyle ortak tek bir elemani
olan bir kiimedir. Secim Aksiyomu’nu kabul ettigimizden boyle
X
Gx

Gz
Gt

M, her yoriingeden bir temsilci igerir.

/A
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bir M kumesi vardir: Nitekim, eger f, {Gx : x € X} kiimesinin
bir secim fonksiyonuysa, M’yi f’nin imgesi olarak alabiliriz.

Sav. X = Uge gM ve g # b ise, gM N hM = Q.
Bu savin kaniti kolaydir ve okura birakilmistir.

O zaman elimizde X kiimesinin bir par¢alanigi var. Simdi
bu parcalanistan faydalanarak, i = 1, ..., n, j = 1,...,m icin,
gilA)M) = U{gigM) : g € A}}
ve
hi(B)(M) = { hh(M): h € B}
ktimelerini olusturalim. Artik okur
X =v; g(A)M) =y hj(Bj)(M)
esitliklerini ve ikiserli kesisimlerin bogkiime oldugunu kolaylik-
la gosterebilir. O

Teorem 29.9. SO;(R)’de, bir k pozitif dogal sayisi ve hepsi

birden 0 olmayan a;, b; tamsayilar: i¢in

Tar Sby Ta2 Sby .., Tar Sbe = 1
tiiriinden bicbir esitligi saglamayan T ve S dondiiriileri vardir.
Bir baska deyisle, derecesi (rank’1) 2 olan serbest bir grubu ge-
ren Tve S € SO3(R) vardur.

Kanit: Kanit biraz uzun ve teknik oldugundan sadece bu tip
dondurulere bir ¢ift 6rnek verecegiz. cos~1(1/3) radyanla z-ek-
seni etrafindaki dondiirtiyle, yine ayni aciyla x-ekseni etrafin-
daki donduri teoremdeki kosullart saglar. Okura aligtirma. [

Kanittaki iki dondurtintin gerdigi F serbest grubuna bakalim.
F < SO5(R) elbette. Simdi Hausdorff Paradoksu’ndaki D kiime-
mizi sececegiz. F'nin birim olmayan elemanlarinin §2’de sabitledi-
g1 noktalar1 alalm ve bunlarin kiimesine D diyelim. (D sayilabi-
lir sonsuzluktadir ¢tinkii SO5(R)’nin birim olmayan her elemani
§2°de tam iki nokta sabitler.) Iste bu D kiimesi teoremdeki kiime-
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miz olacak. Ote yandan F grubu $2\ D iizerine 6zgiirce etki eder,
ciinkii sabit noktalari1 D’nin i¢ine koymustuk. Bu noktada aklimi-
za hemen Teorem 29.8 geliyor, ama bize $’nin F-celisik olmasi
degil SO;(R)-¢elisik olmasi gerekiyor. Bir sonraki teoremle bunu
da gosterip Hausdorff Paradoksu’nun kanitini bitirecegiz.

Teorem 29.10. Eger G’nin celisik bir altgrubu varsa, G de
celisiktir.

Kamit: H, G iizerine soldan carpmayla ozgiirce etki eder.
Teorem 29.8’ten dolay1 G, H-¢elisiktir. H de G’nin altgrubu
oldugundan G kendisi ¢elisiktir. O

Hausdorff Paradoksu. S2\ D’nin SO;(R)-¢elisik oldugu sa-
yilabilir bir D kiimesi vardur.

Kanit: D kiimemizi yukaridaki gibi segelim. O zaman Te-
orem 29.7 ve 29.8’ten dolay1 $2\ D, F-gelisiktir. Ote yandan da
Teorem 29.10’dan dolay: $2 \ D kiimesi SO;3(R)-¢gelisiktir. [

Hausdorff paradoksuyla beraber, Banach-Tarski paradoksu-
nun kanitini da tamamladik. Yani artik elimizde bir kiire olduk-
tan sonra istedigimiz kadar kiire yapabiliriz! Tabii ki islerin boy-
le yirimedigi kanittan gorulebilir. Kanitimiz Secim Aksiyomu
kabul edildiginde bir toptan iki tane ayni boyutta top yapilabile-
cegini soyliiyor, nasil yapilacagina iliskin bir ipucu ise vermiyor.

Nitekim bir toptan iki top elde etmek i¢in elde edilen sonlu
sayidaki parca, hacmi hesaplanamayan pargalardir. Aksi tak-
dirde, 4nr3/3 hacimli bir toptan toplam 4n73/3 hacmi olan iki
top elde edemezdik. R3’tin “Lebesgue hacmi” hesaplanamayan
altkiimeleri Se¢im Aksiyomu olmadan bulunamaz.
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