
25. Hausdorff Zincir Teoremi ve
Zorn Önsav›’n›n Kan›t›

G
eçen bölümde, Zorn Önsav› varsay›larak ‹yis›ralama Te-

oremi ve ‹yis›ralama Teoremi varsay›larak Seçim Aksiyo-

mu kan›tland›. Bu bölümde önce Seçim Aksiyomu’nu

varsayarak Hausdorff Zincir Teoremi’ni, ard›ndan Hausdorff

Zincir Teoremi’ni varsayarak Zorn Önsav›’n› kan›tlayaca¤›z.

Böylece bu dört önermenin (Zorn Önsav›, ‹yi S›ralama Teoremi,

Seçim Aksiyomu ve Hausdorff Zincir Teoremi’nin) ZF alt›nda

denk oldu¤u sonucuna ulafl›lacak.

25.1. Hausdorff Zincir Teoremi
Kan›tlayaca¤›m›z teoremi yazal›m önce. Kulland›¤›m›z te-

rimleri hemen sonra aç›klayaca¤›z.

Hausdorff Zincir Teoremi 25. 1 [ZFC]. Yar›s›ralanm›fl her

kümede maksimal bir zincir vard›r.

Yar›s›ral› bir kümenin tams›ralanm›fl bir altkümesine ������
ad› verilir. Örne¤in, 

#% {0, 2} % {0, 2, 4, 6} % {0, 2, 4, 6, 8, 10}

% {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14} % ... 

daha do¤rusu, N’nin altkümeleri kümesi ((N)’nin 
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{#, {0, 2}, {0, 2, 4, 6}, 

{0, 2, 4, 6, 8, 10}, 

{0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14}, ... }

altkümesi, (((N), &) yar›s›ralamas›n›n bir zinciridir; ama mak-

simal de¤ildir, çünkü, # ile {0, 2} aras›na {0} kümesini ekleye-

rek daha büyük bir zincir elde edebiliriz.

# % {0} % {0, 1} % {0, 1, 2} % {0, 1, 2, 3} % ... 

zinciri de (((N), &) yar›s›ralamas›n›n maksimal bir zinciri de-

¤ildir, çünkü bu zincirin “en sonuna” N’yi ekleyerek zinciri bü-

yütebiliriz; bu zincire ancak N’yi de eklersek (((N), &) yar›s›-

ralamas›n›n maksimal bir zincirini bulabiliriz.

# % {0} % {0, 2} % {0, 2, 4} % {0, 2, 4, 6} % ... 

zincirine N’yi de eklesek (((N), &) yar›s›ralamas›n›n maksimal

bir zincirini elde etmeyiz; ama 

2N % 2N + {1} % 2N + {1, 3} % ....

zincirini de eklersek maksimal bir zincir elde ederiz. 

E¤er (<!(N), N’nin sonlu altkümeleri kümesini simgeliyor-

sa, yukardaki

# % {0} % {0, 2} % {0, 2, 4} % {0, 2, 4, 6} % ...

zinciri ((<!(N), &) yar›s›ralamas›n›n maksimal bir zinciridir.

Asal say›larla belirlenmifl,

# % {2} % {2, 3} % {2, 3, 5} % {2, 3, 5, 7} % ... 

zinciri de ((<!(N), &) yar›s›ralamas›n›n maksimal bir zinciridir.

Daha matematiksel tan›mlar flöyle: (Z , ≤) yar›s›ral› bir kü-

me ve X & Z olsun. E¤er X ’in her x ve y eleman› için, x ≤ y

ve y ≤ x eflitsizliklerinden biri do¤ruysa, X ’e zincir denir.

Z ’nin zincirlerinden oluflan küme, altküme olma iliflkisi alt›n-

da yar›s›ralanm›flt›r. Bu yar›s›ralaman›n maksimal elemanlar›-

na maksimal zincir ad› verilir. Yani e¤er X , Z ’nin bir zinciriy-

se ve X ’i özaltküme olarak içeren Z ’nin bir baflka zinciri yok-

sa, X ’e Z ’nin maksimal zinciri denir. 
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Bir X zincirinin Z yar›s›ral› kümesinin maksimal bir zinci-

ri olmas› için, her a $ Z \ X için, X + {a}’n›n bir zincir olma-

mas› gerek ve yeter kofluldur.

Bu bölümde Seçim Aksiyomu’nu kabul edip Hausdorff Zin-

cir Teoremi’ni elde edece¤iz. Kan›ta flu oldukça zorlu önsavla

bafllayal›m (iflin neredeyse tamam›n› bu önsav yapacak).

Önsav 25.2 (ZFC). X bir küme ve S, ((X)’in flu özellikleri

sa¤layan bir altkümesi olsun:

i. Ø $ S,

ii. F & E $ S ise F $ S,

iii. S ’nin her C zinciri için, +C $ S.

O zaman S ’de maksimal bir küme vard›r. Yani S ’de öyle bir

M vard›r ki, e¤er M & N $ S ise M = N ’dir.

Hausdorff Zincir Teoremi’ni elde etmek için, bu önsavda,

S ’yi yar›s›ralanm›fl kümenin zincirlerinden oluflan küme ola-

rak alaca¤›z.

Önsav›n Kan›t›: Seçim Aksiyomu’nu (C) kabul etti¤imize

göre, ((X)*’›n bir seçim fonksiyonu vard›r. 

s : ((X)* 1 X

bir seçim fonksiyonu olsun. Demek ki, X’in bofl olmayan her E

altkümesi için 
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s(E) $ E.

fiimdi,

g : S 1 ((X)

fonksiyonunu flöyle tan›mlayal›m: Her E $ S için 

g(E) = {x $ X : E + {x} $ S }.

Sav 1. Her E $ S için, E & g(E).

Kan›t: E¤er x $ E ise, 

E + {x} = E $ S.

Dolay›s›yla x $ g(E). ■

Sav 2. g(E) = E eflitli¤i sadece ve sadece S ’nin maksimal E ele-

manlar› taraf›ndan sa¤lan›r. maksimal olmayan bir E $ S için, E

% g(E)’dir.

Kan›t: E $ S maksimal olsun. E¤er g(E) ' E ise o zaman

g(E)’de olan ama E’de olmayan bir x $ X bulunur; bu durumda,

E % E + {x} $ S oldu¤undan E’nin maksimall›¤›yla çelifliriz.

fiimdi g(E) = E olsun. E¤er E maksimal de¤ilse E % G $ S

olacak flekilde bir G bulunur. x $ G \ E olsun. Demek ki

E + {x} & G $ S.

Dolay›s›yla S ’nin (ii) özelli¤ine göre, E + {x} $ S ve x $ g(E).

Ama x, G \ E’nin bir eleman› oldu¤undan, E’nin bir eleman›

de¤ildir. Demek ki E % g(E) olur ve bu da g(E) = E varsay›m›-

na ters düfler. ■

fiimdi ƒ : S 1 S fonksiyonunu 

olarak tan›mlayal›m.

ƒ fonksiyonu gerçekten de S ’de de¤er al›r: E¤er g(E) = E $
S ise, ƒ(E) = E $ S. E¤er g(E) ' E $ S ise, E % g(E) oldu¤u

için, g(E) \ E ' # ve s(g(E) \ E) $ g(E). Bu yüzden 
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ƒ(E) = E + {s(g(E) \ E)} $ S

olur. 

Kolayca görüldü¤ü gibi her E $ S için

E & ƒ(E) ve |ƒ(E) \ E | ≤ 1

olur. (Dikkat! Bu son özellik kan›t›n sonunda bitirici rol oyna-

yacak). 

Sav 3. ƒ(E) = E ancak ve ancak g(E) = E ise.

Kan›t: E¤er g(E) = E ise, ƒ ’nin tan›m›ndan dolay› ƒ(E) = E.

Öte yandan, e¤er ƒ(E) = E ama g(E) ' E ise, o zaman 

E = ƒ(E) = E + {s(g(E) \ E)}

ve s(g(E) \ E) $ E; oysa s(g(E) \ E), g(E) \ E’de oldu¤undan E’de

olamaz. ■

Sav 4. S ’nin bir E eleman›n›n maksimal olmas› için ƒ(E) =

E eflitli¤i gerek ve yeter kofluldur.

Kan›t: Sav 2’ye göre, g(E) = E eflitli¤i, E’nin maksimal ol-

mas› için gerek ve yeter kofluldur. Sav 3’e göre, ƒ(E) = E eflitli-

¤i, g(E) = E eflitli¤i için gerek ve yeter kofluldur. ■

E¤er S ’nin bir T altkümesi,

1) # $ T,

2) E $ T ise ƒ(E) $ T,

3) C & T bir zincir ise, +C $ T

koflullar›n› sa¤l›yorsa, T ’ye kule diyelim.

Dikkat ederseniz S ’nin kendisi de bir kuledir. Ayr›ca, bir

kule ailesinin kesiflimin de kule oldu¤unu kan›tlamak çok ko-

lay. Dolay›s›yla tüm kulelerin kesiflimi de bir kuledir ve en kü-

çük kuledir.

Sav 5. E¤er M & S hem bir kule hem de bir zincirse, +M,

S ’nin maksimal bir eleman›d›r.
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Kan›t: M, hem zincir hem de kule olsun. (3)’e göre (C = T =

M al›n), +M $ M . (2)’ye göre de ƒ(+M ) $ M ; dolay›s›yla

ƒ(+M ) & +M . Öte yandan +M & ƒ(+M ) oldu¤unu biliyoruz.

Böylece ƒ(+M ) = +M elde ederiz. Sav 4’e göre, +M maksimal-

d›r. ■

Demek ki S ’nin hem kule hem de zincir olan bir altküme-

sini bulmal›y›z.

Sav 6. Tüm kulelerinin kesiflimi, yani S ’nin

M := 2 {T : T bir kule}

altkümesi hem bir kule hem de S ’nin bir zinciridir.

Kan›t: S ’nin kulelerinin kesiflimine M diyelim. M , kulele-

rin kesiflimi oldu¤undan, bir kuledir. M ’nin zincir oldu¤unu

göstermek için yeni bir küme tan›ml›yoruz: 

Z = {E $ S : her x $ M için ya x & E ya da E & x}

olsun.

E¤er M & Z ise, M bir zincirdir: E, F $ M ise, o zaman

E $ Z ’dir; flimdi tan›mdaki x’i F alal›m. Demek ki M ’nin

Z ’nin altkümesi oldu¤unu göstermeliyiz; bunun için de Z ’nin

kule oldu¤unu göstermek yeter çünkü M tüm kulelerin kesifli-

mi. Demek ki afla¤›daki sav önsav›m›z›n kan›t›n› bitirir.

Sav 7. Z bir kuledir. 

Kan›t: Kulenin tan›m›ndaki koflullar› teker teker gözden ge-

çirelim. Elbette # $ Z, yani Z, kule olman›n ilk koflulunu sa¤-

lar. Z ’nin (3) koflulunu sa¤lad›¤›n› söylemek için Z ’de bir C

zinciri alal›m ve +C $ Z önermesini kan›tlayal›m. Yani

a) +C $ S,

b) her x $ M için, ya x & +C ya da +C & x

koflullar›n› kan›tlamal›y›z.

C, S ’nin bir altkümesi oldu¤undan, C, S ’de de bir zincirdir,

dolay›s›yla (iii)’ten dolay› +C $ S olur. Demek ki (a) kan›tland›.
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(b)’yi kan›tlamak için, herhangi bir x $ M al›p x’in +C ’nin

altkümesi olmad›¤›n› varsayal›m. +C ’nin x’in bir altkümesi ol-

du¤unu kan›tlamal›y›z. y $ C olsun. x, +C ’nin altkümesi ol-

mad›¤›na göre, x, y’nin de altkümesi olamaz. y, Z ’nin eleman›

oldu¤undan, Z ’nin tan›m›ndan y % x ç›kar. Bu her y $ C için

do¤ru. Böylece +C % x bulunur ve Z ’nin (3)’ü sa¤lad›¤› kan›t-

lanm›fl olur.

Son olarak Z ’nin (2)’yi sa¤lad›¤›n› göstermeliyiz. Bunun için

Z ’den bir E eleman› alal›m. ƒ(E) $ Z önermesini kan›tlamal›-

y›z. M ’den herhangi bir x eleman› al›p, ƒ(E) & x ve x & ƒ(E)

önermelerinden birinin do¤ru oldu¤unu kan›tlamal›y›z.

T = {x $ M : ya ƒ(E) & x ya da x & E}

olsun. Demek ki M & T oldu¤unu göstermek yeterli (çünkü

E & ƒ(E)).

T ’nin bir kule oldu¤unu kan›tlamak ifli bitirir, çünkü M

tüm kulelerin kesiflimi. Demek ki afla¤›daki sav önsav›m›z›n ka-

n›t›n› bitirir. (Afla¤›daki kan›tta T ’nin tan›m›ndaki E’nin

Z ’nin sabit bir eleman› oldu¤unu unutmay›n.)

Sav 8. T bir kuledir.

Kan›t: Boflküme T ’de elbette, (1) tamam.

(3)’ü kan›tlayal›m. C, T ’de bir zincir olsun. ƒ(E) & +C ve +C

& E önermelerinden birini kan›tlamal›y›z.

T, M ’nin bir altkümesi oldu¤undan, C, M ’nin de bir zin-

ciridir. Demek ki +C $ M çünkü M bir kule, bunu biliyoruz

(bkz. Sav 6).

E¤er ƒ(E), +C ’nin altkümesi de¤ilse, ƒ(E), C ’nin hiçbir ele-

man›n›n altkümesi olamaz. Öyleyse, C & T oldu¤undan,

C ’nin her eleman› E’nin altkümesidir. Sonuç olarak +C & E ve

T, (3)’ü sa¤l›yor.

Son ad›mda T ’nin (2)’yi sa¤lad›¤›n› gösterece¤iz, yani e¤er

x, T ’nin bir eleman›ysa, ƒ(x)’in de T ’nin bir eleman› oldu¤u-

nu gösterece¤iz. Böyle bir x alal›m. Demek ki,
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“ƒ(x) $ M ” ve “ya ƒ(E) & ƒ(x) ya da ƒ(x) & E”

koflullar›n› göstermeliyiz.

x $ T oldu¤undan, x, M ’nin de bir eleman›d›r. M bir ku-

le oldu¤undan, ƒ(x) $ M. Birinci koflulu gösterdik. S›ra,

ƒ(E) & ƒ(x) ya da ƒ(x) & E

koflullar›ndan birinin do¤ru oldu¤unu göstermeye geldi. x $ T

oldu¤undan,

ya ƒ(E) & x ya da x & E.

Üç de¤iflik fl›kk› incelemeliyiz:

fi›k 1. ƒ(E) & x. Bu durumda ƒ(E) & x & ƒ(x).

fi›k 2. E = x. Bu durumda ƒ(E) & ƒ(x) elbette.

fi›k 3. x % E. fiimdi bu son durumu irdeleyelim. ƒ(x) $ M ve

E $ Z oldu¤undan, Z ’nin tan›m›na göre 

ya ƒ(x) & E ya da E % ƒ(x).

E¤er E % ƒ(x) olursa x % E % ƒ(x) olur, fakat bu bir çeliflki çün-

kü |ƒ(x) \ x| ≤ 1 olmal›yd›. Demek ki ƒ(x) & E. ■

Hausdorff Zincir Teoremi 25.3 [ZFC]. Her yar›s›ral› küme-

nin maksimal bir zinciri vard›r.

Kan›t: X, yar›s›ral› küme olsun. E¤er X = # ise # maksimal

bir zincirdir. Bundan böyle X ' # varsay›m›n› yapal›m. 

S = {C : C, X’te bir zincir}

olsun. Seçim Aksiyomu kabul edildi¤ine göre yukar›da kan›tla-

d›¤›m›z önsav› kullanman›n hiçbir sak›ncas› yok. Tek yapma-

m›z gereken kan›tlad›¤›m›z önsav›n koflullar›n› kontrol etmek.

Teoremimiz, önsav›m›z›n özel bir durumu olacak.

(i) # bir zincirdir, dolay›s›yla # $ S.

(ii) E zincirse ve F & E ise F de bir zincirdir elbette. Demek

ki F $ S.

(iii) C, S ’de bir zincir olsun. (C, bir zincirler zinciridir.)

+C ’nin X’te bir zincir oldu¤unu gösterelim. x, y $ +C olsun.

x $ A ve y $ B olacak flekilde A, B $ C zincirleri vard›r. C zin-

cir oldu¤undan ya A & B ya da B & A. Genelli¤i kaybetmeden
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A & B kabul edebiliriz. Bu durumda x $ B olur ve B, X’te bir

zincir oldu¤undan x ya da y’den biri di¤erinden küçükeflittir.

Bu da E’nin X’te bir zincir oldu¤unu kan›tlar: E $ S. ■

Seçim Aksiyomu’nu kabul edip önsav›, onu kullanarak da

Hausdorff Zincir Teoremi’ni kan›tlad›k. fiimdi son teoremi

kullanarak Zorn Önsav›’n› kan›tlayal›m.

Teorem 25.4 [Zorn Önsav› , ZFC]. X, bofl olmayan yar›s›-

ral› bir küme olsun. X’in her zincirinin X’te bir üsts›n›r› varsa,

X’in maksimal bir eleman› vard›r.

Kan›t: Seçim Aksiyomu’nu kabul etti¤imizden, sonucu olan

Hausdorff Zincir Teoremi’ni kullanarak X ’te maksimal bir zin-

cirin varl›¤›n› söyleyebiliriz. M , böyle bir zincir

olsun. Varsay›m›m›za göre X’te M ’nin üsts›n›r›

olan bir m eleman› vard›r. m’nin X ’in maksimal

bir eleman› oldu¤unu gösterelim. a $ X, a > m ol-

sun. m, M ’nin üsts›n›r› oldu¤undan a * M ve M

% M + {a}. Okur kolayl›kla M + {a}’n›n bir zin-

cir oldu¤unu kan›tlayabilir ve bu da M ’nin maksimallu¤uyla

çeliflir. Demek ki m, X ’in maksimal bir eleman›d›r. ■

Yukar›daki son teoremi asl›nda sadece Hausdorff Zincir

Teoremi’ni kabul ederek kan›tlad›k. Son olarak gönül rahatl›-

¤›yla flöyle özetleyebiliriz: Seçim Aksiyomu Hausdorff Zincir

Teoremi’ni o da Zorn Önsav›’n› gerektirir. Daha önceki

bölümün sonuçlar›yla birlikte, tüm bu önermelerin birbirine

denk olduklar›n› söyleyebiliriz.

Kaynakça
M. Eisenberg, Axiomatic Theory of Sets and Classes, 1971, Holt, Rinehart and Wins-

ton, Inc. (sayfa 259-265).
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25.2. Basit Sonuçlar
Teorem 25.5 [ZFC]. Her küme en az bir ordinale eflleniktir.

Kan›t: Teorem 25.4’e göre Zorn Önsav› do¤rudur. Teorem

24.1’e göre her küme iyis›ralanabilir. Teorem 12.1’e göre her iyi-

s›ral› küme bir ve bir tek ordinalle eflyap›sald›r. Demek ki her küme en

az bir ordinale eflleniktir. ■

Sonuç 25.6. [ZFC] Sonsuz bir kümenin say›labilir sonsuz-

lukta bir altkümesi vard›r.

Kan›t: X sonsuz bir küme olsun. Teorem 25.5’e göre X bir

: ordinaliyle eflleniktir. ƒ : : 1 X bir eflleme olsun. Teorem

10.9 ve Ord1’e göre ya ! & : ya da : $ !. Ama X sonsuz ol-

du¤u ikinci fl›k olamaz, dolay›s›yla ! & :. fiimdi ƒ(!), X’in sa-

y›labilir sonsuzlukta bir altkümesidir. ■

25.3. Seçim Aksiyomu’na Denk Üç Sonuç

1. Afla¤›daki önermenin Seçim Aksiyomu’na eflde¤er oldu-

¤u çok bariz:

Teorem 25.6. (Xi)i$I, hiçbiri bofl olmayan bir küme ailesiy-

se, Mi$I Xi ' #.

2. X bir küme ve N &((X) olsun. E¤er N flu iki özelli¤i sa¤-

l›yorsa:

1) E¤er A $ N ise, A’n›n her sonlu altkümesi N’dedir.

2) E¤er X ’in bir A altkümesinin her sonlu alkümesi

N’deyse A da N’dedir,

o zaman N’ye sonlu karakterli denir.

Tukey Önsav› 25.7. Sonlu karakterli ve bofl olmayan her

kümenin (altküme olma iliflkisine göre) maksimal bir eleman›

vard›r.
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3. Her ne kadar Hausdorff Zincir Teoremi’nden daha güç-

lü gibi görünse de afla¤›daki Önsav da Seçim Aksiyomu’na

denktir.

Kuratowski Önsav› 25.8. Yar›s›ral› her kümede her zincir

maksimal bir zincirin içindedir.

25. Hausdorff Zincir Teoremi ve Zorn Önsav›’n›n Kan›t› 271


