
24. ‹yis›ralama Teoremi

B
ir kümenin elemanlar›n› tams›ralamak hiç de kolay de-
¤ildir. Zorlu¤u kavramak için, do¤al say›lar›n altküme-
lerinin kümesi olan ((N)’yi tams›ralamaya çal›flal›m.

Kolay olmasa da mümkündür:
Her do¤al say› kümesine, birazdan örneklerle aç›klayaca¤›-

m›z yöntemle, 0’la 1 aras›nda bir gerçel say› ilifltirece¤iz; sonra
da ilifltirilen gerçel say›lar› kullanarak do¤al say› kümelerini
tams›ralayaca¤›z.

Gerçel say›lar› 11’lik tabanda yazal›m. Rakamlar›m›z 0, 1,
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ve # olsun. Burada #, 10 “rakam›”n› sim-
gelemektedir. Asal say›lar kümesine ilifltirilen gerçel say› 

0,2#3#5#7#11#13#17#... ,
yani,

2/11 + 10/112 + 3/113 + 10/114 + 5/115 + 10/116 + 7/117 +
10/118 + 1/119 + 1/1110 + 10/1111 + L

olsun. (Böyle bir toplama seri denir. Bu serinin eflit oldu¤u sa-
y›, “serinin k›smi toplamlar›”n›n limiti olarak tan›mlan›r. K›s-
mi toplamlar›n da bir Cauchy dizisi oldu¤unu, dolay›s›yla R’de
bir limiti oldu¤unu kan›tlamak zor de¤ildir. Bkz [S‹] ve [A].) 

{3, 5} kümesine ilifltirilen say› ise (sonlu bir toplam olan)
0,3#5# = 3/11 + 10/112 + 5/113 + 10/114
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say›s›d›r. {35} kümesine ilifltirilen say› da
0,35# = 3/11 + 5/112 + 10/113

olsun. Boflkümeye 0,# yani 10/11 say›s›n› ilifltirelim. {0} kümesine
ise 0,0# = 10/112 ilifltirilmifltir. Bu yöntemle her do¤al say› küme-
sine bir ve bir tek gerçel say›yla ilifltirilir. Bir A do¤al say› kümesi-
ne karfl›l›k gelen say›ya n(A) diyelim. fiimdi A ve B do¤al say› kü-
melerini, bu kümelere karfl›l›k gelen say›lar›n büyüklü¤üne göre
karfl›laflt›rabiliriz:

A ≤ B ) n(A) ≤ n(B)
tan›m›n› yapal›m. Böylece do¤al say› kümeleri tams›ralanm›fl
olurlar. 

Belki baz› okurlar flu say›land›rmay› daha do¤al bulurlar:
E¤er A & N ve i $ N ise

olsun. fiimdi, 
n(A) = Li=0

, A(i)/10 i

olsun ve A’lar› n(A)’lara göre s›ralayal›m.
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Sonlu bir iyis›ralama:
a � 5 � x3 � √2 � 7 � s

a 5 x3 √2 7 s



Atla deve de¤il belki ama çok çok da kolay olmad›. Afla¤›-
daki gri karede, do¤al say›lar› baflka türlü tams›ralama yönte-
mini bulacaks›n›z.

Do¤al say› kümeleri kümesi ((N)’yi baflar›yla tams›rala-
d›k. fiimdi ayn› fleyi ((R) için yapmaya çal›fl›n. Zorlanmaktan
da öte, baflaramayacaks›n›z. 

E¤er bir kümeyi tams›ralamak zorsa, iyis›ralamak çok daha
zor olmal›. 

Sonlu kümeleri iyis›ralamakta sorun yaflanmaz elbet. Say›la-
bilir sonsuzluktaki (yani N ile aralar›nda bir eflleme olan) bir kü-
meyi iyis›ralamak da oldukça kolayd›r. Gerçekten de, e¤er say›-
labilir kümeye X dersek ve ƒ : X 1 N bir efllemeyse, ƒ(x)’i x’in
numaras› olarak alg›lay›p, X’in elemanlar›n› numaralar›na göre
s›ralayabiliriz. Yani, X üzerine ≤ iliflkisini, her x, y $ X için,

x ≤ y ) ƒ(x) ≤ ƒ(y)
olarak tan›mlarsak, N’nin iyis›ralamas›n› aynen X’e tafl›m›fl
oluruz. (Asl›nda sadece N ile de¤il, iyis›ralanm›fl bir kümeyle
aras›nda eflleme bulunan her kümeyi yukardaki yöntemle iyis›-
ralayabiliriz.)

Demek ki iyis›ralamas› kolay olmayan bir küme say›lamaz
sonsuzlukta olmal›. Örne¤in R’yi ya da ((N)’yi ç›plak elle iyi-
s›ralamak imkâns›zd›r, Seçim Aksiyomu ya da Zorn Önsav› gi-
bi güçlü silahlar gerekir.

Bu bölümde ZF’yi ve bir de ayr›ca Zorn Önsav›’n› kabul
edip her kümenin iyis›ralanabilece¤ini kan›tlayaca¤›z. 

Bu bölümde ayr›ca ZF’yi ve ‹yis›ralama kullanarak Seçim
Aksiyomu’nu kan›tlayaca¤›z.

Bir sonraki bölümde de ZFC varsay›larak Zorn Önsav› ka-
n›tlanacak ve böylece ZF aksiyomlar sisteminde Seçim Aksiyo-
mu, Zorn Önsav› ve ‹yis›ralama Teoremi’nin (matematiksel an-
lamda eflde¤er olduklar› gösterilmifl olacak.
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Zorn Önsav› 6 ‹yis›ralama
Teorem 24. 1 [ZF, Zermelo 1904]. Zorn Önsav› do¤ruysa

her küme iyis›ralanabilir.

Kan›tta ZFC’yi de¤il sadece ZF’yi kullanaca¤›m›z› üstüne
basarak tekrar söyleyelim.

Teoremin Kan›t›: A, iyis›ralanacak küme olsun. A’n›n iyis›ra-
lanm›fl altkümeler kümesine Z diyelim. Demek ki, 

Z = {(X, ≤) : X & A ve ≤, X’i iyis›ralayan ve X üzerine 
tan›mlanm›fl ikili bir iliflkidir}.

Z ’nin elemanlar›n› iyice anlayal›m. Z ’de, ayn› X & A için,
(X, ≤) ve (X, ß) gibi iki de¤iflik iyis›ralama olabilir. (Hatta e¤er
|X| > 1 ise ve X üzerine bir tane iyis›ralama varsa mutlaka bir
baflka iyis›ralama daha vard›r, örne¤in iki eleman›n s›ralar›n›
de¤ifl tokufl ederek bir baflka iyis›ralama elde ederiz.)

Z ’ye Zorn Önsav›’n› uygulayaca¤›z, ama Zorn Önsav› an-
cak yar›s›ralanm›fl kümelere uygulanabilir. Dolay›s›yla önce Z
’yi yar›s›ralamal›y›z.

Z ’nin yar›s›ralamas›. (X, ≤) ve (Y, ß), Z ’den iki eleman ol-
sun. E¤er (X, ≤) iyis›ralamas› (Y, ß) iyis›ralamas›n›n 

����������	�	
	yse [8.5 Bafllang›ç Dilimi konusu], yani,
1) X & Y,
2) x1, x2 $ X ise, x1 ≤ x2 ) x1 ß x2,
3) x $ X, y $ Y ve y ß x ise y $ X,

koflullar› sa¤lan›yorsa, o zaman (X, ≤)’ye (Y, ß)’den küçükeflit
diyece¤iz ve bunu (X, ≤) º (Y, ß) olarak gösterece¤iz. (X, ≤) º
(Y, ß) oldu¤unda, ikinci kofluldan dolay› s›ralamalar›n ikisini
de ayn› simgeyle (örne¤in ≤ ile) gösterebiliriz.

º iliflkisi Z kümesini yar›s›ralar. Yani,
(X, ≤) º (X, ≤),
(X, ≤) º (Y, ≤) ve (Y, ≤) º (X, ≤) ise X = Y,
(X, ≤) º (Y, ≤) ve (Y, ≤) º (Z, ≤) ise (X, ≤) º (Z, ≤)
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koflullar› do¤rudur. Bunlar›n oldukça kolay olan kan›t›n› oku-
ra b›rak›yoruz. fiimdi, bu s›ralamayla birlikte Z ’nin Zorn Ön-
sav›’n›n koflullar›n› sa¤lad›¤›n› kan›tlayal›m.

Zorn Önsav›n›n Koflullar›. Herfleyden önce boflkümenin
(bofls›ralamas›yla birlikte) Z ’de oldu¤unu görelim, dolay›s›ya
Z boflküme olamaz. E¤er bu örnek hoflunuza gitmediyse, A’n›n
boflküme olmad›¤›n› varsay›p, bir a $ A için X = {a} al›n ve X’i
olas› tek s›ralamayla s›ralay›n. 

fiimdi Z ’den bir T zinciri alal›m. Bu T zincirinin Z ’de bir
üsts›n›r›n› bulmal›y›z. T ’deki elemanlar› (X, ≤X) olarak yazal›m.

Y = +(X, ≤X)$T X

olsun. Y elbette A’n›n bir altkümesi. fiimdi Y ’yi birazdan tan›m-
layaca¤›m›z bir ≤ ikili iliflkisiyle iyis›ralay›p her (X, ≤X) $ T

için, (X, ≤X) º (Y, ≤) önermesini gösterece¤iz. Asl›nda, Y ’nin ve
º iliflkisinin tan›m›ndan ve (2) özelli¤inden dolay›, Y üzerine,

X $ T için, (X, ≤X) º (Y, ≤) 
özelli¤ini sa¤layan tek bir s›ralama vard›r, o da flöyle tan›mlan-
m›flt›r: Y ’den herhangi iki eleman alal›m: u ve v. (Afla¤›daki fle-
kilden takip edin.) Y ’nin tan›m›ndan dolay›, T ’nin (U, ≤U) ve

(V, ≤V) elemanlar› için u $ U ve v $ V’dir. Ama T bir zincir ol-
du¤undan, ya U & V ya da V & U. Diyelim birinci iliflki geçerli.
O zaman hem u hem de v, V’nin bir eleman›d›r. E¤er u ≤V v ise,
Y ’de de u’nun v’den küçük oldu¤una hükmedelim. Yani 

u ≤ v ) u ≤V v

olsun. Yaln›z bu tan›mda bir sorun olabilir: u ≤ v’nin tan›m›n›
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yaparken, hem u’yu hem de v’yi içeren bir V $ T kulland›k.
u ≤ v tan›m›n›n bu seçimden ba¤›ms›z oldu¤unu göstermemiz
gerekir, yoksa tan›m kabul edilir bir tan›m olmaz. Nitekim, di-
yelim hem u hem de v ayn› zamanda T ’nin bir W eleman›nda-
lar. (Yukardaki flekilden takip edin.) Ya W & V ya da V & W

ve (2) özelli¤inden dolay›,
u ≤V v ) u ≤W v.

Tan›m›n U’dan ba¤›ms›z oldu¤unu kan›tlad›k; u ve v’nin her
ikisini birden içeren hangi (U, ≤U) $ T al›n›rsa al›ns›n, ayn› ta-
n›m› elde ediyoruz.

fiimdi bu iliflkinin Y üzerine bir iyis›ralama oldu¤unu kan›t-
lamam›z laz›m. Önce yar›s›ralama oldu¤unu kan›tlayal›m. Bu-
nun için,

1) Her x $ Y için, x ≤ x,
2) Her x, y $ Y için, x ≤ y ve y ≤ x ise x = y,
3) Her x, y, z $ Y için, x ≤ y ve y ≤ z ise x ≤ z

özelliklerini göstermeliyiz. T bir zincir oldu¤undan, e¤er Y ’nin
üç tane x, y ve z eleman› verilmiflse, bu elemanlar›n hepsinin
birden içinde bulundu¤u bir (U, ≤U) $ T bulabiliriz. O zaman,
verilen x, y ve z için yukardaki eflitsizliklerde, ≤ yerine ≤U ala-
biliriz. Ama (U, ≤U) bir yar›s›ralama oldu¤undan özelliklerin
üçü de do¤rudur.

Tams›ralama özelli¤ini (dördüncü özelli¤i) flimdilik pas ge-
çerek, iyis›ralama özelli¤ini (beflinci özelli¤i) kan›tlayal›m. Bir
sonraki flekilden izleyin. B, Y ’nin bofl olmayan herhangi bir alt-
kümesi olsun. B’nin en küçük eleman›n› bulmak istiyoruz. x $ B
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olsun. Demek ki x $ Y. Dolay›s›yla, belli bir (U, ≤U) $ T için
x $ U olur. fiimdi U 2 B kümesinin U’nun bofl olmayan bir alt-
kümesi oldu¤unu biliyoruz (x’i içeriyor). (U, ≤U) bir iyis›rala-
ma oldu¤undan, U 2 B kümesinin ≤U s›ralamas› için bir en kü-
çük eleman› vard›r. Bu en küçük elemana b diyelim.

fiimdi bu b eleman›n›n B’nin en küçük eleman› oldu¤unu ka-
n›tlayaca¤›z. a $ B, B’nin herhangi bir eleman› olsun. b ≤ a eflit-
sizli¤ini kan›tlamal›y›z. Hem b’yi hem de a’y› içeren herhangi bir
(V, ≤V) $ T alal›m. b ≤V a eflitsizli¤ini kan›tlamal›y›z. Diyelim,
a <V b. E¤er V & U ise a $ U olur. E¤er U & V ise, o zaman U,
V ’nin bafllang›ç dilimidir ve (3)’ten dolay› a $ U olur. Demek ki
her iki durumda da a $ U. Ama o zaman da a, U 2 B kümesi-
nde, b’den küçük bir eleman olur ki bu da b’nin tan›m›yla çeli-
flir. Demek ki a <V b olamaz, b ≤V a, yani b ≤ a olmal›. 

Tams›ralama özelli¤i (dördüncü özellik) beflinci özelli¤in bir
sonucudur. Nitekim, x, y $ Y = +X$T X ise, B = {x, y} alal›m.
B’nin en küçük eleman›, di¤erinden küçükeflittir, yani ya x ≤ y ya
da y ≤ x olur.

Demek ki Y = +X$T X kümesi A’n›n iyis›ralanm›fl bir alt-
kümesidir, dolay›s›yla Z ’dedir.

Daha kan›t›m›z bitmedi. Her (X, ≤X) $ T için,
(X, ≤X) º (Y, ≤)

iliflkisini göstermeliyiz, ki (Y, ≤), T ’nin üsts›n›r› olsun. Yani
T ’nin her (X, ≤X) eleman›n›n (Y, ≤)’nin bir bafllang›ç dilimi
oldu¤unu göstermeliyiz.
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Bafllang›ç dilimi olman›n birinci özelli¤i olan X & Y elbette
do¤ru. ‹kincisini kan›tlayal›m. x1, x2 $X ise “x1 ≤X x2 ) x1 ≤ x2”
önermesini kan›tlamal›y›z. Ama bu, Y üzerine tan›mlad›¤›m›z ≤ s›-
ralaman›n bir özelli¤i.

Son özelli¤e gelelim. x $ X, y $ Y ve y ≤ x olsun. y’nin X’in
bir eleman› oldu¤unu göstermeliyiz. Hem x hem de y’yi eleman
olarak içeren bir (U, ≤U) $ T vard›r. Y üzerine koydu¤umuz
≤ iliflkisinin tan›m›ndan dolay›, y ≤U x iliflkisi elbette do¤rudur.
E¤er X & U ise, X, U’nun bir bafllang›ç dilimidir ve bu yüzden
y $ X olur. E¤er U & X ise, elbette y $ X olur. Demek ki her
iki durumda da y $ X.

Zorn Önsav›’n› Kullan›yoruz. Demek ki, Zorn Önsav›’na
göre, Z ’nin maksimal bir eleman› var. Bu elemana (Y, ≤) diye-
lim. Y ’nin A oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. E¤er Y % A olsayd›, o
zaman bir a $ A \ Y olurdu. fiimdi Y1 = Y + {a} olsun. Y1’i iyi-
s›ralayal›m. Bunun için, Y’nin s›ralamas›n› al›p, a eleman›n›

Y1’in en sonuna koyal›m, yani a, Y’nin bütün elemanlar›ndan
daha büyük olsun. Bu yeni s›ralamaya (Y1, ≤) diyelim. (Y1, ≤)
iyis›ral› bir kümedir, yani (Y1, ≤) $ Z olur. Ayr›ca kolayl›kla
görülece¤i üzere, (Y, ≤) º (Y1, ≤) olur, yani Y, Y1’in bafllang›ç
dilimidir. Ama hani (Y, ≤), Z ’nin maksimal eleman›yd›? Oysa
Z ’de (Y, ≤)’den daha büyük bir eleman bulduk. Bir çeliflki. De-
mek ki Y = A ve A kümesi ≤ taraf›ndan iyis›ralanm›flt›r. ■

‹yis›ralama 6 Seçim Aksiyomu
Bölüm 18, Örnek 1’de N’nin bofl olmayan altkümeleri kü-

mesi ((N)*’nin bir seçim fonksiyonunu bulduk. Okur an›msa-
s›n: N’nin bofl olmayan her A altkümesinden A’da bulunan en
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küçük do¤al say›y› seçtik. Görüldü¤ü gibi burada önemli olan,
N’den ziyade N’nin iyis›ralanm›fl olmas›. N yerine iyis›ralanm›fl
hangi X kümesini al›rsak alal›m, ayn› yöntemle, ((X)*’in bir
seçim fonksiyonunu buluruz: X’in bofl olmayan her altküme-
sinden, altkümenin en küçük eleman›n› seçelim. Bir önceki te-
oremden, her kümenin iyis›ralanaca¤›n› bildi¤imizden, bu fikri
kullanabiliriz.

Afla¤›daki teoremde (aynen yukardakinde oldu¤u gibi) sa-
dece ZF’yi kullanaca¤›z.

Teorem 24.2 [ZF]. ‹yis›ralama Teoremi do¤ruysa, Seçim

Aksiyomu da do¤rudur.
Kan›t: X, hiçbir eleman› # olmayan bir küme olsun. A =

+X = +Y$X Y olsun. A, X’in elemanlar›n›n elemanlar›ndan
oluflur ve böylece X’in her eleman› A’n›n bir altkümesi olur.
Varsay›ma göre A’y› iyis›ralayabiliriz. ‹yis›ralayal›m. fiimdi
e¤er Y $ X ise, Y, A’n›n bofl olmayan bir altkümesi oldu¤un-
dan, Y ’nin en küçük eleman› vard›r. Y ’den iflte bu en küçük
eleman› seçelim. Yani ƒ(Y) = Y’nin en küçük eleman› olsun.
Böylece ƒ(Y) $ Y olur ve ƒ bir seçim fonksiyonudur.

‹yis›ralanabilirlik Teoremi’nin K›sa Tarihi

1878’de Cantor Süreklilik Varsay›m›’n› ortaya att›:

Süreklilik Varsay›m›. R’nin her sonsuz altkümesi ya do¤al sa-

y›lar kümesiyle ya da R’nin kendisiyle efllendirilebilir. Daha mo-

dern bir söylemle, |N| = ! = `0 ile |R| = 2`0 aras›nda bir baflka

kardinalite yoktur.

Çok denemesine karfl›n Cantor bu varsay›m›n› kan›tlaya-
mad›. Ça¤›n›n en önemli matematikçisi Hilbert, Cantor’un bu
varsay›m›n›n önemini hemen kavrad› ve 1900’de Paris’te verdi-
¤i ünlü konuflmas›nda, Cantor’un bu sorusunu dinleyicilere (ve
20’nci yüzy›l matematikçilerine) ilk soru olarak sundu. Hilbert,
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Süreklilik Önsav›’ndan önce her kümenin iyis›ralanabilece¤inin
kan›tlanmas› gerekti¤ini önerdi.

O s›rada Hilbert’le ayn› üniversitede
(Göttingen’de) bulunan Zermelo, 1904’te
Hilbert’in önerdi¤i sonucu (‹yis›ralanabi-
lirlik Teoremi) kan›tlad›. Zermelo bu ka-
n›t›yla Göttingen’de profesör oldu ve ün
kazand›. (Daha o zamanlar Zorn Önsav›
bilinmiyordu, dolay›s›yla Zermelo’nun
kan›t› burada verdi¤imiz kan›t olamaz.
Burada verdi¤imiz kan›t, profesörlük un-
van›n› kazanmak için biraz fazla kolay!)

Zermelo’nun kan›t› Seçim Aksiyomu’nu kullan›yordu. O
zamanlar, Russell Paradoksu daha yeni yeni bulunmufltu ve
Kümeler Kuram› büyük bir kriz yafl›yordu. Bu tür kan›tlar› bir-
çok matematikçi kuflkuyla karfl›l›yordu. Kan›t› o kadar çok
elefltiri ald› ki, 1908’de ayn› sonucun daha kabul edilir bir ka-
n›t›n› verdi. Kan›t› gene Seçim Aksiyomu’nu kullan›yordu elbet
ama bu sefer kan›t›n› matematikçilerin daha al›fl›k olduklar› bir
k›l›fa sokmufltu. Bu makalesinde ayr›ca, hem Seçim Aksiyo-
mu’nu kullan›m›n› savundu hem de di¤er matematikçilerin de
(özellikle analizcilerin) fark›na varmadan Seçim Aksiyomu’nu
kulland›klar›n› gösterdi.
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