
23. Zorn Önsav› ve Birkaç Sonucu

O
kurun bir önceki bölümü okudu¤unu ve orada ortaya
konulan sorunu anlad›¤›n› varsay›yoruz. O bölümde
ele ald›¤›m›z ama pek baflar›l› olamad›¤›m›z kan›tlama

yönteminden, yani bir kümenin belli koflullara sahip maksimal
bir altkümesinin varl›¤›n› gösterme çabam›zdan sözedece¤iz bu
bölümde.

Geçen bölümde, son örnekte, ç›karma alt›nda kapal› olan ve
1’i içermeyen gerçel say›lar kümelerini ele alm›flt›k. Bu bölümün
en az›ndan bafl›nda R’nin bu tür altkümelerine yo¤unlaflal›m.
R’nin bu tür altkümelerini eleman olarak içeren kümeye Z ad›-
n› verelim. Uzunca bir süre bu örnekle u¤raflaca¤›z.

Yukardaki flekilde Z ’yi çizdik. Altkümeleri afla¤›ya, üstkü-
meleri yukar›ya yazd›k, yani Z ’nin elemanlar›n›n (altküme ilifl-
kisine göre afla¤›dan yukar›ya do¤ru) s›ralanmas›na dikkat et-

#

{0}

2Z 3Z 7Z
ç›karma alt›nda kapal›
ve 1’i içermeyen gerçel
say›lar kümesi

Mp = {pa/b : a, b $ Z ve p, b’yi bölmez}

Mp+Z7Mp+Z√2
Mp+Z√2+Z7

Z



tik: A % B ise A’y› alta B’yi yukar›ya yazd›k. Dolay›s›yla bofl-
kümeyi en alta koyduk. Bunun bir üstünde Z ’nin tek sonlu ele-
man› olan {0} kümesi var. Daha yukarda 1 ve "1 d›fl›ndaki a sa-
y›lar›n›n katlar›ndan oluflan aZ kümeleri var. Resimde göster-
medik ama bir üst katta √2Z + 7Z gibi iki elemanla “gerilen”
ç›karma alt›nda kapal› ve 1’i içermeyen aZ + bZ kümeleri var.
(Soru: √2Z + √3Z kümesi Z ’de midir?) Resimde bir de Mp diye
bir küme var, tan›m›na bak›l›rsa 1’i içermiyor ve ç›karma
alt›nda kapal›, yani Z ’de. Velhas›l, R’nin ç›karma alt›nda ka-
pal› ve 1’i içermeyen her altkümesi Z ’nin bir eleman› ve bu alt-
kümeler küçükten büyü¤e do¤ru dizilmifller.

Z kümesinin “zincir özelli¤i” ad› verilen flu özelli¤i var:

E¤er T & Z ise ve her A, B $ T için ya A & B ya

da B & A ise, o zaman T ’nin elemanlar›n›n bilefli-

mi olan +X $ T X kümesi de Z ’dedir.

Bunun kan›t› oldukça kolay. E¤er +X$T X kümesi 1’i içer-
seydi, T ’nin bir A eleman› da 1’i içermek zorunda olurdu ki,
bu imkâns›z, çünkü A $ T & Z . Demek ki +X$T X kümesi
1’i içeremez. fiimdi +X$T X kümesinin ç›karma alt›nda kapa-
l› oldu¤unu kan›tlayal›m. a ve b, +X$T X kümesinden iki ele-
man olsun. O zaman, a $ A ve b $ B iliflkilerinin do¤ru oldu-
¤u A, B $ T kümeleri vard›r. T ’nin zincir özelli¤inden dola-
y› ya A & B ya da B & A olmal›. a ve b aç›s›ndan durum simet-
rik oldu¤undan, B & A iliflkisini kabul etmede bir mahsur yok.
O zaman b $ B & A ve hem a hem de b, A’n›n birer eleman›.
Ama A ç›karma alt›nda kapal› bir küme. Demek ki a " b $ A.
Öte yandan, A elbette +X$T X kümesinin bir altkümesi. Sonuç:
a " b $ +X$T X ve +X$T X kümesi ç›karma alt›nda kapal›.

Z ’nin, “her A, B $ T için ya A & B ya da B & A” özelli¤i-
ni sa¤layan T altkümelerine ������diyelim. O zaman yukarda-
ki özellik flöyle okunur: 

Z ’nin her zincirinin bileflimi gene Z ’dedir.
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Geçen bölümde, bu özelli¤i, Z ’nin say›labilir sonsuzlukta
eleman› olan zincirleri için kullanm›flt›k. Birazdan yazaca¤›m›z
Zorn Önsav›’nda Z ’nin say›labilir ya da say›lamaz sonsuzluk-
taki tüm zincirlerini ele almam›z gerekecek.

Bu arada, +X$T X kümesinin kimileyin + T olarak yaz›l-
d›¤›n› da an›msatal›m. Bu t›k›z yaz›l›m, simge say›s›nda hat›r›
say›l›r bir indirim sa¤lar.

Birazdan ifade edece¤imiz Zorn Önsav› için “Z ’nin her zin-
cirinin bileflimi gene Z ’dedir” özelli¤inden daha zay›f bir özel-
lik gerekir. ‹flte o özellik:

T, Z ’nin herhangi bir zinciriyse, Z ’de T ’nin her ele-

man›ndan büyükeflit bir eleman vard›r.

Yukardaki örnekte, e¤er T & Z bir zincirse, +T , Z ’dedir
ve T ’nin her eleman›ndan büyükeflittir. (E¤er A & B ise B’nin
A’dan büyükeflit oldu¤unu söylüyoruz. E¤er A % B ise B ’nin
A’dan büyük oldu¤unu söyleyece¤iz. Asl›nda, yukardaki flekil-
den de görülece¤i üzere, +T , Z ’de bulunan ve T ’nin her ele-
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man›ndan daha büyükeflit olan elemanlar›n en küçü¤üdür.
Ama bu özelli¤in bir önemi olmayacak bizim için.)

Birazdan tan›taca¤›m›z Zorn Önsav›, e¤er Z yukardaki son
italik koflulu sa¤l›yorsa, o zaman Z ’nin en az bir maksimal ele-
man›n›n oldu¤unu söyler. Yani, Zorn Önsav›, Z üzerine koflu-
lan yukardaki italik koflul do¤ru oldu¤unda, öyle bir M $ Z

vard›r ki, der, Z ’nin hiçbir eleman› M’den daha büyük olamaz,
en fazla M’ye eflit olabilir. Ama dikkat: Bu maksimal eleman-
lardan sonsuz say›da olabilir (ki ço¤u zaman da öyledir).

23.1. Zorn Önsav›
Art›k Zorn Önsav›’n› anlayacak bilgi birikimine sahibiz:

Zorn Önsav› 23.1. (Z , ≤) yar›s›ral› bir küme olsun. E¤er Z

' # ise ve Z ’nin her zincirinin bir üsts›n›r› varsa o zaman

Z ’nin maksimal bir eleman› vard›r.
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Dikkat ederseniz, Zorn Önsav›, geçen bölümde yapmak is-
teyip de yapamad›¤›m›z› herhangi bir zahmete girmeksizin ya-
p›yor. Bir tür sihirbazl›k, ya da Tanr›’n›n eli diyebilirsiniz.

Zorn Önsav›’n› daha sonraki bölümlerden birinde Seçim
Aksiyomu’nu kullanarak kan›tlayaca¤›z. fiimdilik Zorn Önsav›’n›
kan›tlamadan kabul edip önsav› kullanan birkaç basit ama önem-
li örnek verelim.

‹lk olarak, Zorn Önsav›’n› kullanarak, geçen bölümde bul-
maya çal›fl›p bulamad›¤›m›z bir kümenin varl›¤›n› kan›tlayal›m:

Teorem 23.2. Gerçel say›lar kümesi R’nin ç›karma alt›nda

kapal› ve 1’i içermeyen maksimal bir altkümesi vard›r.
Kan›t: Zorn Önsav›’n› kullanaca¤›z.

Z = {A & R : A ç›karma alt›nda kapal› ve 1 * A} 
olsun. Z ’yi “altkümesi olmak” iliflkisiyle s›ralayal›m. fiimdi
(Z , &) yar›s›ralamas›n›n Zorn Önsav›’n›n koflullar›n› sa¤lad›-
¤›n› gösterelim. {0} $ Z oldu¤undan Z ' #. fiimdi ikinci koflu-
lun sa¤land›¤›n› kan›tlayal›m. T & Z bir zincir olsun. +T ,
T ’nin her eleman›n›n bir üstkümesi oldu¤undan, e¤er +T $

Z ise, +T , T ’nin bir üsts›n›r› olur. Dolay›s›yla +T $ Z öner-
mesini kan›tlayal›m. Bunun için iki fley kan›tlamal›y›z:

1) +T ç›karma alt›nda kapal› olmal›,
2) +T , 1’i içermemeli.
Birinciden bafllayal›m. x, y $ +T olsun. Bu iki eleman T ’nin

elemanlar›ndan birindedir, ama ikisi birden ayn› elemanda olma-
yabilir, en az›ndan bundan henüz emin de¤iliz, birazdan olaca¤›z
ama... Diyelim, A, B $ T için, x $ A ve y $ B. Ama T bir zincir
oldu¤undan, 

ya A & B ya da B & A.
Durum x ve y aç›s›ndan simetrik oldu¤undan, birinin di¤erin-
den fark› yok, dolay›s›yla gönül rahatl›¤›yla A & B iliflkisini var-
sayabiliriz. Böylece, x $ A & B olur. Demek ki hem x, hem de
y, B’deler. Ama B ç›karma alt›nda kapal›. Buradan x " y $ B ç›-
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kar. Ama flimdi, B & +T oldu¤undan, x " y $ +T olur. Böy-
lece +T kümesinin ç›karma alt›nda kapal› oldu¤unu kan›tla-
m›fl olduk.

fiimdi, 1 * +T önermesini kan›tlayal›m. +T kümesinin
elemanlar› T ’nin elemanlar›n›n elemanlar›d›r; dolay›s›yla 1,
+T kümesinde olsayd›, 1, T kümesinin bir eleman›n›n elema-
n› olurdu. Ama T ’nin hiçbir eleman› 1’i içermez. Dolay›s›yla,
1 de +T kümesinde olamaz. ■

Notlar. 
1) Zorn Önsav›’nda Z ' # koflulunu kan›tlamak genel ola-

rak kolayd›r ama gene de unutulmamas› gerekir. E¤er Z boflkü-
meyse, Z ’nin maksimal bir eleman bar›nd›rma flans› yoktur!

2) Uygulamada ço¤u zaman Z bir kümeler kümesidir ve ya-
r›s›ralama da & taraf›ndan verilmifltir. Bu arada, Z ’de bir yar›-
s›ralama tan›mlanmam›flsa önsav› uygulayamayaca¤›n›za dik-
katinizi çekerim.

3) Uygulamada ço¤u zaman Z ’nin bir T zincirinin en kü-
çük üsts›n›r› bulunmaya çal›fl›l›r. 

4) Zorn Önsav›’n›n var oldu¤unu söyledi¤i maksimal ele-
man› görebiliyorsan›z, yani aç›k aç›k tan›m›n› yazabiliyorsan›z
ya da di¤er maksimal elemanlardan ay›rdedebiliyorsan›z, o za-
man Zorn Önsav›’n› gereksiz yere kullanm›fls›n›z demektir,
maksimal eleman›n varl›¤›n› Zorn Önsav›’n› kullanmadan da
kan›tlayabilirdiniz.

Örne¤in, Zorn Önsav› yard›m›yla yukarda varl›¤› kan›tla-
nan R’nin ç›karma alt›nda kapal› ve 1’i içermeyen maksimal
bir altkümesini aç›k aç›k yazamazs›n›z. Zorn Önsav› do¤ruysa
böyle maksimal bir altküme vard›r ama birini bile “iflte budur”
diye gösteremezsiniz.

5) Zorn Önsav›’n›n var oldu¤unu söyledi¤i maksimal ele-
mandan sadece bir tane varsa da, Zorn Önsav› gereksiz yere
kullan›lm›fl demektir.
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6) Zorn Önsav›’n›n varsay›mlar›n› sa¤layan Z kümelerine
talihsiz bir flekilde tümevar›msal küme denir. [S‹]’de verdi¤imiz
tümevar›msal küme tan›m›yla kar›flt›r›lmamal›.

Zorn Önsav› uygulamas› olarak bir baflka örnek verelim.
Bu örne¤i asl›nda Bölüm 18’de (Örnek 7 ve 8) yapm›flt›k ama
orada problemi biraz de¤iflik bir dilde ifade etmifltik.

E¤er iki r ve s gerçel say›s› aras›ndaki fark tamsay›ysa bu iki
gerçel say›ya birbirine denk diyelim ve bunu r K s olarak göste-
relim. Demek ki,

r K s ) r " s $ Z.
Örne¤in, 7, 7 + 1, 7 + 2, 7 " 3 say›lar› birbirine denktir. 7’ye
denk gerçel say›lar belli bir n $ Z tamsay›s› için 7 + n olarak
yaz›lan say›lard›r. Bu, daha genel olarak do¤rudur, her r gerçel
say›s› için, r’ye denk gerçel say›lar, belli bir n $ Z için r + n ola-
rak yaz›lan say›lard›r.

fiimdi amac›m›z, öyle bir X & R kümesi bulmak ki, her r $ R

için, r K x denkli¤inin do¤ru oldu¤u bir ve bir tek x $ X olsun.
Böyle bir X kümesi kolayl›kla bulunabilir, örne¤in X = [0, 1) ya-

r› aç›k aral›¤› istedi¤imiz özelli¤i sa¤lar. Nitekim, e¤er bir r ger-
çel say›s› verilmiflse, r’ye yeterince 1 ekleyerek ya da r’den yete-
rince 1 ç›kararak, [0, 1) aral›¤›nda r’ye denk bir say›ya ulafl›r›z
ve [0, 1) aral›¤›nda r’ye denk baflka bir say› da yoktur.
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fiu basit teoremi kan›tlad›k:

Teorem 23.3. Öyle bir X &R vard›r ki, her r $R için r " x’in
tamsay› oldu¤u bir ve bir tek x $ X vard›r. (X = [0, 1) al›nabilir.)

Yukardaki basit teoremde Z yerine Q koyarsak teorem çok
daha çetin bir önermeye dönüflür:

Teorem 23.4. Öyle bir X & R vard›r ki, her r $ R için r " x

say›s›n›n kesirli bir say› oldu¤u bir ve bir tek x $ X vard›r.
Kan›t: R kümesi üzerine K iliflkisini,

r K s ) r " s $ Q

olarak tan›mlayal›m. Daha önceki Z burada Q oldu. Ama bu
sefer, [0, 1) aral›¤› gibi aç›k seçik bir yan›t› yok bu sorunun.

Öyle bir X & R kümesi bulmak istiyoruz ki, her r $ R için,
r K x denkli¤inin do¤ru oldu¤u bir ve bir tek x $ X olsun.

Böyle bir X kümesi vard›r. Hem de çok vard›r. Ama biri bi-
le bulunamaz!

X kümesinin varl›¤›n› hemen kan›tlayal›m. Kan›tta (zorun-
lu olarak) Zorn Önsav›’n› kullanaca¤›z. (Asl›nda ayn› kan›t Se-
çim Aksiyomu kullan›larak çok daha basit bir biçimde yap›la-
bilir ama verece¤imiz kan›t Zorn Önsav›’n›n kullan›ld›¤› kan›t-
lar›n tipik özelliklerini tafl›d›¤›ndan, kan›t›m›z› önemsiyoruz.)
Z = {X & R : X’in iki de¤iflik eleman› birbirine denk olamaz}

olsun. Yani X $ Z ise, X’in iki de¤iflik eleman›n›n fark› Q’de
olamaz. Z ’yi “altküme olma” iliflkisiyle s›raland›ral›m. Baka-
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l›m Z , Zorn Önsav›’n›n koflullar›n› sa¤l›yor mu?
Boflküme ve tek elemanl› her say› kümesi Z ’de oldu¤undan,

Z boflküme de¤ildir. Gözü örne¤e doymayan okur, {1, √2} kü-
mesinin de Z ’de oldu¤unu kan›tlayabilir.

fiimdi T & Z bir zincir olsun. +T ’nin Z ’nin bir eleman›
oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. x ve y, +T kümesinden iki de¤iflik
say› olsun. Bu iki eleman T ’nin elemanlar›ndan birinin elema-
n›d›r. Diyelim, A, B $ T için, x $ A ve y $ B. Ama T bir zin-
cir oldu¤undan, ya A & B ya da B & A. Durum x ve y aç›s›n-
dan simetrik oldu¤undan, birinin di¤erinden fark› yok, dolay›-
s›yla gönül rahatl›¤›yla A & B iliflkisini varsayabiliriz. Böylece,
x $ A & B olur. Demek ki hem x, hem de y, B’deler. B, Z ’de
oldu¤undan x ve y denk olamazlar.

Demek ki Z , Zorn Önsav›’n›n önkoflullar›n› sa¤l›yor. Do-
lay›s›yla Zorn Önsav›’na göre Z ’nin bir maksimal eleman› ol-
mal›. Bu elemana X diyelim. fiimdi bu X’in diledi¤imiz X oldu-
¤unu kan›tlayaca¤›z.

r $ R olsun. Diyelim r’nin denk oldu¤u bir x $ X yok. O
zaman r, X’te olamaz. fiimdi X1 = X + {r} olsun. X1, X’ten da-
ha büyük oldu¤undan, X1, Z kümesinde olamaz. Ama biz gene
de X1’in Z ’de oldu¤unu kan›tlama baflar›s›nda bulunaca¤›z.

E¤er X1, Z ’de olmasayd›, o zaman X1’de x K y denkli¤ini
sa¤layan iki de¤iflik x ve y eleman› olurdu.

X1 = X + {r} ve X $ Z

oldu¤undan, hem x hem de y, X’te olamaz, demek ki ikisinden
biri r’ye eflit olmal›. Diyelim y = r. Ama o zaman da r K x $ X

olur, oysa biz böyle bir x’in olmad›¤›n› varsaym›flt›k. Bir çelifl-
ki. Demek ki böyle bir r $ R yok. Dolay›s›yla R’nin her elema-
n› X’in bir eleman›na denktir.

E¤er R’nin bir eleman› X’in iki eleman›na denk olsayd›, o
zaman X’in o iki eleman› birbirine denk olurdu, dolay›s›yla 
X $ Z oldu¤undan, bu iki eleman birbirine eflit olurdu. Demek
ki R’nin her eleman› X’in bir ve bir tek eleman›na denktir. Ka-
n›t›m›z bitmifltir. 
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