
22. Zorn Önsav›’na Girifl

22.1. ‹mkâns›z Bir Problem

‹mkâns›z bir problemle bafllayal›m: Gerçel say›lar kümesi

R’nin maksimal bir sonlu altkümesini bulmaya çal›flal›m...

Do¤ru anlad›n›z! Dedi¤imiz gibi imkâns›z bir problemi çöz-

meye çal›flaca¤›z... Gerçel say›lardan oluflan öyle bir sonlu kü-

me bulmaya çal›flaca¤›z ki, bu kümeden daha fazla gerçel say›

içeren hiçbir gerçel say› kümesi sonlu olamas›n...

Böyle bir küme olamaz elbet. E¤er bir kümenin sonlu say›-

da eleman› varsa, bu kümeye yeni bir eleman ekleyerek ondan

daha büyük ama gene sonlu say›da eleman› olan bir baflka kü-

me elde ederiz.

Biz gene de böyle bir küme bulmaya çal›flal›m. Çal›flmakla
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beyin afl›nmaz! Maksat komiklik olsun.

Arad›¤›m›z, “en büyük” sonlu küme de¤il, yani tüm sonlu

kümeleri altküme olarak içeren sonlu bir küme aram›yoruz. Sa-

dece o sonlu kümeden daha büyük bir sonlu altküme olmama-

s›n› istiyoruz. (Aradaki küçücük fark› çakt›n›z m›?)

R’nin sonlu bir altkümesini alal›m. E¤er bu küme R’nin

maksimal bir sonlu altkümesiyse iflimiz ifl. De¤ilse (ki de¤ildir!) o

zaman bu kümeden daha büyük ama hâlâ sonlu bir küme daha

vard›r. (Kümelerimiz hep R’nin altkümeleri olsunlar, art›k bunu

sürekli tekrarlamayal›m.) fiimdi eskisinden daha büyük olan bu

yeni kümeye bakal›m. Bu yeni kümenin maksimal sonlu küme

olma olas›l›¤› eski kümeye göre daha yüksek tabii... E¤er bu ye-

ni küme maksimal bir sonlu kümeyse, iflimiz ifl, istedi¤imizi elde

ettik. De¤ilse, o zaman bu kümeden daha büyük sonlu bir küme

daha vard›r (ki var, biliyoruz). fiimdi bu en yeni sonlu kümeye

bakal›m, acaba bu en yeni sonlu küme maksimal bir sonlu küme

mi? E¤er öyleyse maksimal bir sonlu küme bulduk ve sorunumu-

zu hallettik. De¤ilse, bu kümeden daha büyük bir sonlu altküme

vard›r. fiimdi bu sonlu altkümeye bakal›m, acaba bu en g›c›r son-

lu küme maksimal bir sonlu altküme mi?..

Birinci kümemize A0 diyelim. E¤er A0, R’nin maksimal bir

sonlu altkümesiyse, sorun yok. (Ama olmad›¤›n› biliyoruz; e¤er

a, A0’da olmayan bir gerçel say›ysa, A0 + {a}, A0’dan daha bü-

yük sonlu bir kümedir. ). Diyelim flans›m›z yaver gitmedi (!) ve

A0, R’nin maksimal bir sonlu altkümesi de¤il, ondan daha bü-

yük sonlu bir küme var. A0’dan daha büyük sonlu bir küme

alal›m ve bu kümeye A1 diyelim. A1, maksimal bir sonlu küme

de¤ilse, A1’den daha büyük sonlu bir küme vard›r. Bu kümeye

de A2 diyelim. Bunu böylece sürdürebiliriz:

A0 % A1 % A2 % A3 % ... % An.

Bunlar›n biri maksimal bir sonlu kümeyse imkâns›z problemi-

mizi çözdük demektir. Ama de¤ilse ifllemi sonsuza kadar sürdü-

rebiliriz. Sürdürelim:

230 22. Zorn Önsav›’na Girifl



A0 % A1 % A2 % A3 % ... % An % ...

Böyle bir diziye ������ad›n› verelim.

Yukardaki zincirin An “halkalar›” sonlu gerçel say› kümele-

ri. Herbirinin bir öncekinden daha fazla eleman› var. Dolay›s›y-

la hiçbiri maksimal bir sonlu küme de¤il. Bunlar›n herbirinden

daha büyük ama hâlâ sonlu bir gerçel say› kümesi bulup bu kü-

menin maksimal bir sonlu küme olup olmad›¤›na bakal›m... Bu-

laca¤›m›z bu yeni küme An’lerin hepsini (altküme olarak) içer-

mek zorunda oldu¤undan sonlu olamaz maalesef. Ama olsayd›

ne güzel olurdu... Bu, bütün An’leri içeren sonlu kümeye A! der

ve kald›¤›m›z yerden devam ederdik... Durum flöyle olurdu:

A0 % A1 % A2 % A3 % ... % An % ... % A!.

E¤er A! maksimal bir sonlu kümeyse sorunu çözmüfl olurduk.

De¤ilse (ki de¤il, çünkü A! sonlu bile de¤il), o zaman A!’dan da-

ha büyük sonlu bir küme bulur ve ayn› ifllemi maksimal bir son-

lu altkümeye toslayana dek sürekli tekrarlard›k. Bir zincire geldi-

¤imizde ise zincirin bileflimini içeren sonlu bir küme bulmay›

umup gene yolumuza devam ederdik. Bu yöntemi hiç durmadan

tekrarlayarak maksimal bir sonlu küme bulmaya çal›flabilirdik.

Ama ne yaz›k ki bunlar hayal, bütün An’leri içeren A! gibi

sonlu bir küme yok evrende.

22.2. Çok Kolay Bir Problem
Gene çok kolay bir problem ele alal›m, ama bu sefer lütfen

çözümü olsun! Bu sefer R’nin 1’i içermeyen maksimal bir alt-

kümesini bulal›m.

Gerçekten çok kolay bir problem bu. Tek bir çözümü var:

R \ {1}. Yani bu sefer sadece maksimal de¤il, gerçekten de ko-

flulumuzu sa¤layan en büyük altküme var. Ama biz bu çözümü

bilmedi¤imizi varsayarak yukardaki yöntemi deneyelim.

R’nin 1’i içermeyen herhangi bir altkümesinden bafllayal›m.

Bu altküme boflküme de olabilir, {0} ya da {7} kümesi de olabi-

lir, hatta, flans bu ya, R \ {1} kümesi de olabilir; önemli olan 1’i
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içermemesi. 1’i içermeyen bu ilk kümeye A0 diyelim. E¤er A0

kümesi 1’i içermeyen maksimal bir altkümeyse, o zaman keyfi-

mize diyecek yok, problemi çözdük. Ama diyelim A0 kümesi 1’i

içermeyen maksimal bir küme de¤il. O zaman A0’› içeren ve

A0’dan daha fazla eleman› olan ama 1’i içermeyen bir A1 kü-

mesi vard›r. E¤er A1 kümesi 1’i içermeyen maksimal bir kü-

meyse, o zaman problemimizi çözdük demektir. Ama diyelim

A1 kümesi 1’i içermeyen maksimal bir küme de¤il. O zaman

A1’i içeren ve A1’den daha fazla eleman› olan ama hâlâ daha 1’i

içermeyen bir A2 kümesi vard›r. E¤er A2 kümesi 1’i içermeyen

maksimal bir kümeyse, o zaman problemimizi çözdük demek-

tir... Bunu böylece devam ettirelim. E¤er belli bir aflamada, di-

yelim n’inci aflamada An kümesi 1’i içermeyen maksimal bir

kümeyse, o zaman problemimizi çözdük demektir... Diyelim

hiçbir An, 1’i içermeyen maksimal bir küme de¤il, sürekli daha

büyü¤ünü buluyoruz. Durumu resmedelim:

A0 % A1 % A2 % A3 % ... % An % ...

ve özetleyelim: Bunlar›n hepsi gerçel say› kümeleri ve hiçbiri 1’i

içermiyor ve herbirinin bir öncekinden daha fazla eleman› var.

Bunlar›n herbirinden daha büyük ve 1’i içermeyen bir kü-

me bulup bu kümenin 1’i içermeyen maksimal bir küme olup

olmad›¤›na bakal›m. Bulaca¤›m›z bu yeni kümenin An’lerin

hepsinden daha büyük olmas›n› istedi¤imizden, An’lerin hepsi-

ni altküme olarak içermek zorundad›r. Bir önceki örnekte

An’lerin hepsinden daha büyük ve sonlu bir küme bulamam›fl-

t›k, yoktu öyle bir küme, bakal›m flimdi bulabilecek miyiz? He-

yecan son haddinde!

Bütün bu An’lerin bileflimini al›rsak, An’lerin hepsinden da-

ha büyük bir küme buluruz elbet. Ayr›ca, An’lerin hiçbiri 1’i

eleman olarak içermedi¤inden, bileflim de 1’i eleman olarak

içermez. Ne güzel!

Demek ki tüm An’leri altküme olarak içeren ama 1’i eleman

içermeyen en az bir küme vard›r. A!, bu kümelerden biri olsun.
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Örne¤in

A! = +n $ N An

olabilir, ama bundan daha büyük bir küme de olabilir, ne oldu-

¤u pek önemli de¤il, önemli olan A!’n›n An’lerin hepsini altkü-

me olarak içermesi ama 1’içermemesi. (Bu arada, kafa kar›flt›r-

mamak için parantez içinde söyleyelim: +n $ N An’nin küme ol-

du¤u hiç de bariz de¤ildir. +n $ N An’nin küme oldu¤u ZFC’nin

aksiyomlar›na dayan›larak kan›tlanmal›. Münasip An’ler seçile-

rek bu kan›tlanabilir. Ama okur bu yaz›l›k bunu önemsemesin.)

Kald›¤›m›z yerden A0 yerine A! ile devam edelim. E¤er A!

kümesi 1’i içermeyen maksimal bir kümeyse, o zaman baflar›ya

ulaflt›k demektir... De¤ilse, A!’y› altküme olarak içeren ama

A!’dan daha büyük olan ve 1’i içermeyen bir küme var demek-

tir. Bu kümeye A!+1 diyelim. Okur tahmin ediyordur bundan

sonra ne yapaca¤›m›z›. E¤er A!+1 kümesi 1’i içermeyen maksi-

mal bir kümeyse, o zaman problemimizi çözdük demektir...

De¤ilse, A!+1’in, A!+1’den daha büyük ve 1’i içermeyen bir üst-

kümesi var demektir. Bu kümeye A!+2 diyelim... Bunu böylece

sürdürürüz... E¤er

A! % A!+1 % A!+2 % ... % A!+n % ... 

zincirinin A!+n halkalar›ndan hiçbiri 1’i içermeyen maksimal

bir küme de¤ilse, bunlar›n bileflimi örne¤in, 1’i içermeyen ve

yukardakilerin herbirinden daha

büyük bir kümedir. Böyle bir

kümeye A!2 ad›n› verelim. E¤er

A!2 kümesi 1’i içermeyen maksi-

mal bir kümeyse, o zaman prob-

lemimizi çözdük demektir... De-

¤ilse, ifllemi devam ettirebiliriz...

E¤er belli bir aflamada, 1’i içer-

meyen maksimal bir altkümeye

(yani R \ {1}’e, ama sonucun bu

oldu¤unu bilmiyormufl gibi dav-
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ran›yoruz) rastlarsak o zaman gayretlerimiz amac›na ulaflm›fl

demektir, dural›m. Ama e¤er kümeleri hep 1’i içermeyecek bi-

çimde büyütebiliyorsak, bir ad›m ileri gidelim. Hep ileri gidebi-

lece¤imizi biliyoruz.

A!2 % A!2+1 % A!2+2 % ... % A!2+n % ... 

E¤er hep baflar›s›zl›¤a u¤ram›flsak, bir sonraki aflamada bu

kümelerin bileflimini içeren ama 1’i içermeyen herhangi bir kü-

me al›p buna A!3 diyelim ve yukardaki gibi devam edelim.

Peki ama bu durmadan ileri gitmenin bir sonu gelecek mi?

En sonunda, gerekirse sonsuz hatta çok sonsuz ad›m› afl›p R \

{1} kümesine ulaflabilecek miyiz?

Bu sorunun yan›t› hiç de bariz de¤il. R çok büyük bir küme

oldu¤undan ulaflmak istedi¤imiz R \ {1} kümesi de baya¤› bü-

yüktür, say›lamaz sonsuzluktad›r. (Bunun ne demek oldu¤unu

bilmeyen umursamas›n.) Yukardaki yöntemle zaten bildi¤imiz R

\ {1} çözümüne ulafl›p ulaflamayaca¤›m›zdan emin olamay›z. 

22.3. Benzer Bir Problem
Bu sefer R’nin maksimal bir özaltkümesini bulmaya çal›fla-

l›m. Yani R’nin öyle bir altkümesini bulal›m ki, R’nin bu alt-

kümeden daha büyük bir altkümesi R’ye eflit olsun. Yan›t› ge-

ne biliyoruz: E¤er a, R’nin herhangi bir eleman›ysa, R \ {a} kü-

mesi R’nin maksimal bir özaltkümelerinden biridir, R’nin on-

dan daha büyük bir özaltkümesi yoktur.

Bu sefer birden fazla yan›t var, R’nin her a eleman› için bir

çözüm (R \ {a} çözümünü) bulabiliriz.

Ayn› yöntemi denersek bu sefer de birinci örne¤imizdeki

zorlu¤a toslar›z: E¤er

A0 % A1 % A2 % A3 % ... % An % ...

herbiri R’nin özaltkümesiyse, bunlar›n hepsini birden içeren bir

küme R’ye eflit olmak zorunda olabilir, yani bunlar›n hepsinin
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bileflimi R olabilir. Örne¤in, n $ N için,

An = (",, n)

aral›¤›ysa, bu An’lerin hepsi özaltkümedir, hiçbiri maksimal bir

özaltküme de¤ildir, ama bileflimleri R’dir.

Bu zorlu¤u yenmek için bu problemi bir önceki probleme

dönüfltürüp belli bir a için (a = 1 olabilir), bu belirlenmifl a’y›

içermeyen maksimal bir altkümeyi bulmaya çal›flmal›y›z. fians

bu ya, a’y› içermeyen maksimal bir altküme R’nin maksimal

bir özaltkümesidir.

22.4. Orta Zorlukta Bir Problem
fiimdi bir baflka probleme el atal›m. Bu problem daha zor

olacak. Kesirli say›lar kümesi Q’nün ç›karma alt›nda kapal› ve

1’i içermeyen maksimal bir altkümesini bulmaya çal›flal›m. Ya-

ni öyle bir M & Q kümesi bulmaya çal›flal›m ki,

1. Her x, y $ M için, x " y $ M olsun.

2. 1 say›s› M’de olmas›n.

3. M, Q’nün yukardaki iki koflulu sa¤layan maksimal bir

altkümesi olacak. Yani M % N & Q ise, N ya ç›karma alt›nda

kapal› olmayacak (yani birinci koflulu sa¤lamayacak) ya da 1’i

içerecek (yani ikinci koflulu sa¤lamayacak).

“Maksimal” koflulundan vazgeçip ilk iki koflulu sa¤layan

bir küme bulal›m. # ya da {0} bu tür kümelerdendir. Çift say›-

lar kümesi 2Z de ç›karma alt›nda kapal›d›r ve 1’i içermez. Bu

iki özelli¤i sa¤layan herhangi bir küme alal›m ve bu kümeye A0

ad›n› verelim. E¤er A0 ilk iki koflulu sa¤layan maksimal bir kü-

meyse sorun yok, çözüme ulaflt›k. De¤ilse, ilk iki koflulu sa¤la-

yan ve A0’dan daha büyük bir A1 % Q vard›r.

Bu ifllemi sürdürelim.

A0 % A1 % A2 % A3 % ... % An

kümelerini elde ederiz. Amac›m›za henüz ulaflmam›flsak, yani An,

ilk iki koflulu sa¤layan maksimal bir küme de¤ilse devam edelim.

Sonlu bir aflamada ilk iki koflulu sa¤layan Q’nün maksimal bir
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altkümesine rastlamam›flsak flöyle bir zincir elde ederiz:

A0 % A1 % A2 % A3 % ... % An % ...

Bunlar›n her biri Q’nün 1’i içermeyen ve ç›karma alt›nda kapa-

l› altkümeleri, ama hiçbiri en büyü¤ü de¤il, her biri bir önce-

kinden daha fazla eleman içeriyor. Bunlar›n bileflimini alal›m:

A! = +n $ N An.

A! da 1’i içermez, çünkü An’lerin hiçbiri 1’i içermiyor. (A!’n›n

1’i içermesi için An’lerin en az birinin 1’i içermesi gerekir.) Ay-

r›ca A! da ç›karma alt›nda kapal›d›r. Bunu kan›tlayal›m.

A!’dan iki eleman alal›m, diyelim x ve y. Bu iki eleman A!’da

oldu¤undan, herbiri An’lerden birindedir, ama ikisi birden ay-

n› An’de olmayabilir, en az›ndan bundan henüz emin de¤iliz,

birazdan olaca¤›z ama... Diyelim,

x $ An ve y $ Am.

fiimdi ya n ≤ m ya da m ≤ n. Durum x ve y aç›s›ndan simetrik

oldu¤undan, birinin di¤erinden fark› yok, dolay›s›yla gönül ra-

hatl›¤›yla n ≤ m eflitsizli¤ini varsayabiliriz. Böylece,

x $ An & Am

olur. Demek ki hem x, hem de y, Am’deler. Ama Am ç›karma

alt›nda kapal›. Buradan x " y $ Am ç›kar. Ama flimdi, Am & A!

oldu¤undan, x " y $ A! ç›kar. Böylece A! kümesinin ç›karma

alt›nda kapal› oldu¤unu kan›tlam›fl olduk.

Demek ki bir sonraki aflamada A! kümesini alabiliriz. Bu

küme An’lerin hepsinden daha büyük ve ayr›ca 1’i içeriyor ve

de ç›karma alt›nda kapal›. Kald›¤›m›z yerden A0 yerine A! ile

devam edelim. E¤er A! kümesi, 1’i içermeyen ve ç›karma alt›n-

da kapal› olan maksimal bir kümeyse, o zaman iflimiz bitti, is-

tedi¤imizi bulduk. Öyle de¤ilse, o zaman, A!’y› altküme olarak

içeren (yani A!’n›n üstkümesi olan) ama A!’dan daha fazla ele-

man içeren öte yandan 1’i içermeyen ve gene ç›karma alt›nda

kapal› bir küme var demektir. Bu kümeye A!+1 diyelim. E¤er

A!+1 kümesi 1’i içermeyen ve ç›karma alt›nda kapal› maksimal

bir kümeyse, o zaman problemimizi çözdük demektir... De¤il-
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se, A!+1’in, A!+1’den daha büyük ve 1’i içermeyen ve ç›karma

alt›nda kapal› bir üstkümesi var demektir. Bu kümeye A!+2 di-

yelim... Bunu böylece sürdürürüz... E¤er

A! % A!+1 % A!+2 % ... % A!+n % ... 

zincirinin A!+n halkalar›ndan hiçbiri 1’i içermeyen ve ç›karma

alt›nda kapal› maksimal bir küme de¤ilse, bunlar›n bileflimi ör-

ne¤in, 1’i içermeyen ve ç›karma alt›nda kapal› ve yukardakile-

rin herbirinden daha büyük bir kümedir. Böyle bir kümeye A!2

ad›n› verelim. E¤er A!2 kümesi 1’i içermeyen ve ç›karma alt›n-

da kapal› maksimal bir kümeyse, o zaman problemimizi çöz-

dük demektir... De¤ilse, ifllemi devam ettirebiliriz... E¤er belli

bir aflamada, 1’i içermeyen ve ç›karma alt›nda kapal› maksimal

bir altkümeye rastlarsak o zaman çabalar›m›z amac›na ulaflm›fl

demektir, dural›m. Ama e¤er kümeleri hep 1’i içermeyecek ve

ç›karma alt›nda kapal› olacak biçimde büyütebiliyorsak, bir

ad›m ileri gidelim. Hep ileri gidebilece¤imizi biliyoruz.

A!2 % A!2+1 % A!2+2 % ... % A!2+n % ... 

E¤er sürekli baflar›s›zl›¤a u¤ram›flsak, bir sonraki aflamada

bu kümelerin bileflimini içeren ama 1’i içermeyen ve ç›karma

alt›nda kapal› herhangi bir küme al›p buna A!3 diyelim ve yo-

lumuza devam edelim...

Bir zaman sonra istedi¤imiz kümeye rastlayacak m›y›z? Zor

soru...

Çözüm: Yukardaki yöntemi terkedelim, belli ki bir yere vara-

mayacak. Arad›¤›m›z kümelerden birini ayan beyan yazaca¤›m:

p herhangi bir asal say› olsun.

M = {pa/b : a, b $ Z ve p, b’yi bölmüyor}

olsun. M ç›karma alt›nda kapal›d›r, bunu görmek kolay. Ayr›-

ca M, 1’i de içermez; çünkü aksi takdirde, p’nin b’yi bölmedi¤i

a, b $ Z tamsay›lar› için 1 = pa/b olur, buradan pa = b ve p’nin

b’yi böldü¤ü ç›kar ki bunun böyle olmad›¤›n› biliyoruz... De-
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mek ki 1 * M.

fiimdi M’nin, Q’nün bu iki özelli¤i olan maksimal bir alt-

kümesi oldu¤unu kan›tlayal›m. N, M’den daha büyük ve ç›kar-

ma alt›nda kapal› herhangi bir kesirli say›lar kümesi olsun. 1’in

N’de oldu¤unu kan›tlayaca¤›z ve böylece istedi¤imiz kan›tlan-

m›fl olacak.

Önce ç›karma alt›nda kapal› kümelerin çok bilinen ve ko-

lay kan›tlanan bir özelli¤ini verelim:

Önsav 22.1. E¤er N ç›karma alt›nda kapal›ysa ve boflküme

de¤ilse, o zaman 0 $ N ve N toplama alt›nda da kapal›d›r. Ay-

r›ca N’de olan bir eleman›n eksisi de N’dedir.

Kan›t: N ' # oldu¤undan, N ’de en az bir eleman vard›r. a

ve b, (birbirine eflit ya da de¤il) N ’nin herhangi iki eleman› ol-

sun. N ç›karma alt›nda kapal› oldu¤undan, 

0 = a " a $ N, 

"a = 0 " a $ N 

ve 

a + b = a " ("b) $ N. ■

Sonuç 22.2. N ve M, Q’nün ç›karma alt›nda kapal› iki alt-

kümesi olsun. M & N ve x $ M ise o zaman M + Zx & N ’dir.

fiimdi biraz önce tan›mlad›¤›m›z,

M = {pa/b : a, b $ Z ve p, b’yi bölmüyor}

kümesinin, 1’i içermeyen ve ç›karma alt›nda kapal› maksimal

kesirli say› kümesi oldu¤unu kan›tlayal›m.

Teorem 22.3. M, 1’i içermeyen ve ç›karma alt›nda kapal›

bir maksimal kesirli say› kümesidir.

Kan›t: N, M’nin ç›karma alt›nda kapal› herhangi bir üstkü-

mesi olsun. Diyelim, N’de olan ama M’de olmayan bir x kesir-

li say›s› var. a ve b tamsay›lar› için, x = a/b yazal›m. a ve b’nin
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birbirine asal olduklar›n› varsayabiliriz. x, M’de olmad›¤›ndan,

p, a’y› bölmez. Demek ki a ve p birbirine asallar. Dolay›s›yla

pu + av = 1 eflitli¤ini sa¤layan u ve v tamsay›lar› vard›r [S]. Do-

lay›s›yla,

pu + vbx = pu + vb(a/b) = pu + va = 1.

Ama pu = pu/1 $ M ve vbx $ Zx. Dolay›s›yla,

1 = pu + vbx $ M + Zx & N.

Böylece, M’nin özaltkümesi oldu¤u ç›karma alt›nda kapal› her

kesirli say› kümesinin 1’i içermek zorunda oldu¤unu kan›tla-

d›k. Demek ki M, 1’i içermeyen ve ç›karma alt›nda kapal› olan

Q’nün bir maksimal altkümesidir. ■

22.4. Çetin Bir Problem 
Son olarak çetin bir problemi ele alaca¤›z. Problemimiz bir

önceki problemin benzeri olacak. Yaln›z bu sefer Q’nün de¤il

R’nin altkümeleriyle u¤raflaca¤›z.

R’nin ç›karma alt›nda kapal› ve 1’i içermeyen maksimal bir

altkümesini bulmaya çal›flaca¤›z.

Yöntemimizi biliyorsunuz, e¤er ç›karma alt›nda kapal› ve

1’i içermeyen bir küme maksimalsa, dural›m; de¤ilse o küme-

den bir büyü¤ü vard›r. fiimdi o büyük kümeden hareket edelim.

Bunu böylece sürdürelim. E¤er hiçbir zaman maksimal bir kü-

meye rastlamazsak, o zaman

A0 % A1 % A2 % A3 % ... % An % ...

diye bir dizi elde ederiz. Bu dizideki kümelerin her biri bir öncekin-

den daha büyüktür. Her biri ç›karma alt›nda kapal›d›r. Hiçbirin-

de 1 yoktur. fiimdi bu kümelerin bileflimini alal›m. Bu bileflim de

ç›karma alt›nda kapal›d›r ve 1’i içermez. fiimdi A0’la yapt›¤›m›z›

bu bileflimle yapal›m. Ve bunu ç›karma alt›nda kapal› ve 1’i içer-

meyen maksimal bir kümeye rastlayana dek sürekli sürdürelim.

Bu yöntemle, böyle bir kümeye rastlama flans›m›z var m›?

[S‹] ders notlar›nda gördüklerimiz böyle bir maksimal kümeye
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rastlayaca¤›m›z konusunda bize bir güvence veremez.

Peki, bir önceki problemdeki gibi, ç›karma alt›nda kapal› ve

1’i içermeyen maksimal bir kümeyi - sanki gökten inmifl gibi -

okurlara sunabilir miyiz?

Sunamay›z! Sadece biz de¤il kimse sunamaz.

Böyle bir kümenin varl›¤› bir sonraki bölümde söz edece¤imiz

Zorn Önsav› kullan›larak kan›tlanabilir. Zorn Önsav›’n›n kan›t›

da Seçim Aksiyomu’nu gerektirir, Seçim Aksiyomu olmadan ya-

p›lamaz. 

Seçim Aksiyomu’nun yard›m›yla kan›tlayaca¤›m›z Zorn Ön-

sav› sayesinde, elle, ak›lla, emek vererek bulamayaca¤›m›z mate-

matiksel nesnelerin varl›¤›n› kan›tlayabilece¤iz. 
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