22. Zorn Onsavr’na Giris

22.1. imkansiz Bir Problem
I mkansiz bir problemle baslayalim: Gergel sayilar kiimesi
R’nin maksimal bir sonlu altkiimesini bulmaya ¢alisalim...

Dogru anladimiz! Dedigimiz gibi imkansiz bir problemi ¢6z-
meye calisacagiz... Gergel sayilardan olusan 6yle bir sonlu ki-
me bulmaya calisacagiz ki, bu kiimeden daha fazla gercel say1
iceren higbir gergel sayi kiimesi sonlu olamasin...

Boyle bir kiime olamaz elbet. Eger bir kiimenin sonlu sayi-
da elemani varsa, bu kiimeye yeni bir eleman ekleyerek ondan
daha buiytik ama gene sonlu sayida elemani olan bir baska kii-
me elde ederiz.

Biz gene de boyle bir kiime bulmaya calisalim. Calismakla

R

R’nin tim altkiimeleri

Olsalardi, en biiyiik sonlu altkiimeler burada (sinirda)
olacaklardi. Yeni bir eleman daha eklendiginde
bu kiimeler sonsuz olacaklardi...

R’nin sonlu altkiimeleri
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beyin aginmaz! Maksat komiklik olsun.

Aradigimiz, “en buytuk” sonlu kiime degil, yani tim sonlu
kiimeleri altkiime olarak iceren sonlu bir kiime aramiyoruz. Sa-
dece o sonlu kiimeden daha biiyiik bir sonlu altkiime olmama-
sini istiyoruz. (Aradaki kuguciik fark: caktiniz mi?)

R’nin sonlu bir altkiimesini alalim. Eger bu kiime R’nin
maksimal bir sonlu altktimesiyse isimiz is. Degilse (ki degildir!) o
zaman bu kiimeden daha buiyiik ama hala sonlu bir kiime daha
vardir. (Kiimelerimiz hep R’nin altkiimeleri olsunlar, artik bunu
surekli tekrarlamayalim.) Simdi eskisinden daha biuiyiik olan bu
yeni kiimeye bakalim. Bu yeni kiimenin maksimal sonlu kiime
olma olasiligi eski kiimeye gore daha yuksek tabii... Eger bu ye-
ni kiime maksimal bir sonlu kiimeyse, isimiz is, istedigimizi elde
ettik. Degilse, o zaman bu kiimeden daha biiyiik sonlu bir kiime
daha vardir (ki var, biliyoruz). Simdi bu en yeni sonlu kiimeye
bakalim, acaba bu en yeni sonlu kiime maksimal bir sonlu kiime
mi? Eger 6yleyse maksimal bir sonlu kiime bulduk ve sorunumu-
zu hallettik. Degilse, bu kiimeden daha biiyiik bir sonlu altkiime
vardir. Simdi bu sonlu altkiimeye bakalim, acaba bu en gicir son-
lu kiitme maksimal bir sonlu altkiime mi?..

Birinci kiimemize A diyelim. Eger A;, R’nin maksimal bir
sonlu altkiimesiyse, sorun yok. (Ama olmadigini biliyoruz; eger
a, Ay’da olmayan bir gergel sayiysa, A, U {a}, Ay’dan daha bu-
yuk sonlu bir kiimedir. ). Diyelim sansimiz yaver gitmedi (!) ve
Ay, R’nin maksimal bir sonlu altkiimesi degil, ondan daha bu-
yik sonlu bir kiime var. Ay’dan daha buiyiik sonlu bir kiime
alalim ve bu kiimeye A; diyelim. A;, maksimal bir sonlu kiime
degilse, A;’den daha buiyiik sonlu bir kiime vardir. Bu kiimeye
de A, diyelim. Bunu boylece siirdiirebiliriz:

AjpcAjcAycAsc...c A,
Bunlarin biri maksimal bir sonlu kiimeyse imkansiz problemi-
mizi ¢ozdiik demektir. Ama degilse islemi sonsuza kadar siirdu-
rebiliriz. Surdirelim:



22. Zorn Onsavr'na Giris 231

AjycAjcAycAsc...cA,c..
Boyle bir diziye zincir adini verelim.

Yukardaki zincirin A,, “halkalar1” sonlu gercel say1 kiimele-
ri. Herbirinin bir 6ncekinden daha fazla elemani var. Dolayisiy-
la hi¢biri maksimal bir sonlu kiime degil. Bunlarin herbirinden
daha biiyiik ama hala sonlu bir gergel say1 kiimesi bulup bu kii-
menin maksimal bir sonlu kiime olup olmadigina bakalim... Bu-
lacagimiz bu yeni kiime A,’lerin hepsini (altkiime olarak) iger-
mek zorunda oldugundan sonlu olamaz maalesef. Ama olsaydi
ne giizel olurdu... Bu, biitiin A, ’leri iceren sonlu kiimeye A, der
ve kaldigimiz yerden devam ederdik... Durum soyle olurdu:

ApcAjcAycAsc...cA,c..c A,

Eger A, maksimal bir sonlu kiimeyse sorunu ¢6zmiis olurduk.
Degilse (ki degil, ¢cinkii A, sonlu bile degil), o zaman A, ’dan da-
ha biiytik sonlu bir kiime bulur ve ayni islemi maksimal bir son-
lu altkiimeye toslayana dek siirekli tekrarlardik. Bir zincire geldi-
gimizde ise zincirin bilesimini iceren sonlu bir kiime bulmay:
umup gene yolumuza devam ederdik. Bu yontemi hi¢ durmadan
tekrarlayarak maksimal bir sonlu kiime bulmaya c¢aligabilirdik.

Ama ne yazik ki bunlar hayal, biitiin A,’leri iceren A, gibi
sonlu bir kiime yok evrende.

22.2. Cok Kolay Bir Problem

Gene cok kolay bir problem ele alalim, ama bu sefer lutfen
¢coziimi olsun! Bu sefer R’nin 1’i icermeyen maksimal bir alt-
kiimesini bulalim.

Gergekten ¢ok kolay bir problem bu. Tek bir ¢6ziimi var:
R\ {1}. Yani bu sefer sadece maksimal degil, gercekten de ko-
sulumuzu saglayan en biiyiik altkiime var. Ama biz bu ¢6ziimu
bilmedigimizi varsayarak yukardaki yontemi deneyelim.

R’nin 1’i icermeyen herhangi bir altkiimesinden baslayalim.
Bu altkiime boskiime de olabilir, {0} ya da {n} kimesi de olabi-
lir, hatta, sans bu ya, R\ {1} kiimesi de olabilir; onemli olan 1’i
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icermemesi. 1’1 icermeyen bu ilk kiimeye A, diyelim. Eger A,
kiimesi 1’1 icermeyen maksimal bir altkiimeyse, o zaman keyfi-
mize diyecek yok, problemi ¢6zditk. Ama diyelim A, kiimesi 1’1
icermeyen maksimal bir kiime degil. O zaman A1 iceren ve
Ay’dan daha fazla eleman: olan ama 1’1 icermeyen bir A; ki-
mesi vardir. Eger A; kiimesi 1’i icermeyen maksimal bir kii-
meyse, 0 zaman problemimizi ¢ozdik demektir. Ama diyelim
A; kiimesi 1’1 igermeyen maksimal bir kiime degil. O zaman
Aj’iigeren ve A;’den daha fazla elemani olan ama hala daha 1’1
icermeyen bir A, kiimesi vardir. Eger A, kiimesi 1°i icermeyen
maksimal bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢6zdiik demek-
tir... Bunu boylece devam ettirelim. Eger belli bir asamada, di-
yelim 7’inci asamada A, kiimesi 1’i icermeyen maksimal bir
kiimeyse, o zaman problemimizi ¢6zdiik demektir... Diyelim
higbir A,,, 1’1 icermeyen maksimal bir kiime degil, stirekli daha
biytgtini buluyoruz. Durumu resmedelim:
AgcAjcAycAs3c...cA,c..

ve Ozetleyelim: Bunlarin hepsi gergel say1 kiimeleri ve higbiri 1°i
icermiyor ve herbirinin bir oncekinden daha fazla elemani var.

Bunlarin herbirinden daha buyiik ve 1°i igermeyen bir k-
me bulup bu kiimenin 1’i icermeyen maksimal bir kiime olup
olmadigina bakalim. Bulacagimiz bu yeni kiimenin A,’lerin
hepsinden daha biiyiik olmasini istedigimizden, A,’lerin hepsi-
ni altkiime olarak icermek zorundadir. Bir onceki Ornekte
A,’lerin hepsinden daha biiyiik ve sonlu bir kiime bulamamis-
tik, yoktu 6yle bir kiime, bakalim simdi bulabilecek miyiz? He-
yecan son haddinde!

Biitiin bu A,’lerin bilesimini alirsak, A,’lerin hepsinden da-
ha buytk bir kiime buluruz elbet. Ayrica, A,’lerin higbiri 1’1
eleman olarak igermediginden, bilesim de 1’i eleman olarak
icermez. Ne giizel!

Demek ki tim A,’leri altkiime olarak iceren ama 1’i eleman
icermeyen en az bir kiime vardir. A, bu kiimelerden biri olsun.
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Ornegin
Ay ="y e N A,
olabilir, ama bundan daha biiyiik bir kiime de olabilir, ne oldu-
gu pek onemli degil, 6nemli olan A ’nin A,’lerin hepsini altkii-
me olarak icermesi ama 1’icermemesi. (Bu arada, kafa karistir-
mamak i¢in parantez i¢inde soyleyelim: \U,, _ A, nin kiime ol-
dugu hic¢ de bariz degildir. \U,, _ y A, ’nin kiime oldugu ZFC’nin
aksiyomlarina dayanilarak kanitlanmali. Miinasip A,’ler secile-
rek bu kanitlanabilir. Ama okur bu yazilik bunu 6nemsemesin.)
Kaldigimiz yerden A, yerine A, ile devam edelim. Eger A,
kiimesi 1’i icermeyen maksimal bir kiimeyse, o zaman basariya
ulastik demektir... Degilse, A,’y1 altkiime olarak iceren ama
A,’dan daha biiyiik olan ve 1’1 icermeyen bir kiime var demek-
tir. Bu kiimeye A,,; diyelim. Okur tahmin ediyordur bundan
sonra ne yapacagimizi. Eger A, kiimesi 1’1 icermeyen maksi-
mal bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢6zdik demektir...
Degilse, A,,;’in, A,,,’den daha biiyiik ve 1’1 icermeyen bir ust-
kiimesi var demektir. Bu kiimeye A,,,, diyelim... Bunu boylece
surdiririz... Eger
Ay CcAp1 €A © oo €AYy C eee
zincirinin A, halkalarindan hicbiri 1’1 icermeyen maksimal
bir kiime degilse, bunlarin bilesimi 6rnegin, 1’i icermeyen ve
yukardakilerin herbirinden daha

R\ (1} buyik bir kimedir. Boyle bir

R’nin 1’1 igermeyen
altkimelert kiimeye A, adin verelim. Eger
A, kiimesi 1’1 icermeyen maksi-
mal bir kiimeyse, o zaman prob-
lemimizi ¢6zditk demektir... De-
gilse, islemi devam ettirebiliriz...
Eger belli bir asamada, 1’i icer-
meyen maksimal bir altkiimeye
(yani R\ {1}’e, ama sonucun bu

> oldugunu bilmiyormus gibi dav-
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raniyoruz) rastlarsak o zaman gayretlerimiz amacina ulasmig
demektir, duralim. Ama eger kiimeleri hep 1°i icermeyecek bi-
¢imde buyttebiliyorsak, bir adim ileri gidelim. Hep ileri gidebi-
lecegimizi biliyoruz.

Ay CTA1 CTAN2 T e TALn C e

Eger hep basarisizhiga ugramigsak, bir sonraki agamada bu
kiimelerin bilegimini iceren ama 1’i icermeyen herhangi bir kii-
me alip buna A ; diyelim ve yukardaki gibi devam edelim.

Peki ama bu durmadan ileri gitmenin bir sonu gelecek mi?
En sonunda, gerekirse sonsuz hatta ¢cok sonsuz adimi asip R\
{1} kiimesine ulasabilecek miyiz?

Bu sorunun yanitt hi¢ de bariz degil. R ¢ok biiyiik bir kiime
oldugundan ulagmak istedigimiz R \ {1} kiimesi de bayag: bii-
yuktur, sayilamaz sonsuzluktadir. (Bunun ne demek oldugunu
bilmeyen umursamasin.) Yukardaki yontemle zaten bildigimiz R
\ {1} ¢6ziimiine ulagip ulasamayacagimizdan emin olamayiz.

22.3. Benzer Bir Problem

Bu sefer R’nin maksimal bir 6zaltkiimesini bulmaya calisa-
lim. Yani R’nin 6yle bir altkiimesini bulalim ki, R’nin bu alt-
kiimeden daha buyiik bir altkiimesi R’ye esit olsun. Yanit1 ge-
ne biliyoruz: Eger a, R’nin herhangi bir elemaniysa, R \ {a} k-
mesi R’nin maksimal bir 6zaltkiimelerinden biridir, R’nin on-
dan daha biiyiik bir 6zaltkiimesi yoktur.

Bu sefer birden fazla yanit var, R’nin her a elemani i¢in bir
¢ozum (R \ {a} ¢cozumiint) bulabiliriz.

Ayni yontemi denersek bu sefer de birinci 6rnegimizdeki
zorluga toslariz: Eger

AgcAjcAycA3c...cA,c..

herbiri R’nin 6zaltkiimesiyse, bunlarin hepsini birden igeren bir
kiime R’ye esit olmak zorunda olabilir, yani bunlarin hepsinin
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bilesimi R olabilir. Ornegin, 7 € N icin,

A, = (=, n)
aralhigiysa, bu A, lerin hepsi 6zaltkiimedir, hi¢biri maksimal bir
ozaltkiime degildir, ama bilesimleri R’dir.

Bu zorlugu yenmek i¢in bu problemi bir 6nceki probleme
donusturiip belli bir a igin (@ = 1 olabilir), bu belirlenmig a’y1
icermeyen maksimal bir altkiimeyi bulmaya ¢aligmaliyiz. Sans
bu ya, @’y1 igermeyen maksimal bir altkime R’nin maksimal
bir 6zaltkiimesidir.

22.4. Orta Zorlukta Bir Problem

Simdi bir baska probleme el atalim. Bu problem daha zor
olacak. Kesirli sayilar kiimesi Q’niin ¢ikarma altinda kapali ve
1’i igermeyen maksimal bir altkiimesini bulmaya c¢alisalim. Ya-
ni oyle bir M < Q kiimesi bulmaya ¢aligalim ki,

1. Her x, y € M i¢in, x —y € M olsun.

2. 1 sayis1 M’de olmasin.

3. M, Q’niin yukardaki iki kosulu saglayan maksimal bir
altkiimesi olacak. Yani M < N < Q ise, N ya c¢ikarma altinda
kapali olmayacak (yani birinci kogulu saglamayacak) ya da 1’i
icerecek (yani ikinci kogulu saglamayacak).

“Maksimal” kosulundan vazgegip ilk iki kogulu saglayan
bir kiitme bulalim. & ya da {0} bu tiir kiimelerdendir. Cift say1-
lar kiimesi 27 de ¢ikarma altinda kapalidir ve 1’1 icermez. Bu
iki 6zelligi saglayan herhangi bir kiime alalim ve bu kiimeye A,
adini verelim. Eger A ilk iki kosulu saglayan maksimal bir k-
meyse sorun yok, ¢oziime ulastik. Degilse, ilk iki kosulu sagla-
yan ve Ay’dan daha buytk bir A} ¢ Q vardur.

Bu islemi siirdiirelim.

AjpcAicAycAsc...c A,
kiimelerini elde ederiz. Amacimiza hentiz ulasmamigsak, yani A,
ilk iki kosulu saglayan maksimal bir kiime degilse devam edelim.
Sonlu bir asamada ilk iki kosulu saglayan Q’niin maksimal bir
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altkimesine rastlamamigsak soyle bir zincir elde ederiz:
AycAjcAycAjc...cA,c..
Bunlarin her biri Q’niin 1’i icermeyen ve ¢ikarma altinda kapa-
Ii altkiimeleri, ama hi¢biri en buytugu degil, her biri bir 6nce-
kinden daha fazla eleman igeriyor. Bunlarin bilesimini alalim:
A(o =U,en Ay
A, da 1’1 igermez, ¢uinkii A,’lerin higbiri 1’1 igermiyor. (A, nin
1’1 igermesi icin A,’lerin en az birinin 1’1 igermesi gerekir.) Ay-
rica A, da c¢ikarma altinda kapalidir. Bunu kanitlayalim.
A, dan iki eleman alalim, diyelim x ve y. Bu iki eleman A, ’da
oldugundan, herbiri A,’lerden birindedir, ama ikisi birden ay-
ni A,’de olmayabilir, en azindan bundan heniiz emin degiliz,
birazdan olacagiz ama... Diyelim,
xeA,veyeA,,.
Simdi ya # < m ya da m < n. Durum x ve y agisindan simetrik
oldugundan, birinin digerinden farki yok, dolayisiyla goniil ra-
hathigiyla # < m esitsizligini varsayabiliriz. Boylece,
xeA,cA,
olur. Demek ki hem x, hem de y, A,,’deler. Ama A,, ¢ikarma
altinda kapali. Buradan x —y € A, ¢ikar. Ama simdi, A,, € A,
oldugundan, x — y € A, cikar. Boylece A, kiimesinin ¢ikarma
altinda kapali oldugunu kanitlamig olduk.

Demek ki bir sonraki asamada A, kiimesini alabiliriz. Bu
kiime A,’lerin hepsinden daha biiyiik ve ayrica 1’i igeriyor ve
de ¢ikarma altinda kapali. Kaldigimiz yerden A, yerine A, ile
devam edelim. Eger A kiimesi, 1’i igermeyen ve ¢ikarma altin-
da kapali olan maksimal bir kiimeyse, o zaman isimiz bitti, is-
tedigimizi bulduk. Oyle degilse, o zaman, A ’y1 altkiime olarak
iceren (yani A, ’nin tistkiimesi olan) ama A, ’dan daha fazla ele-
man iceren Ote yandan 1’1 icermeyen ve gene ¢ikarma altinda
kapali bir kiime var demektir. Bu kiimeye A, diyelim. Eger
A, .1 kimesi 1’1 igermeyen ve ¢ikarma altinda kapali maksimal
bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢ozdik demektir... Degil-
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se, A,,1'In, A,,;’den daha buyiik ve 1’i icermeyen ve ¢ikarma
altinda kapali bir tistkiimesi var demektir. Bu kiimeye A, ,, di-
yelim... Bunu boylece siirduirturiiz... Eger
Ay C A1 €A © oo €Ay C eee
zincirinin A,, halkalarindan hi¢biri 1°i igermeyen ve ¢ikarma
altinda kapali maksimal bir kiime degilse, bunlarin bilesimi 6r-
negin, 1’i icermeyen ve ¢ikarma altinda kapali ve yukardakile-
rin herbirinden daha buyiik bir kiimedir. Boyle bir kiimeye A,
adini verelim. Eger A, kiimesi 1’i icermeyen ve ¢ikarma altin-
da kapali maksimal bir kiimeyse, o zaman problemimizi ¢6z-
dik demektir... Degilse, islemi devam ettirebiliriz... Eger belli
bir agamada, 1’i icermeyen ve ¢ikarma altinda kapali maksimal
bir altkiimeye rastlarsak o zaman c¢abalarimiz amacina ulagmis
demektir, duralim. Ama eger kiimeleri hep 1’i icermeyecek ve
cikarma altinda kapali olacak bi¢imde buyutebiliyorsak, bir
adim ileri gidelim. Hep ileri gidebilecegimizi biliyoruz.
Ay €A1 CAG2 T e TALn C oo

Eger siirekli basarisizhiga ugramissak, bir sonraki asamada
bu kiimelerin bilesimini iceren ama 1’i icermeyen ve ¢ikarma
altinda kapali herhangi bir kiime alip buna A5 diyelim ve yo-
lumuza devam edelim...

Bir zaman sonra istedigimiz kiimeye rastlayacak miyiz? Zor
soru...

Coziim: Yukardaki yontemi terkedelim, belli ki bir yere vara-
mayacak. Aradigimiz kiimelerden birini ayan beyan yazacagim:

p herhangi bir asal say1 olsun.

M = {palb : a, b € Z ve p, b’yi bolmuyor}

olsun. M ¢ikarma altinda kapalidir, bunu gérmek kolay. Ayri-
ca M, 1’i de icermez; ¢linkii aksi takdirde, p’nin £’yi bolmedigi
a, b € Z tamsayilari icin 1 = pa/b olur, buradan pa = b ve p’nin
b’yi boldigi cikar ki bunun boyle olmadigini biliyoruz... De-



238 22. Zorn Onsavr'na Giris

mek ki 1 ¢ M.

Simdi M’nin, Q’ntin bu iki 6zelligi olan maksimal bir alt-
kiimesi oldugunu kanitlayalim. N, M’den daha biyiik ve ¢cikar-
ma altinda kapali herhangi bir kesirli sayilar kiimesi olsun. 1’in
N’de oldugunu kanitlayacagiz ve boylece istedigimiz kanitlan-
mis olacak.

Once ¢ikarma altinda kapali kiimelerin ¢ok bilinen ve ko-
lay kanitlanan bir 6zelligini verelim:

Onsav 22.1. Eger N ¢ikarma altinda kapaliysa ve boskiime
degilse, o zaman 0 € N ve N toplama altinda da kapalidir. Ay-
rica N'de olan bir elemanin eksisi de N'dedir.

Kanit: N # & oldugundan, N’de en az bir eleman vardir. a
ve b, (birbirine esit ya da degil) N’nin herhangi iki elemani ol-
sun. N ¢ikarma altinda kapali oldugundan,

O=a—-aeN,
—a=0-aeN
ve
a+b=a-(-b) e N. O

Sonug 22.2. N ve M, Q’niin ¢tkarma altinda kapali iki alt-
kiimesi olsun. M < N ve x € M ise o zaman M + Zx < N’dir.

Simdi biraz 6nce tanimladigimiz,
M = {palb : a, b € Z ve p, b’yi bolmiiyor}
kiimesinin, 1’i icermeyen ve ¢ikarma altinda kapali maksimal
kesirli say1 kiimesi oldugunu kanitlayalim.

Teorem 22.3. M, 1’i icermeyen ve c¢ikarma altinda kapali
bir maksimal kesirli say: kiimesidir.

Kanit: N, M’nin ¢ikarma altinda kapali herhangi bir tistki-
mesi olsun. Diyelim, N’de olan ama M’de olmayan bir x kesir-
li sayisi var. a ve b tamsayilari igin, x = a/b yazalim. a ve b’nin
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birbirine asal olduklarini varsayabiliriz. x, M’de olmadigindan,
p, @’y1 bolmez. Demek ki a ve p birbirine asallar. Dolayisiyla
pu + av = 1 esitligini saglayan u ve v tamsayilari vardir [S]. Do-
layisiyla,
pu + vbx = pu + vb(alb) = pu + va = 1.
Ama pu = pul/l € M ve vbx € Zx. Dolayisiyla,
1=pu+vbx e M+ Zx < N.
Boylece, M’nin 6zaltkiimesi oldugu ¢ikarma altinda kapali her
kesirli say1 kiimesinin 1’i icermek zorunda oldugunu kanitla-
dik. Demek ki M, 1’i icermeyen ve ¢ikarma altinda kapali olan
@Q’niin bir maksimal altkiimesidir. (]

22.4. Cetin Bir Problem

Son olarak ¢etin bir problemi ele alacagiz. Problemimiz bir
onceki problemin benzeri olacak. Yalniz bu sefer Q’niin degil
R’nin altkimeleriyle ugrasacagiz.

R’nin ¢ikarma altinda kapali ve 1’1 igermeyen maksimal bir
altkimesini bulmaya calisacagiz.

Yontemimizi biliyorsunuz, eger ¢ikarma altinda kapali ve
1’1 icermeyen bir kiime maksimalsa, duralim; degilse o kiime-
den bir buiytigii vardir. Simdi o biiyiik kimeden hareket edelim.
Bunu boylece stirdiirelim. Eger hi¢cbir zaman maksimal bir kii-
meye rastlamazsak, o zaman

AjpcAjcAycAsc...cA, c..

diye bir dizi elde ederiz. Bu dizideki kiimelerin her biri bir 6ncekin-
den daha buiytktir. Her biri ¢ikarma altinda kapahdir. Hicbirin-
de 1 yoktur. Simdi bu kiimelerin bilesimini alalim. Bu bilesim de
ctkarma altinda kapalidir ve 1’1 igermez. Simdi Ay’la yaptigimizi
bu bilesimle yapalim. Ve bunu ¢ikarma altinda kapali ve 1°i iger-
meyen maksimal bir kiimeye rastlayana dek suirekli stirdiirelim.

Bu yontemle, boyle bir kiimeye rastlama sansimiz var mi?
[SI] ders notlarinda gordiiklerimiz boyle bir maksimal kiimeye
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rastlayacagimiz konusunda bize bir giivence veremez.

Peki, bir 6nceki problemdeki gibi, ¢ikarma altinda kapali ve
1’1 icermeyen maksimal bir kiimeyi - sanki gokten inmis gibi -
okurlara sunabilir miyiz?

Sunamayiz! Sadece biz degil kimse sunamaz.

Boyle bir kiimenin varligi bir sonraki bolimde s6z edecegimiz
Zorn Onsavi kullanilarak kamitlanabilir. Zorn Onsavi’nin kamitt
da Secim Aksiyomu’nu gerektirir, Se¢cim Aksiyomu olmadan ya-
pilamaz.

Secim Aksiyomu’nun yardimiyla kanitlayacagimiz Zorn On-
savi sayesinde, elle, akilla, emek vererek bulamayacagimiz mate-
matiksel nesnelerin varhigini kanitlayabilecegiz.




