20. Secim Aksiyomu Neden Dogal-
dir?

u bolimde okuru Se¢im Aksiyomu’nun neden dogal bir
Baksiyom olduguna ikna etmeye ¢alisacagiz. Bu bolum de
okuru ikna etmezse hi¢bir sey etmez!

Cikis noktamiz Bertrand Russell’in ¢ok bilinen sonsuz sayi-
da ¢orap cifti 6rnegi. Sonsuz sayida ¢orap ciftimiz var ve her
corap ciftinden bir tane corap segecegiz. Corap yerine ayakka-
b1 ¢ifti olsaydi, 6rnegin hep sol ayakkabiy1 segerek kolayca bir
secim yapabilirdik. Ama corap ciftlerinin sagi solu belli olma-
digindan, sonsuz sayidaki corap ciftinin her birinden bir tekini
se¢mekte zorlaniriz. Sonlu sayida ¢orap ¢ifti olsa, sorun olmaz
da, sonsuz sayida corap ciftinden birini higbir kurala bagh kal-
maksizin se¢im yapabilmek hi¢ de bariz degildir.

Russell’in 6rnegini aklimizda tutup, bir bagka konuya gege-
lim. Baglantiy1 daha sonra kuracagiz.

Sayilabilir sonsuzlukta bir X kiimemiz olsun. Sayilabilir
sonsuzlukta oldugundan, X’in elemanlarini

X0 X1 X5 X35 X4y oen
olarak siraya dizebiliriz.

Simdi de her x,’nin iki elemanl bir kiime oldugunu varsa-
yalim. Elemanlari, x,, ve x,; olsun. Demek ki,
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Simdi bu x,, kimelerinin bilesimini alalim:

UX = Unoz()x n

= {x00> X01} Y {*x105 X11} U .. U {x0, X1} U -

= {xOo, X01s X105 X115 *++5 X505 Xyl -+ }

Goriildiigii gibi UX

sayilabilir sonsuzlukta bir kii-

medir, elemanlarini 0, 1, 2, 3 diye dogal sayilarla sayabiliyo-

ruz. Nitekim, y,,,; = x,,; olsun:

Yo = X00s
Y1 =Xo01
Y2 =X10s
Y3 =X11
Y4 =X205
Ys =X
Yo =X305
Y7 =X31
Yan = Xn0s
Yone1 = Xuls

Burada bir teorem kanitladik.

lir sonsuzlukta bir kiimedir.

Teorem 20.1. Her elemani iki elemanly bir kiime olan sayi-
labilir sonsuzlukta bir kiimenin elemanlarimin bilesimi sayilabi-
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Simdi ¢orap sorununa geri donelim. Yukardaki her x, bir
corap ciftini simgelesin. Coraplarin teki x,,, digeri x,;. Corap-
lar1 yukaridaki gibi y,,,; = x,; yontemiyle numaralandiralim.
Simdi gostergeci ¢ift olan ¢oraplari, yani vy, ¥, ¥4, Vg, --- Orap-
larini secelim...

Hani sonsuz tane ¢orap ciftinin her birinden bir tane sege-
mezdik? Sectik iste!

Yukardaki kanmit biraz yanhs. Yanhsin nerede oldugunu
acgiklayalim.

x,, iki elemanli bir kiime (bir ¢orap ¢ifti) olsun. x,’nin iki
elemani oldugundan bu iki elemandan birini secip bu elemana
X,0, digerine x,,; adini verebiliriz. Ama tum x,,’ler i¢in boyle bir
se¢im ve kodlama yapmaya hakkimiz yok. (En azindan hakki-
mizin olup olmadigini bilmiyoruz.)

Her x,, kiimesiyle {0, 1} kiimesi arasinda tam iki esleme var-
dir. x,’nin elemanlardan birine x,,, digerine x,; adin1 vermek
demek, bu iki eslemeden birini segmek demektir. Eger esleme-
lere f, ve g, dersek, her {f,, g,} kimesinden bir eleman sectik...
Gene sonsuz bir kiimeden yazili bir kurala bagh kalmaksizin
se¢im yapiyoruz... Bu ancak Se¢im Aksiyomu’yla mumkiindur.

Yukardaki teorem ancak Secim Aksiyomu’nun yardimiyla
kanitlanabilir. Teoremin dogruluguna inaniyorsaniz (en
azindan elemanlar1 2 elemanli kiimelerden olusansayilabilir
sonsuzluktaki kiimeler i¢in) Se¢im Aksiyomu’na inanmalisiniz.



21. Secim Aksiyomu’nun
Yaygin Bir Kullanimi

21.1. Eleman Se¢cmek
Bir A kiimesi verilmis olsun ve A, bir bigimde, hi¢biri bos ol-
mayan ayrik altkiimelere ayrilmis olsun. A’nin bu ayrik altkiime-
lerine “parca” diyelim. Demek ki A, parcalara ayrilmis bir kiime.

o B A
4
1 i

bir parca bir bagka parca

Ornek 21.1. A = R olsun. A’nin ayrik parcalari, i tamsayi-

lar1 igin, [4, i + 1) araliklar1 olsun. Bu araliklar ger¢ekten ayrik-
tirlar ve bilegimleri A’dur.

a
t > f Y R
| il

Ornek 21.2. Gene A = R olsun. 7 € R igin,
r+Q={r+qg:qeQ}
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olsun. Herhangi iki  ve s gergel sayisi icin,
var+Q=s+Qyada(r+ Q) n(s+Q)=¢

olur. (Okura alistirma.) Demek ki R’nin 7 + Q bi¢imindeki alt-

kiimeleri R’yi ayrik parcalara boler.

Simdi bu iki 6rnegi ayr1 ayri irdeleyelim:

Birinci ornekte her [4, i+1) parcasindan kolaylikla bir sayi
(tabir caizse, bir temsilci) segebiliriz; 6rnegin araligin en kiguk
sayist (ve ayni zamanda tek tamsayisi) olan 7’yi segebiliriz. Par-
calardan teker teker sectigimiz bu sayilar ¢ok iyi bildigimiz Z
kiimesini olustururlar. Z, her parcay1 bir ve tek bir noktada,
parcadan segtigimiz noktada keser. Iste resim:

N

X, pargalarimizin kiimesi olsun:
X ={[i, i+1) : i € Z}.
Parcalardan secilen sayilarin olusturdugu Z kiimesinin su

iki 6zelligi vardir:

(P) Her a. € X icin, a. N Z kiimesinin bir ve bir tek eleman
vardur.

Z, bir anlamda, parcalarin temsilci meclisi; Z’de her parga-
dan bir ve bir tane eleman (temsilci) var.

Her parcanin en kiigiik elemani segecegimize, her parcanin
orta noktasini da segebilirdik, yani [4, i+1) parcasindan i + 1/2
noktasini da segebilirdik. Bunlar, bir j tek sayisi igin j/2 tiirtinden
yazilan kesirli sayilardir. Simdi Z bu temsilcilerin kiimesi olsun:

Z ={jl2 :j € Z ve j tek sayi}.
O zaman, Z aynen yukardaki (P) 6zelligini saglar.
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(P) Her o € X icin, oo N Z kiimesinin bir ve bir tek eleman
vardur.

Simdi benzer seyi ikinci 6rnekte yapmaya calisalim. Ikinci
ornegin parcalarindan birini ele alalim. Diyelim 7 + Q’yii ele al-
dik. Simdi bu parcadan bir eleman secelim. € » + Q oldugun-
dan bu parcadan bal gibi » elemanini segebiliriz. Buraya kadar
bir sorun yok.

Bu 6rnekte de birinci 6rnekte oldugu gibi her parcadan bir
eleman sectik. Yalniz ikisinin arasinda ¢ok onemli bir fark var
ve bu 6nemli fark Se¢im Aksiyomu’nun 6zuni olusturuyor.

Birinci 6rnekte X’in bir o elemanindan secilen eleman, o’nin
en kiiciik elemaniydi (yani o’nin tek tamsayisiydi). Biri size ve
bir arkadasiniza a’y1 verse ve o’nin en ki¢iik elemanini bulun
dese, hata yapmadiginiz takdirde ikiniz de ayni elemani bulur-
sunuz, ¢ctinki o’nin bir ve bir tane en ki¢iik elemani vardir.

Simdi gelelim ikinci 6rnege. Diyelim size ve bir arkadasiniza
ikinci 6rnekteki X kiimesinden bir o elemani verildi ve bu o ele-
manindan bir eleman se¢meniz istendi. Yontemimizi uygulaya-
lim: o elemaninin bir 7 € R igin 7 + Q kiimesine esit oldugunu
biliyoruz. Yukarda acikladigimiz yontem, o’dan, yani » + Q’den
7’yi segiyordu. Ama a, bir¢ok » € R icin  + Q’ye esittir. Hatta
o’dan hangi 7 elemanini segerseniz secin, o = 7 + Q olur. Bu 7’ler-
den hangisini se¢meliyiz? Anlattigimiz yontemle, X in verilen bir
o elemanindan sizin ve arkadasinizin ayni elemani elde etme ola-
siligr olduke¢a duisuiktiir, o kadar dusiiktir ki 0’a esittir.

Birinci 6rnekte X’in her o elemanindan bir eleman se¢me
yontemi verilmisti ve bu yontemi kim uygularsa uygulasin hep
ayni eleman seciliyordu. Ikincisinde boyle bir sey sézkonusu
degil. Ikinci 6rnekte o kiimesi ancak » + Q biciminde yazilarak
verilmigse, yani 6zel bir 7 elemani gozler 6niine serilmigse bu
kiimeden tek bir eleman (r’yi) secmesini biliyoruz.

Ikinci 6rnegimizi irdelemeye devam edelim. Birinci 6rnekte
(P) ozelligini saglayan bir Z kiimesi bulmustuk. Bunu ikinci 6r-
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nekte yapmaya kalkisalim.

X:i={r+Q:re R}
olsun. X, aynen birinci 6rnekteki gibi R’yi parcalayan kiimele-
rin kiimesi. Simdi R’nin 6yle bir Z altkiimesi bulalim ki, Z,
X’in her a elemanini tek bir noktada kessin. Iste bulmak iste-
digimiz Z’nin resmi:

o B R

\ \/
ang Z

Boyle bir Z bulmak ¢ok zor degil, X’in her a elemanindan
bir say1 secmek yeterli bunun icin. X’in hi¢bir o eleman1 bogkii-
me olmadigindan, X’in her o elemanindan bir sayr se¢mek
mumkundur. Ancak bu se¢imlerle Z’yi kiime yapmak zordur,
hatta Se¢cim Aksiyomu kullanilmaksizin, se¢im nasil yapilirsa
yapilsin, Z’nin bir kiime oldugu bu ikinci 6rnekte kanitlanamaz.

Giglik, X’in her o elemanini tek bir sayida kesen bir Z top-
lulugu bulmakta degil, giclik, o Z toplulugunu kiime olarak
bulabilmektir.

Se¢im Aksiyomu’yla (P)’yi saglayan bir Z < R bulmak ¢ok
kolaydir: f, X’in se¢cim fonksiyonu olsun. Se¢im Aksiyomu,
X’in boyle bir fonksiyonunun oldugunu séyliyor. Demek ki f
fonksiyonu X’ten R’ye gidiyor ve her o € X igin f(a) € a 6zel-
ligini sagliyor. Simdi Z = f(X) olsun. Z bir kiimedir. (Fonksi-
yonun tanimindan dolay1 bir fonksiyonun imgesi her zaman bir
kiimedir, bkz. [SI]) Ayrica Z, (P) 6zelligini saglar.

Se¢im Aksiyomu olmaksizin R’nin (P) 6zelligini saglayan
bir Z altkiimesini bulamazdik. (Ama bunu bu ders notlarinda
kanitlamamiz mimkiin degildir.)
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Se¢cim Aksiyomu sayesinde, herhangi bir A kiimesi ayrik
altkimelere (pargalara) ayrilmigsa, A’nin, her par¢adan tek bir
eleman igeren bir Z altkiimesini bulabiliriz. Bunu aynen yukar-
da yaptigimiz gibi kanitlayabiliriz. Kanitlayalim, ¢tinkii dikkat-
li olmamiz gereken bir nokta var.

Teorem 21.1 [ZFC]. A herhangi bir kiime olsun. X < p(A)
olsun. X tizerine, & ¢ X ve
“X’in degisik her o ve B elemani icin oo N = &”
varsayimlarini yapalim. O zaman 6yle bir Z < A vardir ki, her
o € X icin Z N o’mn tek bir elemani vardir.

Kanitta X’in bir kiime oldugunu kullanacagiz. Yoksa te-
orem yanls olur. Teoremde yazdigimiz “X < @(A)” tiimcesi,
X, @ (A)’nin bir altkiimesi demektir, yani hem X’in her elema-
ni @ (A)’nin bir elemanidir hem de X -iistiine basa basa soyli-
yoruz- bir kiimedir.

Ayrica kanitta Se¢im Aksiyomu’nu kullanacagiz. Aksi tak-
dirde teoremi kanitlayamayiz.

Son bir not daha: Orneklerimizde UX = A idi. Buna ihtiya-
cmiz yok. Gerekirse, A yerine UX alarak bu varsayimi sagla-
yabiliriz ama dedigimiz gibi gerek yok.

Kanita bagliyoruz ve baslar baglamaz da bitiriyoruz:

Kanit: f, X kiimesinin bir se¢im fonksiyonu olsun. Z = f(X)
olsun. Gerisi kolay. O

Se¢im Aksiyomu’nu kullanarak yukardaki teoremi kanitla-
dik. Yukardaki teoremi varsayarak (ZF’de elbette) Se¢im Aksi-
yomunu da kanitlayabiliriz.

Teorem 21.2 [ZF]. Bir énceki teorem dogruysa Secim Ak-
siyomu da dogrudur.
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Kanit: X, boskiimeyi icermeyen herhangi bir kiime olsun.
X’in elemanlar1 UX kiimesinin altkiimeleridir, yani X < ¢ (UX)
dir. Eger A = UX olarak alirsak nerdeyse bir 6nceki teoremin
varsayimlarina diigecegiz; tek sorun, X’in elemanlarinin birbi-
rinden ayrik olmadigi durum.

Simdilik X’in elemanlarinin birbirinden ayrik olduklarini
varsayip X’in bir se¢cim fonksiyonunu bulalim. A = UX olsun.
Bir onceki teoreme gore, A’nin,

her oo € X icin Z m o’nin tek bir elemani vardir
ozelligini saglayan bir Z altkiimesi vardir. Her o € X igin bu
elemana f(a) diyelim. Simdi f, X’ten A’ya giden ve her a € X
icin f(a) € a kosulunu saglayan bir fonksiyondur, yani X’in
bir secim fonksiyonudur.

Evet, eger X’in elemanlari ayrik olsalardi, isimiz bitmigti.
Gelgelelim, X’in elemanlari birbirinden ayrik olmayabilirler.
Simdi, X’in ayrik olmayan elemanlarini belki biraz yapay olarak
ayriklastiracagiz. X’in her o elemanini {a} x a elemaniyla degis-
tirecegiz. o ve B ayrik olmasa da, o # B ise {o} x o ile {B} x B ku-
meleri ayriktirlar.

Y={{a} xa:ae X}
olsun. (ZF’nin en basit aksiyomlarini kullanarak Y’nin kiime
oldugunu kanitlamak zor degildir. Bu ayrintiy1 okura birakiyo-
ruz.) Simdi Y, boskiimeyi igermiyor ve elemanlar1 ayrik kiime-
ler. Varsayima gore, Y’nin bir se¢im fonksiyonu vardir. Bu se-
¢im fonksiyonuna g diyelim. Tabii ki, her o € X igin,

gl{a} x a) € {a} x a,
yani bir f(a) € o igin,

gl{a} x a) = (a, fa)).
Iste bu f, X’in bir se¢im fonksiyonudur. ]

Alistirma. Secim Aksiyomu’nun “Elemanlari bos olmayan
ayrik kiimeler olan her kiimenin bir secim fonksiyonu vardir”
onermesine esdeger oldugunu kanitlayin.
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21.2. Yanlis Anlagilmasin...

Bos olmayan bir kiimeden bir eleman se¢cmek i¢in Secim
Aksiyomu’na ihtiya¢ yoktur... Kimi zaman hangi eleman segil-
digi bilinmese bile bos olmayan bir kiimenin bir elemani (bir
anlamda) secilebilir.

Ornegin, eger “ikiz asallar sanis1” dogruysa X kiimesi cift
tamsayilar kiimesi 2Z olsun, yanhsgsa tek sayilar kiimesi 27 + 1
olsun. Ikiz asallar sanisinin dogru olup olmadig simdilik bilin-
mediginden X’in 27’ye mi yoksa 2Z + 1’e mi esit oldugu da
simdilik bilinmemektedir. Ama her iki durumda da X’in bos-
kiime olmadig: belli. X’ten bir eleman segebilir miyiz? Bir an-
lamda evet! X’ten x elemanini secelim... x’i 4 ya da 5 olarak
alabiliriz, ama hangisi oldugunu bilemeyiz.

X’in elemanlarini bilmiyorsak bile, X’in boskiime olmadigi-
n1 biliyorsak, X’ten bir eleman “se¢cmek” zor degildir. Bunun
icin Se¢im Aksiyomu’na ihtiyag yoktur.

Secim Aksiyomu, sonsuz tane bos olmayan kiime oldugunda
ve bu kiimelerin hi¢biri bogskiime olmadiginda, bu kiimelerin her-
birinden birer eleman se¢gmeye yarar. Tabii burada isin piif nok-
tasi, secilen bu elemanlar toplulugunun bir kiime olusturmasidir.

Sonlu sayida kiimeden birer eleman secmek her zaman
mumkundir, ¢inkii sonlu sayida eleman her zaman bir kiime
olugturur. (ZFC’nin 4 ve 5’inci aksiyomlarindan ¢ikar bu.)

21.3. Secim Aksiyomu’nun Bir Uygulamasi

Teorem 21.3. X, yarisirali bir kiime olsun. Asagidaki kosul-
lar esdegerdir.

a. X’in bos olmayan her altkiimesinin maksimal bir elema-
n1 vardir.

b. X’in artan ber (x,), dizisi bir zaman sonra sabitlesir.

Kanit: (a = b). (x,,),,, X’in hi¢ azalmayan bir dizisi olsun,
yani n < m dogal sayilari i¢in, x,, < x,, olsun. xy;, {x, : 7 € N}
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kiimesinin maksimal elemani olsun. O zaman her 7 > m igin, x,,
= xy olur, yani bu asamadan sonra dizi sabitlesir.
(b = a). Y, X’in bos olmayan ama maksimal elemani olma-
yan bir altkiimesi olsun. O zaman her y € Y igin,
{teY:y<t}
olarak tanimlanan (y, o) kiimesi bog degildir. Elemanlar1 bu
(¥, )
kiimelerinden olusan kiimeye Z diyelim. Z’nin bir secim fonk-
siyonu vardir. Bu se¢im fonksiyonuna f diyelim. i : Y —» Z
fonksiyonu da i(y) = (y, «) olarak tanimlansin. g = f o i olsun.
Demek ki, her y € Y icin,
8y) € (y, «),
yani y < g(y). Simdi Y’den bir y, elemani segelim ve y,,’yi tiime-

varimla,

Y1 = &(Vn)
olarak tamimlayalim. (y,), dizisi hicbir zaman sabitlesmez, bir
celigki. O

Dikkat: Kanittaki (y,,),,’nin bir dizi oldugu, yani
(7€ NJ
toplulugunun bir kiime oldugunun kaniti icin bkz [SI, Sonug
3.23].



