
18. Seçim Fonksiyonlar› ve 

Seçim Aksiyomu

S
onsuz say›da ayakkab› çifti var ve biri sizden her çiftten
bir adet getirmenizi istiyor... Her çiftten sol ayakkab›y› se-
çebilirsiniz örne¤in. Ya da hep sa¤ ayakkab›y›... Ya da bir

sa¤ bir sol ayakkab›y›... Yani iki ayakkab›dan birini seçmek
için bir kural bulabilirsiniz.

fiimdi, diyelim sonsuz say›da ayakkab› çifti degil de, sonsuz
say›da çorap çifti var. Her çiftten birini seçeceksiniz... Çorapla-
r›n sa¤› solu belli olmad›¤›ndan bu sefer belli bir kural bula-
mazs›n›z. Çoraplar›n biri sa¤da biri solda olsa ya da biri üstte
biri altta olsa ya da biri y›rt›k biri p›rt›k olsa, o zaman çorap
seçme kural›n› koymak kolay. Sorun, sonsuz say›da çorap çifti
oldu¤unda ve çiftleri oluflturan çoraplardan birini di¤erinden
ay›rdedemedi¤imizde.

Ayaktak›m›n› bir kenara b›rak›p matematik dünyas›na dö-
nelim.

X = {{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, ...}
olsun. Yani X bir küme ve elemanlar› bir n do¤al say›s› için,

{2n + 1, 2n + 2}
biçiminde. X ’in her eleman› iki elemanl› bir küme. Amac›m›z
X ’in her eleman›ndan bir eleman seçmek. X’in her eleman› iki
do¤al say›dan olufltu¤una göre, bu do¤al say›lar›n en büyü¤ü-



nü seçebiliriz: {1, 2}’den 2’yi, {3, 4}’ten 4’ü ve genel olarak 
{2n + 1, 2n + 2}

kümesinden 2n + 2 eleman›n› seçebiliriz.
Baflka seçim yöntemleri de olabilir elbet. Amac›m›z seçim

yöntemlerinden birini bulmakt› ve baflard›k.
Bir baflka örnek: E¤er

X = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, ...}
ise, 1, X ’in her eleman›nda oldu¤undan, hep 1’i seçebiliriz.
Böylece X ’in her eleman›ndan bir eleman (1’i) seçmifl olduk.

Birazdan örneklerimizi art›raca¤›z ve seçimin her zaman
kolay, hatta kimileyin mümkün bile olmad›¤›n› görece¤iz.

Soruyu daha matematiksel olarak flöyle ifade edelim. Eliniz-
de bir X kümesi var. Bu kümenin elemanlar› da küme ve hiçbi-
ri bofl de¤il. X’in her eleman›ndan bir eleman (örnek, numune,
eflantiyon) seçmek istiyoruz. E¤er x $ X ise, x’ten seçilen nu-
muneye ƒ(x) ad›n› verelim. ƒ(x)’ten tek istedi¤imiz x’in bir ele-
man› olmas›, yani �(x) $ x koflulu.

Bir baflka deyiflle, kalk›fl kümesi X olan öyle bir � fonksiyo-
nu bulmak istiyoruz ki, her x $ X için, �(x) $ x olsun. Böyle
bir fonksiyona X ’in �����������	��
denir.

Elbette X ’in bir seçim fonksiyonu olabilmesi için, X ’in ele-
manlar›n›n (ki bu elemanlar da birer küme) hiçbirinin boflkü-
me olmamas› gerekir.

Bu bölümde soraca¤›m›z soru flu: Bofl olmayan kümelerden

oluflan her kümenin bir seçim fonksiyonu var m›d›r?

Sorunun zorluk derecesini örneklerle ölçece¤iz. Bundan
sonraki bölümlerde de sorunu derinlemesine tart›flaca¤›z.

18.1. Kolay fi›klar
E¤er X, afla¤›daki flekildeki gibi, elemanlar› bofl olmayan

kümeler olan sonlu bir kümeyse, o zaman X ’in bir seçim fonk-
siyonunu bulmak çok basittir: X ’in her eleman›ndan bir ele-
man al›n, olsun bitsin! Sonlu tane çorap çiftinin her birinden

196 18. Seçim Fonksiyonlar› ve Seçim Aksiyomu



18. Seçim Fonksiyonlar› ve Seçim Aksiyomu 197

bir adet seçmeyi herkes bilir... Sorun X sonsuz olunca...
X sonlu oldu¤unda bir seçim fonksiyonunun oldu¤u X ’in

eleman say›s› üzerine tümevar›mla kolayl›kla tan›mlanabilir.
Kan›t› okura b›rak›yoruz.

E¤er X ’in elemanlar›n›n ortak bir eleman› varsa, o zaman
da kolay, hep o ortak eleman› seçelim. Örne¤in yukardaki ör-
neklerden birinde, 1, X ’in bütün elemanlar›n›n ortak eleman›y-
d› ve biz hep 1’i seçmifltik.

E¤er X ’in her eleman›nda (ki bu elemanlar da birer küme,
tekrarl›yoruz), a ve b diye adland›raca¤›m›z iki elemandan biri
varsa, o zaman da seçim kolay: X ’in herhangi bir x eleman›n› ala-
l›m. E¤er a $ x ise a’y› seçelim, yani ƒ(x) = a olsun. E¤er a * x ise,
o zaman x’ten b’yi seçelim, yani bu durumda ƒ(x) = b olsun.

Bunlar kolay fl›klar. fiimdi ifli biraz zora sokal›m.

18.2. ‹fller Zorlafl›yor
((A)*, A’n›n bofl olmayan altkümelerinden oluflan küme ol-

sun: ((A)* = ((A) \ {#}. Yaz›n›n bundan sonras›nda çeflitli
A’lar için ((A)* kümesinin bir seçim fonksiyonunu bulmaya ça-
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Yukarda, X kümesinin x, y, z, t, u ve v olmak üzere 6 eleman› görülüyor.
Bu elemanlar› resimde siyah noktalar olarak gösterdik. x, y, z, t, u ve v’nin
herbiri ayr›ca birer küme. x, y, z, t, u ve v’yi ayr›ca bir de küme olarak,
“oval patates” olarak gösterdik. Bu alt› kümenin elemanlar›n› (biri hariç, v)
içi beyaz ya da gri “nokta”larla gösterdik. Örne¤in a, hem x’in hem de y’nin
bir eleman›. v’nin z’nin bir eleman› oldu¤una dikkat edin. X kümesinin
bir seçim fonksiyonu flöyle olabilir:
ƒ(x) = a $ x, ƒ(y) = a $ y, ƒ(t) = b $ t, ƒ(u) = c $ u, ƒ(z) = v $ z, ƒ(v) = d $ v.



l›flaca¤›z. E¤er A’n›n n eleman› varsa, ((A)* kümesinin 2n"1 ta-
ne eleman› vard›r, ama bizi daha çok A’n›n sonsuz oldu¤u du-
rumlar ilgilendiriyor.

Örnek 18.1. ((N)* kümesinin seçim fonksiyonu.
Bofl olmayan her do¤al say› kümesinden kolayl›kla bir ele-

man seçebiliriz; örne¤in kümenin en küçük eleman›n› seçebili-
riz. Bu yöntemle, sözgelimi, {1, 5, 8} kümesinden 1’i, çift say›-
lar kümesinden 0’›, asal say›lar kümesinden 2’yi seçeriz. Yani,
seçim fonksiyonuna ƒ dersek,

ƒ({1, 5, 8}) = 1
olur.

Bu soru da oldukça kolayd›. fiimdi biraz daha zor bir soru
soral›m:

Örnek 18.2. ((Z)* kümesinin seçim fonksiyonu.
Bofl olmayan her tamsay› kümesinden de belli bir yöntemle

bir eleman seçebiliriz. Örne¤in flu yöntemi alal›m: # ' x & Z

olsun. E¤er x’in en büyük eleman› varsa o en büyük eleman› se-
çelim. E¤er x’in en büyük eleman› yoksa o zaman x 2 N küme-
si boflküme olamaz, bu kümenin en küçük eleman›n› seçelim.
Böylece bofl olmayan her tamsay› kümesinden bir eleman seç-
mifl olduk.

Bu yöntemle {"5, 2, 6} kümesinden en büyük say› olan 6’y›,
5Z + 3 kümesinden 3’ü seçeriz.

Bunun da üstesinden geldik.
((Z)* kümesinin baflka seçim fonksiyonlar› da vard›r. Biz,

bunlardan sadece birini bulduk. Hepsini bulmak gibi bir ama-
c›m›z yoktu.

Dikkat ederseniz her seferinde x’ten seçilen ƒ(x) eleman›
için bir kural ortaya koyuyoruz. Bu kurala uyan biri söylenen
eleman› seçmek zorundad›r, “onu mu seçeyim, bunu mu seçe-
yim” gibi bir ikilemi olamaz.
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Örnek 18.3. ((Q80)* kümesinin seçim fonksiyonu.
Bofl olmayan bir pozitif kesirli say›lar kümesinden bir say›

nas›l seçeriz? Birçok seçim yöntemi vard›r. ‹flte bunlardan biri:
Kümeye x diyelim. fiimdi flu kümeyi tan›mlayal›m:

A(x) = {a + b : a $ N, b $ N ve a/b $ x}.
x boflküme olmad›¤›ndan, A(x) de bofl de¤ildir. Bofl olma-

yan her do¤al say› kümesi gibi, A(x)’in en küçük eleman› var-
d›r. Bu elemana n(x) diyelim. fiimdi,

{a/b $ x : a $ N, b $ N ve a + b = n(x)}
kümesine bakal›m. Bu, sonlu bir kesirli say›lar kümesidir, ayr›-
ca boflküme de¤ildir, dolay›s›yla en küçük eleman› vard›r. ‹flte
x’ten bu eleman› seçelim.

Örne¤in,
x = {a2/b $ Q80 : a asal, b $ N ve a2 + b2 say›s› 4’e ve 5’e

bölünmez} ise, A(x) = {c + d : a2 + b2 say›s›n›n 4’e ve 5’e bölün-
medi¤i bir a asal› ve bir b $ N say›s› için, c /d = a2/b} kümesidir.
A(x) kümesinin en küçük eleman› 7’dir (a = 2, c = 4, b = d = 3
al›n.) Dolay›s›yla yukarda aç›klad›¤›m›z yöntemle x’ten 2/3 say›-
s›n› seçeriz.

Buldu¤umuz bu seçim fonksiyonu afla¤›da gerekecek, ona
bir ad verelim: �. Örne¤in, yukardaki örnekte, �(x) = 2/3.

Küme karmafl›klaflt›kça seçim fonksiyonu bulman›n da zor-
laflt›¤›na dikkatinizi çekerim. Bir zaman sonra imkâns›z hale
gelecek.

Örnek 18.4. ((Q)* kümesinin seçim fonksiyonu.
Bofl olmayan kesirli say› kümelerinden de birer eleman se-

çebiliriz. X & Q, bofl olmayan herhangi bir küme olsun. E¤er
X 2 Q80 boflküme de¤ilse, yukardaki yöntemi kullanal›m ve
�(X 2 Q80) eleman›n› seçelim. E¤er X 2 Q80 boflkümeyse, o
zaman X 2Q<0 ve "X 2Q>0 kümeleri bofl de¤ildir; bu durum-
da X ’ten "�("X 2 Q>0) eleman›n› seçelim.
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Genel olarak, e¤er X say›labilir bir kümeyse (yani do¤al sa-
y›lar kümesi N ile aralar›nda bir eflleme varsa), ((X)* kümesi-
nin bir seçim fonksiyonunu bulmak oldukça kolayd›r. Nitekim,
� : X 1 N fonksiyonu X’ten N’ye giden bir eflleme olsun. Ve 
# ' x & X olsun. E¤er n, �(x)’in en küçük eleman›ysa, o zaman
x’ten �"1(n) eleman›n› seçeriz.

Örnek 18.5. Aral›klar kümesinin seçim fonksiyonu.
Gerçel say›lar›n bofl olmayan aral›klar›ndan da belli bir

yöntemle bir eleman seçebiliriz. ‹flte bir yöntem:
[a, b], [a, b), (a, b], (a, b)

aral›klar›ndan “orta noktay›”, yani (a + b)/2 say›s›n›, (",, a] ve
(",, a) aral›klar›ndan a " 1 say›s›n›, [a, ,) ve (a, ,) aral›klar›n-
dan a + 1 say›s›n› ve son olarak (",, ",) aral›¤›ndan 0 say›s›-
n› (gene orta noktay›!) seçelim.

Örnek 18.6. ((R)* kümesinin seçim fonksiyonu.
‹flte flimdi en civcivli soruya geldik. Yukardaki örneklerde

kimileyin kolayca kimileyin biraz zorlanarak da olsa, her sefe-
rinde bir seçim fonksiyonu bulduk. Ama bu kez bir seçim fonk-
siyonu bulmak hiç kolay de¤il.

Hemen söyleyelim: ((R)* kümesinin bir seçim fonksiyo-
nunu bulamazs›n›z. ‹stedi¤iniz kadar deneyin... Sadece siz de-
¤il, kimse bulamaz!

Bu kümenin seçim fonksiyonu yok demiyorum. Yoksa elbet
bulamazs›n›z. Var da demiyorum... Ama varsa da bulamazs›n›z!

Bu kümenin bir seçim fonksiyonunun oldu¤u ancak flu ak-
siyomla kan›tlanabilir:

Seçim Aksiyomu (C): Elemanlar› bofl olmayan kümeler

olan her kümenin bir seçim fonksiyonu vard›r.
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Bu aksiyom kullan›larak ((R)* kümesinin bir seçim fonk-
siyonu oldu¤u kan›tlanabilir (elbette!), ama o seçim fonksiyo-
nunun kural› bulunamaz! Yani aç›k aç›k seçim fonksiyonunu
yazamazs›n›z. Bir baflka deyiflle, varl›¤› ancak yukardaki aksi-
yom kullan›larak kan›tlanan bir seçim fonksiyonunun “kural›”
yoktur. Olamaz da.

Okur hakl› olarak böyle bir fonksiyonun neden olamayaca-
¤›n› soruyordur; hatta belki de iyi anlayamad›¤›n› san›yordur.

fiöyle bir örnek verelim. X, elemanlar› ayr›k kümelerden
oluflan sonsuz bir küme olsun. Daha tane tane söyleyelim: X bir
küme, X’in elemanlar› da küme ve X’in herhangi iki eleman›n›n
kesiflimi boflküme. Diyelim X, say›labilir sonsuzlukta. X’in ele-
manlar›n› teker teker say›p numaraland›ral›m: Bu elemanlara

X0, X1, X2, X3, ..., Xn, ...
diyelim. Bunlar›n her biri bir küme, hiçbiri bofl de¤il, ama her-
hangi ikisinin kesiflimi boflküme. Bu bofl olmayan her kümeden
bir eleman seçmek istiyoruz.

Birinci küme olan X0’dan x0 ad›n› verece¤imiz bir eleman
seçelim. X0 bofl olmad›¤›ndan, böyle bir eleman›n varl›¤›n› bi-
liyoruz. Herkes X0’dan ayn› eleman› seçmeyebilir, ama bu bir
sorun de¤il bizim için. fiimdi s›ra X1 kümesinde. Bu kümeden
de rahatl›kla bir eleman seçebiliriz. Seçti¤imiz elemana x1 diye-
lim. Bunu böylece hep sürdürebiliriz. Xn kümesinden seçilen
elemana xn diyelim. fiimdi ƒ fonksiyonunu

ƒ(Xn) = xn

olarak tan›mlayal›m. Her n için ƒ(Xn) $ Xn oldu¤undan sorun
yok gibi görünebilir. Ama var... Sorun ƒ’nin bir fonksiyon ol-
du¤unu kan›tlamada. ƒ, bir fonksiyon olmayabilir. Fonksiyon-
lar da dahil olmak üzere matematikte her fley bir kümedir.
ƒ’nin bir fonksiyon olmas› için de xn’leri içeren {x0, x1, x2, ... }
nesnesinin bir küme olmas› gerekir. Bu nesnenin bir küme ol-
du¤u da flu ana kadar gördü¤ümüz kümeler kuram›n›n ilk 9
aksiyomuyla kan›tlanmal›d›r. ‹flte bu kan›t› yapmaktan aciziz.
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Örnek 18.7. R/Z kümesinin seçim fonksiyonu.

Her r gerçel say›s› için,
r + Z = {r + n : n $ Z}

olsun. Bu örnekte her r + Z kümesinden bir eleman seçmeye ça-
l›flaca¤›z.

Elbette r, r + Z kümesinin bir eleman›d›r, dolay›s›yla r + Z
kümesinden r’yi seçelim diyebilirsiniz. Ama r + Z kümesi r ’yi
belirlemiyor ki... Nitekim, birbirinden de¤iflik r ve s say›lar›
için, r + Z = s + Z olabilir. Örne¤in, 

√2 + Z = (1 + √2) + Z = ("3 + √2) + Z
dir.

Yukarda sözü edilen sorunu iyice anlamak için sorumuzu
flöyle görelim:

R/Z = {r + Z : r $ R}
olsun. Amac›m›z R/Z’nin her eleman›ndan bir eleman seçmek.
R/Z’den herhangi bir eleman alal›m. Bu elemana : diyelim.
Eleman› özellikle : diye yazd›k, r + Z diye r’yi önplana ç›kara-
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cak biçimde yazmad›k. Her ne kadar :, birçok r için r + Z’ye
eflitse de, tüm bu r’ler aras›ndan hangisini seçmeliyiz?

Asl›nda her bir : $ R/Z için, : = r + Z eflitli¤ini sa¤layan
bir r $ R seçebiliriz. Ama bu seçimlerde bir düzen olmazsa, ya-
ni seçimleri belli bir kurala ba¤l› kalarak yapmazsak, o zaman
seçilen r’lerin bir küme oluflturdu¤unu bu aflamaya kadar ver-
di¤imiz aksiyomlarla kan›tlayamay›z.

Bu örnekte, belli bir kurala ba¤l› kalarak, her : $ R/Z için,
: = r + Z eflitli¤ini sa¤layan bir r $ R seçebiliriz. Nitekim, her
: $ R/Z için, : = r + Z eflitli¤i sa¤layan bir ve bir tek r $ [0, 1)
vard›r. ‹flte :’dan, [0, 1) aral›¤›ndaki bu r say›s›n› seçelim. Bu
sefer binlerce (!) r ’den rastgele birini seçmedik, [0, 1) aral›¤›n-
da bulunan : = r + Z eflitli¤ini sa¤layan tek r ’yi seçtik.

Bu yöntemle, 7 + Z kümesinden 7 " 3’ü, √2 + Z kümesin-
den √2 " 1’i seçeriz.

E¤er bir : $ R/Z eleman› verilmiflse, : = r + Z eflitli¤ini sa¤-
layan r $ [0, 1) pratikte nas›l bulunur? fiöyle bulunur: Önce, 

: = s + Z
eflitli¤ini sa¤layan herhangi bir s al›n›r. Böyle bir s’nin varl›¤›n›
biliyoruz. fiimdi, s’ye yeterince 1 ekleyerek ya da s’den yeterin-
ce 1 ç›kararak, : = r + Z eflitli¤ini sa¤layan bir r $ [0, 1) say›-
s›na ulafl›r›z. Ayr›ca, [0, 1) aral›¤›nda bu eflitli¤i sa¤layan bafl-
ka bir say› da yoktur. 

Burada s’yi belli bir kurala uymadan seçti¤imizi belirtelim.
Seçim Aksiyomu’nu kullanmadan buna hakk›m›z var m›? Var!
Çünkü [0, 1) aral›¤›nda bulunan r say›s› s’nin seçiminden ba¤›m-
s›zd›r. : = s + Z eflitli¤ini sa¤layan hangi s’yi seçersek seçelim, ay-
n› r’ye ulafl›r›z. Burada Seçim Aksiyomu’na ihtiyac›m›z yok. As-
l›nda r, s " [s]’dir ve :’dan hangi s seçilirse seçilsin, s " [s] hep
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ayn› sonucu verir. Burada Seçim Aksiyomu’nu kullanmad›k.
Her : için bir s $ : seçtik ama kan›t›m›zda bu seçimlerin bir
küme oluflturmas›na ihtiyac›m›z olmad›.

Sonuç: Yukarda tan›mlanan ƒ fonksiyonu R/Z’nin bir se-
çim fonksiyonudur ve Seçim Aksiyomu’na ihtiyaç duyulmadan
bulunmufltur.

[0, 1) aral›¤›n›n flu özelli¤i önemli: Her : $ R/Z için,
|: 2 [0, 1)| = 1. 

Örnek 18.8. R/Q kümesinin seçim fonksiyonu.

Her r gerçel say›s› için,
r + Q = {r + q : q $ Q}

olsun. Bu sefer her r + Q kümesinden bir eleman seçmeye çal›-

flaca¤›z. Yani,
R/Q = {r + Q : r $ R}

ise, R/Q’nün bir seçim fonksiyonunu bulaca¤›z. Bu, her : $

R/Q için, |: 2 X| = 1 eflitli¤ini sa¤layan bir X & R altkümesi
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bulmaya eflde¤erdir.
Elle bulamay›z. Sadece biz de¤il kimse bulamaz. Böyle bir

seçim fonksiyonunu ancak yukardan birileri bize verebilir, ama
kural›n› söylemeden...

Bu sefer seçim fonksiyonunu bulmak için Seçim Aksiyo-
mu’nu kullanmak zorunday›z. Seçim Aksiyomu olmadan böy-
le bir fonksiyon bulamay›z. ‹nanmazsan›z bulmaya çal›fl›n! Ba-
flaramayaca¤›n›z› göreceksiniz. 

Seçim Aksiyomunu kulland›¤›m›z sonuçlar›n bafl›na kimi
zaman “[ZFC]” ibaresi koyaca¤›z.  [ZF] koydu¤umuzda Seçim
Aksiyomu kan›tta kullan›lm›yor demektir.
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19. ZFC Kümeler Kuram›

T
üm matemati¤i kümeler kuram›na dayand›rabiliriz, ya-
ni matematik, en az›ndan kuramsal olarak, kümeler ku-
ram›nda ifade edilebilir, kümeler kuram›n›n içinde yer

alabilir. Örne¤in topoloji, analiz, cebir, say›lar kuram›, diferan-
siyel denklemler, kompleks analiz gibi duydu¤unuz ya da duy-
mad›¤›n›z her matematik dal› kümeler kuram›n›n bir altdal›
olarak görülebilir. (Matematikte pek de merkezi olmayan kate-
gori kuram›n› kaideyi bozmayan istisna olarak kabul edelim.
Kategori kuram› küme olmayan nesnelerle ilgilenir.)

Dolay›s›yla kümeler kuram› çeliflkisizse, o zaman tüm ma-
tematik çeliflkisiz demektir. E¤er 0 = 1 eflitsizli¤i kümeler kura-
m›nda kan›tlanam›yorsa, kümeler kuram›n›n çeliflkisiz oldu¤u
söylenir. Çeliflkili bir kuramda, do¤ru olsun ya da olmas›n, her
önerme kan›tlanabilir.

Ama ne yaz›k ki kümeler kuram›n›n çeliflkisiz oldu¤u kan›t-
lanamaz. Bu, Gödel’in, ça¤›n›n en büyük matematikçisi Hilbert
de dahil olmak üzere, birçok kifliyi düflk›r›kl›¤›na u¤ratan derin
bir teoremidir.

Öte yandan kümeler kuram›n›n çeliflkili oldu¤u kan›tlana-
bilir. Bunun için 0 = 1 eflitli¤ini kan›tlamak yeterlidir. Birazdan
aç›klayaca¤›m›z kümeler kuram›nda henüz böyle bir eflitlik ka-
n›tlanamam›flt›r, umar›z hiçbir zaman da kan›tlanamaz.



Bugün kimse ciddi olarak kümeler kuram›n›n çeliflkili ola-
bilece¤ine ihtimal vermiyor. Genel kan›, “çeliflkili olsayd› bu-
güne kadar bir çeliflki bulunurdu” fleklinde.

Yukarda, birinci paragrafta, “matematik, en az›ndan kuram-
sal olarak, kümeler kuram›nda ifade edilebilir” dedik. Burada
“kuramsal olarak” sözleri hafife al›nmamal›. Matemati¤in her
dal›n› kümeler kuram›na dayand›rmaya çal›flmak her ne kadar
mümkünse de, böyle bir u¤rafla girmek akla zarard›r ve bu çaba-
n›n makul bir süre içinde baflar›ya ulaflmas› mümkün de¤ildir. Üs-
telik bunu baflarmak uygulamada pek bir ifle de yaramaz.

Matemati¤in merkezine yerlefltirdi¤imiz “kümeler kura-
m›”n›n ne oldu¤u sorusu bu aflamada do¤al, do¤ru ve sorulma-
s› gereken bir sorudur. [S‹]’de ve önceki bölümlerde kümeler
kuram›ndan ve aksiyomlar›ndan (yani aksiyomlar›ndan) sözet-
mifltik. Bu bölümde konuyu toparlay›p kümeler kuram›n›n ak-
siyomlar›ni toplu halde verece¤iz.

Birbirine afla¤› yukar› eflde¤er birkaç kümeler kuram› var-
d›r. Bunlardan en yayg›n olarak kullan›lan› ZFC k›saltmas›yla
an›lan ve büyük ölçüde ilk kez Ernst Zermelo taraf›ndan ifade
edilen kuramd›r. Bunun d›fl›nda, örne¤in, Bertrand Russell’›n
tipler kuram› ve von Neumann, Bernays ve Gödel’in kümeler
kuram› (NBG) vard›r. Biz burada sadece ZFC’yi aç›klamakla
yetinece¤iz.

ZFC kümeler kuram›n›n tan›ms›z iki terimi vard›r: “Küme”
ve “eleman› olmak”.

Küme. ZFC’de sözü edilen her nesne (elemanlar, fonksiyon-
lar, s›ralamalar vs) bir kümedir. Örne¤in, “öyle bir x var ki”
diye bafllayan bir önerme, asl›nda “öyle bir x kümesi var ki”
olarak okunmal›d›r. 

Eleman› Olmak. Bu, iki küme aras›nda bir iliflkidir ve bu da
tan›ms›z olarak verilmifltir. “x $ y” yaz›l›m›, “x, y’nin bir elema-
n›d›r” anlam›na gelir demeyece¤iz, çünkü tan›ms›z oldu¤undan
“x, y’nin bir eleman›d›r”›n anlam› yoktur; ama “x $ y” yaz›l›m›,
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“x, y’nin bir eleman›d›r” olarak okunur ve öyle de hissedilir.
“x * y” yaz›l›m› ise, “x, y’nin bir eleman› de¤ildir” anlam›-

na gelir. Art›k “x, y’nin bir eleman›d›r” önermesinin anlam›n›
bildi¤imizi varsayd›¤›m›zdan, bu varsay›ma dayanarak, “x,
y’nin bir eleman› de¤ildir”in ne demek oldu¤unu biliyoruz. 

Kümeler kuram›nda (en az›nda ZFC’de) her fley küme oldu-
¤undan, bir kümenin elemanlar› da kümedir. (Ortaokullarda
ve liselerde elemanla küme apayr› fleylermifl gibi gösterilir, oy-
sa kümeler kuram›nda öyle de¤ildir.)

Tan›ms›z verilmifl bu “küme” ve “eleman› olmak” terimle-
rinin afla¤› yukar› ne anlama gelmeleri gerekti¤ini biz sezgileri-
mizle biliriz elbet, ne de olsa hayat tecrübemiz var, ama kuram
bunu bilmez.

Kümeler kuram›n›n (ve matemati¤in) di¤er tüm tan›mlar›
bu iki terim kullan›larak yap›l›r. Örne¤in, e¤er x kümesinin her
eleman› y kümesinin de bir eleman›ysa, x’e y’nin bir altkümesi
denir. Bunun gibi matemati¤in do¤al say›, gerçel say›, karma-
fl›k say›, fonksiyon, türev, süreklilik gibi kavramlar› kümeler
kuram›na indirgendi¤inde, tan›mlanmam›fl ve hiçbir zaman da
tan›mlanmayacak olan “küme” ve “eleman› olmak” terimleri
kullan›larak tan›mlan›rlar.

Afla¤›daki ZFC’nin aksiyomlar›n› bulacaks›n›z.
Aksiyomlar›n say›s› sonlu (10 tane) gibi gözükebilir ama bu

yan›lt›c›: 3’üncü ve 9’uncu aksiyomlar asl›nda sonsuz say›da
aksiyomdan olufluyorlar, her biri her 4 özelli¤i için ayr› birer
aksiyomu simgeler. [S‹]’de aç›klam›flt›¤›m›z “özellik”in tam ne
anlama geldi¤ini bilmek pek önemli olmayacak, okur yeter ki
“asal say› olmak” gibi sözlü ifade edebildi¤i her fleyin asl›nda
matematiksel anlamda bir özellik oldu¤una ikna olsun.

ZFC’nin Z’si yukarda da dedi¤imiz gibi Zermelo’nun Z’si-
dir. Bertrand Russell’dan ba¤›ms›z olarak zaman›n›n kümeler
kuram›nda bir çeliflki yakalayan Zermelo, çeliflkiden kurtul-
mak için kümeler kuram›n› aksiyomlaflt›rma çabas›na giriflir.
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Kümeler kuram›n›n aksiyomlar›n›n ço¤u ona aittir.
Zermelo, sisteminin çeliflkisiz oldu¤unu kan›tlamaya çal›fl-

m›flsa da baflaramam›flt›r. Baflaramamas›n›n nedeni vard›: Siste-
min çeliflkisiz oldu¤unun kan›tlanamayaca¤›n› bugün Gödel sa-
yesinde biliyoruz.

ZFC’nin F’si ise 1922’de Temellendirme ve Yerlefltirme ak-
siyomlar›na gereksinildi¤inin fark›na varan Adolf Fraenkel’in
F’sidir. Thoralf Skolem de, Fraenkel’den ba¤›ms›z olarak Yer-
lefltirme Aksiyomu’nu ayn› y›l keflfetmifltir. ‹ki kiflinin birden
ayn› aksiyomu bulmas› manidard›r elbet, bu, aksiyomun ger-
çekten gerekti¤ine dair bir delildir. (Öte yandan kümeler kura-
m›na ciddi olarak e¤ilmemifl birinin Temellendirme Aksiyo-
mu’na ihtiyaç duymas› olanaks›zd›r.)

19.2. ZFC Aksiyom Sistemi

1. Boflküme Aksiyomu. Hiç eleman› olmayan bir küme var-

d›r: #.
2. Eflitlik Aksiyomu. Ayn› elemanlara sahip iki küme birbiri-

ne eflittir.
3. Tan›mlanabilir Altküme Aksiyomu. E¤er 4 bir özellikse ve

x bir kümeyse, x’in 4 özelli¤ini sa¤layan elemanlar›n› eleman ola-

rak içeren ve bunlardan baflka eleman içermeyen bir küme vard›r:
{y $ x : 4(y)}.

4. Bileflim Aksiyomu. E¤er x bir kümeyse, eleman olarak sa-

dece ve sadecex’in elemanlar›n›n elemanlar›n› içeren bir küme

vard›r: + x = +y$x y = {z : bir y $ x için z $ y}.
5. ‹ki Elemanl› Küme Aksiyomu. E¤er x ve y birer kümey-

se, eleman olarak sadece ve sadece x ve y’yi içeren bir küme

vard›r: {x, y}.
6. Altkümeler Kümesi Aksiyomu. E¤er x bir kümeyse, ele-

man olarak sadece ve sadece x’in altkümelerini içeren bir küme

vard›r:
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((x) = {y : y & x} 
= {y : y’nin her eleman› x’in de eleman›d›r}. 

7. Tümevar›msal Küme Aksiyomu. Boflkümeyi içeren ve içer-

di¤i her x kümesi için x + {x} kümesini de içeren (en küçük) bir

küme vard›r.
8. Temellendirme Aksiyomu. [Fraenkel] E¤er x bofl olma-

yan bir kümeyse, o zaman x’in x 2 y = # eflitli¤ini sa¤layan bir

y eleman› vard›r. (Bu aksiyom sadece kümeler kuram›nda kul-
lan›l›r.)

9. Yerlefltirme Aksiyomu. [Fraenkel ve Skolem] a bir küme ve

4(x, y) bir özellik olsun. Her x $ a için, 4(x, y) özelli¤ini sa¤la-

yan bir ve bir tane y kümesi varsa o zaman bir x $ a için 4(x, y)
özelli¤ini sa¤layan y’ler bir küme olufltururlar. Yani

{y : Ax (x $ a B 4(x, y))}
toplulu¤u bir kümedir.

10. Seçim Aksiyomu (C). Elemanlar› bofl olmayan kümeler

olan her kümenin bir seçim fonksiyonu vard›r.

Bugüne dek hiç gereksinmedi¤imiz Temellendirme Aksiyo-
mu’ndan [S‹]’de uzun uzun sözettik. Bu aksiyom matematikte
sadece kümeler kuram›nda kullan›l›r.

‹lk 9 aksiyoma ZF ad› verilir. Sonuncusu da eklenirse, sis-
tem ZFC ad›n› al›r. C, “seçim”in ‹ngilizcesi olan “choice” söz-
cü¤ünün (ilk!) c’sidir.

ZFC kümeler kuram›nda sonsuz say›da aksiyom vard›r.
Montague 1961’de bu sistemin sonlu say›da aksiyoma indirge-
nemeyece¤ini kan›tlam›flt›r. Gödel, Bernays ve von Ne-
umann’›n buldu¤u aksiyom sistemi (NBG) sonludur ve her iki
sistemde de kümelerle ilgili ayn› sonuçlar›n kan›tlanaca¤› bili-
niyor. Ancak NBG siteminde küme olmayan s›n›flardan da söz
edildi¤inden, sonlu olmas›na karfl›n, bir anlamda NBG sistemi
ZFC’den daha karmafl›kt›r diyebiliriz. Bir baflka deyiflle, ZFC
sisteminin dili ∀, J, = gibi standard matematik simgeleri d›fl›n-
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da sadece $ simgesini kulan›rken, NBG sistemi $ simgesi d›fl›n-
da, küme olmayan topluluklardan sözedebilmek için fazladan
bir simge daha kullanmaktad›r.

Seçim Aksiyomu. Son aksiyom (Seçim Aksiyomu ya da k›-
saca C, bazen AC) di¤er aksiyomlardan farkl›d›r, çünkü (ikin-
cisi d›fl›nda) di¤er aksiyomlar “yap›c›” nitelikte aksiyomlard›r,
bir ya da birkaç kümeden yeni bir küme infla etme yöntemini
söylerler. ‹lk on aksiyomla infla edilen her küme kullan›lan ak-
siyom taraf›ndan tan›mlanm›fl ve belirlenmifltir; bu aksiyomlar-
la infla edilen o kümeden sadece bir tane vard›r. (7’nci aksiyom
bu dedi¤imize bir istisna belki ama olsun... Önemsemeyin. 7’n-
ci aksiyomun varl›¤›n› söyledi¤i kümenin biricik olmamas› bu
aksiyomun en önemli niteli¤i de¤ildir. Bu aksiyomu birazc›k
de¤ifltirerek, (en küçük) parantezini ekleyerek, tek bir kümenin
varl›¤›n› söyler hale getirebiliriz.) Oysa Seçim Aksiyomu’nda
varl›¤› söylenen kümenin (daha do¤rusu fonksiyonun, ama
fonksiyonlar da bir kümedir) nas›l bir fley oldu¤una dair bir fley
söylenmemektedir. Seçim Aksiyomu sadece bir fonksiyonun
varl›¤›ndan sözetmektedir, fonksiyonun hangi fonksiyon oldu-
¤unu söylememektedir. Seçim Aksiyomu’nda varl›¤› söylenen
fonksiyonlardan birkaç tane olabilir, ki genellikle öyledir, ve
bu fonksiyonlardan birini göstermek imkâns›zd›r.

Varl›¤› Seçim Aksiyomu’yla kan›tlanmak zorunda olan
fonksiyonlar aç›k seçik tan›mlanamazlar. Bu yüzden Seçim Ak-
siyomu uygulamada ifle yarar bir biçimde, örne¤in bilgisayar-
larda ya da teknolojide) kullan›lamaz, Seçim Aksiyomu’nun sa-
dece kuramsal bir önemi vard›r. 

Hilbert’in teflvikiyle kümeler kuram›yla ilgilenmeye baflla-
yan Zermelo, her kümenin iyi s›ralanabilece¤ini kan›tlayarak
genç yafl›nda ünlenmifl, ancak kan›t›nda herkes taraf›ndan ka-
bul görmeyen Seçim Aksiyomu’nu kullanm›flt›r (1904). Bugün
Seçim Aksiyomu’yla Zermelo’nun bu teoreminin eflde¤er oldu-
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¤u biliniyor, yani Zermelo, teoremini kan›tlamak için Seçim
Aksiyomu’nu kullanmak zorundayd›, baflka türlü yapamazd›.
Bu eflde¤erlili¤i 24. ‹yis›ralama Teoremi’nde kan›tlayaca¤›z.

Seçim Aksiyomu Zermelo’dan önce de kullan›lm›flt›, ancak
kümeler kuram› henüz aksiyomlaflmad›¤›ndan ve matematikçile-
rin böyle bir sorunu da olmad›¤›ndan kimse bunun fark›na var-
mam›flt›.

Ba¤›ms›zl›k. 1935’te Gödel, e¤er ZF çeliflkisizse ZFC’nin de
çeliflkisiz oldu¤unu kan›tlam›flt›r.

1963’te Cohen, e¤er ZF çeliflkisizse, ZF’ye C’nin de¤illeme-
si olan ¬C önermesi (yani C’nin yanl›fl oldu¤u) eklendi¤inde de
elde edilen kuram›n çeliflkisiz oldu¤unu kan›tlam›flt›r.

Seçim Aksiyomu’nun De¤illemesi (¬C). Elemanlar› bofl ol-

mayan kümeler oldu¤u halde seçim fonksiyonu olmayan bir

küme vard›r.

Afla¤›daki olguyu kan›tlamak hiç de kolay de¤ildir. Böyle
bir u¤rafl bu ders notlar›n›n amaçlar›n› kat kat aflar. Ama gene
de bu önemli olguyu not edelim.

Olgu (Gödel ve Cohen). E¤er ZF çeliflkisizse, hem (ZF + C)
hem de (ZF + ¬C) çeliflkisizdir.

Bundan C’nin ZF’den ba¤›ms›z oldu¤u sonucu ç›kar: E¤er
ZF çeliflkisizse, ZF’ye C’yi de, de¤illemesi olan ¬C’yi de ekle-
sek çeliflkisiz bir kuram elde ederiz. 

Bu aflamada, C’yi mi yoksa ¬C’yi mi aksiyom olarak kabul
etmeli gibi art›k matemati¤i aflan felsefi bir problemle karfl›
karfl›yay›z. Ne C’yi ne de C’nin de¤illemesini kabul edip sade-
ce ZF’yle yetinmek de bir seçenektir elbet.
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C’yi Kabul Etmeli mi Etmemeli mi? C’yi kabul edersek da-
ha çok teorem kan›tlar›z elbet, çünkü kuram›m›z C’nin kabu-
lüyle daha da zenginleflmifltir, örne¤in C’nin kendisi bu teorem-
lerden biridir. C’nin de¤illemesini kabul edersek de daha çok
teorem elde ederiz ama C’yi kabul ederek daha “olumlu” te-
oremler elde edilir, çünkü C sonuç olarak bir fonksiyonun var-
l›¤›n› söylüyor; C’nin de¤illemesi ise böyle bir fonksiyonun her
zaman olmayabilece¤ini söylüyor, üstelik ne zaman olmayaca-
¤›ndan hiç sözetmeden... 

E¤er sadece olumlu teorem (varl›k teoremleri) elde etmek
bizi ilgileniyorsa, o zaman C’yi kabul etmeliyiz.

Ama C’yi kabul edip etmemek felsefi bir sorun olarak da
görülebilir (ve hatta görülmeli). Sonuç olarak matematikle ger-
çe¤i anlamaya ve aç›klamaya çal›fl›yoruz. Gerçe¤e uymad›¤›n›
düflündü¤ümüz bir önermeyi aksiyom olarak kabul etmemeli-
yiz. Yani C’yi kabul edip etmemek gerçe¤i nas›l alg›lad›¤›m›zla
ve gerçe¤in ne oldu¤uyla ilgili bir sorundur. Gerçek yaflamda
(her ne demekse!) C’nin do¤ru oldu¤unu düflünüyorsak o za-
man C’yi kabul etmeliyiz, yoksa etmemeliyiz. 

En iyisi C’nin sonuçlar›na bakmak. E¤er C’nin sonuçlar›
kabul edilebilir, beklenen, çok flafl›rtmayan sonuçlarsa o zaman
C’yi kabul etmeliyiz. Ama e¤er C’nin sonuçlar› tüyleri diken di-
ken eden sonuçlarsa, o zaman C’yi kabul etmemeliyiz.

Bu say›da C’nin birçok sonucunu görece¤iz. Bunlardan iki-
sini alal›m bu bölüme.

Seçim Aksiyomu’ndan çok “do¤al” sonuçlar ç›kabildi¤i gi-
bi hiç de do¤al görünmeyen sonuçlar ç›kar. Her ikisinden de bi-
rer örnek verece¤iz.

“Do¤al” Bir Sonuç. X sonsuz bir küme olsun. X’in say›la-
bilir sonsuzlukta bir altkümesi var m›d›r? Yani X’ten öyle x0,
x1, x2, x3, ... elemanlar› bulabilirmiyiz ki,
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{x0, x1, x2, x3, ...}
say›labilir sonsuzlukta, yani N ile aralar›nda

n a xn

gibi bir eflleme olan bir küme olsun?
Seçim Aksiyomu olmadan böyle bir kümenin varl›¤›n› ka-

n›tlanamaz. Zorluk flurdad›r:
{x0, x1, x2, x3, ...}

diye X’in say›labilir sonsuzlukta eleman›n› içeren bir “nesne”
bulabiliriz. Ama bu nesnenin küme oldu¤unu kümeler kuram›-
n›n ZF aksiyomlar›yla kan›tlamak gerekiyor, oysa Seçim Aksi-
yomu olmadan bu kan›tlanamaz. Baz› X kümeleri için kan›tla-
nabilir, ama her sonsuz küme için kan›tlanamaz. Küme olma-
n›n baz› koflullar› vard›r. {x0, x1, x2, x3, ...} nesnesinin bu ko-
flullar› yerine getirdi¤ini kan›tlayamay›z.

“Do¤al Olmayan” Bir Sonuç. 1 yar›çapl› (içi dolu) bir küre
alal›m. fiimdi çok flafl›rt›c› bir fley söyleyece¤im. Bu küreyi öyle
befl parçaya bölebilirim ki ve bu befl parçay› döndürerek ve öte-
leyerek (yani hacim ve alan de¤ifltirmeyen dönüflümlerden ge-
çirdikten sonra) öyle bir araya getirebilirim ki, parçalardan iki-
sinden yar›çap› 1 olan bir küme, geri kalan üçünden gene yar›
çap› 1 olan bir küme elde edebilirim. Bu saçmasapan görünen
teorem Seçim Aksiyomu’yla kan›tlanabilir ancak. Matematikte
buna Banach-Tarski Paradoksu denir. Ama asl›nda bir para-
doks de¤ildir, sadece flafl›rt›c›d›r, paradoksa benzer. Befl parça-
n›n hiçbirinin hacmi olamaz elbet, yoksa hacmi büyütemezdik.)
Seçim Aksiyomu’nun yard›m›yla, R3 uzay›n›n hacmi hesapla-
namayan altkümelerini bulabiliriz. 

Banach-Tarski Paradoksu bu ders notlar›nda ileride kan›t-
lanacak.
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Seçim Aksiyomu ve Peano
Seçim Aksiyomu’ndan tarihte ilk sözeden Peano’dur. Zer-

melo’dan 14 y›l önce Seçim Aksiyomu’nun fark›na varm›flt›r.
1890’da yazd›¤› “Démonstration de l’integrabilité des équati-
ons différentielles” [Math. Ann. 37 (1890) 182-229] makalesi-
nin 210’uncu sayfas›nda sonsuz say›da seçim yap›lamayaca¤›n›
aç›kça yazarak Seçim Aksiyomu’nu kullanmay› reddetmifltir.
Daha da ilginci, bundan befl y›l önce 1985’te, “Sull’integrabili-
tà della equazioni differenziali di primo ordine” [Atti Acad.
Sci. Torino 21 (1885/86) 677-685] adl› makalesinde, 

R, R2’de kapal› bir dikdörtgen ve ƒ, R’den R’ye giden

sürekli bir fonksiyon olsun. Her (x, y) $ R için, bu nok-

tan›n bir U komflulu¤unda tan›ml› ve türevlenebilir öy-

le bir h fonksiyonu vard›r ki, h(x) = y ve her u $ U için,

h0(u) = ƒ(u, h(u))
eflitlikleri geçerlidir

teoremini kan›tlarken, her 0 < i < 2n için, hiçbiri bofl olmayan
A(n, i) & R kümelerinden birer eleman seçmek zorunda kald›-
¤›nda, Peano, çok flafl›rt›c› bir biçimde, burada tuhaf bir yön-
tem uygulamak üzere oldu¤unu ayr›msam›fl ve rastgele bir se-
çimin mümkün olmamas› gerekti¤ini aç›k ve net bir biçimde
söylemifltir:

Mais comme on ne peut appliquer une infinité de fois

une loi arbitraire avec laquelle à une classe : on fait cor-

respondre un individu de cette classe, on a formé ici une

loi déterminée avec laquelle à chaque classe :, sous des

hypothèses convenables, on fait correspondre un indivi-

du de cette classe.
Nitekim, A(n, i) kümelerinden her biri kapal› ve üstten s›n›rl›
oldu¤undan, Peano bu kümelerin maksimal eleman›n› alm›flt›r
ve böylece Seçim Aksiyomu’nu kullanmam›flt›r.
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