18. Secim Fonksiyonlar1 ve
Secim Aksiyomu

onsuz sayida ayakkabi ¢ifti var ve biri sizden her ciftten
S bir adet getirmenizi istiyor... Her ¢iftten sol ayakkabiyi se-

cebilirsiniz 6rnegin. Ya da hep sag ayakkabuiyi... Ya da bir
sag bir sol ayakkabiyi... Yani iki ayakkabidan birini se¢mek
icin bir kural bulabilirsiniz.

Simdi, diyelim sonsuz sayida ayakkabi ¢ifti degil de, sonsuz
sayida corap cifti var. Her ciftten birini segeceksiniz... Corapla-
rin sagi solu belli olmadigindan bu sefer belli bir kural bula-
mazsiniz. Coraplarin biri sagda biri solda olsa ya da biri ustte
biri altta olsa ya da biri yirtik biri pirtik olsa, o zaman ¢orap
se¢gme kuralini koymak kolay. Sorun, sonsuz sayida ¢orap cifti
oldugunda ve ciftleri olusturan ¢oraplardan birini digerinden
ayirdedemedigimizde.

Ayaktakimini bir kenara birakip matematik diinyasina do-
nelim.

X ={{1, 2}, {3, 4}, {5, 6}, ...}
olsun. Yani X bir kiime ve elemanlari bir # dogal sayisi igin,
2n+1,2n + 2}
bi¢iminde. X’in her elemani iki elemanli bir kiime. Amacimiz
X’in her elemanindan bir eleman se¢mek. X’in her elemani iki
dogal sayidan olustuguna gore, bu dogal sayilarin en buytugu-
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nii segebiliriz: {1, 2}’den 2’yi, {3, 4}’ten 4’1 ve genel olarak
2n+ 1, 2n + 2}
kiimesinden 27 + 2 elemanini secebiliriz.

Bagka se¢im yontemleri de olabilir elbet. Amacimiz secim
yontemlerinden birini bulmakti ve basardik.

Bir baska 6rnek: Eger

X ={{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, ...}
ise, 1, X’in her elemaninda oldugundan, hep 1’i segebiliriz.
Boylece X’in her elemanindan bir eleman (1’1) se¢mis olduk.

Birazdan Orneklerimizi artiracagiz ve se¢imin her zaman
kolay, hatta kimileyin miimkiin bile olmadigini gorecegiz.

Soruyu daha matematiksel olarak soyle ifade edelim. Eliniz-
de bir X kiimesi var. Bu kiimenin elemanlar1 da kiime ve hicbi-
ri bos degil. X’in her elemanindan bir eleman (6rnek, numune,
esantiyon) se¢mek istiyoruz. Eger x € X ise, x’ten secilen nu-
muneye f(x) adini verelim. f(x)’ten tek istedigimiz x’in bir ele-
mani olmasi, yani f(x) € x kosulu.

Bir baska deyisle, kalkig kiimesi X olan 6yle bir { fonksiyo-
nu bulmak istiyoruz ki, her x € X i¢in, f(x) € x olsun. Boyle
bir fonksiyona X’in se¢cim fonksiyonu denir.

Elbette X’in bir se¢im fonksiyonu olabilmesi i¢in, X’in ele-
manlarinin (ki bu elemanlar da birer kiime) hi¢birinin bogku-
me olmamasi gerekir.

Bu boliimde soracagimiz soru su: Bos olmayan kiimelerden
olusan her kiimenin bir secim fonksiyonu var nmudir?

Sorunun zorluk derecesini 6rneklerle 6lgecegiz. Bundan
sonraki bolumlerde de sorunu derinlemesine tartisacagiz.

18.1. Kolay Siklar
Eger X, asagidaki sekildeki gibi, elemanlari bos olmayan
kiimeler olan sonlu bir kiimeyse, o zaman X’in bir se¢cim fonk-
siyonunu bulmak ¢ok basittir: X’in her elemanindan bir ele-
man alin, olsun bitsin! Sonlu tane c¢orap ciftinin her birinden
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Yukarda, X kiimesinin x, y, 2, ¢, # ve v olmak tizere 6 eleman: goriiliyor.
Bu elemanlari resimde siyah noktalar olarak gosterdik. x, y, z, ¢, # ve v’nin
herbiri ayrica birer kiime. x, vy, z, £, u ve v’yi ayrica bir de kiime olarak,
“oval patates” olarak gosterdik. Bu alt1 kiimenin elemanlarini (biri harig, v)
ici beyaz ya da gri “nokta”larla gosterdik. Ornegin a, hem x’in hem de y’nin
bir elemani. v’nin z’nin bir elemani olduguna dikkat edin. X kiimesinin

bir se¢im fonksiyonu soyle olabilir:

flx)=aex,fy)=aey, ft)=bet, flu)=ceu, flz)=vegflv)=dew.
bir adet se¢meyi herkes bilir... Sorun X sonsuz olunca...

X sonlu oldugunda bir se¢im fonksiyonunun oldugu X’in
eleman sayisi tizerine tiumevarimla kolaylikla tanimlanabilir.
Kaniti okura birakiyoruz.

Eger X’in elemanlarinin ortak bir elemani varsa, o zaman
da kolay, hep o ortak elemani secelim. Ornegin yukardaki 6r-
neklerden birinde, 1, X’in butiin elemanlarinin ortak elemaniy-
di ve biz hep 1’i se¢mistik.

Eger X’in her elemaninda (ki bu elemanlar da birer kiime,
tekrarliyoruz), a ve b diye adlandiracagimiz iki elemandan biri
varsa, o zaman da secim kolay: X in herhangi bir x elemanini ala-
lim. Eger a € x ise a’y1 segelim, yani f(x) = a olsun. Eger a ¢ x ise,
0 zaman x’ten b’yi segelim, yani bu durumda f(x) = b olsun.

Bunlar kolay siklar. Simdi isi biraz zora sokalim.

18.2. Isler Zorlasiyor
@ (A)*, A’nin bos olmayan altkiimelerinden olusan kiime ol-
sun: @(A)* = @(A) \ {J}. Yazinin bundan sonrasinda cesitli
A’lar icin ¢ (A)* kiimesinin bir se¢cim fonksiyonunu bulmaya ca-
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lisacagiz. Eger A’nin 7 elemani varsa, ¢ (A)* kiimesinin 271 ta-
ne elemani vardir, ama bizi daha ¢cok A’nin sonsuz oldugu du-
rumlar ilgilendiriyor.

Ornek 18.1. o (N)* kiimesinin secim fonksiyonu.

Bos olmayan her dogal sayi kiimesinden kolaylikla bir ele-
man segebiliriz; 6rnegin kiimenin en kigiik elemanini segebili-
riz. Bu yontemle, sozgelimi, {1, 5, 8} kiimesinden 1’i, ¢ift sayi-
lar kiimesinden 0’1, asal sayilar kiimesinden 2’yi seceriz. Yani,
se¢im fonksiyonuna f dersek,

({1, 5,8}) =1
olur.

Bu soru da olduk¢a kolaydi. Simdi biraz daha zor bir soru
soralim:

Ornek 18.2. o (Z)* kiimesinin secim fonksiyonu.

Bos olmayan her tamsay: kiimesinden de belli bir yontemle
bir eleman secebiliriz. Ornegin su yontemi alalm: @ # x < Z
olsun. Eger x’in en buyuk elemani varsa o en buiyiik elemani se-
celim. Eger x’in en buiyiik elemani yoksa o zaman x N N kiime-
si bogkiime olamaz, bu kiimenin en kiigiik elemanini segelim.
Boylece bos olmayan her tamsay1 kiimesinden bir eleman se¢-
mis olduk.

Bu yontemle {-5, 2, 6} kimesinden en biuiytik say1 olan 6’y1,
57 + 3 kumesinden 3’1 segeriz.

Bunun da tstesinden geldik.

@ (Z)* kiimesinin bagka secim fonksiyonlari da vardir. Biz,
bunlardan sadece birini bulduk. Hepsini bulmak gibi bir ama-
cmiz yoktu.

Dikkat ederseniz her seferinde x’ten secilen f(x) elemani
icin bir kural ortaya koyuyoruz. Bu kurala uyan biri soylenen
elemani segmek zorundadir, “onu mu segeyim, bunu mu sece-
yim” gibi bir ikilemi olamaz.
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Ornek 18.3. 0 (Q20Y* kiimesinin secim fonksiyonu.

Bos olmayan bir pozitif kesirli sayilar kiimesinden bir say1
nasil segeriz? Bir¢cok se¢cim yontemi vardir. Iste bunlardan biri:
Kiimeye x diyelim. Simdi su kiimeyi tanimlayalim:

Ax)={a+b:aeN,be Nvealb e x}.

x boskiime olmadigindan, A(x) de bos degildir. Bos olma-
yan her dogal say1 kiimesi gibi, A(x)’in en kiiciik elemani var-
dir. Bu elemana 7(x) diyelim. Simdi,

{alb e x:aeN,beNvea+b=n(x)}
kiimesine bakalim. Bu, sonlu bir kesirli sayilar kiimesidir, ayri-
ca boskiime degildir, dolayisiyla en kiigiik elemani vardir. Iste
x’ten bu elemani secelim.

Ornegin,

x=1{a?/b e Q>0 :gasal, b € N ve a2 + b? sayis1 4’e ve 5’e
bolunmez} ise, A(x) = {c + d : a2 + b2 sayisinin 4’e ve 5’e bolun-
medigi bir g asali ve bir b € N sayisi icin, ¢/d = a?/b} kiimesidir.
A(x) kiimesinin en kugiik elemani 7°dir (a =2,c=4,b=d =3
alin.) Dolayisiyla yukarda ac¢ikladigimiz yontemle x’ten 2/3 sayi-
sin1 seceriz.

Buldugumuz bu se¢im fonksiyonu asagida gerekecek, ona
bir ad verelim: f. Ornegin, yukardaki 6rnekte, f(x) = 2/3.

Kiime karmagiklastik¢a secim fonksiyonu bulmanin da zor-
lastigina dikkatinizi ¢ekerim. Bir zaman sonra imkansiz hale
gelecek.

Ornek 18.4. o (Q)* kiimesinin secim fonksiyonu.

Bos olmayan kesirli say1 kiimelerinden de birer eleman se-
cebiliriz. X < Q, bos olmayan herhangi bir kiime olsun. Eger
X N Q20 boskiime degilse, yukardaki yontemi kullanalim ve
f(X N Q29) elemanini secelim. Eger X m Q20 bogktimeyse, o
zaman X N Q<0 ve —X N Q>0 kiimeleri bos degildir; bu durum-
da X’ten —{(—X N Q>9) elemanini segelim.
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Genel olarak, eger X sayilabilir bir kiimeyse (yani dogal sa-
yilar kiimesi N ile aralarinda bir esleme varsa), ¢ (X)* kiimesi-
nin bir se¢im fonksiyonunu bulmak oldukc¢a kolaydir. Nitekim,
f: X > N fonksiyonu X’ten N’ye giden bir egleme olsun. Ve
& # x < X olsun. Eger n, f(x)’in en kiigik elemaniysa, o zaman
x’ten {~1(n) elemanin segeriz.

Ornek 18.5. Araliklar kiimesinin secim fonksiyonu.

Gergel sayilarin bos olmayan araliklarindan da belli bir
yontemle bir eleman secebiliriz. Iste bir yontem:

la, b], [a, b), (a, D], (a, D)

araliklarindan “orta noktayi”, yani (a + b)/2 sayisini, (—oo, a] ve
(—o0, a) araliklarindan a — 1 sayisini, [a, o) ve (a, o) araliklarin-
dan g + 1 sayisin1 ve son olarak (—oo, —0) araligindan 0 sayisi-
ni (gene orta noktay1!) secelim.

Ornek 18.6. o (R)* kiimesinin secim fonksiyonu.

Iste simdi en civcivli soruya geldik. Yukardaki 6érneklerde
kimileyin kolayca kimileyin biraz zorlanarak da olsa, her sefe-
rinde bir se¢im fonksiyonu bulduk. Ama bu kez bir se¢im fonk-
siyonu bulmak hig¢ kolay degil.

Hemen soyleyelim: @ (R)* kiimesinin bir se¢im fonksiyo-
nunu bulamazsiniz. Istediginiz kadar deneyin... Sadece siz de-
gil, kimse bulamaz!

Bu kiimenin secim fonksiyonu yok demiyorum. Yoksa elbet
bulamazsiniz. Var da demiyorum... Ama varsa da bulamazsiniz!

Bu kiimenin bir secim fonksiyonunun oldugu ancak su ak-
siyomla kanitlanabilir:

Secim Aksiyomu (C): Elemanlari bos olmayan kiimeler
olan her kiimenin bir secim fonksiyonu vardir.
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Bu aksiyom kullanilarak ¢ (R)* kiimesinin bir se¢cim fonk-
siyonu oldugu kanitlanabilir (elbette!), ama o secim fonksiyo-
nunun kurali bulunamaz! Yani acik agik secim fonksiyonunu
yazamazsiniz. Bir baska deyisle, varligi ancak yukardaki aksi-
yom kullanilarak kanitlanan bir secim fonksiyonunun “kurali”
yoktur. Olamaz da.

Okur hakli olarak boyle bir fonksiyonun neden olamayaca-
gini soruyordur; hatta belki de iyi anlayamadigini saniyordur.

Soyle bir ornek verelim. X, elemanlar1 ayrik kiimelerden
olusan sonsuz bir kiime olsun. Daha tane tane soyleyelim: X bir
kiime, X’in elemanlari da kiime ve X’in herhangi iki elemaninin
kesisimi bogkiime. Diyelim X, sayilabilir sonsuzlukta. X’in ele-
manlarini teker teker sayip numaralandiralim: Bu elemanlara

Xoy X1 Xos X3y ooy X
diyelim. Bunlarin her biri bir kiime, hicbiri bos degil, ama her-

ny *ee

hangi ikisinin kesigimi bogkiime. Bu bog olmayan her kiimeden
bir eleman se¢mek istiyoruz.

Birinci kiime olan Xy’dan x adin1 verecegimiz bir eleman
secelim. X, bos olmadigindan, boyle bir elemanin varhigini bi-
liyoruz. Herkes X’dan ayni elemani se¢meyebilir, ama bu bir
sorun degil bizim i¢in. Simdi sira X; kiimesinde. Bu kiimeden
de rahatlikla bir eleman segebiliriz. Se¢tigimiz elemana x; diye-
lim. Bunu boylece hep stirdirebiliriz. X, kiimesinden segilen
elemana x,, diyelim. Simdi f fonksiyonunu

[(X,) = x,
olarak tanimlayalim. Her # icin f(X,) € X,, oldugundan sorun
yok gibi gortinebilir. Ama var... Sorun f’nin bir fonksiyon ol-
dugunu kanitlamada. f, bir fonksiyon olmayabilir. Fonksiyon-
lar da dahil olmak iizere matematikte her sey bir kiimedir.
f’nin bir fonksiyon olmasi igin de x,,’leri iceren {x(, x1, x5, ... }
nesnesinin bir kime olmasi gerekir. Bu nesnenin bir kiime ol-
dugu da su ana kadar gordiagimuz kimeler kuramimin ilk 9
aksiyomuyla kanitlanmalidir. Iste bu kaniti yapmaktan aciziz.
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Ornek 18.7. R/Z kiimesinin secim fonksiyonu.
Her r gergel sayisi igin,
r+4 ={r+n:necl
olsun. Bu 6rnekte her r + Z kiimesinden bir eleman se¢gmeye ¢a-

lisacagiz.
-2 r-2 -1r-1 0 r 1 r+1 2 r+2 3 r+3
| .W.
r+2

Elbette 7, » + Z kiimesinin bir elemanidir, dolayisiyla 7 + Z
kiimesinden 7’yi secelim diyebilirsiniz. Ama r + Z kuimesi r’yi
belirlemiyor ki... Nitekim, birbirinden degisik » ve s sayilari
icin, 7 + Z = s + Z olabilir. Ornegin,

V2+Z=(1+V2)+Z=(-3+V2)+7
dir.

Yukarda sozii edilen sorunu iyice anlamak igin sorumuzu
sOyle gorelim:

R/Z ={r+Z :r e R}
olsun. Amacimiz R/Z’nin her elemanindan bir eleman se¢cmek.
R/Z’den herhangi bir eleman alalim. Bu elemana o diyelim.
Elemani 6zellikle o diye yazdik,  + Z diye 7’yi onplana cikara-
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cak bicimde yazmadik. Her ne kadar a, bir¢ok 7 icin » + Z’ye
esitse de, tim bu 7’ler arasindan hangisini se¢meliyiz?

Aslinda her bir a € R/Z i¢in, o = r + Z esitligini saglayan
bir 7 € R segebiliriz. Ama bu secimlerde bir diizen olmazsa, ya-
ni se¢imleri belli bir kurala bagl kalarak yapmazsak, o zaman
segilen 7’lerin bir kiime olusturdugunu bu asamaya kadar ver-
digimiz aksiyomlarla kanitlayamayiz.

Bu ornekte, belli bir kurala bagh kalarak, her a. € R/Z icin,
o =7 + Z esitligini saglayan bir r € R secebiliriz. Nitekim, her
a € R/Z igin, o = 7 + Z esitligi saglayan bir ve bir tek 7 € [0, 1)
vardir. Iste a’dan, [0, 1) araligindaki bu 7 sayisin1 secelim. Bu
sefer binlerce (!) ’den rastgele birini segmedik, [0, 1) arahigin-
da bulunan o = 7 + Z esitligini saglayan tek r’yi segtik.

Bu yontemle, © + Z kiimesinden © — 3’1, V2 + Z kiimesin-
den V2 — 1i seceriz.

Eger bir a € R/Z elemani verilmisse, o = 7 + Z esitligini sag-
layan r € [0, 1) pratikte nasil bulunur? Séyle bulunur: Once,

o=s+72
esitligini saglayan herhangi bir s alinir. Boyle bir s’nin varligini
biliyoruz. Simdi, s’ye yeterince 1 ekleyerek ya da s’den yeterin-
ce 1 ¢ikararak, o = r + Z esitligini saglayan bir € [0, 1) sayi-
sina ulasiriz. Ayrica, [0, 1) arahiginda bu esitligi saglayan bas-
ka bir say1 da yoktur.

r=s—-2¢e[0,1)

Burada s’yi belli bir kurala uymadan sectigimizi belirtelim.
Se¢im Aksiyomu’nu kullanmadan buna hakkimiz var mi? Var!
Cunkii [0, 1) araliginda bulunan 7 sayisi s’nin se¢iminden bagim-
sizdir. o = s + Z esitligini saglayan hangi s’yi secersek secelim, ay-
ni 7’ye ulagiriz. Burada Se¢im Aksiyomu’na ihtiyacimiz yok. As-
linda 7, s — [s]’dir ve o’dan hangi s secilirse secilsin, s — [s] hep
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ayni sonucu verir. Burada Se¢cim Aksiyomu’nu kullanmadik.
Her o i¢in bir s € a sectik ama kanitimizda bu se¢imlerin bir
kiime olusturmasina ihtiyacimiz olmad.

Sonug: Yukarda tanimlanan f fonksiyonu R/Z’nin bir se-
¢im fonksiyonudur ve Se¢im Aksiyomu’na ihtiya¢ duyulmadan
bulunmustur.

[0, 1) araliginin su 6zelligi 6nemli: Her a € R/Z i¢in,

loo N [0, 1)l = 1.

Ornek 18.8. R/Q kiimesinin secim fonksiyonu.
Her r gergel sayisi igin,
r+Q={r+qg:q9€Q}

olsun. Bu sefer her 7 + Q kiimesinden bir eleman se¢meye cali-

0+Q=Q=12+Q

R
L
1 \/02 :
O T
/2 [®
°
Fe ¢

V2+Q 1+Q r+Q

7, s € Rigin, 7 + Q ve s + Q kiimeleri ya esittir ya da ayriktirlar. (Okura alistirma.)

sacagiz. Yani,
RIQ={r+Q:reR}
ise, R/Q’ntin bir se¢cim fonksiyonunu bulacagiz. Bu, her a €
R/Q igin, la n XI = 1 esitligini saglayan bir X < R altkiimesi
r+Q

R
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bulmaya esdegerdir.

Elle bulamayiz. Sadece biz degil kimse bulamaz. Boyle bir
se¢im fonksiyonunu ancak yukardan birileri bize verebilir, ama
kuralini sdylemeden...

Bu sefer se¢cim fonksiyonunu bulmak i¢in Se¢im Aksiyo-
mu’nu kullanmak zorundayiz. Se¢im Aksiyomu olmadan boy-
le bir fonksiyon bulamayiz. Inanmazsaniz bulmaya ¢alisin! Ba-
saramayacaginizi goreceksiniz.

Se¢cim Aksiyomunu kullandigimiz sonuglarin basina kimi
zaman “[ZFC]” ibaresi koyacagiz. [ZF] koydugumuzda Se¢im
Aksiyomu kanitta kullanilmiyor demektir.



19. ZFC Kiimeler Kuram

im matematigi kimeler kuramina dayandirabiliriz, ya-
I ni matematik, en azindan kuramsal olarak, kiimeler ku-
raminda ifade edilebilir, kiimeler kuraminin icinde yer
alabilir. Ornegin topoloji, analiz, cebir, sayilar kurami, diferan-
siyel denklemler, kompleks analiz gibi duydugunuz ya da duy-
madigimiz her matematik dali kiimeler kuraminin bir altdal
olarak gortilebilir. (Matematikte pek de merkezi olmayan kate-
gori kuramini kaideyi bozmayan istisna olarak kabul edelim.
Kategori kurami kiime olmayan nesnelerle ilgilenir.)

Dolayisiyla kiimeler kurami celigkisizse, o zaman tiim ma-
tematik ¢eligkisiz demektir. Eger 0 = 1 esitsizligi kiimeler kura-
minda kanitlanamiyorsa, kiimeler kuraminin ¢eliskisiz oldugu
soylenir. Celigkili bir kuramda, dogru olsun ya da olmasin, her
onerme kanitlanabilir.

Ama ne yazik ki kiimeler kuraminin ¢eliskisiz oldugu kanit-
lanamaz. Bu, Gédel’in, caginin en biiyitk matematikgisi Hilbert
de dahil olmak tizere, bircok kisiyi diiskirikligina ugratan derin
bir teoremidir.

Ote yandan kiimeler kuraminin celiskili oldugu kanitlana-
bilir. Bunun i¢in 0 = 1 esitligini kanitlamak yeterlidir. Birazdan
agiklayacagimiz kiimeler kuraminda hentiz boyle bir esitlik ka-
nitlanamamustir, umariz hi¢bir zaman da kanitlanamaz.
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Bugiin kimse ciddi olarak kiimeler kuraminin ¢eligkili ola-
bilecegine ihtimal vermiyor. Genel kani, “celigkili olsaydi bu-
giine kadar bir ¢eligki bulunurdu” seklinde.

Yukarda, birinci paragrafta, “matematik, en azindan kuram-
sal olarak, kiimeler kuraminda ifade edilebilir” dedik. Burada
“kuramsal olarak” sozleri hafife alinmamali. Matematigin her
dalin1 kiimeler kuramina dayandirmaya calismak her ne kadar
miimkiinse de, boyle bir ugrasa girmek akla zarardir ve bu ¢aba-
min makul bir siire i¢inde basariya ulasmasi miimkiin degildir. Us-
telik bunu basarmak uygulamada pek bir ise de yaramaz.

Matematigin merkezine yerlestirdigimiz “kiimeler kura-
mi1”nin ne oldugu sorusu bu asamada dogal, dogru ve sorulma-
s1 gereken bir sorudur. [SI]’de ve 6nceki boliimlerde kiimeler
kuramindan ve aksiyomlarindan (yani aksiyomlarindan) sozet-
mistik. Bu béliimde konuyu toparlayip kiimeler kuraminin ak-
siyomlarini toplu halde verecegiz.

Birbirine asagi yukari esdeger birka¢ kiimeler kurami var-
dir. Bunlardan en yaygin olarak kullanilan1 ZFC kisaltmasiyla
anilan ve buyiik 6lciide ilk kez Ernst Zermelo tarafindan ifade
edilen kuramdir. Bunun disinda, 6rnegin, Bertrand Russell’in
tipler kurami ve von Neumann, Bernays ve Godel’in kiimeler
kurami (NBG) vardir. Biz burada sadece ZFC’yi aciklamakla
yetinecegiz.

ZFC kumeler kuraminin tanimsiz iki terimi vardir: “Kiime”
ve “elemani olmak”.

Kiime. ZFC’de sozu edilen her nesne (elemanlar, fonksiyon-
lar, siralamalar vs) bir kiimedir. Ornegin, “dyle bir x var ki”
diye baslayan bir 6nerme, aslinda “oyle bir x kiimesi var ki”
olarak okunmalidir.

Elemani1 Olmak. Bu, iki kiime arasinda bir iligkidir ve bu da
tanimsiz olarak verilmistir. “x € y” yazihimi, “x, y’nin bir elema-
nidir” anlamina gelir demeyecegiz, ¢linkii tanimsiz oldugundan
“x, y’nin bir elemanidir”in anlami yoktur; ama “x € y” yazilimu,
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“x, y’nin bir elemanidir” olarak okunur ve 6yle de hissedilir.

“x ¢ y” yazihmu ise, “x, y’nin bir eleman1 degildir” anlami-
na gelir. Artik “x, y’nin bir elemanidir” 6énermesinin anlamini
bildigimizi varsaydigimizdan, bu varsayima dayanarak, “x,
y’nin bir elemani degildir”in ne demek oldugunu biliyoruz.

Kiimeler kuraminda (en azinda ZFC’de) her sey kiime oldu-
gundan, bir kiimenin elemanlari da kiimedir. (Ortaokullarda
ve liselerde elemanla kiime apayri seylermis gibi gosterilir, oy-
sa kiimeler kuraminda 6yle degildir.)

Tanimsiz verilmis bu “kiime” ve “elemani olmak” terimle-
rinin agag1 yukari ne anlama gelmeleri gerektigini biz sezgileri-
mizle biliriz elbet, ne de olsa hayat tecriibemiz var, ama kuram
bunu bilmez.

Kimeler kuramimin (ve matematigin) diger tim tanimlari
bu iki terim kullanilarak yapilir. Ornegin, eger x kiimesinin her
elemani y kiimesinin de bir elemaniysa, x’e y’nin bir altkiimesi
denir. Bunun gibi matematigin dogal sayi, gercel say1, karma-
sik sayi, fonksiyon, tirev, stireklilik gibi kavramlar1 kiimeler
kuramina indirgendiginde, tanimlanmamis ve hicbir zaman da
tanimlanmayacak olan “kiime” ve “elemani olmak” terimleri
kullanilarak tanimlanirlar.

Asagidaki ZFC’nin aksiyomlarini bulacaksiniz.

Aksiyomlarin sayist sonlu (10 tane) gibi goztkebilir ama bu
yaniltict: 3’Uncii ve 9’uncu aksiyomlar aslinda sonsuz sayida
aksiyomdan olusuyorlar, her biri her ¢ 6zelligi icin ayri birer
aksiyomu simgeler. [SI]’de agiklamistigimiz “6zellik”in tam ne
anlama geldigini bilmek pek onemli olmayacak, okur yeter ki
“asal say1 olmak” gibi sozli ifade edebildigi her seyin aslinda
matematiksel anlamda bir 6zellik olduguna ikna olsun.

ZFC’nin Z’si yukarda da dedigimiz gibi Zermelo’nun Z’si-
dir. Bertrand Russell’dan bagimsiz olarak zamaninin kiimeler
kuraminda bir ¢eligki yakalayan Zermelo, celiskiden kurtul-
mak i¢in kiimeler kuramini aksiyomlastirma c¢abasina girisir.
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Kiimeler kuraminin aksiyomlarinin ¢cogu ona aittir.

Zermelo, sisteminin ¢eligkisiz oldugunu kanitlamaya calis-
migsa da bagsaramamustir. Basaramamasinin nedeni vardi: Siste-
min ¢eligkisiz oldugunun kanitlanamayacagini bugiin Godel sa-
yesinde biliyoruz.

ZFC’nin F’si ise 1922°de Temellendirme ve Yerlestirme ak-
siyomlarina gereksinildiginin farkina varan Adolf Fraenkel’in
F’sidir. Thoralf Skolem de, Fraenkel’den bagimsiz olarak Yer-
lestirme Aksiyomu’nu aymi yil kesfetmistir. Iki kisinin birden
ayni aksiyomu bulmasi manidardir elbet, bu, aksiyomun ger-
cekten gerektigine dair bir delildir. (Ote yandan kiimeler kura-
mina ciddi olarak egilmemis birinin Temellendirme Aksiyo-
mu’na ihtiya¢ duymasi olanaksizdir.)

19.2. ZFC Aksiyom Sistemi

1. Boskiime Aksiyomu. Hi¢ elemani olmayan bir kiime var-
dir: &.

2. Esitlik Aksiyomu. Ayni elemanlara sahip iki kiime birbiri-
ne esittir.

3. Tamimlanabilir Altkiime Aksiyomu. Eger ¢ bir ozellikse ve
x bir kiimeyse, x’in ¢ 6zelligini saglayan elemanlarini eleman ola-
rak iceren ve bunlardan baska eleman icermeyen bir kiime vardir:
{yex:o)

4. Bilesim Aksiyomu. Eger x bir kiimeyse, eleman olarak sa-
dece ve sadecex’in elemanlarmmin elemanlarini iceren bir kiime
vardir: U x =\U, ., y={z: biry e x icin z € y}.

5. Iki Elemanh Kiime Aksiyomu. Eger x ve y birer kiimey-
se, eleman olarak sadece ve sadece x ve y'yi iceren bir kiime
vardr: {x, y}.

6. Altkiimeler Kiimesi Aksiyomu. Eger x bir kiimeyse, ele-
man olarak sadece ve sadece X’in altkiimelerini iceren bir kiime
vardir:
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px)={y:ycxl
= {y : y’nin bher elemani x’in de elemanidir}.

7. Tumevarimsal Kiime Aksiyomu. Bogkiimeyi iceren ve icer-
digi ber x kiimesi icin x U {x} kiimesini de iceren (en kiiciik) bir
kiime vardir.

8. Temellendirme Aksiyomu. [Fraenkel] Eger x bos olma-
yan bir kiimeyse, o zaman x’in x Ny = O esitligini saglayan bir
y elemani vardwr. (Bu aksiyom sadece kiimeler kuraminda kul-
lanilir.)

9. Yerlestirme Aksiyomu. [Fraenkel ve Skolem] a bir kiime ve
o(x, y) bir ozellik olsun. Her x € a icin, ¢(x, y) ozelligini sagla-
yan bir ve bir tane y kiimesi varsa o zaman bir x € a icin ¢(x, )
ozelligini saglayan y’ler bir kiime olustururlar. Yani

{y:3x (x € anolx, y)}
toplulugu bir kiimedir.

10. Secim Aksiyomu (C). Elemanlari bos olmayan kiimeler
olan her kiimenin bir secim fonksiyonu vardir.

Bugiine dek hi¢ gereksinmedigimiz Temellendirme Aksiyo-
mu’ndan [SI]’de uzun uzun sézettik. Bu aksiyom matematikte
sadece kiimeler kuraminda kullanilir.

Ik 9 aksiyoma ZF adi verilir. Sonuncusu da eklenirse, sis-
tem ZFC adin1 alir. C, “secim™in Ingilizcesi olan “choice” soz-
cugunun (ilk!) ¢’sidir.

ZFC kumeler kuraminda sonsuz sayida aksiyom vardir.
Montague 1961°de bu sistemin sonlu sayida aksiyoma indirge-
nemeyecegini kanitlamistir. Godel, Bernays ve von Ne-
umann’in buldugu aksiyom sistemi (NBG) sonludur ve her iki
sistemde de kiimelerle ilgili ayni sonuglarin kanitlanacag bili-
niyor. Ancak NBG siteminde kiime olmayan siniflardan da soz
edildiginden, sonlu olmasina karsin, bir anlamda NBG sistemi
ZFCden daha karmasiktir diyebiliriz. Bir baska deyisle, ZFC
sisteminin dili V, v, = gibi standard matematik simgeleri digin-
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da sadece € simgesini kulanirken, NBG sistemi € simgesi digin-
da, kiime olmayan topluluklardan s6zedebilmek i¢in fazladan
bir simge daha kullanmaktadir.

Secim Aksiyomu. Son aksiyom (Se¢im Aksiyomu ya da ki-
saca C, bazen AC) diger aksiyomlardan farkhdir, ¢tinkii (ikin-
cisi disinda) diger aksiyomlar “yapici” nitelikte aksiyomlardir,
bir ya da birka¢ kiimeden yeni bir kiime insa etme yontemini
soylerler. Ilk on aksiyomla insa edilen her kiime kullanilan ak-
siyom tarafindan tanimlanmig ve belirlenmistir; bu aksiyomlar-
la inga edilen o kiimeden sadece bir tane vardir. (7’nci aksiyom
bu dedigimize bir istisna belki ama olsun... Onemsemeyin. 7’n-
ci aksiyomun varhgini soyledigi kiimenin biricik olmamasi bu
aksiyomun en 6nemli niteligi degildir. Bu aksiyomu birazcik
degistirerek, (en kiuiciik) parantezini ekleyerek, tek bir kiimenin
varhigimi soyler hale getirebiliriz.) Oysa Se¢im Aksiyomu’nda
varhigi soylenen kiimenin (daha dogrusu fonksiyonun, ama
fonksiyonlar da bir kiimedir) nasil bir sey olduguna dair bir sey
soylenmemektedir. Se¢cim Aksiyomu sadece bir fonksiyonun
varligindan sozetmektedir, fonksiyonun hangi fonksiyon oldu-
gunu soylememektedir. Se¢im Aksiyomu’nda varhigi sdylenen
fonksiyonlardan birkag tane olabilir, ki genellikle 6yledir, ve
bu fonksiyonlardan birini gostermek imkansizdir.

Varligi Se¢cim Aksiyomu’yla kanitlanmak zorunda olan
fonksiyonlar acik se¢ik tanimlanamazlar. Bu yiizden Se¢im Ak-
siyomu uygulamada ise yarar bir bicimde, 6rnegin bilgisayar-
larda ya da teknolojide) kullanilamaz, Se¢im Aksiyomu’nun sa-
dece kuramsal bir 6nemi vardir.

Hilbert’in tegvikiyle kiimeler kuramiyla ilgilenmeye basla-
yan Zermelo, her kiimenin iyi siralanabilecegini kanitlayarak
geng yasinda Unlenmis, ancak kanitinda herkes tarafindan ka-
bul gormeyen Se¢cim Aksiyomu’nu kullanmistir (1904). Bugin
Secim Aksiyomu’yla Zermelo’nun bu teoreminin esdeger oldu-
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gu biliniyor, yani Zermelo, teoremini kanitlamak icin Secim
Aksiyomu’nu kullanmak zorundaydi, bagka tiirlii yapamazdi.
Bu esdegerliligi 24. lyisiralama Teoremi’nde kanitlayacagiz.

Se¢im Aksiyomu Zermelo’dan once de kullanilmisti, ancak
kiimeler kurami heniiz aksiyomlagsmadigindan ve matematikgile-
rin boyle bir sorunu da olmadigindan kimse bunun farkina var-
mamigti.

Bagimsizlik. 1935°te Godel, eger ZF ¢eliskisizse ZFC’nin de
celigkisiz oldugunu kanitlamistir.

1963’te Cohen, eger ZF c¢eliskisizse, ZF’ye C’nin degilleme-
si olan —C onermesi (yani C’nin yanlis oldugu) eklendiginde de
elde edilen kuramin celiskisiz oldugunu kanitlamistir.

Secim Aksiyomu’nun Degillemesi (—C). Elemanlar: bos ol-
mayan kiimeler oldugu halde secim fonksiyonu olmayan bir
kiime vardir.

Asagidaki olguyu kanitlamak hi¢ de kolay degildir. Boyle
bir ugras bu ders notlarinin amaglarini kat kat asar. Ama gene
de bu 6nemli olguyu not edelim.

Olgu (Godel ve Cohen). Eger ZF celiskisizse, hem (ZF + C)
hem de (ZF + —C) celiskisizdir.

Bundan C’nin ZF’den bagimsiz oldugu sonucu ¢ikar: Eger
ZF c¢eliskisizse, ZF’ye C’yi de, degillemesi olan —C’yi de ekle-
sek celigkisiz bir kuram elde ederiz.

Bu agsamada, C’yi mi yoksa —C’yi mi aksiyom olarak kabul
etmeli gibi artik matematigi asan felsefi bir problemle karsi
karsiyayiz. Ne C’yi ne de C’nin degillemesini kabul edip sade-
ce ZF’yle yetinmek de bir segenektir elbet.
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C’yi Kabul Etmeli mi Etmemeli mi? C’yi kabul edersek da-
ha ¢ok teorem kanitlariz elbet, ¢linki kuramimiz C’nin kabu-
luyle daha da zenginlesmistir, 6rnegin C’nin kendisi bu teorem-
lerden biridir. C’nin degillemesini kabul edersek de daha c¢ok
teorem elde ederiz ama C’yi kabul ederek daha “olumlu” te-
oremler elde edilir, ¢inkii C sonug olarak bir fonksiyonun var-
ligin1 soyliiyor; C’nin degillemesi ise boyle bir fonksiyonun her
zaman olmayabilecegini soyliiyor, ustelik ne zaman olmayaca-
gindan hi¢ sozetmeden...

Eger sadece olumlu teorem (varlik teoremleri) elde etmek
bizi ilgileniyorsa, o zaman C’yi kabul etmeliyiz.

Ama C’yi kabul edip etmemek felsefi bir sorun olarak da
gorilebilir (ve hatta gortilmeli). Sonug olarak matematikle ger-
¢egi anlamaya ve acgiklamaya c¢alisiyoruz. Gercege uymadigini
distindigtimiiz bir 6nermeyi aksiyom olarak kabul etmemeli-
yiz. Yani C’yi kabul edip etmemek gercegi nasil algiladigimizla
ve gercegin ne olduguyla ilgili bir sorundur. Ger¢ek yasamda
(her ne demekse!) C’nin dogru oldugunu disiiniiyorsak o za-
man C’yi kabul etmeliyiz, yoksa etmemeliyiz.

En iyisi C’nin sonuglarina bakmak. Eger C’nin sonuglari
kabul edilebilir, beklenen, ¢cok sasirtmayan sonuglarsa o zaman
C’yi kabul etmeliyiz. Ama eger C’nin sonuglari tiyleri diken di-
ken eden sonuglarsa, o zaman C’yi kabul etmemeliyiz.

Bu sayida C’nin bir¢ok sonucunu gorecegiz. Bunlardan iki-
sini alalim bu bolime.

Se¢im Aksiyomu’ndan ¢ok “dogal” sonuclar ¢ikabildigi gi-
bi hi¢ de dogal goriinmeyen sonuglar ¢ikar. Her ikisinden de bi-
rer ornek verecegiz.

“Dogal” Bir Sonuc¢. X sonsuz bir kiime olsun. X’in sayila-
bilir sonsuzlukta bir altkiimesi var midir? Yani X’ten oyle x,
X1, X9, X3, ... elemanlar1 bulabilirmiyiz ki,
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{x0, %1, %2, X3, ...}

sayilabilir sonsuzlukta, yani N ile aralarinda
ni x,
gibi bir esleme olan bir kiime olsun?
Se¢cim Aksiyomu olmadan boyle bir kiimenin varhigini ka-

nitlanamaz. Zorluk surdadir:

{x0, %15 %2, X3, ...}
diye X’in sayilabilir sonsuzlukta elemanini iceren bir “nesne”
bulabiliriz. Ama bu nesnenin kiime oldugunu kiimeler kurami-
nin ZF aksiyomlariyla kanitlamak gerekiyor, oysa Se¢im Aksi-
yomu olmadan bu kanitlanamaz. Baz1 X kiimeleri i¢in kanitla-
nabilir, ama her sonsuz kiime i¢in kanitlanamaz. Kiime olma-
nin bazi kosullar1 vardir. {x,, x¢, x5, x3, ...} nesnesinin bu ko-
sullar1 yerine getirdigini kanitlayamayiz.

“Dogal Olmayan” Bir Sonug. 1 yaricapl (ici dolu) bir kiire
alalim. Simdi ¢ok sasirtici bir sey soyleyecegim. Bu kiireyi 6yle
bes parcaya bolebilirim ki ve bu bes par¢ayr dondiirerek ve ote-
leyerek (yani hacim ve alan degistirmeyen dontustimlerden ge-
cirdikten sonra) Oyle bir araya getirebilirim ki, par¢alardan iki-
sinden yarigap1 1 olan bir kiime, geri kalan ti¢cinden gene yari
capt 1 olan bir kiime elde edebilirim. Bu sagmasapan goriinen
teorem Secim Aksiyomu’yla kanitlanabilir ancak. Matematikte
buna Banach-Tarski Paradoksu denir. Ama aslinda bir para-
doks degildir, sadece sasirticidir, paradoksa benzer. Bes parca-
nin hi¢birinin hacmi olamaz elbet, yoksa hacmi biiyiitemezdik.)
Se¢cim Aksiyomu’nun yardimiyla, R3 uzaymnin hacmi hesapla-
namayan altkiimelerini bulabiliriz.

Banach-Tarski Paradoksu bu ders notlarinda ileride kanit-
lanacak.
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Secim Aksiyomu ve Peano

Se¢im Aksiyomu’ndan tarihte ilk sézeden Peano’dur. Zer-
melo’dan 14 yil 6nce Secim Aksiyomu’nun farkina varmustir.
1890°da yazdigr “Démonstration de I’integrabilité des équati-
ons différentielles” [Math. Ann. 37 (1890) 182-229] makalesi-
nin 210’uncu sayfasinda sonsuz sayida se¢im yapilamayacagini
acgik¢a yazarak Secim Aksiyomu’nu kullanmayi reddetmistir.
Daha da ilginci, bundan bes yil 6nce 1985’te, “Sull’integrabili-
ta della equazioni differenziali di primo ordine” [Atti Acad.
Sci. Torino 21 (1885/86) 677-685] adli makalesinde,

R, R?de kapali bir dikdortgen ve f, R’den R’ye giden

stirekli bir fonksiyon olsun. Her (x, y) € R icin, bu nok-

tamin bir U komsulugunda tamml ve tiirevlenebilir 6y-

le bir b fonksiyonu vardwr ki, h(x) =y ve ber u € U icin,

b(u) = Fn, blu)

esitlikleri gecerlidir
teoremini kanitlarken, her 0 < i < 27 i¢in, hicbiri bos olmayan
A(n, i) < R kuiimelerinden birer eleman se¢cmek zorunda kaldi-
ginda, Peano, ¢ok sasirtict bir bigimde, burada tuhaf bir yon-
tem uygulamak tizere oldugunu ayrimsamis ve rastgele bir se-
¢imin mimkin olmamas: gerektigini agik ve net bir bicimde
sOylemistir:

Mais comme on ne peut appliquer une infinité de fois

une loi arbitraire avec laquelle a une classe o on fait cor-

respondre un individu de cette classe, on a formé ici une

loi déterminée avec laquelle a chaque classe o, sous des

hypotheses convenables, on fait correspondre un indivi-

du de cette classe.
Nitekim, A(#n, i) kiimelerinden her biri kapali ve tstten sinirl
oldugundan, Peano bu kiimelerin maksimal elemanini almistir
ve boylece Se¢cim Aksiyomu’nu kullanmamuistir.



