
15. Ordinallerde Üs Alma Denemesi
(Bir Fiyasko Öyküsü)

G
eçen iki bölümde ordinallerde toplama ve çarpma ifl-

lemlerini tan›mlam›flt›k.  ve ! ordinallerini (bu s›ray-

la) toplamak için  s›ralamas›n›n sonuna ! s›ralamas›-

n› eklemifltik; çarpmak için ise  " ! kartezyen çarp›m›n› ters

alfabetik s›ralamayla s›ralam›flt›k.

Ya “ üssü !” (yani  !#$ordinalini tan›mlamak için ne yap-

mal›? Toplama ve çarpmaya benzetmeye çal›fl›rsak, “ üssü !

kadar” eleman› oldu¤unu düflündü¤ümüz bir Z kümesi bulup

Z ’yi iyis›ralamal›y›z ve  ! ordinalini de Z ’nin bu iyis›ralamas›-

na eflyap›sal olan biricik ordinal olarak tan›mlamal›y›z.

E¤er bu dediklerimizi bir de “do¤al biçimde” yapmay› ba-

flar›rsak, o zaman üs alma iflleminin toplama ve çarpma ifllem-

leriyle uyumlu olaca¤›n› umma hakk›na sahip olabiliriz.

Do¤al say›lardan esinlenelim. E¤er X ve Y, s›ras›yla m ve n

eleman› olan sonlu iki kümeyse, nm tane eleman› olan bir kü-

me bulabilir miyiz? Evet! X ’ten Y ’ye giden tam tam›na nm ta-

ne fonksiyon vard›r. Nitekim, e¤er

X = {x0, ..., xm%1} 

ise, X ’ten Y ’ye giden bir ƒ fonksiyonunu belirlemek için, X ’in

her xi eleman› için Y ’nin bir ƒ(xi) eleman›n› belirlemeliyiz. Her



bir xi için tam n tane seçene¤imiz oldu¤undan, ve toplam m ta-

ne xi oldu¤undan, X ’ten Y ’ye giden toplam fonksiyon say›s›

tam tam›na nm’dir.

fiimdi X ve Y iyis›ralanm›fl iki küme olsun. Her iki küme-

nin s›ralamas›n› da ayn› simgeyle, < simgesiyle gösterelim.

Fonk(X, Y), X ’ten Y ’ye giden fonksiyonlar kümesi olsun.

Fonk(X, Y) kümesi üzerine flu < ikili iliflkiyi tan›mlayal›m:

ƒ < g & ƒ ' g ve e¤er x, X ’in ƒ(x) ' g(x) 

eflitsizli¤ini sa¤layan en küçük

eleman›ysa o zaman ƒ(x) < g(x).

Bu ikili iliflkinin bir tams›ralama oldu¤unu görece¤iz.

Sayfan›n bafl›ndaki resimde, 8 fonksiyonu yukarda tan›mla-

nan iliflkiye göre küçükten büyü¤e do¤ru s›ralad›¤›m›za dikka-

tinizi çekerim. E¤er bu örnekte, bir ƒ fonksiyonunu,

172 15. Ordinallerde Üs Alma Denemesi

x0

x1

x2

y0

y1

x0

x1

x2

y0

y1

x0

x1

x2

y0

y1

x0

x1

x2

y0

y1

x0

x1

x2

y0

y1

x0

x1

x2

y0

y1

x0

x1

x2

y0

y1

x0

x1

x2

y0

y1

3 elemanl› X = {x0, x1, x2} kümesinden 2 elemanl›
Y = {y0, y1} kümesine giden 23 = 8 fonksiyon.

X

ƒ
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x

Y

x’ten öncesine kadar ƒ = g. Ama x’te ƒ ve g de¤iflik de¤erler al›yorlar.
E¤er ƒ(x) < g(x) ise ƒ < g deniyor. x’ten sonra  al›nan de¤erlerin önemi yok.
Fonksiyonlar›n ayr›flt›klar› ilk noktaya bak›l›yor.

ƒ(x)

g(x)

ƒ = g



(ƒ(x0), ƒ(x1), ƒ(x2))

üçlüsü olarak gösterirsek, o zaman fonksiyonlar küçükten bü-

yü¤e do¤ru (yani soldan sa¤a do¤ru) flöyle yaz›l›rlar:

(y0, y0, y0), (y0, y0, y1), (y0, y1, y0), (y0, y1, y1)

(y1, y0, y0), (y1, y0, y1), (y1, y1, y0), (y1, y1, y1)

E¤er y0 yerine 0, y1 yerine 1 yazarsak ve parantezleri ve virgül-

leri atarsak, o zaman fonksiyonlar küçükten büyü¤e do¤ru,

000, 001, 010, 011

100, 101, 110, 111

olarak yaz›l›rlar. S›ralamaya dikkat ettiniz mi? Aynen say›lar

gibi (mesela 2 taban›nda): 

0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, ...

Bundan da bu tan›m›n oldukça do¤al bir tan›m oldu¤u kan›s›-

na varabiliriz.

Yukarda tan›mlanan ikili iliflkinin bir tams›ralama oldu¤u-

nu kan›tlayal›m.

1. Hiçbir ƒ fonksiyonu için ƒ < ƒ olamaz, çünkü tan›mda

ƒ < g olabilmesi için ƒ ' g olmas› gerekti¤i yaz›yor.

2. fiimdi ƒ < g ve g < h eflitsizliklerini varsay›p ƒ < h eflitsiz-

li¤ini kan›tlayal›m. ƒ ve g’nin ayr›flt›klar› ilk nokta x0 olsun.

Demek ki her x < x0 için ƒ(x) = g(x) ama ƒ(x0) < g(x0). g ve

h’nin ayr›flt›klar› ilk noktaya da x1 diyelim. Üç fl›k var, üçünü

de teker teker ele alal›m.

E¤er x0 < x1 ise o zaman x0’dan küçük her x için ƒ(x) = g(x)

= h(x), ama ƒ(x0) < g(x0) = h(x0). Demek ki x0, ƒ ve h’nin ay-

r›flt›klar› ilk nokta ve ƒ(x0) < h(x0). Tan›ma göre ƒ < g.

E¤er x0 = x1 ise o zaman x0’dan küçük her x için ƒ(x) = g(x)

= h(x) ama ƒ(x0) < g(x0) < h(x0). Demek ki x0, ƒ ve h’nin ayr›fl-

t›klar› ilk nokta ve ƒ(x0) < h(x0). Tan›ma göre ƒ < g.

E¤er x1 < x0 ise o zaman x1’den küçük her x için ƒ(x) = g(x)

= h(x) ama ƒ(x1) = g(x1) < h(x0). Demek ki x0, ƒ ve h’nin ayr›fl-

t›klar› ilk nokta ve ƒ(x0) < h(x0). Tan›ma göre ƒ < g.

Her üç durumda da ƒ < g eflitsizli¤ini gösterdik.
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Demek ki fonksiyonlar kümesinde tan›mlanan < iliflkisi bir

s›ralamad›r. fiimdi bu s›ralaman›n bir tams›ralama oldu¤unu

gösterelim. Ama bu çok kolay... E¤er ƒ ' g, iki fonksiyonsa, 

{x ( X : ƒ(x) ' g(x)}

boflküme de¤ildir, dolay›s›yla (X bir iyis›ralama oldu¤undan)

Y’nin ƒ(x) ' g(x) eflitsizli¤ini sa¤layan bir en küçük x elema-

n› vard›r. Y bir tams›ralama oldu¤undan ya ƒ(x) < g(x) ya da

g(x) < ƒ(x). Birinci durumda ƒ < g, ikinci durumda g < ƒ.

Buraya kadar her fley yolunda gitti ama bundan ötesi yo-

lunda gitmeyecek. F(X, Y) üzerine tan›mlad›¤›m›z bu tams›ra-

lama ne yaz›k ki genellikle bir iyis›ralama de¤ildir; X ve Y’nin

birer iyis›ralama oldu¤u durumda bile.

Bir örnek verelim. X = ) ve Y = 2 = {0, 1} olsun. X’ten Y’ye

giden bir fonksiyonu bir 01-dizisi olarak gösterebiliriz. Örne¤in,

0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, ...

dizisi çift say›larda 0, tek say›larda 1 de¤erini alan fonksiyonu

simgelesin. Hatta terimlerin aras›ndaki virgülleri de atarak bu

fonksiyonu,

01010101...

olarak da gösterebiliriz. fiimdi,

ƒ0 = 1111111....

ƒ1 = 0111111...

ƒ2 = 0011111...

ƒ3 = 0001111...

...

fonksiyonlar›n› alal›m. Bunlar ilk n say›da 0, daha sonra hep 1

de¤eri alan fonksiyonlar. Bu fonksiyonlar kümesi A olsun.

A’n›n en küçük eleman› yoktur. Çünkü tüm ƒn’lerden küçük

fonksiyonlar›n en büyü¤ü hep 0 de¤erini alan 0000000... fonk-

siyonudur, bu da A’da de¤ildir. Dolay›s›yla bu s›ralama bir iyi-

s›ralama olmuyor.

Ordinallerde üs almay›, toplama ve çarpmada oldu¤u gibi o

kadar do¤al bir biçimde tan›mlayamay›z. Bu u¤rafla bir sonraki

bölümde giriflece¤iz ve üs almay› tümevar›mla kan›tlayaca¤›z.

174 15. Ordinallerde Üs Alma Denemesi



F(X, Y) kümesi üzerine yukarda tan›mlad›¤›m›z tams›rala-

ma gene de ilginç bir s›ralamad›r. Bu s›ralamayla ilgili bir iki

al›flt›rmayla bitirelim bölümü.

Al›flt›rmalar
Y iyis›ral› bir küme olsun. 

15.1. F(), Y)’nin bofl olmayan her altkümesinin en büyük

alts›n›r› oldu¤unu gösterin. Yani *$' A + F(), Y) ise, öyle bir

ƒ ( F(), Y) vard›r ki,

a. Her a ( A için, ƒ ≤ a,

b. E¤er g ( F(), Y) “her a ( A için, g ≤ a” koflulunu sa¤l›-

yorsa o zaman g ≤ ƒ.

15.2. F(), Y)’nin bofl olmayan her altkümesinin en küçük

üsts›n›r› her zaman var m›d›r?

15.3. ‹lk al›flt›rmay› ) yerine iyis›ral› bir X alarak yap›n. 

15.4. ƒ, g ( F(), Y) olsun. E¤er ƒ ' g ise, n, ƒ(n) ' g(n) eflit-

sizli¤ini sa¤layan en küçük do¤al say› olsun. d(ƒ, g) = 1/2n ol-

sun. d(ƒ, ƒ) = 0 olarak tan›mlans›n. fiunlar› gösterin:

a. d(ƒ, g) ≥ 0 ve, d(ƒ, g), ancak ve ancak ƒ = g ise 0 olabi-

lir.

b. d(ƒ, g) = d(g, ƒ).

c. d(ƒ, g) ≤ d(ƒ, h) + d(h, g).

Dolay›s›yla d, F(), Y) üzerine bir “mesafe”dir. d mesafesinin

(c)’den daha güçlü bir özelli¤i vard›r:

d. d(ƒ, g) ≤ max{d(ƒ, h), d(h, g)}. 
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16. Ordinallerde Üs Alma
(Bir Baflar› Öyküsü)

O
rdinallerde toplama ve çarpmay› oldukça do¤al bir bi-

çimde tan›mlad›ktan sonra, bir önceki bölümde üs alma-

y› da ayn› do¤all›kta yapmaya çal›flt›k ama beceremedik.

Bu bölümde ordinallerde üs almay› tümevar›mla tan›mlayaca¤›z.

Önceki bölümlerde flu sonuçlar› kan›tlam›flt›k.

Tümevar›mla Ordinal Toplamas› 13.11. Ordinal toplama-

s›,  ve ! ordinalleri için,

 + 0 =  ,

 + S(!) = S( + !)

ve bir , limit ordinali için,

 + , = -!<, ( + !)

eflitlikleri taraf›ndan belirlenmifltir.

Tümevar›mla Ordinal Çarpmas› 14.12. Ordinal çarpmas›,

 0 = 0,

 S(!) =  ! +  ,

ve bir , limit ordinali için,

 . = -!<,  !

eflitlikleri taraf›ndan belirlenmifltir.



Ordinallerde üs almay› da bu yöntemle tümevar›mla tan›m-

layaca¤›z. 

Tan›m.  ve ! ordinal olsunlar.

 0 = 1,

 S(!) =  ! 

olarak tan›mlayal›m. E¤er , limit ordinalse,

 , = -!<,  
!

olsun. 

Önsav 16.1.  ve ! birer ordinalse,  ! da ordinaldir. 

Kan›t: ! üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z.  ’y› kan›t bo-

yunca sabitliyoruz.

! = 0 ise, önermenin do¤rulu¤u bariz.

E¤er önerme ! için do¤ruysa S(!) için de do¤ru oldu¤u çok

belli, çünkü  S(!) =  ! /

fiimdi , bir limit ordinal olsun ve ,’dan küçük ! ordinalle-

ri için  !’n›n bir ordinal (dolay›s›yla bir küme) oldu¤unu var-

sayal›m.  . = -!<,  
! oldu¤undan, 

A(,) = { ! : !$< ,}

toplulu¤unun bir küme oldu¤unu kan›tlamak yeterlidir, çünkü

herhangi bir ordinal kümesinin bilefliminin (hem bir küme hem

de) bir ordinal oldu¤unu (Teorem 10.10) biliyoruz. 

A(,) toplulu¤un bir küme oldu¤unu göstermek için Yerlefl-

tirme Aksiyomu’nu kullanaca¤›z.

 ordinalini sabitleyelim. Her !$< , ordinali için,  ! ordina-

lini ! cinsinden ifade eden bir formül bulmal›y›z. Yani öyle bir

0(x, z) formülü bulmal›y›z ki, e¤er !$< , ise, 0(!, z) ancak z =  !

oldu¤unda do¤ru olsun.

0(!, z) formülü flunlar› desin: ! bir ordinaldir ve öyle bir A

ordinaller kümesi ve bir ƒ : ! +1 1 A efllemesi vard›r ki,

a) ƒ(0) = 1 ve

b) her . için e¤er . ( ! ise, ƒ(.+1) = ƒ(.) $ve
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c) her limit , ( !+1 için, ƒ(,) = -.<, ƒ(.) ve

d) z = ƒ(!).

Buradaki A ordinaller kümesinin (e¤er varsa)

{ . : .$≤ !}

olmas› gerekti¤i ve ƒ fonksiyonunun ƒ(.) =  . kural›yla veril-

mesi gerekti¤i belli. Tek yapmam›z gereken, !$< , için,

{ . : .$≤ !$}

toplulu¤unun bir küme oldu¤unu göstermek. Bunun için, elbet-

te A(!)’n›n bir küme oldu¤unu göstermek yeterli.

fiimdi kan›t›n ta en bafl›na dönelim ve “ ve ! ordinallerse,

 ! da ordinaldir” önermesi yerine “ ve ! ordinallerse,  ! da

ordinaldir��A(!) bir kümedir” önermesini aynen yukarda

yapt›¤›m›z gibi kan›tlayal›m. Ayr›nt›lar› (e¤er kalm›flsa!) okura

b›rak›yoruz. n

 ! ordinaline “ üssü !” denir.

00’›n 1 olarak tan›mland›¤›na dikkatinizi çekerim.

16.3. Temel Özellikler
Tahmin edilen ilk eflitlik gerçekten do¤ru:

 1 =  S(0) =  0 = 1 $=  .

‹kinci eflitlik de:

 2 =  S(1) =  1 =   .

Her fley bu kadar do¤al seyretmiyor ama; örne¤in 

2) = -n<) 2n = ).

Teorem 16.2. E¤er 1 <  ise ! < . ancak ve ancak  ! <  ..

Kan›t: ! < . varsay›m›n› yapal›m. Sonucu . üzerine tümeva-

r›mla kan›tlayaca¤›z. . = 1 ise, ! = 0 olmal›. O zaman da  ! =  0

= 1 <  =  1 =  . olur. 

Önsav›n . ve .’dan küçük ordinaller için do¤ru oldu¤unu

varsay›p, . + 1 için kan›tlayal›m. ! < . + 1 olsun. E¤er ! < . ise o

zaman tümevar›mla  ! <  .. E¤er ! = . ise o zaman  ! =  .. De-
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mek ki her iki durumda da  ! ≤  .. Ama Önsav 14.5’e göre

 ! ≤  . =  .1 <  . =  .+1.

fiimdi , bir limit ordinal olsun. ,’dan küçük ordinaller için

önsav›n do¤ru oldu¤unu varsayal›m. ! < , olsun. Tan›mdan

dolay›  ! +  ,. Demek ki  ! ≤  ,. Ama , limit oldu¤undan, 

! + 1 < , ve gene  !+1 ≤  ,. Öte yandan Önsav 14.5’e göre

 ! <  !+1. Demek ki  ! <  !+1 ≤  ,.

fiimdi  ! <  . varsay›m›n› yapal›m. E¤er ! ≥ . olsayd›, bir-

inci k›sma göre  ! ≥  . olurdu, çeliflki. Demek ki ! < .. n

Sonraki teoremler için teknik bir sonuca ihtiyac›m›z var:

Önsav 16.3.  bir ordinal olsun.

i. , bir limit ordinal ve B + ,, ,’da kofinal bir altkümeyse,

{ ! : ! ( B} kümesi  ,’da kofinaldir.

ii. B bir ordinal kümesiyse -!(B  
! =  -!(B !.

Kan›t: i. 2 (  , olsun.  , = -.<,  
. oldu¤undan, bir . < , için

2 (  , olur. B, ,’da kofinal oldu¤undan, bir ! ( B için . ≤ ! olur.

Demek ki, Teorem 16.2’ye 2 (  , +  ! olur, yani 2 <  !.

ii. Teorem 16.2’ye göre her ! ( B için  ! +  -!(B !. Ayn› te-

orem, e¤er B’nin en büyük eleman› varsa eflitli¤i verir. B’nin en

büyük eleman›n›n olmad›¤›n› varsay›p ters içindeli¤i kan›tlaya-

l›m. Bu durumda, -!(B ! = , bir limit ordinaldir (Al›flt›rma

11.4) ve B bu limit ordinalde kofinaldir (bkz. Bölüm 13.7).

Birinci k›sma göre 

-!(B  
! =  , =  -!(B !. n

Teorem 16.4.  !+. =  ! ..

Kan›t: . üzerine tümevar›mla. . = 0 için:

 !+. =  !+0 =  ! =  !1 =  ! 0 =  ! ..

Teoremi . için do¤ru oldu¤unu varsay›p, eflitli¤i . + 1 için

kan›tlayal›m:

 !+(.+1) =  (!+.)+1 =  !+. = ( ! .) =  !( . ) =  ! .+1.
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Son olarak , bir limit ordinal olsun. Teoremdeki eflitli¤in

,’dan küçük ordinaller için do¤ru oldu¤unu varsay›p , için ka-

n›tlayal›m. ! + ,’n›n da bir limit ordinal oldu¤unu ve

 !+, = -.<,  
!+.

eflitli¤ini Önsav 16.3.ii’den biliyoruz. Demek ki, 

 !+, = -.<,  
!+. = -.<,  

! . =  !-.<,  
. =  ! ,.

Son eflitlikte Önsav 14.8’i kulland›k. n

Teorem 16.5. ( !) . =  !..

Kan›t: . üzerine tümevar›mla.

E¤er . = 0 ise, ( !). = ( !)0 = 1 ve  !. =  !0 =  0 = 1. 

E¤er eflitlik . için do¤ruysa,

( !).+1 = ( !). ! =  !. ! =  !.+! =  !(.+1).

E¤er . limit ordinalse ve teorem .’dan küçük 2 ordinalleri

için do¤ruysa,

( !). = -2<. ( !)2 = -2<.  
!2.

Al›flt›rma 14.5’e göre !. bir limit ordinaldir ve

{!2 : 2 < .}

kümesi !.’da kofinaldir. Önsav 16.3.i’e göre 

{ !2 : ! ( B}

kümesi  !.’da kofinaldir. Gene Önsav 16.3.i’e göre

-2<.  
!2 =  !.. n

Son olarak, toplama ifllemini çok kolaylaflt›racak ve

1 + ) = )

eflitli¤ini genellefltiren bir eflitlik kan›tlayal›m.

Teorem 16.5. E¤er ! <  ise, )! + ) = ) . 

Kan›t:  = ! + . eflitli¤ini sa¤layan bir . > 0 vard›r. Demek ki, 

)! + ) = )! + )!+. = )! + )!).

= )!(1 + ).) = )!). = )!+. = ) .

‹stedi¤imiz kan›tlanm›flt›r. n
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Sonuç 16.6. E¤er ! <  ve ) < .$ise )! + . = .. 

Kan›t: 2 ordinali . = ) + 2 eflitli¤ini sa¤las›n. O zaman,

)! + . = )! + ) + 2 = ) + 2 = .

olur. n


