
14. Ordinallerde Çarpma ‹fllemi

14.1. Çarpman›n Tan›m›
Gene ilkokul y›llar›m›zdan bafllayal›m. ‹lkokulda do¤al sa-

y›lar›n çarp›m›n› nas›l ö¤rendi¤inizi an›msay›n. 3  4 = 12 eflit-

li¤i için her biri içinde üç fasulye bar›nd›ran dört küme üstüste

konur ve bütün fasulyeler teker teker say›l›r.

Yukardaki flekilde fasulyeleri saymaya en alttan ve en sol-

dan bafllad›k ve sa¤a do¤ru gittik. En sa¤a ulaflt›¤›m›zda bir üst

s›ran›n tekrar en solundan bafllad›k. Yani fasulyeleri yatay, fa-

sulye kümelerini dikey s›raya dizdik, önce do¤uya sonra kuze-

ye giderek sayd›k.

Ordinaller de iflte aynen böyle çarp›l›r.
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! ve " iki ordinal olsun. Her birinin içinde ! tane fasulye

bulunan " tane fasulye kümesini üstüste koyup yukardaki “ön-

ce do¤u sonra kuzey” yöntemiyle sayal›m. Burada saymakla as-

l›nda iyis›ralamay› kastediyoruz.

Matematiksel tan›m› birazdan verece¤iz. Önce tan›m plan›-

m›z› aç›klayal›m: ! ve ", çarp›m›n› tan›mlayaca¤›m›z iki ordi-

nal olsun. Ordinal olduklar›ndan, ! ve " iyis›ralanm›fl kümeler-

dir. Önce !  " kartezyen çarp›m›n› iyis›ralayaca¤›z. Her iyis›-

ralama gibi, iyis›ralanm›fl !  " kartezyen çarp›m› da bir ordi-

nale eflyap›sald›r. !" çarp›m›n›, !  " kartezyen çarp›m›n›n efl-

yap›sal oldu¤u ordinal olarak tan›mlayaca¤›z.

Bölüm 2.2.6’da X ve Y s›ral› kümelerinin X  Y kartezyen çar-

p›m›n›n ����������	
�����denilen yöntemle nas›l s›ralanabilece-

¤ini görmüfltük. Ayr›ca Bölüm 5.3’te e¤er X ve Y iyis›ral› küme-

lerse, bu alfabetik s›ralaman›n X  Y ’yi iyis›ralad›¤›n› görmüfltük.

Ordinaller sözkonusu oldu¤unda (nedendir bilinmez!) alfa-

betik s›ralama de¤il, birazdan tan›mlayaca¤›m›z ters alfabetik

s›ralama kullan›l›r.

(X, <) ve (Y, <) s›ral› birer küme olsun. X  Y kartezyen çar-

p›m› üzerine flu s›ralamay› koyal›m: x1, x2 # X, y1, y2 # Y için,

(x1, y1) < (x2, y2) 

ancak ve ancak

y1 < y2 ya da y1 = y2 ve x1 < x2

ise. Bu, aynen biraz önceki “önce do¤u sonra kuzey” s›ralama-

s›d›r. (x, y) çiftleri önce y’lere göre s›ralan›rlar; y’ler eflit oldu-

¤unda x’lere bak›l›r. Bu, gerçekten bir s›ralamad›r. Bu s›rala-

maya 
��
�����������	
�����denir.

Örne¤in e¤er X = {a, b, c} = Y ise ve her iki s›ralamada da 

a < b < c

ise, (x, y) yerine xy yazarsak, ters alfabetik s›ralamada,

aa < ba < ca < ab < bb < cb < ac < bc < cc

olur.
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Ayr›ca e¤er (X, <) ve (Y, <) iyis›ral› kümelerse, X  Y de ters

alfabetik s›ralamayla iyis›ralan›r. Bunun kan›t› çok kolayd›r ve

aynen alfabetik s›ralamada oldu¤u gibidir.

Her y # Y için, X $ X  {y} ve her x # X için Y $ {x}  Y

oldu¤undan, e¤er her ikisi birden boflküme de¤ilse, X ve Y s›-

ralamalar› X  Y ’nin içine gömülürler. E¤er Y ’nin en küçük

eleman› varsa, diyelim y0, o zaman, X  {y0}, X  Y ’nin bafllan-

g›ç dilimi oldu¤undan, X, X  Y ’nin içine bir bafllang›ç dilimi

olarak gömülür.

fiimdi ordinallere gelelim. ! ve " birer ordinal olsun. De-

mek ki ! ve " iyis›ral› kümeler. Dolay›s›yla !  " kartezyen çar-

p›m› ters alfabetik s›ralamayla iyis›ralanm›flt›r. Her iyis›ral› kü-

me gibi, iyis›ral› !  " kümesi de bir ordinale eflyap›sald›r. ‹flte,

ters alfabetik s›ralanm›fl !  "’n›n eflyap›sal oldu¤u bu ordina-

le !’yla "’n›n çarp›m› denir. ! ve "’n›n bu çarp›m› !" ya da !%"

olarak yaz›l›r. Bir önceki paragrafta, e¤er !, " & ' ise,  ! ≤ !"

ve " ≤ !" eflitsizliklerinin kan›tland›¤›na dikkatinizi çekerim.

14.2. Temel Sonuçlar
Her fleyden önce, 0%! = !%0 = 0 eflitli¤i geçerlidir, çünkü 0 = '

ve !  ' = '  ! = '.

Sonra, 1%! = !%1 = !, çünkü

!  1 = !  {0} = {(", 0) : " # !} $ !.

Burada, en sondaki $ iflareti iki (iyi)s›ral› küme aras›ndaki efl-

yap›sall›¤› belirtiyor. Soldaki kartezyen çarp›m ters alfabetik s›-

14. Ordinallerde Çarpma ‹fllemi 159

X

Y X( (Y

x1 x2

y1

y2

(x1, y1) < (x2, y1) < (x1, y2) < (x2, y2)



ralanm›fl, ama y koordinat› tek bir de¤er alabildi¤inden ters ya

da düz alfabetik s›ralamalar aras›nda bir fark yok. Sa¤daki ise

bildi¤imiz ! ordinali... Resim yukarda.

Aynen bunun gibi, 1  ! $ !’d›r, yani

1%! = ! ama bu sefer flekil yatay de¤il yan-

da görüldü¤ü gibi dikey. Dikey mikey, ge-

ne de eflyap›sal.

!" = ) gibi bir ordinal eflitli¤i göster-

mek için, toplamada da yapt›¤›m›z gibi,

!" $ ) eflyap›sall›¤›n› göstermek yeterlidir,

çünkü eflyap›sal iki ordinal eflit olmak zo-

rundad›r. Demek ki !" = ) eflitli¤i için,

ters alfabetik s›ralanm›fl !  "(ile )’n›n efl-

yap›sal olduklar›n› göstermek yeterlidir.

Ordinal çarpmas›nda da toplamada oldu¤u gibi baz› sürp-

rizler var. Soldan çarpmayla sa¤dan çarpma ayn› sonucu ver-

mez. Örne¤in 2* = *’d›r, ama *2 & *’d›r. 

Önce 2* = * eflitli¤ini görelim. Tan›m gere¤i 2*($(2  * ol-

du¤undan, 2  *($(*(eflyap›sall›¤›n› göstermek yeterlidir, çün-

kü o zaman 2*($(* elde ederiz ve buradan 2*(= * ç›kar.
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Resim yararl›d›r, 2  *’n›n ve ters alfabetik s›ralamas›n›n

bir resmini yapt›k bir önceki sayfada. Bu resim ve aç›klamas›

bize ordinal çarpmas› hakk›nda baya¤› bir sezgi kazand›racak.

Resmin aç›klamas›: En alt kattan bafllayarak önce soldan

sa¤a, sonra afla¤›dan yukar›ya do¤ru zigzag s›ralad›¤›m›z›

an›msay›n. 2  (* kümesi, ters alfabetik s›ralamayla,

(0, 0) < (1, 0) < (0, 1) < (1, 1) < (0, 2) < (1, 2) < ...

diye s›ralanm›fl, aynen

* : 0 < 1 < 2 < 3 < 4 < 5 < ...

s›ralamas› gibi. Daha biçimsel olarak, 2  (* iyis›ralamas›yla *

aras›ndaki eflyap› efllemesi, ƒ(i, j) = 2j + i kural›yla belirlenen

ƒ : 2  (*(,(*

fonksiyonuyla verilmifl. (Herhangi iki iyis›ralama aras›nda en

fazla bir eflyap› efllemesi olabilir.) Demek ki 2* $ 2  (* $ * ve,

2* ile * eflyap›sal ordinal olduklar›ndan eflittirler.

fiimdi de *2’nin nas›l bir s›ralama oldu¤unu anlayal›m.

*2 & *

eflitsizli¤ini görece¤iz.

*2 $(*  (2 oldu¤undan, bu kez *  (2’nin ters alfabetik s›ra-

lamas›na bakmak gerekiyor, yani bu kez * yatay eksen, 2 = {0, 1}

ise dikey eksen olacak. fiekil afla¤›da.

(0, 0)’dan bafllayarak sa¤a gidiyoruz. ‹kinci koordinat› 0 olan

(n, 0) çiftlerini bitirdi¤imizde, ikinci koordinat› 1 olan (n, 1) çift-

lerine s›ra geliyor. 

 simgesinin ayr›k kümelerin bileflimini simgeledi¤ini an›m-

sayarak,

*  (2 = *  ({0, 1} = *  ({0}  *  ({1}

olarak yazabiliriz. Ters alfabetik s›ralamada, *  ({0} kümesinin
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her eleman› *  ({1} kümesinin her eleman›ndan daha küçüktür.

Ayr›ca *  (2’nin hem *  ({0} alts›ralamas› hem de *  ({1} alt-

s›ralamas› * s›ralamas›yla eflyap›sald›r. Yani *  (2 s›ralamas›n-

da *’n›n bir kopyas› olan *  ({1}, gene *’n›n bir kopyas› olan

*  ({0}’dan sonra konulmufltur, aynen * + *’da oldu¤u gibi...

Demek ki *2 $ *  (2 $ *(+ *, yani *2 = *(+ * & *.

Demek ki ordinaller çarp›m›nda !" = "! eflitli¤i her zaman

do¤ru de¤ildir, yani çarpma ifllemi de¤iflmeli de¤ildir. Toplama

da de¤iflmeli de¤ildi an›msarsan›z.

Öte yandan (!")) = !(")) eflitli¤i (neyse ki!) do¤rudur.

Önsav 14.1. E¤er !, " ve ) birer ordinalse,

(!")) = !(")).

Kan›t: (!")) ordinali, her bir kartezyen çarp›m›n ters alfa-

betik s›ralanm›fl oldu¤u (!( (")  ) s›ralamas›yla eflyap›sald›r.

!(")) ordinali ise, kartezyen çarp›mlar›n gene ters alfabetik s›-

ralanm›fl oldu¤u !( (("  )) s›ralamas›yla eflyap›sald›r. Dolay›-

s›yla (!( (")  ) $ !( (("  )) eflyap›sall›¤›n› kan›tlamal›y›z.

(!( (")  ) ile !( (("  )) aras›nda do¤al bir eflleme vard›r,

ƒ((a, b), c) = (a, (b, c))

efllemesi. Bu efllemenin s›ralamaya sayg› duydu¤unu kan›tla-

mak istiyoruz. Demek ki 

((a, b), c) < ((a-, b-), c-) +((a, (b, c)) < (a-, (b-, c-))

önermesini kan›tlamal›y›z. Bafllayal›m:

((a, b), c) < ((a-, b-), c-) eflitsizli¤ini varsayal›m.

(a, (b, c)) < (a-, (b-, c-))

eflitsizli¤ini kan›tlayaca¤›z. E¤er c < c- ise (b, c) < (b-, c-) olaca¤›n-

dan, bu durumda sorun yok. Bundan böyle c = c- eflitli¤ini var-

sayal›m. O zaman (a, b) < (a-, b-) olmak zorunda. E¤er b < b-

ise, (b, c) = (b, c-) < (b-, c-) olur, bu durumda da sorun yok.

Bundan böyle bir de ayr›ca b = b- eflitli¤ini varsayal›m. O za-

man a < a- olmak zorunda. O zaman da 
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(a, (b, c)) < (a-, (b, c)) = (a-, (b-, c-)) 

olur ve bu durumda da sorun yok. (a, (b, c)) < (a-, (b-, c-)) eflit-

sizli¤inden hareketle ((a, b), c) < ((a-, b-), c-) eflitsizli¤ini kan›t-

lamay› okura b›rak›yoruz. n

(1 + 1)* = 2* = * & * + * = 1* + 1* eflitliklerinden çarp-

man›n sa¤dan toplamaya da¤›lmad›¤›n› biliyoruz, yani

(! + ")) = !) + ")

eflitli¤i her zaman do¤ru de¤il. Öte yandan 

!(" + )) = !" + !)

eflitli¤i do¤rudur:

Önsav 14.2. E¤er !, " ve ) birer ordinalse,

!(" + )) = !" + !).

Kan›t: !( ((" + )) $ !( () + !( () eflyap›sall›¤›n› kan›tlama-

l›y›z. Afla¤›daki resmin yararl› olaca¤›n› ve daha fazla söze ge-

rek olmayaca¤›n› umuyoruz. Gene de bir iki laf edelim: 

!( ((" + ))’n›n elemanlar›n› soldan sa¤a ve afla¤›dan yukar›

sayarken zorunlu olarak önce !( ("’n›n elemanlar›n› say›yoruz,

ard›ndan !( ()’n›n elemanlar›n›; bu da bize !( (" + !( () s›ra-

lamas›n› verir. n
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Sonuç 14.3. E¤er ! ve " birer ordinalse,

!(" + 1) = !" + !. n

Sonuç 14.4. Do¤al say›lar›n do¤al say› olarak ve ordinal

olarak çarp›m› eflittir.

Kan›t: 0 ve 1’ile çarpman›n uyufltuklar›n› gördük. Sonuç

14.3’ten dolay› n ile m’nin çarp›mlar› uyufluyorsa, n ile m + 1’in

(yani S(m)’nin) de uyufluyordur. Tümevar›mla kan›t ifli bitirir. n

14.3. Çarpma ve S›ralama
Toplamayla çarpma aras›ndaki iliflki Önsav 14.2’de veril-

miflti. fiimdi s›ralamayla çarpma aras›ndaki iliflkiyi irdeleyelim.

Önsav 14.5. E¤er ! < " ordinallerse, her 0 < ) ordinali için, 

)! < )", ! ≤ )! ve ! ≤ !)

olur.

Kan›t: ! < " oldu¤undan, bir 0 < . ordinali için, " = ! + .

(Önsav 13.5). fiimdi, Önsav 14.2’ye göre, 

)" = )(! + .) = )! + ). > )!.

Burada ayr›ca Önsav 13.7’yi kulland›k.

Kan›t› )( (!’y› )( ("’n›n içine gömerek de yapabilirdik.

!, )!’n›n (ya da )( (!’n›n) içine {0}  ! olarak gömüldü¤ün-

den ! ≤ )!. 

! ≤ !) eflitsizli¤ini, !’y› !( ()’n›n içine !( ({0} olarak göme-

rek elde ederiz. n

Sonuç 14.6. !, ", ) ordinalleri için, )! < )" ise, o zaman

! < ". Ayr›ca ) > 0 ve )! = )" ise, o zaman ! = ".

Kan›t: ‹lk önerme: ) = 0 olamaz. ! = " da olamaz. E¤er ! > "

olsayd›, Önsav 14.5’e göre )! > )" olurdu, çeliflki.

‹kinci önerme: ! < " olsayd›, Önsav 14.5’e göre )! < )"

olurdu, çeliflki. n
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Önsav 14.7. E¤er ! ve " ordinalleri ! ≤ " eflitsizli¤ini sa¤l›yor-

sa, o zaman her ) ordinali için, !) ≤ ") olur.

Kan›t: ! ≤ " oldu¤undan, !  ) s›ralamas› "  ) s›ralamas›-

n›n bir altkümesi. Demek ki !), ")’n›n içine gömülüyor. Teorem

10.14’e göre !) ≤ ") olur. n

Önsavdaki ≤ küçükeflitlik simgesini < simgesiyle de¤ifltire-

meyiz, çünkü, örne¤in 1 < 2 ama * = 2*. Sa¤dan sadelefltirme-

nin do¤ru olmad›¤› ayn› eflitlikten belli. Soldan sadelefltirme

do¤ru ama (Sonuç 14.6).

14.4. Ordinallerde Bölme
Ordinallerde do¤al say›lardakine benzer bir bölme ifllemi

vard›r. Nas›l do¤al say›larda, 25’i 7’ye,

25 = 7 3 + 4

olarak kalanl› bölebiliyorsak, ordinallerde de buna benzer bir

bölme yapabiliriz.

Bölme teoremini kan›tlamadan önce daha sonra da ihtiya-

c›m›z olacak olan teknik bir önsav› aradan ç›karal›m:

Önsav 14.8. B bir ordinaller kümesi olsun. ! bir ordinal ol-

sun. O zaman !(/"#B ") = /"#B !" olur.

Kan›t: Asl›nda kan›t, afla¤›daki flekilden hemen hemen ba-

riz olmal›. Okurun matematiksel bir kan›tla çok zaman geçire-

bilece¤i olas›l›¤›n› dikkate alarak biçimsel kan›t› sunuyoruz.
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Önce ordinallerde #, < ve 4 iliflkilerinin eflde¤er olduklar›-

n› an›msat›r›z (Sonuç 10.14). "(# B herhangi bir ordinal olsun.

" 5 /"#B "

oldu¤undan,

" ≤ /"#B ".

Önsav 14.5’e göre, !" ≤ !(/"#B "). Demek ki

!" 5 !(/"#B ")

ve dolay›s›yla

/"#B !" 5 !(/"#B ").

Eflitli¤in her iki taraf›nda da ordinaller oldu¤undan, /"#B !"

ordinali !(/"#B ") ordinalinin bafllang›ç dilimi olmal›. Öte

yandan, 

/"#B (! ") $ /"#B !" 5(!(/"#B ") 

$(!( (/"#B " = /"#B (! ").

Demek ki /"#B (! ") ordinali kendisinin bir bafllang›ç dilimi-

ne gömülüyor. Bundan ve Sonuç 7.7’den bu gömmenin özdefl-

lik fonksiyonu Id oldu¤u ve /"#B !" 5(!(/"#B ") içindeli¤i-

nin asl›nda eflitlik oldu¤u anlafl›l›r. n

fiimdi ordinallerde aynen do¤al say›lardaki gibi bölme ya-

pabilece¤imizi kan›tlayabiliriz.

Teorem 14.9. ! ve " birer ordinal olsunlar. " > 0 olsun. O

zaman ! = ") + 6 eflitli¤ini ve 6 < " eflitsizli¤ini sa¤layan bir ve

bir tane (), 6) ordinal çifti vard›r.

Kan›t: Önce (), 6) çiftinin varl›¤›n› kan›tlayal›m. )’y› ") ≤ !

eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük ordinal olarak alaca¤›z.

E¤er ") ≤ ! ise, Önsav 14.5’e göre ) ≤ ! olmal› (yoksa ! ≥

") > "! ≥ !, çeliflki.) Demek ki,

7 = {) : ") ≤ !} = {) ≤ !: ") ≤ !}

toplulu¤u bir kümedir ve elbette bir ordinal kümesidir. Dolay›s›y-

la /)#7 ) bir ordinaldir (Teorem 10.10). Önsav 14.8’den dolay› 

"(/)#7 )) = /)#7 ") 5 !
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(çünkü e¤er )(#(7 ise ") ≤ ! ve ") 5 !). Demek ki /)#7 ) #(7,

ve /)#7 ), 7’n›n en büyük eleman›. Bu elemana )(diyelim. Özet

olarak, ), ") ≤ ! eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük ordinal.

Önsav 13.5’e göre, ! = ") + 6 eflitli¤ini sa¤layan bir 6 ordi-

nali vard›r.

fiimdi 6 ordinalinin "’dan küçük oldu¤unu kan›tlayal›m.

Tersini varsayal›m: 6 ≥ " olsun. O zaman 6 = " + . eflitli¤ini

sa¤layan bir . vard›r. Demek ki,

! = ") + 6 = ") + (" + .) = (") + ") + .

= "() + 1) + . ≥ "() + 1)

ve )’dan daha büyük olan ) + 1, 7’n›n bir eleman›, bir çeliflki.

6 < " eflitsizli¤i kan›tlanm›flt›r.

fiimdi (), 6) çiftinin biricikli¤ini kan›tlayal›m. ") + 6 = ")1 + 61

eflitli¤ini ve 6, 61 < " eflitsizliklerini varsayal›m. 6 = 61 ve ) = )1

eflitliklerini kan›tlayaca¤›z. E¤er ) = )1 eflitli¤ini kan›tlarsak, o

zaman sadelefltirerek (Önsav 13.5) 6 = 61 eflitli¤ini elde ederiz.

Demek ki ) = )1 eflitli¤ini kan›tlamal›y›z. ) ≥ )1 eflitsizli¤ini var-

sayal›m. O zaman öyle bir . vard›r ki ) = )1 + . (Önsav 13.5).

Demek ki,

")1 + 61 = ") + 6 = "()1 + .) + 6

= (")1 + ".) + 6 = ")1 + (". + 6).

Sadelefltirerek " > 61 = ". + 6 ≥ ".(elde ederiz. Dolay›s›yla . = 0

ve ) = )1 + . = )1. n

Sonuç 14.10. E¤er 8 bir limit ordinalse, bir ve bir tek ) or-

dinali için 8 = *) olur.

Kan›t: Yukardaki teoreme göre bir ) ordinali ve bir n do¤al

say›s› için 8 = *) + n olur. Limit ordinalin tan›m›na göre, n = 0

olmal›. n

Sonuç 14.11. E¤er 8 bir limit ordinalse, her n do¤al say›s›

için, n8 = 8’d›r. n
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14.5. Çarpman›n Tümevar›msal Tan›m›
Önsav 14.8’den (ve elbette Sonuç 14.3’ten) ordinallerde

çarpman›n tümevar›msal bir tan›m›n› elde edebiliriz.

Sonuç 14.12. Ordinal çarpmas›

!0 = 0,

!S(") = !" + !,

ve bir 8 limit ordinali için,

!) = /"<8 !"

eflitlikleri taraf›ndan belirlenmifltir. Bir baflka deyiflle, e¤er A ve

B birer ordinalse ve C, A  B iyis›ralamas›na eflyap›sal bir or-

dinal içeren bir ordinalse, o zaman, her ! # A ve " # B için,

ƒ(!, ") = !"

kural›yla tan›mlanm›fl ƒ : A  B , C fonksiyonu, yukardaki üç

eflitli¤i sa¤layan ve A  B kartezyen çarp›m›ndan C ordinaline

giden tek fonksiyondur.

Al›flt›rmalar
14.1. ! ve " ordinal olsunlar.

!(+ "(= !(/({! + ) : ) < "}

!" = {!9 + 6 : 9 < " ve 6 < !}

eflitliklerini kan›tlay›n.

14.2. (*2)* = ** eflitli¤ini kan›tlay›n.

14.3. (* + 1)* = ** eflitli¤ini kan›tlay›n.

14.4. ! bir ordinal olsun. n #  için, !n ordinalini tümeva-

r›mla flöyle tan›mlayal›m: 

!0 = 1,

!n+1 = !n!. 

{!n : n # *} toplulu¤unun bir küme oldu¤unu kan›tlay›n. ‹pu-
cu: Yerlefltirme Aksiyomu kullan›lmal›; :(n, z) formülü flunu

desin: n bir do¤al say›d›r ve öyle A ordinaller kümesi ve 

ƒ : n + 1 , A

efllemesi vard›r ki,
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a) ƒ(0) = 1 ve

b) her i için, e¤er 0 ≤ i # n ise, ƒ(i+1) = ƒ(i)!(ve

c) z = ƒ(n).

14.5. ! bir ordinal olsun. 8 bir limit ordinalse, !8’n›n da li-

mit ordinal oldu¤unu ve {!" : " < 8}’n›n !8’da kofinal (bkz.

Bölüm 13.7) oldu¤unu kan›tlay›n.

14. Ordinallerde Çarpma ‹fllemi 169


