14. Ordinallerde Carpma Islemi

14.1. Carpmanin Tanim
Gene ilkokul yillarimizdan baslayalim. Ilkokulda dogal sa-
yilarin ¢carpimini nasil 6grendiginizi animsayin. 3 x 4 = 12 egit-
ligi i¢in her biri i¢inde t¢ fasulye barindiran dort kiime ustiste
konur ve butiin fasulyeler teker teker sayilir.
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Yukardaki sekilde fasulyeleri saymaya en alttan ve en sol-
dan basladik ve saga dogru gittik. En saga ulastigimizda bir tist
siranin tekrar en solundan bagladik. Yani fasulyeleri yatay, fa-
sulye kiimelerini dikey siraya dizdik, 6nce doguya sonra kuze-
ye giderek saydik.

Ordinaller de iste aynen boyle ¢arpilir.
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a ve B iki ordinal olsun. Her birinin icinde o tane fasulye
bulunan B tane fasulye kiimesini ustiiste koyup yukardaki “6n-
ce dogu sonra kuzey” yontemiyle sayalim. Burada saymakla as-
linda iyisiralamay: kastediyoruz.

Matematiksel tanimi birazdan verecegiz. Once tanim plani-
mizi aciklayalim: o ve B, ¢arpimini tanimlayacagimiz iki ordi-
nal olsun. Ordinal olduklarindan, o ve B iyisiralanmis kiimeler-
dir. Once a x B kartezyen carpimini iyisiralayacagiz. Her iyisi-
ralama gibi, iyisiralanmig o x B kartezyen ¢arpimi da bir ordi-
nale egyapisaldir. af ¢arpimini, o x B kartezyen carpiminin es-
yapisal oldugu ordinal olarak tanimlayacagiz.

Bolim 2.2.6’da X ve Y sirali kiimelerinin X x Y kartezyen ¢ar-
piminin alfabetik siralama denilen yontemle nasil siralanabilece-
gini gormustik. Ayrica Bolim 5.3’te eger X ve Y iyisirali kiime-
lerse, bu alfabetik siralamanin X x Y’yi iyisiraladigini gormustuik.

Ordinaller sézkonusu oldugunda (nedendir bilinmez!) alfa-
betik siralama degil, birazdan tamimlayacagimiz ters alfabetik
siralama kullanilir.

(X, <) ve (Y, <) sirali birer kiime olsun. X x Y kartezyen car-
pimi iizerine su siralamayi koyalim: x4, x, € X, y4, y, € Y igin,
(x15 ¥1) < (%2, ¥2)

ancak ve ancak

yi<yayaday =y, vex; <x
ise. Bu, aynen biraz 6nceki “6nce dogu sonra kuzey” siralama-
sidir. (x, y) ciftleri once y’lere gore siralanirlar; y’ler esit oldu-
gunda x’lere bakilir. Bu, gergekten bir siralamadir. Bu sirala-
maya ters alfabetik siralama denir.

Ornegin eger X = {a, b, ¢} = Y ise ve her iki siralamada da

a<b<c
ise, (x, y) yerine xy yazarsak, ters alfabetik siralamada,
aa < ba < ca<ab<bb<cb<ac<bc<cc
olur.
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Ayrica eger (X, <) ve (Y, <) iyisirali kimelerse, X x Y de ters
alfabetik siralamayla iyisiralanir. Bunun kaniti ¢ok kolaydir ve
aynen alfabetik siralamada oldugu gibidir.

Hery € Yigin, X » X x {y} ve her x € X i¢in Y~ {x} x Y
oldugundan, eger her ikisi birden boskiime degilse, X ve Y si-
ralamalar1 X x Y’nin igine gomilurler. Eger Y’nin en kiicitk
elemani varsa, diyelim y,, o zaman, X x {y}, X x Y’nin baslan-
gi¢ dilimi oldugundan, X, X x Y’nin i¢cine bir baslangi¢c dilimi
olarak gomiiliir.

Simdi ordinallere gelelim. o ve B birer ordinal olsun. De-
mek ki a ve B iyisirali kiimeler. Dolayisiyla o x  kartezyen ¢ar-
pimu ters alfabetik siralamayla iyisiralanmugtir. Her iyisiral kii-
me gibi, iyisirali o x B kiimesi de bir ordinale esyapisaldir. Iste,
ters alfabetik siralanmis o x B’nin esyapisal oldugu bu ordina-
le o’yla B’nin ¢arpim denir. o ve f’nin bu ¢arpimi o ya da o
olarak yazilir. Bir onceki paragrafta, eger a, B # D ise, a < aff
ve B < ap esitsizliklerinin kanitlandigina dikkatinizi ¢cekerim.

14.2. Temel Sonuclar
Her seyden 6nce, 0-a = a-0 = 0 esitligi gegerlidir, ¢linkii 0 = &
veaxd=Cxa=U.
Sonra, 1-a = a-1 = a, ¢unku
ax1l=ax{0}={p,0):pea}l=a.
Burada, en sondaki ~ isareti iki (iyi)sirali kiime arasindaki es-
yapisalligi belirtiyor. Soldaki kartezyen ¢arpim ters alfabetik si-
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ralanmig, ama y koordinati tek bir deger alabildiginden ters ya

Jax 1

| o

da diiz alfabetik siralamalar arasinda bir fark yok. Sagdaki ise
bildigimiz o ordinali... Resim yukarda.

" —1xa Aynen bunun gibi, 1 x o ~ o’dir, yani
1-0. = o ama bu sefer sekil yatay degil yan-
da goruldugu gibi dikey. Dikey mikey, ge-
o, ne de esyapisal.

ap = vy gibi bir ordinal esitligi goster-
o mek i¢in, toplamada da yaptugimiz gibi,

of ~ v esyapisalligini gostermek yeterlidir,

1 ctinkt esyapisal iki ordinal esit olmak zo-
(0, 0y) < (0, ) &ty < rundadir. Demek ki off = y esitligi igin,
ters alfabetik siralanmis o x f ile y’nin es-
yapisal olduklarini gostermek yeterlidir.

Ordinal ¢arpmasinda da toplamada oldugu gibi bazi siirp-
rizler var. Soldan ¢arpmayla sagdan carpma ayni sonucu ver-
mez. Ornegin 20 = o’dir, ama ®©2 # o’dir.

Once 2o = o esitligini gorelim. Tanim geregi 20 ~ 2 x o ol-
dugundan, 2 x ® ~ ® esyapisalligini gostermek yeterlidir, ¢iin-
ki 0 zaman 20 ~ o elde ederiz ve buradan 20 = ® ¢ikar.

® T |2xo

[

2.®:(0,0) < (1,0) <(0,1)<(1,1) <
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Resim yararlidir, 2 x o’nin ve ters alfabetik siralamasinin
bir resmini yaptik bir 6nceki sayfada. Bu resim ve agiklamasi
bize ordinal ¢arpmasi hakkinda bayag: bir sezgi kazandiracak.

Resmin aciklamasi: En alt kattan baslayarak once soldan
saga, sonra asagidan yukariya dogru zigzag siraladigimizi
animsayin. 2 x o kiimesi, ters alfabetik siralamayla,

(0,0)<(1,0)<(0,1)<(1,1)<(0,2) < (1,2) < ...
diye siralanmig, aynen
®:0<1<2<3<4<5«<...
siralamasi gibi. Daha bigimsel olarak, 2 x ® iyisiralamasiyla ®
arasindaki esyapi eslemesi, f(i, j) = 2j + i kuraliyla belirlenen
f:12x0—> 0

fonksiyonuyla verilmis. (Herhangi iki iyisiralama arasinda en
fazla bir egyap1 eslemesi olabilir.) Demek ki 20 ~ 2 x ® = o ve,
2o ile ® esyapisal ordinal olduklarindan esittirler.

Simdi de ®2’nin nasil bir siralama oldugunu anlayalim.

02 #o

esitsizligini gorecegiz.

®2 ~ ® x 2 oldugundan, bu kez ® x 2’nin ters alfabetik sira-
lamasina bakmak gerekiyor, yani bu kez o yatay eksen, 2 = {0, 1}
ise dikey eksen olacak. Sekil asagida.

2 2
100—0—0—H—0—0—H—0—wx

le||e o 000000000

]

©x2:(0,0)<(1,0) <(2,0)<...<(0,1)<(1,1)<(2,1) <...

(0, 0)’dan baslayarak saga gidiyoruz. Ikinci koordinati 0 olan
(n, 0) ciftlerini bitirdigimizde, ikinci koordinati 1 olan (1, 1) cift-
lerine sira geliyor.
LI simgesinin ayrik kiimelerin bilesimini simgeledigini anim-
sayarak,
ox2=mx{0,1} =0 x{0} Uo x{1}
olarak yazabiliriz. Ters alfabetik siralamada, ® x {0} kimesinin
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her elemani ® x {1} kiimesinin her elemanindan daha ku¢tiktiir.
Ayrica ® x 2’nin hem ® x {0} altsiralamasi hem de ® x {1} alt-
siralamasi o siralamasiyla egyapisaldir. Yani  x 2 siralamasin-
da ®’nin bir kopyasi olan ® x {1}, gene ®’nin bir kopyasi olan
® x {0}’dan sonra konulmustur, aynen ® + w’da oldugu gibi...
Demek ki 02 » ® x 2 ~ ® + o, yani ©2 = ® + ® # o.

Demek ki ordinaller carpiminda af = Ba esitligi her zaman
dogru degildir, yani ¢arpma islemi degismeli degildir. Toplama
da degismeli degildi animsarsaniz.

Ote yandan (af)y = a(By) esitligi (neyse ki!) dogrudur.

Onsav 14.1. Eger o, B ve y birer ordinalse,
(aB)y = a(By).

Kanit: (af)y ordinali, her bir kartezyen ¢arpimin ters alfa-
betik siralanmis oldugu (o x B) x y siralamasiyla esyapisaldir.
o(By) ordinali ise, kartezyen carpimlarin gene ters alfabetik si-
ralanmis oldugu o x (B x y) siralamasiyla esyapisaldir. Dolayi-
siyla (a0 x B) x y =~ a x (B x y) esyapisalligini kanitlamaliyiz.

(o x B) x yile a x (B x y) arasinda dogal bir esleme vardir,

fl(a, b), ¢) = (a, (b, ¢))
eslemesi. Bu eslemenin siralamaya saygi duydugunu kanitla-
mak istiyoruz. Demek ki
((a, b), ) < ((a', 0'), ') < (a, (b, €)) < (@', (b, ')
onermesini kanitlamaliyiz. Baglayalim:

((a, b), ¢) < ((a', b'), ') esitsizligini varsayalim.

(a, (b, ) < (@', (b, ')
esitsizligini kanitlayacagiz. Eger ¢ < ¢’ ise (b, ¢) < (b', ¢') olacagin-
dan, bu durumda sorun yok. Bundan boyle ¢ = ¢’ esitligini var-
sayalim. O zaman (a, b) < (a', b') olmak zorunda. Eger b < b’
ise, (b, ¢) = (b, ') < (b', ') olur, bu durumda da sorun yok.
Bundan boyle bir de ayrica b = b’ esitligini varsayalim. O za-
man g < a' olmak zorunda. O zaman da
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(a, (b, ¢)) < (a, (b, ¢)) = (a', (D, ')
olur ve bu durumda da sorun yok. (a, (b, ¢)) < (a', (b', ') esit-
sizliginden hareketle ((a, b), ¢) < ((a’, b'), ') esitsizligini kanit-
lamay1 okura birakiyoruz. O

T+No=20=0#0+0o=1o + lo esitliklerinden ¢arp-
manin sagdan toplamaya dagilmadigini biliyoruz, yani
(o + By = oy + Py
esitligi her zaman dogru degil. Ote yandan
of +y)=ap +ay
esitligi dogrudur:

Onsav 14.2. Eger o, B ve y birer ordinalse,
of +vy) =ap + ay.
Kanmit: oo x (B + y)  a x y + a x y esyapisalligini kanitlama-
liy1z. Asagidaki resmin yararli olacagini ve daha fazla soze ge-
rek olmayacagini umuyoruz. Gene de bir iki laf edelim:

ax(Bey)=oxProxy

B+v (v o Xy

|
l

o x (B + y)’nin elemanlarini soldan saga ve asagidan yukari
sayarken zorunlu olarak once a x f’nin elemanlarini sayiyoruz,
ardindan a x y’nin elemanlarini; bu da bize o x B + o x y sira-
lamasin verir. ]
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Sonug 14.3. Eger o ve B birer ordinalse,
afp+1)=ap +a. []

Sonug 14.4. Dogal sayiarin dogal sayi olarak ve ordinal
olarak carpimi esittir.

Kanit: 0 ve 71’ile carpmanin uyustuklarini gordiik. Sonug
14.3’ten dolay1 7 ile #’nin ¢arpimlar1 uyusuyorsa, 7 ile 72 + 1’in
(yani S(m)’nin) de uyusuyordur. Tumevarimla kanit isi bitirir. []

14.3. Carpma ve Siralama
Toplamayla ¢arpma arasindaki iliski Onsav 14.2°de veril-
misti. Simdi siralamayla ¢arpma arasindaki iligkiyi irdeleyelim.

Onsav 14.5. Eger . < B ordinallerse, her 0 <y ordinali icin,
Yo < yB, o £ ya ve o < ay

olur.

Kanit: o < B oldugundan, bir 0 < 8 ordinali i¢in, B = a + &
(Onsav 13.5). Simdi, Onsav 14.2’ye gore,

YB = y(a + ) = yao + Y3 > you.

Burada ayrica Onsav 13.7’yi kullandik.

Kanit1 y x a’y1 y x B’nin icine gomerek de yapabilirdik.

a, yo'nin (ya da y x a’nin) icine {0} x o olarak gomuldigin-
den a < you

a < ay esitsizligini, o’y1 o x y’nin icine a x {0} olarak gome-
rek elde ederiz. ]

Sonug¢ 14.6. o, B, y ordinalleri icin, yo < yB ise, o zaman
o < B. Ayricay > 0 ve yo = yB ise, 0 zaman o, = P.

Kamt: Ik énerme: y = 0 olamaz. o = B da olamaz. Eger o > B
olsaydi, Onsav 14.5%e gore yo > yB olurdu, celiski.

Ikinci 6nerme: o < B olsaydi, Onsav 14.5’e gore ya < yB
olurdu, celigki. O




14. Ordinallerde Carpma Islemi 165

Onsav 14.7. Eger o. ve p ordinalleri o. < P esitsizligini saglryor-
sa, o zaman her y ordinali icin, oy < By olur.

Kanit: o < B oldugundan, o x y siralamasi B x y siralamasi-
nin bir altkimesi. Demek ki oy, By’nin igine gomiiliiyor. Teorem
10.14%e gore ay < By olur. O

Onsavdaki < kiiciikesitlik simgesini < simgesiyle degistire-
meyiz, ¢ctinkii, 6rnegin 1 < 2 ama ® = 2. Sagdan sadelestirme-
nin dogru olmadigi ayni esitlikten belli. Soldan sadelestirme
dogru ama (Sonug 14.6).

14.4. Ordinallerde B6lme

Ordinallerde dogal sayilardakine benzer bir bolme iglemi

vardir. Nasil dogal sayilarda, 25’1 7’ye,
25 =7x3 +4

olarak kalanli bolebiliyorsak, ordinallerde de buna benzer bir
bolme yapabiliriz.

Bolme teoremini kanitlamadan 6nce daha sonra da ihtiya-
cimiz olacak olan teknik bir 6nsavi aradan ¢ikaralim:

Onsav 14.8. B bir ordinaller kiimesi olsun. o. bir ordinal ol-
sun. O zaman a(\Jg g B) = Up g of olur.

Kanit: Aslinda kanit, asagidaki sekilden hemen hemen ba-
riz olmali. Okurun matematiksel bir kanitla cok zaman gegire-
bilecegi olasiligini dikkate alarak bigimsel kaniti sunuyoruz.

axUBeB B= UBGB (axB)

UBEB B
BIII
B" aXB"
B’ axp’

B axp
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Once ordinallerde €, < ve c iliskilerinin esdeger olduklari-
ni animsatiriz (Sonug 10.14). B € B herhangi bir ordinal olsun.
l3 < UBEB B

oldugundan,
- B < UBEB B
Onsav 14.5% gore, af < a(Upp B). Demek ki
ap < a(Jpep B)
ve dolayisiyla
Upep o < a(Ugep B)-
Esitligin her iki tarafinda da ordinaller oldugundan, U g af
ordinali a(\Up.p B) ordinalinin baglangic dilimi olmali. Ote
yandan,
Upgep (0xB) = UpcpaP ca(Jgp B)
~axUpep P =Upep (axP).
Demek ki \Ug_p (axP) ordinali kendisinin bir baslangi¢ dilimi-
ne gomiuliiyor. Bundan ve Sonug 7.7°den bu gémmenin 6zdes-
lik fonksiyonu Id oldugu ve U p af < a(Ugp B) icindeligi-
nin ashinda esitlik oldugu anlagilir. O

Simdi ordinallerde aynen dogal sayilardaki gibi bolme ya-
pabilecegimizi kanitlayabiliriz.

Teorem 14.9. o ve B birer ordinal olsunlar. B > 0 olsun. O
zaman o = By + p esitligini ve p < B esitsizligini saglayan bir ve
bir tane (y, p) ordinal cifti vardir.

Kamnit: Once (7, p) ciftinin varhigimi kanitlayalim. y’y1 By < a
esitsizligini saglayan en biiyiik ordinal olarak alacagiz.

Eger By < a ise, Onsav 14.5’e gore v < o, olmali (yoksa o >
By > Ba > a, celiski.) Demek ki,

F={y:py<al={y<a:Py<oal
toplulugu bir kiimedir ve elbette bir ordinal kiimesidir. Dolayisiy-
la \U, 1y bir ordinaldir (Teorem 10.10). Onsav 14.8°den dolay:

B(Uyer ¥) = UyeF Brca
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(¢iinkii eger y € T ise By < o ve By < o). Demek ki U,y € T,
ve U, r ¥, [’nin en biiyiik elemani. Bu elemana vy diyelim. Ozet
olarak, vy, By < a esitsizligini saglayan en biuiytik ordinal.

Onsav 13.5%e gore, o = By + p esitligini saglayan bir p ordi-
nali vardir.

Simdi p ordinalinin B’dan kiig¢iik oldugunu kanitlayalim.
Tersini varsayalim: p > 8 olsun. O zaman p = B + 0 esitligini
saglayan bir 8 vardir. Demek ki,

a=Py+p=Py+(P+38)=Py+P)+38
=By+1)+3=2P(y+1)
ve yY’dan daha biiyiik olan y + 1, I’nin bir elemani, bir ¢eligki.
p < B esitsizligi kanitlanmustir.

Simdi (y, p) ¢iftinin biricikligini kanitlayalim. By + p = By; + p4
esitligini ve p, p; < P esitsizliklerini varsayalm. p = p; ve y = 14
esitliklerini kanitlayacagiz. Eger y = y; esitligini kanitlarsak, o
zaman sadelestirerek (Onsav 13.5) p = p; esitligini elde ederiz.
Demek ki y = v esitligini kanitlamaliyiz. y > v esitsizligini var-
sayalim. O zaman 6yle bir § vardir kiy = y; + & (Onsav 13.5).
Demek ki,

Pri+p1 =By+p=PBlyy+3) +p
= (By1 + BS) + p = Pyy + (B3 + p).
Sadelegtirerek > p; = Bd + p = B5 elde ederiz. Dolayisiyla 8 = 0
vey=1vy+0="v. []

Sonug 14.10. Eger A bir limit ordinalse, bir ve bir tek y or-
dinali icin L = oy olur.

Kanit: Yukardaki teoreme gore bir y ordinali ve bir # dogal
sayisi i¢in A = @y + 7 olur. Limit ordinalin tanimina gore, 7 = 0
olmal. ]

Sonug 14.11. Eger A bir limit ordinalse, her n dogal sayisi
icin, nk = Ndir. ]
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14.5. Carpmanin Tiimevarimsal Tanimi
Onsav 14.8’den (ve elbette Sonu¢ 14.3’ten) ordinallerde
¢arpmanin timevarimsal bir tanimini elde edebiliriz.

Sonug 14.12. Ordinal ¢carpmasi
a0 =0,
aS(B) = af + o,
ve bir \ limit ordinali icin,
ay = Upg, off
esitlikleri tarafindan belirlenmistir. Bir baska deyisle, eger A ve
B birer ordinalse ve C, A x B iyisiralamasina esyapisal bir or-
dinal iceren bir ordinalse, o zaman, her o € A ve B € B icin,
fla, B) = ap
kuraliyla tanmimlannug f : A x B — C fonksiyonu, yukardaki ii¢
esitligi saglayan ve A x B kartezyen ¢arpimindan C ordinaline
giden tek fonksiyondur.

Alistirmalar
14.1. a ve B ordinal olsunlar.
a+P=aufa+y:y<p}
o ={a®+p:0<Pvep<al
esitliklerini kanitlayin.
14.2. (®2)o = oo esitligini kanitlayim.
14.3. (0 + 1)o = oo esitligini kanitlaymn.
14.4. o bir ordinal olsun. #» € N i¢in, o ordinalini timeva-
rimla soyle tamimlayalim:
al = 1,
o+l = arq.
{a7 : n € o} toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlayin. Ipu-
cu: Yerlestirme Aksiyomu kullanilmali; ¢(7, z) formuli sunu
desin: 7 bir dogal sayidir ve 6yle A ordinaller kiimesi ve
fin+1 5 A
eslemesi vardir ki,




14. Ordinallerde Carpma Islemi 169

a) f(0) =1 ve

b) her i icin, eger 0 <i € n ise, f(i+1) = f(i)a ve

c)z = f(n).

14.5. o bir ordinal olsun. A bir limit ordinalse, oA’nin da li-
mit ordinal oldugunu ve {af : B < A)’min aX’da kofinal (bkz.
Boliim 13.7) oldugunu kanitlayn.



