13. Ordinallerde Toplama Islemi

13.1. Toplamanin Tanim
- lkokulda dogal sayilari toplamay1 nasil 6grendiginizi anim-
Isayln. 3 +4 =7 yerine, 3 fasulye + 4 fasulye = 7 fasulye esit-
ligini 6grenmigsinizdir 6nce herhalde. Ogretmen sola 3 fa-
sulye dizmistir. Bu grubun sagina dort fasulye daha dizmistir.

Sonra tiim fasulyeleri saymanizi rica etmistir.

U@@+@@@Q
7Gq 0Qgd

Ogretmen fasulyeleri siraya dizmeden karisik koymus ola-
bilir. Siraya dizerse, saymasi daha kolay olur. Biz iyi 6gretmen-

le okudugumuzu varsayalim: Sayacagimiz nesneler siralansin.
7Cq0dy - + G@OGQSOQ
08ga0c - 08gla®eQ ..

Ordinaller de aynen fasulye toplar gibi toplanir.
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Daha matematiksel olmak gerekirse... a ve B iki ordinal ol-
sun. Bu iki ordinali toplamak i¢in o tane fasulyenin sagina 3 ta-
ne fasulye koyariz ve boylece elde edilen fasulyeleri soldan sa-
ga sayariz... Burada, “saymak”la “iyisiralamak”1 kastediyoruz.

Daha daha matematiksel olalim. a ve B birer ordinal olsun-
lar. Asagidak sekilden takip edin. Ordinal olduklarindan, o ve f8
iyisirali kiimelerdir: €, yani “elemani olmak” iligkisiyle iyisira-
lanmiglardir. Altbolim 5.2°de herhangi iki iyisirali kiimeyi top-
lamay: tammlamistik. Soyle yapmustik: Once o ve B iyisiral kii-
melerini o x {0} ve B x {1} kiimeleriyle degistirmistik, ¢tinkii o ve
B kiimelerinin kesigsmelerini istemiyorduk (bu iki kiime esit bile
olabilirler!), her turli kesisme olasiligina kargi 6nlem olarak o ve
B yerine, kesismediklerinden emin oldugumuz o x {0} ve B x {1}
kiimelerini almistik. Sonra, o ve B tizerindeki siralamalari sirasiy-
la o x {0} ve B x {1} kiimelerine yansitmustik, yani her a4, a, € a,
by, by € B igin,

(a1, 0) < (a3, 0) & ay < ay,

(b, 1) < (by, 1) & by < by
tanimlarini yapmustik. En sonunda da, kesismediklerini bildigi-
miz o x {0} ve B x {1} kiimelerinin

(o x {0}) W (B x {1})

bilesimini alip bu bilesimi, o x {0} ve B x {1} altkiimelerinin si-
ralamalariyla uyumlu olacak bi¢cimde siralamistik. Bilesimin si-
ralamasi, o x {0} ve B x {1} kiimelerinin siralamasina saygi du-
yar, ve ayrica, B’ya bir ayricalik taniyarak,  x {1}’in her elema-

o B o ve B iki iyisirali kiime.
IS Kesigebilirler.
V v y ‘AA A A

o x {0} B (1}

(o> {0}) W (B x {1})

o ve P yerine, a x {0} ve B x {1} kiimeleri aliniyor. Bu kiimeler
kesismezler. o ve B’nin siralamalarini o x {0} ve B x {1} kiime-
lerine yansitiliyor. Ayrica a x {0}’ in elemanlarinin B x {1}’in
elemanlarindan daha kiiciik olduguna hiikmediliyor.
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nini o x {0}’in her elemanindan daha buytk ilan eder. Bigimsel
tamim soyle: Her ay, a, € a, by, by € B igin,

(a1, 0) < (ay, 0) & a4 < ay,

(b1, 1) < (b3, 1) < by < by,

(ay, 0) < (by, 1) < 0 = 0 (yani her zaman!)
Bunun bir iyisiralama oldugunu kanitlayip adina o + B demistik
(Altbolim 5.2). Bu bolimde a + B’y1 bir bagka anlamda kulla-
nacagimizdan, (o x {0}) U (B x {1}) kiimesi tizerine tanimlanan
yukardaki iyisiralamaya gegici olarak o @ B adini verecegiz.

Akilda tutulmasi gereken sey su: oo W B siralamasinda, 6ziin-
de, B siralamasi, o’dan ayrik bir kiime olarak a siralamasinin
sonuna getirilmistir.

Bir onceki bolimde her iyisirali kiimenin bir ve bir tek ordi-
nale esyapisal oldugunu kanitlamistik (Teorem 12.1). Dolay:-
siyla o @ B iyisiralamasi da bir ve bir tek ordinale esyapisaldir.
Iste o W B iyisiralamasina esyapisal yegine ordinale o + B ad
verilir. Ornegin, B < o oldugunda, o + B ordinalinin sekli soyle:

p p a

& B’nin bir kopyas,
0 yerine o’yla bagliyor.

o + B ordinali

o’nin a + B ordinalinin baslangic dilimi oldugu bariz olma-
li. Eger B < a ise, elbette B da o + B ordinalinin baslangi¢ dili-
midir. Ama bu bizi pek ilgilendirmeyecek. Daha 6nemli olan
B’nin o + B ordinalinin “son dilimi”ne esyapisal olmasidir. Ni-
tekim,

Br{xeoa+p:ax}

olur. Burada, sag taraftaki {x € o + B : o < x} kiimesi, o + B’nin
altktimesi olarak gene e iligkisiyle (iyi)siralanmistir.
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13.2. Temel Sonugclar
Hemen birkag alistirma yaparak ordinallerle toplama hak-
kinda sezgi edinelim. Ilk olarak dogal sayilari andiran bir olgu:

Onsav 13.1. Her o ordinali icin,
O+oa=za+0=zavea+1=S5n).

Kamit: Son esitligi kanitlayalim, digerleri bariz. Once, o + 1
ve S(o)’nin tanimlarini animsayacagiz. Bunlar birer ordinal ola-
rak tanimlanmislardi. Bu ordinallerin esit olduklarini kanitla-
mak i¢in, iyisiralamalarinin esyapisal olduklarini kanitlamak
yeterli, ¢tinkii Teorem 10.11%e gore esyapisal olan iki ordinal
birbirine esit olmak zorunda. Demek ki o + 1 ve S(a)’nin tanim-
larinda 6nemli olan nesnelerin kendileri degil, siralamalari: Bu
iki sirali kiime eger esyapisallarsa o zaman esittirler.

Once S(a)nin ve siralamasimin tanimlarini animsayalim:
S(a) = a U {a} ve S(a) siralamasinda o eleman:i o kiimesinin en
sonuna konmustur. Iste S(a) = o U {a} siralamasinin resmi:

0 o o
@ L]

S(a) = U {a}

Bu kolaydi. Simdi, bir sayfa 6nce tanimladigimiz o + 1’in s1-
ralamasiyla esyapisal olan o W 1 iyisiralamasini animsayalim.
o W 1 iyisiralamasinda, 1 kiimesi, ayrik bir kime olarak, o sira-
lamasinin en sonuna eklenmisti; 1 = {0} oldugundan, bu, o’nin
sonuna yeni bir eleman (0’in bir kopyasini) eklemek demektir.

1x {1} = {0} x {1} = {(0, 1)}

v v Vv i
0,0 Y Y v

a x {0}
aw 1= (ox{0}) U (lx(1})
Her iki siralamanin da ayni olduklari, yani siralamalarin eg-

yapisal olduklari ¢ok belli. Her ikisinde de o’nin en sonuna bir
eleman ekleniyor. Onsavimiz kanitlanmustir. ]
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Yukardaki yontemi siirekli kullanacagiz. ki ordinalin bir-
birine esit olduklarini kanitlamak igin siralamalarinin birbirine
esyapisal olduklarini kanitlamak yeterlidir.

Her ne kadar ordinal toplamasi dogal sayilarin toplamasini
andiriyorsa da, dogal sayilarda gegerli olan a0 + B = B + a egit-
ligi ordinallerde maalesef gecerli degil, 6rnegin

lt+o=o#0+1.

Hemen 1 + ® = o esitligini gostererek okurun hakli merakini gi-
derelim. Yukardaki kadar ayrintilara girmeyecegiz, yoksa bu
boliim bitmez. 1 + w, yani {0} ¥  iyisiralamasinda, 0 elemani-
nin sonuna ® eklenmistir, yani

o=1{0,1,2,..}
kiimesinin en bagina —1 gibi yorumlayabilecegimiz bir eleman ek-
lenmis ve

-1,0,1,2, ...}
kiimesinin siralamasina benzer bir siralama elde edilmis. Bu son
siralamanin ’nin siralamasindan pek bir fark: yok, sayilar 0’dan

1+

baslayacagma —1’den baslamis. Dolaysiyla 1 + o = o. Ote yan-
dan, ® + 1’in en biiyiik elemani oldugundan (®, ® + 1’in en bu-
yuk elemanidir), ® + 1, ®’ya esyapisal olamaz, yani ® # ® + 1.

Ordinal toplamasi dogal say1 toplamasiyla ortiisiir, yani
5 + 8, dogal say1 olarak da toplansa, ordinal olarak da toplan-
sa 13 bulunur. Bariz olan bu sonug¢, daha matematiksel olarak
Onsav 13.1°den ve simdi kanitlayacagimiz Onsav 13.2°den ¢i-
kacak. (Bkz. Sonuc¢ 13.4.)
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Onsav 13.2. Her o, B, y ordinali icin,
o+ (B+y)=(a+p)+ry.
Kanit: Her zaman oldugu gibi, esitligi degil,
a+ (B+y)~(a+pP)+y
esyapisalligini kanitlayacagiz. Her iki siralamanin da nasil inga
edildigini animsayalim.

o + (B + y) siralamasi i¢in o siralamasinin sonuna B + y si-
ralamasi getirildi. B + v siralamasi da B siralamasinin sonuna y
siralamasi konularak elde edildi. Demek ki o + (B + y) sirala-
masi i¢in once o, sonra 3, daha sonra da y siralamasini pegpe-
se koyduk.

(o + B) + y siralamasi igin ise o + B siralamasinin sonuna y
siralamasi getirildi. o + B siralamasi da a siralamasinin sonuna
B siralamasi konularak elde edildi. Demek ki (o + B) + y sirala-
masi i¢in, once a, sonra B, daha sonra da y siralamasini pegpe-
se koyduk.

B+vy

o+ (B+y):

Q |e-»|e

(oe+B)+vy:

o+f
Yukardaki sekilden ve siralamalarin tanimindan da belli ki
o+ (B +7v)~(a+B)+7y. Yani esitlik sozkonusu. O

Sonug 13.3. Her o ve B ordinalleri icin,
o+ (B+1)=(ax+p)+1,
yani o + S(B) = S(a + B).

Sonu¢ 13.4. Dogal sayilarn dogal say: olarak ve ordinal
olarak toplam esittir.

Kanit: Onsav 13.1°den dolay1 ordinal olarak 7z + 0 = n, ay-
nen dogal sayilardaki esitlik. Gene Onsav 13.1’e gore sagdan
1’le toplamak da bir ayrim yaratmiyor. Simdi # + m toplamin-
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da bir fark olmadigini varsayarak, 7 + (m + 1) toplaminda bir
ayrim olmadigini gosterelim. Ama bu, dogrudan Sonug
13.3’ten cikar. O

Bir sonraki 6nsavda gorecegimiz tizere ordinallerde dogal
sayilardakine benzer bir ¢ikarma yapilabilir.

Onsav 13.5. B < o iki ordinal olsun. O zaman
P+rv=a

esitligini saglayan bir ve bir tane y ordinali vardir. Ayrica eger
o, B ve y birer ordinalse ve a. + B = o + y ise 0 zaman B = y’dir.

Kanit: Eger B = o ise y = 0 alabiliriz. Simdi B < o varsayimi-
ni yapalim, yani B € a ve dolayisiyla B, o’nin baslangi¢ dilimi.
o\ B, o’nin bir altkiimesi oldugu i¢in, o’nin siralamasindan mi-
ras kalan siralamayla iyisirali bir kiimedir. Demek ki o \ B iyi-
siralamasina esyapisal olan bir y ordinali vardir. Simdi a0 ~  +
Y, yani o = B + y ¢ok bariz; kanitinin bir resmi asagida. y ordi-

[0}

o \ B kiimesi, y ordinaliyle
B B esyapisal
. ]
M
[
0 B 0 v
B+y

nalinin biricikligi ikinci 6nermeden cikar. Ikinci 6nermeyi ka-
nitlayalim.

Toplamanin tanimindan dolayi, B, o + B’nin (a+f) \ a altkii-
mesiyle esyapisal. Ayni sekilde y, o + y’nin (a0 + y) \ o altkiime-
siyle esyapisal. Demek ki, B ~ (a + B) \ o = (a0 + y) \ a = y. So-
nug olarak B =y. m

Bu onsavdan hareketle, eger o sonsuz bir ordinalse, 1 +
ordinalinin o’ya esit oldugunu kanitlayabiliriz. Ama 6nce “son-




150 13. Ordinallerde Toplama Islemi

suz ordinal”i tamimlamaliyiz. Daha 6nce sonlu ordinalleri ta-
nimlayalim: @’nin elemanlarina sonlu ordinal denir. Sonlu ol-
mayan, yani ®’nin elemani olmayan ordinallere sonsuz ordinal
denir. Demek ki bir a ordinalinin sonsuz olmasi igin
yvaom=ayadaoea,
o<a,
oca
esdeger onermelerinden biri (dolayisiyla hepsi) gegerli olmali.
(Sonug 10.14)
Simdi oldukga sasirtict bir sonug kanitlayalim:

Onsav 13.6. Eger o sonsuz bir ordinalse ve n bir dogal sa-
yiysa o zaman n + o = o’dir.

Kanit: o sonsuz bir ordinal olsun. Onsav 13.2’ye gore

l+a=a
esitligini kanitlamak yeterli, gerisi 7 tizerine timevarimla gelir.
Onsav 13.5% gore, bir B ordinali i¢cin o = » + B. Demek ki,
l+a=1l+(0+B)=(1l+o0)+f=0+P=a.

Yukarda, Onsav 13.2’yi ve daha énce kanitladigimiz 1 + © = ®
esitligini kullandik. ]

Demek ki sonlu ordinaller sonsuz ordinaller tarafindan sol-
dan yutuluyorlar. Ilerde daha da sasirtici bir teorem kanitlayaca-
g1z, bkz. Teorem 16.5 ve Sonug 16.6.

13.3. Toplama ve Siralama
Ayni kiime tizerinde ¢esitli islemler ve iligkiler tanimlanmis-
sa, bu islem ve iligkiler arasinda iligskiler aramak ve hatta bul-
mak lazimdir, yoksa ayni kiime tizerinde birbirinden bagimsiz
birka¢ matematiksel yap1 olur ki, o zaman da gereksiz yere ka-
labalik etmis olurlar. Bu boliimde ordinallerde toplamayla sira-
lama arasindaki iligkileri irdeleyecegiz.
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Onsav 13.7. Her o. ve B ordinali icin, o < o. +  ve p < o + P.
Ayrica eger B # 0 ise o < o + P.

Kanit: o + B ordinalinin tanimina bakilacak olursa, o ve
siralamalarinin o + B’nin birer altkiimesiyle esyapisal oldukla-
r1 hemen anlagilir. Nitekim o, o + f’nin bir basglangi¢ dilimine
esyapisaldir; B da bu dilimden geri kalana esyapisaldir. Teorem
10.13’egorea<a+BveP <o+ P.

Eger B # 0 = & ise, toplamanin tanimindan da belli ki, o’nin
esyapisal oldugu baslangic dilimi, o + B’nin 6z baslangi¢ dilimi-
dir (yani o + B’ya esit degildir), ¢tinkii o + B’nin o baslangig di-
liminden hemen sonra gelen eleman o’dir; dolayisiyla o € a + B,
yani o < o + f. L

Eger B # 0 ise a < B + a esitsizliginin dogru olmayabilecegi-
ni 1 + ® = o esitliginden biliyoruz. Can sikici ama boyle, yapa-
cak bir sey yok.

Gene 1 + ® = ® = 0 + o esitliginden ordinal toplamasinda
her zaman sagdan sadelestirmenin olmadigini biliyoruz. Peki ya
soldan sadelesme var m1? Evet! Bu Onsav 13.5’te kanitlandi.

Onsav 13.8. Her a, B ve y ordinali icin B < y ise o zaman
a+B<a+yveP+asy+aolur. Ayrica, eger o + B <o +y
ise 0 zaman B < y’dir.

Kanit: Birinci esitsizligin olasi bir¢ok kanitindan biri: B < y
varsayimini yapahm. Onsav 13.5%e gore, bir § ordinali icin B + &
=y esitligini saglanir. Demek ki, birinci esitsizligi kanitlamak icin,

oa+PB<a+(p+9)
esitsizligini kanitlamaliyiz. Onsav 13.2’ye gore,
a+P<(a+P)+0
esitsizligini kanitlamak ayni sey. Onsav 13.7’nin ikinci kismina
gore bu esitsizligin saglanmasi i¢in 8’nin 0 olmamas gerekir, ki
B, yY’va esit olmadigindan 8, 0 olamaz.
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Ayrica, Onsav 13.7’ye gore o. < § + a oldugundan, yukarda
kanitlanandan B + o < B + (8 + a) ¢ikar. Demek ki,
B+a<P+@+a)=(PB+0)+a=y+a.
Ikinci esitsizlik de kanitlandi.
Simdi, o + B < a + y varsayimini yapalim. Demek ki bir 6 > 0
ordinali i¢in (ot + B) + 8 = o + y ve
oa+y=(a+B)+d6=0a+ (B +09).
Simdi Onsav 13.5% gore y = B + & ve birinci kisma gore
B=B+0<P+3=y. [

Alistirmalar
13.41.a<yveB<dveise o+ P <y+ 3 esitsizligini kanit-
layin.
13.4.2. o + B < a + yise B <y esitsizligini kanitlayin.

13.5. Limit Ordinaller ve Toplama
Simdi ¢ok ilging bir teorem kanitlayacagiz. Ama o6nce bu
asamada okura kolay gelmesi gereken bir aligtirma:

Alistirma 13.5.1. o ve B birer ordinal olsunlar. a + B ordi-
nalinin limit ordinal olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun ya B’nin
bir limit ordinal olmasi, ya da ’nin 0 ve o’nin bir limit ordinal
olmasi oldugunu kanitlayin.

Teorem 13.9. Her sonsuz o ordinali bir A limit ordinali ve
bir n dogal sayisi icin A + n olarak tek bir bicimde yazilabilir.
Bu A, o’dan kiiciikesit en biiyiik limit ordinaldir.

Kanit: Eger varsa, A’nin o’dan kiiciikesit en buyiik limit or-
dinal olmasi gerektigi malum. Bu bilgi 1siginda A’y1 arayalim.
A, o’dan kugukesit limit ordinaller kiimesi olsun. A bir ordi-
nal kiimesi oldugundan, \UA da bir ordinaldir (Teorem
10.10). Ayrica A’nin elemanlar1 limit ordinaller oldugundan,
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UA da bir limit ordinaldir (Alistirma 11.3). A’nin her elemani
o’nin bir altkiimesi oldugundan, \UWA da o’nin bir altkiimesidir.
Demek ki WA < a. Bundan béyle (A = A olsun. Onsav 13.5%
gore A + B = a esitligini saglayan bir B ordinali vardir. Simdi f’nin
sonlu oldugunu, yani ®’nin bir elemani oldugunu kanitlayacagiz.
Eger B sonsuzsa, yani B ¢ o ise, 0 zaman ya 3 = ® ya da o € p’dir.
Her iki durumda da ® <. O zaman A + ® <A + = a ve yukar-
daki alistirmaya gore A + o, a’dan kiigiikesit bir limit ordinaldir.
Ama o zaman da, A + ® < \UA = A olur, bir celigki.

Demek ki B = 7, bir dogal sayidir ve o = A + n. Eger X’ limit
ordinali ve 7' dogal sayis1 igin o = A’ + 7' ise, A’ de aynen A gibi
o’dan kuglikesit en buytk ordinal oldugundan, A’ = X’dir. Simdi,

A+n=oa=AN+n"=A+n
esitliginden ve Onsav 13.5’ten # = #’ ¢ikar. O

Bu teoremden su ilging sonug ¢ikar. o ve B iki sonsuz ordi-
nal olsun. a’y1 teoremdeki gibi A + n olarak yazalim. O zaman,
Onsav 13.6’ya gore,

a+PB=A+n)+PB=A+n+P)=A+P
Demek ki sonsuz ordinalleri toplarken, soldaki ordinalin bir li-
mit ordinal oldugunu varsayabiliriz.

13.6. Timevarimla Toplama

Daha 6nce o + 0 = o ve a + S(B) = S(a + B) esitliklerini ka-
nitladik. [SI]’de dogal sayilarda toplamay: bu iki formiille tii-
mevarim yontemiyle tanimlamistik, ¢inkii her dogal say1 ya
0’a esittir ya da bir B dogal sayisi i¢in S(B) seklinde yazilabilir.
Ordinallerde bunun dogru olmadigini biliyoruz, buinlarin di-
sinda bir de limit ordinaller var. Demek ki eger her A limit or-
dinali i¢in o + A ordinal toplamini A’dan kiiciik B ordinalleri
icin a + B toplamlari cinsinden yazabilirsek, o zaman ordinal
toplamasini dogal sayilarda oldugu gibi tiimevarimla tanimla-
yabiliriz.
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Alistirma 11.1°de okurdan her A limit ordinalinin kendisin-
den kugiik ordinallerin bilegsimi oldugunu kanitlamasini iste-
migtik:

A= UB<X B
Demek ki,

(X+}\.=(X+(UB<;\‘B).

Bu asamada ne kanitlanmasi gerektigi belli:

a+ (Ugy B)
toplamindaki soldaki o’y1 bilesimin icine dagitip

OL+7\‘:OL+(UB<}LB):UB<X(O,+B).

yazabilmek istiyoruz. Bunu hemen kanitlayalim.

Onsav 13.10. Eger B bir ordinal kiimesiyse,
o+ (Ygep B) = Upep (a + B).

Kanit: Once Teorem 10.10’dan dolayi esitligin sagindaki ve
solundaki kiimelerin birer ordinal olduklarina dikkatiniz ceke-
rim. Demek ki

a + (Ugep B) ve Upcp (a + B).
kiimelerindeki siralamalarin egyapisal olduklarini kanitlamaliyiz.

Once o + (Ugep B) kiimesinin siralamasina bakalim. “Bir
resim bin s6ze denktir” 6zdeyisinden hareket ederek bu kiime-
nin ve siralamasinin bir resmini ¢izelim.

B/
B//

o UﬁEBB

a+Uﬁ€BB
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Simdi Ugcp (a0 + B) kiimesini ve siralamasini resmedelim.
Bu sefer, once a + B islemlerini yapip sonra bu toplamlarin bi-
lesimini alacagiz.

QR IR IR IR R |R
=

UﬁeB(a+B)

Goruldigu gibi (1), her iki siralama da ayni!

Bu gorsel kanittan memnun olmayanlar icin daha bicimsel
bir kanit sunalim. B’nin bogkiime olmadigini ve B’de bogkiime
olmadigini varsayabiliriz.

Once a + (Upep B) ordinalinden bir y elemani alalim. y’nin

Ugep (o + B)
kiimesinde oldugunu kanitlayacagiz. Elbette y > a.. Demek ki
a<y<a+ (UpyB)
ve bir § € U g B igin,
Y=o +0
olur. Ayrica § € Ugp B oldugundan, bir § € B igin § € p’dur.
Demek kiy=a+d<a+B,yaniy e a +3 € a + .
Simdi Ug g (o + B) ordinalinden bir y elemani alalim. y’nin
o+ (Ugep B)
kiimesinde oldugunu kanitlayacagiz. Bir B € B icin
yea+P
olur. y'nin o’dan buyiikesit oldugunu varsayabiliriz, ¢cinkii y < o
olursa, 0 zaman y € o < a + (Upp B) olur. Demek kiy > a ve
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bir § € B icin, ¥ = a + & olur. Ote yandan,

B - UBGB B
oldugundan, B < Ug g B (Teorem 10.13). Demek ki
y=oa+d<a+PB<a+ UppP. []

Ve sozverdigimiz gibi toplamanin tiimevarimsal tanimu:

Sonug 13.11. Ordinal toplamas,

a+0=aq,

o+ S(B) = S(a + B)
ve bir \ limit ordinali icin,

a+h=Ug, (a+B)
esitlikleri tarafindan belirlenmistir. Bir baska deyisle, eger A ve
B birer ordinalse, 6yle yeterince biiyiik bir C ordinali vardir ki,
her a. € A ve B € B igin,

flo, B)=a+p

kuraliyla tanmimlanmig f : A x B — C fonksiyonu, yukardaki ti¢
esitligi saglayan ve A x B kartezyen carpimindan C'ye giden bi-
ricik fonksiyondur ve ayrica f(o, B)min degeri o’y iceren
A’dan ve o’y1 iceren B’den bagimsizdir. O

Bir¢ok kitapta ordinallerin toplami yukardaki formiillerle
tanimlanir. Biz, daha dogal buldugumuz bir yolu sectik.

Bu sonug, timevarim ilkesiyle kanitlanacak teoremlerde
¢ok biyiik kolaylik saglar.

13.7. Kofinallik
a bir ordinal ve A < o olsun. Eger her B € a igin, B <y esit-
sizligini saglayan bir y € A varsa, A’ya o’da kofinal ya da o’nin
kofinal altkiimesi denir. Eger A = B < a ise ve A, o’da kofinal-
se, B de o’da kofinaldir elbette. Demek ki kofinal kiimelerin
kuigtikleri makbuldiir. Ancak limit ordinallerin kofinal bir alt-
kiimesi oldugunu okurun dikkatine sunariz. (Alistirma 13.7.1.)
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Ornegin, kareler kiimesi ®’da kofinaldir. {® + 37 : n € o)
kiimesi ®2’de kofinaldir. Ordinalleri ve tis almay1 6gredigimiz-
de, {wn : n € o} kiimesinin ®2’de (Alistirma 14.5), {0” : n € ®}
kiimesinin de ®®’de kofinal oldugunu (Onsav 16.3) gorecegiz.

Aligtirmalar

13.7.1. Ancak limit ordinallerin kofinal bir altkiimesi oldu-
gunu kanitlayin.

13.7.2. a bir ordinal ve A, B < a olsun. Eger her x € A i¢in
x <y e B iligkilerini saglayan bir y varsa ve A, a’da kofinalse,
0 zaman B’nin de o’da kofinal oldugunu kanitlayin.

13.7.3. A bir limit ordinal olsun. A ¢ A i¢in, A’nin A’da ko-
final ise olmasi i¢in yeter ve gerek kosulun A = UA esitligi ol-
dugunu kanitlayin. A bir limit ordinalse, A’nin A’da kofinal ol-
dugunu kanitlayin.

13.7.4. A, en buyik elemani olmayan bir ordinaller kiime-
siyse, A'nin \UWA’da kofinal oldugunu kanitlayn.

13.7.5. a. ve A ordinal olsunlar. A limit ordinal olsun. o + A
ordinalinin limit ordinal oldugunu biliyoruz (Alistirma 13.5.1).
o +PB:Pp e

altiimesinin o + A’da kofinal oldugunu kanitlayin.

13.7.6. A bir limit ordinalse, {a. : o € A ve a limit} kiimesinin

A’da kofinal oldugunu kanitlayin.



