
13. Ordinallerde Toplama ‹fllemi

13.1. Toplaman›n Tan›m›

‹
lkokulda do¤al say›lar› toplamay› nas›l ö¤rendi¤inizi an›m-

say›n. 3 + 4 = 7 yerine, 3 fasulye + 4 fasulye = 7 fasulye eflit-

li¤ini ö¤renmiflsinizdir önce herhalde. Ö¤retmen sola 3 fa-

sulye dizmifltir. Bu grubun sa¤›na dört fasulye daha dizmifltir.

Sonra tüm fasulyeleri sayman›z› rica etmifltir.

Ö¤retmen fasulyeleri s›raya dizmeden kar›fl›k koymufl ola-

bilir. S›raya dizerse, saymas› daha kolay olur. Biz iyi ö¤retmen-

le okudu¤umuzu varsayal›m: Sayaca¤›m›z nesneler s›ralans›n.

Ordinaller de aynen fasulye toplar gibi toplan›r.

+

+... ...

... ...



Daha matematiksel olmak gerekirse...  ve ! iki ordinal ol-

sun. Bu iki ordinali toplamak için  tane fasulyenin sa¤›na ! ta-

ne fasulye koyar›z ve böylece elde edilen fasulyeleri soldan sa-
¤a sayar›z... Burada, “saymak”la “iyis›ralamak”› kastediyoruz.

Daha daha matematiksel olal›m.  ve ! birer ordinal olsun-

lar. Afla¤›dak flekilden takip edin. Ordinal olduklar›ndan,  ve !

iyis›ral› kümelerdir: ", yani “eleman› olmak” iliflkisiyle iyis›ra-

lanm›fllard›r. Altbölüm 5.2’de herhangi iki iyis›ral› kümeyi top-

lamay› tan›mlam›flt›k. fiöyle yapm›flt›k: Önce  ve ! iyis›ral› kü-

melerini  # {0} ve ! # {1} kümeleriyle de¤ifltirmifltik, çünkü  ve

! kümelerinin kesiflmelerini istemiyorduk (bu iki küme eflit bile

olabilirler!), her türlü kesiflme olas›l›¤›na karfl› önlem olarak  ve

! yerine, kesiflmediklerinden emin oldu¤umuz  # {0} ve ! # {1}

kümelerini alm›flt›k. Sonra,  ve ! üzerindeki s›ralamalar› s›ras›y-

la  # {0} ve ! # {1} kümelerine yans›tm›flt›k, yani her a1, a2 "  ,

b1, b2 " ! için,

(a1, 0) < (a2, 0) $ a1 < a2,

(b1, 1) < (b2, 1) $ b1 < b2

tan›mlar›n› yapm›flt›k. En sonunda da, kesiflmediklerini bildi¤i-

miz  # {0} ve ! # {1} kümelerinin

( # {0}) % (! # {1})

bileflimini al›p bu bileflimi,  # {0} ve ! # {1} altkümelerinin s›-

ralamalar›yla uyumlu olacak biçimde s›ralam›flt›k. Bileflimin s›-

ralamas›,  # {0} ve ! # {1} kümelerinin s›ralamas›na sayg› du-

yar, ve ayr›ca, !’ya bir ayr›cal›k tan›yarak, ! # {1}’in her elema-
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 !   ve ! iki iyis›ral› küme.
Kesiflebilirler.

 &#&{0} !&#&{1}

  ve ! yerine,  &#&{0} ve !&#&{1} kümeleri al›n›yor. Bu kümeler
kesiflmezler.   ve !’n›n s›ralamalar›n›  &#&{0} ve !&#&{1} küme-
lerine yans›t›l›yor. Ayr›ca  &#&{0}’›n elemanlar›n›n !&#&{1}’in
elemanlar›ndan daha küçük oldu¤una hükmediliyor.

( &#&{0}) % (!&#&{1})

 !!!!!!"!!!!!!!!#



n›n›  # {0}’in her eleman›ndan daha büyük ilan eder. Biçimsel

tan›m flöyle: Her a1, a2 "  , b1, b2 " ! için,

(a1, 0) < (a2, 0) $ a1 < a2,

(b1, 1) < (b2, 1) $ b1 < b2,

(a1, 0) < (b2, 1) $ 0 = 0 (yani her zaman!)

Bunun bir iyis›ralama oldu¤unu kan›tlay›p ad›na  + ! demifltik

(Altbölüm 5.2). Bu bölümde  + !’y› bir baflka anlamda kulla-

naca¤›m›zdan, ( # {0}) % (! # {1}) kümesi üzerine tan›mlanan

yukardaki iyis›ralamaya geçici olarak   ! ad›n› verece¤iz.

Ak›lda tutulmas› gereken fley flu:   ! s›ralamas›nda, özün-

de, ! s›ralamas›,  ’dan ayr›k bir küme olarak  s›ralamas›n›n

sonuna getirilmifltir.

Bir önceki bölümde her iyis›ral› kümenin bir ve bir tek ordi-

nale eflyap›sal oldu¤unu kan›tlam›flt›k (Teorem 12.1). Dolay›-

s›yla   ! iyis›ralamas› da bir ve bir tek ordinale eflyap›sald›r.

‹flte   ! iyis›ralamas›na eflyap›sal yegâne ordinale  + ! ad›

verilir. Örne¤in, ! <  oldu¤unda,  + ! ordinalinin flekli flöyle:

 ’n›n  + ! ordinalinin bafllang›ç dilimi oldu¤u bariz olma-

l›. E¤er ! <  ise, elbette ! da  + ! ordinalinin bafllang›ç dili-

midir. Ama bu bizi pek ilgilendirmeyecek. Daha önemli olan

!’n›n  + ! ordinalinin “son dilimi”ne eflyap›sal olmas›d›r. Ni-

tekim,

! ' {x "  + ! :  ≤ x}

olur. Burada, sa¤ taraftaki {x "  + ! :  ≤ x} kümesi,  + !’n›n

altkümesi olarak gene " iliflkisiyle (iyi)s›ralanm›flt›r.
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 ! !

  !’n›n bir kopyas›,
0 yerine  ’yla bafll›yor.

 !!!!!!!!!!"!!!!!!!!!!!!#

  + ! ordinali



13.2. Temel Sonuçlar
Hemen birkaç al›flt›rma yaparak ordinallerle toplama hak-

k›nda sezgi edinelim. ‹lk olarak do¤al say›lar› and›ran bir olgu:

Önsav 13.1. Her  ordinali için,

0 +  =  + 0 =  ve  + 1 = S( ).

Kan›t: Son eflitli¤i kan›tlayal›m, di¤erleri bariz. Önce,  + 1

ve S( )’n›n tan›mlar›n› an›msayaca¤›z. Bunlar birer ordinal ola-

rak tan›mlanm›fllard›. Bu ordinallerin eflit olduklar›n› kan›tla-

mak için, iyis›ralamalar›n›n eflyap›sal olduklar›n› kan›tlamak

yeterli, çünkü Teorem 10.11’e göre eflyap›sal olan iki ordinal

birbirine eflit olmak zorunda. Demek ki  + 1 ve S( )’n›n tan›m-

lar›nda önemli olan nesnelerin kendileri de¤il, s›ralamalar›: Bu

iki s›ral› küme e¤er eflyap›sallarsa o zaman eflittirler.

Önce S( )’n›n ve s›ralamas›n›n tan›mlar›n› an›msayal›m:

S( ) =  % { } ve S( ) s›ralamas›nda  eleman›  kümesinin en

sonuna konmufltur. ‹flte S( ) =  % { } s›ralamas›n›n resmi:

Bu kolayd›. fiimdi, bir sayfa önce tan›mlad›¤›m›z  + 1’in s›-

ralamas›yla eflyap›sal olan   1 iyis›ralamas›n› an›msayal›m.

  1 iyis›ralamas›nda, 1 kümesi, ayr›k bir küme olarak,  s›ra-

lamas›n›n en sonuna eklenmiflti; 1 = {0} oldu¤undan, bu,  ’n›n

sonuna yeni bir eleman (0’›n bir kopyas›n›) eklemek demektir.

Her iki s›ralaman›n da ayn› olduklar›, yani s›ralamalar›n efl-

yap›sal olduklar› çok belli. Her ikisinde de  ’n›n en sonuna bir

eleman ekleniyor. Önsav›m›z kan›tlanm›flt›r. n
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  0

S( ) =   % { }

 

 &#&{0}

1&#&{1} = {0}&#&{1} = {(0, 1)}

 &  1 = ( &#&{0}) % (1&#&{1})
 !!!!!"!!!!!!#

1 = {0}0

(0, 1)(0, 0)

0



Yukardaki yöntemi sürekli kullanaca¤›z. ‹ki ordinalin bir-

birine eflit olduklar›n› kan›tlamak için s›ralamalar›n›n birbirine

eflyap›sal olduklar›n› kan›tlamak yeterlidir.

Her ne kadar ordinal toplamas› do¤al say›lar›n toplamas›n›

and›r›yorsa da, do¤al say›larda geçerli olan  + ! = ! +  eflit-

li¤i ordinallerde maalesef geçerli de¤il, örne¤in 

1 + ( = ( ) ( + 1.

Hemen 1 + ( = ( eflitli¤ini göstererek okurun hakl› merak›n› gi-

derelim. Yukardaki kadar ayr›nt›lara girmeyece¤iz, yoksa bu

bölüm bitmez. 1 + (, yani {0}  ( iyis›ralamas›nda, 0 eleman›-

n›n sonuna ( eklenmifltir, yani

( = {0, 1, 2, ...}

kümesinin en bafl›na *1 gibi yorumlayabilece¤imiz bir eleman ek-

lenmifl ve

{*1, 0, 1, 2, ... }

kümesinin s›ralamas›na benzer bir s›ralama elde edilmifl. Bu son

s›ralaman›n (’n›n s›ralamas›ndan pek bir fark› yok, say›lar 0’dan

bafllayaca¤›na *1’den bafllam›fl. Dolay›s›yla 1 + ( = (. Öte yan-

dan, ( + 1’in en büyük eleman› oldu¤undan ((, ( + 1’in en bü-

yük eleman›d›r), ( + 1, (’ya eflyap›sal olamaz, yani ( ) ( + 1. 

Ordinal toplamas› do¤al say› toplamas›yla örtüflür, yani 

5 + 8, do¤al say› olarak da toplansa, ordinal olarak da toplan-

sa 13 bulunur. Bariz olan bu sonuç, daha matematiksel olarak

Önsav 13.1’den ve flimdi kan›tlayaca¤›m›z Önsav 13.2’den ç›-

kacak. (Bkz. Sonuç 13.4.)
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Önsav 13.2. Her  , !, + ordinali için,

 + (! + +) = ( + !) + +.

Kan›t: Her zaman oldu¤u gibi, eflitli¤i de¤il,

 + (! + +) ' ( + !) + +

eflyap›sall›¤›n› kan›tlayaca¤›z. Her iki s›ralaman›n da nas›l infla

edildi¤ini an›msayal›m.

 + (! + +) s›ralamas› için  s›ralamas›n›n sonuna ! + + s›-

ralamas› getirildi. ! + + s›ralamas› da ! s›ralamas›n›n sonuna +

s›ralamas› konularak elde edildi. Demek ki  + (! + +) s›rala-

mas› için önce  , sonra !, daha sonra da + s›ralamas›n› peflpe-

fle koyduk. 

( + !) + + s›ralamas› için ise  + ! s›ralamas›n›n sonuna +

s›ralamas› getirildi.  + ! s›ralamas› da  s›ralamas›n›n sonuna

! s›ralamas› konularak elde edildi. Demek ki ( + !) + + s›rala-

mas› için, önce  , sonra !, daha sonra da + s›ralamas›n› peflpe-

fle koyduk. 

Yukardaki flekilden ve s›ralamalar›n tan›m›ndan da belli ki

 + (! + +) ' ( + !) + +. Yani eflitlik sözkonusu. n

Sonuç 13.3. Her  ve ! ordinalleri için,

 + (! + 1) = ( + !) + 1,

yani  + S(!) = S( + !).

Sonuç 13.4. Do¤al say›lar›n do¤al say› olarak ve ordinal

olarak toplam› eflittir.

Kan›t: Önsav 13.1’den dolay› ordinal olarak n + 0 = n, ay-

nen do¤al say›lardaki eflitlik. Gene Önsav 13.1’e göre sa¤dan

1’le toplamak da bir ayr›m yaratm›yor. fiimdi n + m toplam›n-
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da bir fark olmad›¤›n› varsayarak, n + (m + 1) toplam›nda bir

ayr›m olmad›¤›n› gösterelim. Ama bu, do¤rudan Sonuç

13.3’ten ç›kar. n

Bir sonraki önsavda görece¤imiz üzere ordinallerde do¤al

say›lardakine benzer bir ç›karma yap›labilir.

Önsav 13.5. ! ≤  iki ordinal olsun. O zaman

! + + =  

eflitli¤ini sa¤layan bir ve bir tane + ordinali vard›r. Ayr›ca e¤er

 , ! ve + birer ordinalse ve  + ! =  + + ise o zaman ! = +’d›r. 

Kan›t: E¤er ! =  ise + = 0 alabiliriz. fiimdi ! <  varsay›m›-

n› yapal›m, yani ! "  ve dolay›s›yla !,  ’n›n bafllang›ç dilimi.

 \ !,  ’n›n bir altkümesi oldu¤u için,  ’n›n s›ralamas›ndan mi-

ras kalan s›ralamayla iyis›ral› bir kümedir. Demek ki  \ ! iyi-

s›ralamas›na eflyap›sal olan bir + ordinali vard›r. fiimdi  ' ! +

+, yani  = ! + + çok bariz; kan›t›n›n bir resmi afla¤›da. + ordi-

nalinin biricikli¤i ikinci önermeden ç›kar. ‹kinci önermeyi ka-

n›tlayal›m. 

Toplaman›n tan›m›ndan dolay›, !,  + !’n›n ( +!) \  altkü-

mesiyle eflyap›sal. Ayn› flekilde +,  + +’n›n ( + +) \  altküme-

siyle eflyap›sal. Demek ki, ! ' ( + !) \  = ( + +) \  ' +. So-

nuç olarak ! = +. n

Bu önsavdan hareketle, e¤er  sonsuz bir ordinalse, 1 +  

ordinalinin  ’ya eflit oldu¤unu kan›tlayabiliriz. Ama önce “son-
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!
!

  \ ! kümesi, + ordinaliyle
eflyap›sal

! +00

! + +



suz ordinal”i tan›mlamal›y›z. Daha önce sonlu ordinalleri ta-

n›mlayal›m: (’n›n elemanlar›na ������������denir. Sonlu ol-

mayan, yani (’n›n eleman› olmayan ordinallere �����	�������
denir. Demek ki bir  ordinalinin sonsuz olmas› için 

ya ( =  ya da ( "  ,

( ≤  ,

(&,& 

eflde¤er önermelerinden biri (dolay›s›yla hepsi) geçerli olmal›.

(Sonuç 10.14)

fiimdi oldukça flafl›rt›c› bir sonuç kan›tlayal›m:

Önsav 13.6. E¤er  sonsuz bir ordinalse ve n bir do¤al sa-

y›ysa o zaman n +  =  ’d›r.

Kan›t:  sonsuz bir ordinal olsun. Önsav 13.2’ye göre

1 +  =  

eflitli¤ini kan›tlamak yeterli, gerisi n üzerine tümevar›mla gelir.

Önsav 13.5’e göre, bir ! ordinali için  = ( + !. Demek ki,

1 +  = 1 + (( + !) = (1 + () + ! = ( + ! =  .

Yukarda, Önsav 13.2’yi ve daha önce kan›tlad›¤›m›z 1 + ( = (

eflitli¤ini kulland›k. n

Demek ki sonlu ordinaller sonsuz ordinaller taraf›ndan sol-

dan yutuluyorlar. ‹lerde daha da flafl›rt›c› bir teorem kan›tlayaca-

¤›z, bkz. Teorem 16.5 ve Sonuç 16.6.

13.3. Toplama ve S›ralama
Ayn› küme üzerinde çeflitli ifllemler ve iliflkiler tan›mlanm›fl-

sa, bu ifllem ve iliflkiler aras›nda iliflkiler aramak ve hatta bul-

mak laz›md›r, yoksa ayn› küme üzerinde birbirinden ba¤›ms›z

birkaç matematiksel yap› olur ki, o zaman da gereksiz yere ka-

labal›k etmifl olurlar. Bu bölümde ordinallerde toplamayla s›ra-

lama aras›ndaki iliflkileri irdeleyece¤iz.
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Önsav 13.7. Her  ve ! ordinali için,  ≤  + ! ve ! ≤  + !.

Ayr›ca e¤er ! ) 0 ise  <  + !.

Kan›t:  + ! ordinalinin tan›m›na bak›lacak olursa,  ve !

s›ralamalar›n›n  + !’n›n birer altkümesiyle eflyap›sal oldukla-

r› hemen anlafl›l›r. Nitekim  ,  + !’n›n bir bafllang›ç dilimine

eflyap›sald›r; ! da bu dilimden geri kalana eflyap›sald›r. Teorem

10.13’e göre  ≤  + ! ve ! ≤  + !.

E¤er ! ) 0 = - ise, toplaman›n tan›m›ndan da belli ki,  ’n›n

eflyap›sal oldu¤u bafllang›ç dilimi,  + !’n›n öz bafllang›ç dilimi-

dir (yani  + !’ya eflit de¤ildir), çünkü  + !’n›n  bafllang›ç di-

liminden hemen sonra gelen eleman  ’d›r; dolay›s›yla  "  + !,

yani  <  + !. n

E¤er ! ) 0 ise  < ! +  eflitsizli¤inin do¤ru olmayabilece¤i-

ni 1 + ( = ( eflitli¤inden biliyoruz. Can s›k›c› ama böyle, yapa-

cak bir fley yok.

Gene 1 + ( = ( = 0 + ( eflitli¤inden ordinal toplamas›nda

her zaman sa¤dan sadelefltirmenin olmad›¤›n› biliyoruz. Peki ya

soldan sadeleflme var m›? Evet! Bu Önsav 13.5’te kan›tland›.

Önsav 13.8. Her  , ! ve + ordinali için ! < + ise o zaman

 + ! <  + + ve ! +  ≤ + +  olur. Ayr›ca, e¤er  + ! <  + +

ise o zaman ! < +’d›r.

Kan›t: Birinci eflitsizli¤in olas› birçok kan›t›ndan biri: ! < +

varsay›m›n› yapal›m. Önsav 13.5’e göre, bir . ordinali için ! + .

= + eflitli¤ini sa¤lan›r. Demek ki, birinci eflitsizli¤i kan›tlamak için,

 + ! <  + (! + .)

eflitsizli¤ini kan›tlamal›y›z. Önsav 13.2’ye göre,

 + ! < ( + !) + .

eflitsizli¤ini kan›tlamak ayn› fley. Önsav 13.7’nin ikinci k›sm›na

göre bu eflitsizli¤in sa¤lanmas› için .’n›n 0 olmamas› gerekir, ki

!, +’ya eflit olmad›¤›ndan ., 0 olamaz.
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Ayr›ca, Önsav 13.7’ye göre  ≤ . +  oldu¤undan, yukarda

kan›tlanandan ! +  ≤ ! + (. +  ) ç›kar. Demek ki,

! +  ≤ ! + (. +  ) = (! + .) +  = + +  .

‹kinci eflitsizlik de kan›tland›.

fiimdi,  + ! <  + + varsay›m›n› yapal›m. Demek ki bir . > 0

ordinali için ( + !) + . =  + + ve 

 + + = ( + !) + . =  + (! + .).

fiimdi Önsav 13.5’e göre + = ! + . ve birinci k›sma göre

! = ! + 0 < ! + . = +. n

Al›flt›rmalar
13.4.1.  ≤ + ve ! ≤ . ve ise  + ! ≤ + + . eflitsizli¤ini kan›t-

lay›n. 

13.4.2.  + ! ≤  + + ise ! ≤ + eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

13.5. Limit Ordinaller ve Toplama
fiimdi çok ilginç bir teorem kan›tlayaca¤›z. Ama önce bu

aflamada okura kolay gelmesi gereken bir al›flt›rma:

Al›flt›rma 13.5.1.  ve ! birer ordinal olsunlar.  + ! ordi-

nalinin limit ordinal olmas› için gerek ve yeter koflulun ya !’n›n

bir limit ordinal olmas›, ya da !’n›n 0 ve  ’n›n bir limit ordinal

olmas› oldu¤unu kan›tlay›n.

Teorem 13.9. Her sonsuz  ordinali bir / limit ordinali ve

bir n do¤al say›s› için / + n olarak tek bir biçimde yaz›labilir.

Bu /,  ’dan küçükeflit en büyük limit ordinaldir.

Kan›t: E¤er varsa, /’n›n  ’dan küçükeflit en büyük limit or-

dinal olmas› gerekti¤i malum. Bu bilgi ›fl›¤›nda /’y› arayal›m.

A,  ’dan küçükeflit limit ordinaller kümesi olsun. A bir ordi-

nal kümesi oldu¤undan, %A da bir ordinaldir (Teorem

10.10). Ayr›ca A’n›n elemanlar› limit ordinaller oldu¤undan,
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%A da bir limit ordinaldir (Al›flt›rma 11.3). A’n›n her eleman›

 ’n›n bir altkümesi oldu¤undan, %A da  ’n›n bir altkümesidir.

Demek ki %A ≤  . Bundan böyle %A = / olsun. Önsav 13.5’e

göre / + ! =  eflitli¤ini sa¤layan bir ! ordinali vard›r. fiimdi !’n›n

sonlu oldu¤unu, yani (’n›n bir eleman› oldu¤unu kan›tlayaca¤›z.

E¤er ! sonsuzsa, yani ! 0 ( ise, o zaman ya ! = ( ya da ( " !’d›r.

Her iki durumda da ( ≤ !. O zaman / + ( ≤ / + ! =  ve yukar-

daki al›flt›rmaya göre / + (,  ’dan küçükeflit bir limit ordinaldir.

Ama o zaman da, / + ( ,%A = / olur, bir çeliflki.

Demek ki ! = n, bir do¤al say›d›r ve  = / + n. E¤er /1 limit

ordinali ve n1 do¤al say›s› için  = /1 + n1 ise, /1 de aynen / gibi

 ’dan küçükeflit en büyük ordinal oldu¤undan, /1 = /’d›r. fiimdi,

/ + n =  = /1 + n1 = / + n1

eflitli¤inden ve Önsav 13.5’ten n = n1 ç›kar. n

Bu teoremden flu ilginç sonuç ç›kar.  ve ! iki sonsuz ordi-

nal olsun.  ’y› teoremdeki gibi / + n olarak yazal›m. O zaman,

Önsav 13.6’ya göre,

 + ! = (/ + n) + ! = / + (n + !) = / + !

Demek ki sonsuz ordinalleri toplarken, soldaki ordinalin bir li-

mit ordinal oldu¤unu varsayabiliriz.

13.6. Tümevar›mla Toplama
Daha önce  + 0 =  ve  + S(!) = S( + !) eflitliklerini ka-

n›tlad›k. [S‹]’de do¤al say›larda toplamay› bu iki formülle tü-

mevar›m yöntemiyle tan›mlam›flt›k, çünkü her do¤al say› ya

0’a eflittir ya da bir ! do¤al say›s› için S(!) fleklinde yaz›labilir.

Ordinallerde bunun do¤ru olmad›¤›n› biliyoruz, bu›nlar›n d›-

fl›nda bir de limit ordinaller var. Demek ki e¤er her / limit or-

dinali için  + / ordinal toplam›n› /’dan küçük ! ordinalleri

için  + ! toplamlar› cinsinden yazabilirsek, o zaman ordinal

toplamas›n› do¤al say›larda oldu¤u gibi tümevar›mla tan›mla-

yabiliriz.
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Al›flt›rma 11.1’de okurdan her / limit ordinalinin kendisin-

den küçük ordinallerin bileflimi oldu¤unu kan›tlamas›n› iste-

mifltik:

/ = %!</ !.

Demek ki,

 + / =  + (%!</ !).

Bu aflamada ne kan›tlanmas› gerekti¤i belli:

 + (%!</ !)

toplam›ndaki soldaki  ’y› bileflimin içine da¤›t›p

 + / =  + (%!</ !) = %!</ ( + !).

yazabilmek istiyoruz. Bunu hemen kan›tlayal›m.

Önsav 13.10. E¤er B bir ordinal kümesiyse,

 + (%!"B !) = %!"B ( + !).

Kan›t: Önce Teorem 10.10’dan dolay› eflitli¤in sa¤›ndaki ve

solundaki kümelerin birer ordinal olduklar›na dikkatiniz çeke-

rim. Demek ki 

 + (%!"B !) ve %!"B ( + !).

kümelerindeki s›ralamalar›n eflyap›sal olduklar›n› kan›tlamal›y›z.

Önce  + (%!"B !) kümesinin s›ralamas›na bakal›m. “Bir

resim bin söze denktir” özdeyiflinden hareket ederek bu küme-

nin ve s›ralamas›n›n bir resmini çizelim.
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fiimdi %!"B ( + !) kümesini ve s›ralamas›n› resmedelim.

Bu sefer, önce  + ! ifllemlerini yap›p sonra bu toplamlar›n bi-

leflimini alaca¤›z.

Görüldü¤ü gibi (!), her iki s›ralama da ayn›!

Bu görsel kan›ttan memnun olmayanlar için daha biçimsel

bir kan›t sunal›m. B’nin boflküme olmad›¤›n› ve B’de boflküme

olmad›¤›n› varsayabiliriz.

Önce  + (%!"B !) ordinalinden bir + eleman› alal›m. +’n›n 

%!"B ( + !) 

kümesinde oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Elbette + ≥  . Demek ki

 ≤ + <  + (%!"B !) 

ve bir . " %!"B ! için,

+ =  + .

olur. Ayr›ca . " %!"B ! oldu¤undan, bir ! " B için . " !’d›r.

Demek ki + =  + . <  + !, yani + "  + . "  + !.

fiimdi %!"B ( + !) ordinalinden bir + eleman› alal›m. +’n›n 

 + (%!"B !) 

kümesinde oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Bir ! " B için

+ "  + !

olur. +’n›n  ’dan büyükeflit oldu¤unu varsayabiliriz, çünkü + <  

olursa, o zaman + "  3  + (%!"B !) olur. Demek ki + ≥  ve
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bir . " ! için, + =  + . olur. Öte yandan, 

! , %!"B !

oldu¤undan, ! ≤ %!"B ! (Teorem 10.13). Demek ki

+ =  + . <  + ! ≤  + %!"B !. n

Ve sözverdi¤imiz gibi toplaman›n tümevar›msal tan›m›:

Sonuç 13.11. Ordinal toplamas›,

 + 0 =  ,

 + S(!) = S( + !)

ve bir / limit ordinali için,

 + / = %!</ ( + !)

eflitlikleri taraf›ndan belirlenmifltir. Bir baflka deyiflle, e¤er A ve

B birer ordinalse, öyle yeterince büyük bir C ordinali vard›r ki,

her  " A ve ! " B için,

ƒ( , !) =  + !

kural›yla tan›mlanm›fl ƒ : A # B 4 C fonksiyonu, yukardaki üç

eflitli¤i sa¤layan ve A # B kartezyen çarp›m›ndan C’ye giden bi-

ricik fonksiyondur ve ayr›ca ƒ( , !)’n›n de¤eri  ’y› içeren

A’dan ve  ’y› içeren B’den ba¤›ms›zd›r. n

Birçok kitapta ordinallerin toplam› yukardaki formüllerle

tan›mlan›r. Biz, daha do¤al buldu¤umuz bir yolu seçtik.

Bu sonuç, tümevar›m ilkesiyle kan›tlanacak teoremlerde

çok büyük kolayl›k sa¤lar.

13.7. Kofinallik
 bir ordinal ve A ,  olsun. E¤er her ! "  için, ! ≤ + eflit-

sizli¤ini sa¤layan bir + " A varsa, A’ya  ’da kofinal ya da  ’n›n

kofinal altkümesi denir. E¤er A ,&B ,  ise ve A,  ’da kofinal-

se, B de  ’da kofinaldir elbette. Demek ki kofinal kümelerin

küçükleri makbuldür. Ancak limit ordinallerin kofinal bir alt-

kümesi oldu¤unu okurun dikkatine sunar›z. (Al›flt›rma 13.7.1.)
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Örne¤in, kareler kümesi (’da kofinaldir. {( + 3n : n " (}

kümesi (2’de kofinaldir. Ordinalleri ve üs almay› ö¤redi¤imiz-

de, {(n : n " (} kümesinin (2’de (Al›flt›rma 14.5), {(n : n " (}

kümesinin de ((’de kofinal oldu¤unu (Önsav 16.3) görece¤iz.

Al›flt›rmalar
13.7.1. Ancak limit ordinallerin kofinal bir altkümesi oldu-

¤unu kan›tlay›n.

13.7.2.  bir ordinal ve A, B ,  olsun. E¤er her x " A için

x ≤ y " B iliflkilerini sa¤layan bir y varsa ve A,  ’da kofinalse,

o zaman B’nin de  ’da kofinal oldu¤unu kan›tlay›n.

13.7.3. / bir limit ordinal olsun. A , / için, A’n›n /’da ko-

final ise olmas› için yeter ve gerek koflulun / = %A eflitli¤i ol-

du¤unu kan›tlay›n. / bir limit ordinalse, /’n›n /’da kofinal ol-

du¤unu kan›tlay›n. 

13.7.4. A, en büyük eleman› olmayan bir ordinaller küme-

siyse, A’n›n %A’da kofinal oldu¤unu kan›tlay›n. 

13.7.5.  ve / ordinal olsunlar. / limit ordinal olsun.  + /

ordinalinin limit ordinal oldu¤unu biliyoruz (Al›flt›rma 13.5.1).

{ + ! : ! "&/}

altümesinin  + /’da kofinal oldu¤unu kan›tlay›n.

13.7.6. / bir limit ordinalse, { :  " / ve  limit} kümesinin

/’da kofinal oldu¤unu kan›tlay›n.
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