11. Limit Ordinaller ve
Ordinallerde Tiimevarim Ilkesi

Y visirali kiimelerde tiimevarimla kanitlama yonteminden 6’nc1
bolimde sozettik. O bolumde su teoremi kanitladik:

Iyisiralamalarda Tiimevarim Ilkesi [Teorem 6.3]. (X, <) bir
iyi siralama olsun. A < X bir altkiime olsun. A’nin su ozelligi
oldugunu varsayalim:

Her x € X icin, eger {y € X : y < x} < A ise, 0 zaman x € A.
Bu durumda A = X’dir.

Her ordinal iyisirali bir kiime oldugundan, ayni teorem or-
dinallerde de gegerlidir elbet. Ama ordinaller sézkonusu oldu-
gunda, ayni teoremi bagka tiirlii ifade etmek kanitlarda baz
avantajlar saglar.

Bazi ordinallerin en biiyiik elemanlar1 vardir. Ornegin 5’in
en buyik elemani 4’tiir. S()’nin en buyiik eleman: ’dir. Ama
her ordinalin en biiyiik eleman: yoktur. Ornegin en biiyiik do-
gal say1 olmadigindan, ®’nin en biiyiik elemani yoktur. En bii-
yik elemani olmayan 0’dan degisik ordinallere limit ordinal
denir. o ilk limit ordinaldir. Limit ordinaller genelde A (lamb-
da) simgesiyle gosterilir.

Limit olmayan ve 0’dan degisik olan bir a ordinalinin en bii-
yik elemani B ise, oo = S(B)’dir elbet. (Okura basit bir aligtirma.)
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Teorem 11.1. [Ordinallerde Tiimevarim Ilkesi] Bir 6nerme,
a) 0 icin dogruysa,
b) Bir o ordinali icin dogru oldugunda S(a) ordinali
icin de dogruysa,
c) her \ limit ordinali icin, 6nerme N dan kiiciik ordi-
naller icin dogru oldugunda )\ icin de dogruysa,
o zaman o 6nerme her o ordinali icin dogrudur.

Kanit: Onermeye ¢(x) diyelim. @(x)’in her ordinal icin dog-
ru olmadigini varsayalim. Diyelim ¢(x), o ordinali i¢in yanhs.
B = S(a) olsun.

A ={y € B:o(y) yanhs)
olsun. A bir kiimedir ve bir ordinal kiimesidir. o € A oldugun-
dan, A # &. O zaman A’nin bir en kiicuk elemani vardir. Bu ele-
mana vy diyelim. Demek ki ¢(x) 6nermesi y’dan kiicik ordinaller
icin dogru. (a) varsayimina gore y # 0. (b) varsayimina gore bir &
ordinali i¢in y = §(8) olamaz. (c) varsayimina gore y bir limit or-
dinal olamaz. Demek ki y olamaz! O

Kimileyin bu ilke yerine kaniti1 kullanilir. Diyelim ordinal-
ler hakkinda kanitlamak istedigimiz bir ¢(a) 6nermesi var. Bir
an i¢in @’nin her o ordinali i¢in dogru olmadigini varsayalim,
diyelim ¢ 6nermesi a i¢in dogru degil.

{B<a:@P)yanhs)

kiimesine bakalim. o bu kiimede oldugundan, bu ordinal ki-
mesi bos degil. Demek ki bir en kiigiik elemani var. O elemana
B diyelim. Simdi ¢(B) yanlis ama B’dan kiigtik her y ordinali i¢in
¢(y) dogru. Buradan bir celigki elde etmeye ¢aligilir. Bunun i¢in
once B’nin 0 olamayacagi kanitlanir. Sonra ’nin bir y ordinali
icin S(y)’ya esit olamayacagi kanitlanir. Ardindan, f’nin bir li-
mit ordinal de olamayacagi kanitlanir. Boylece p’nin hicbir sey
olamayacag: anlagilir ve bir celiski elde edilir.

Ilerde tiimevarim ilkesini sik stk kullanacagimizdan 6rnek
vermiyoruz.
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Aligtirmalar
11.1. o bir ordinal olsun. o’nin limit ordinal olmasi igin
ua = o

esitliginin yeter ve gerek kosul oldugunu kanitlayimn.

11.2. o limit olmayan bir ordinal olsun. a = S(Ua) esitligi-
ni kanitlayin, yani Ua, a’nin en biiytik elemanidir.

11.3. Elemanlari limit ordinaller olan ama bogkiime olmayan
bir kiimenin bilesiminin de bir limit ordinal oldugunu kanitlayin.

11.4. A # &, en biiyiik elemani olmayan bir ordinaller kiime-
siyse UA’nin bir limit ordinal oldugunu kanitlayin.



12. lyisirali Kiimeler, Ordinaller ve
Yerlestirme Aksiyomu

u bolimde her iyisirali kiimenin bir ve bir tek ordinalle eg-
Byap1sal oldugunu kanitlamaya ¢alisacagiz ve bigiizel ¢uval-

layacagiz. [SI]’de verdigimiz aksiyomlarla bu énerme ka-
nitlanamaz. Ama biz gene de inatla kamitlamaya calisacagiz ve
bildigimiz kiimeler kuraminin nerede eksik kaldigini ayan beyan
gorecegiz. Eksik kaldigimiz yeri yeni bir aksiyomla tamamlaya-
cagiz.

Yeni aksiyomumuz bizce dogru olmasi gereken dogal bir
onermedir. Ama okur, bu yeni aksiyomun dogalligina yeri gel-
diginde kendi kendine karar vermelidir. Sonug olarak, aksi-
yomlarin se¢imi, neyin dogru olmasi gerektigi konusunda inan-
ca dayanur.

Herhangi iyisirali bir kiime alalim. Bu kiimeyle bir ordinal
arasinda siralamay1 koruyan bir esleme, yani bir izomorfizma
ya da Turkgesiyle bir esyap1 eslemesi bulacagiz, daha dogrusu
bulmak istiyoruz.

Iyisirali kiimemize (X, <) diyelim. Sonug 10.12’ye gore, (X, <)
ancak tek bir o ordinaline egyapisal olabilir ve X’le o arasinda
ancak tek bir egyapi eslemesi olabilir. Yani eger X iyisirali kiime-
sinden bir o ordinaline giden bir f : X — o esyap1 eslemesi var-
sa, hem o hem de f bir tanedir.
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Matematikte bir seyden bir tane varsa o seyi bulmak genel-
likle cok kolaydir. Matematikte zor olan, tek bir tane olan nes-
neleri bulmak degil, tam tersine ¢ok olanlardan birini bulmak-
tir. Ornegin, eger bir nesneden sonsuz tane varsa, kimileyin bu
sonsuz tane olan nesnelerden birini bile bulmak mimkiin ol-
mayabilir. Bu ilging ve bir o kadar da tuhaf olguya ilerde degi-
necegiz.

Ttm iyimserligimizi takinip bagliktaki 6nermeyi kanitlama-
ya (¢aligmaya) baglayalim.

Eger X boskiimeyse, o zaman X, 0 ordinaline esittir. Bu du-
rumda X’in kendisi zaten bir ordinaldir. Fazla bir sey soylemeye
gerek yok.

Eger X bos kiime degilse, X’in bir en kiigiik elemani vardir.
Bu elemana x diyelim. Eger X’in bundan baska elemani yok-
sa, o zaman X, 1 ordinaliyle esyapisaldir elbette. Resmi asagi-
da cizdik. Bu durumda, X’le 1 ordinali arasindaki (tek) esyapi
eslemesi (hatta tek fonksiyon!) x,’1 0’a gonderen fonksiyondur.

EN 0
L — -~
X 1
Jlxg) =0

Eger X’in xy’dan baska elemanlar1 varsa, o zaman X’te
xo’dan hemen sonra gelen bir eleman vardir. Bu elemana x; di-
yelim. Eger X’te x,’den biiyiikk baska eleman yoksa, yani X’te
sadece x( ve x; elemanlari varsa, o zaman X, 2 ordinaliyle es-
yapisaldir. Bu durumda, X’le 2 ordinali arasindaki (tek) esya-

Xy X4 01
o — oo —
X fwg=0 2
flx)=1

p1 eslemesi x4’1 0’a, x1’1 1’e gonderen fonksiyondur; en kiigiik
eleman en kii¢iik elemana, en biiyiik eleman en biiyiik elemana
gitmelidir.
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Eger X ’te x,’den biiyiik elemanlar varsa, o zaman X’te x;’den
hemen sonra gelen bir eleman vardir. Bu elemana x, diyelim. Eger
X’te x,’den buiyiik bagka eleman yoksa, yani X’te sadece x, x;
ve x, elemanlari varsa, o zaman X, 3 ordinaliyle esyapisaldirl.
Bu durumda, X’le 2 ordinali arasindaki (tek) esyapi eslemesi
xo’1 0’a, x’i T’e, x,’yi 2’ye gonderen fonksiyondur; en kiigiik

Xg Xy Xy X 012 3
o—o0—o—— o—o0o—
f(x0)=0
Jlx)) =1
flxy) =2

eleman en kiiciik elemana, en buylk eleman en biiyiik elemana
gitmelidir.

Bunu boylece siirdiirebiliriz... Eger sonlu zamanda (her ne
demekse!) X’in en biiyiik elemanina ulasgirsak, o zaman X iyi-
siralamasi bir dogal sayiyla esyapisaldir.

Eger X’te n + 1 tane eleman varsa ve bu elemanlar kiiciik-
ten biiytige dogru,

X9 < X{ < . <X,
diye siralarsak, o zaman X,
flx;) =i

eslemesiyle 7 + 1 ordinaline esyapisaldir.

Xy XXy . X, 012 « =n
o—eoo —9o oo —9o
X flxg) =0 n+l
f(x1) =1
flxy) =2
flx,)=n

Ama X’in elemanlarini boyle teker teker sonlu zamanda bi-
tiremeyebiliriz, X sonsuz da olabilir. Simdi X’in sonsuz oldugu-
nu varsayalim.

Eger x,,, X in n + 1’inci elemaniysa ve X te bu x,,’lerden bas-
ka bir eleman yoksa, o zaman X’in ®’ya (yani N’ye) benzedigi,
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hatta f(x,) = n fonksiyonu sayesinde ®’yla esyapisal oldugu

agikar.
Xg XXy e X, 012 . n
eeoeo o eoeo o
X flx,)=n o

X’te bu x,,’lerden bagka elemanlar da olabilir, neden olma-
sin? Tum bu x,’lerden buytk olan elemanlarin en kiictigiine
x,, diyelim. X’in, x,, dahil olmak tzere, x,’ya kadar olan kis-
mu1 belli ki S(o) ile esyapisall.

Bunu boylece siirdiirebiliriz... Ama nereye kadar stirdiirebi-
liriz? X’in sonuna ulasabilecek miyiz? Zamanin (istedigimiz ka-
dar) sonsuz oldugu bir evrende yasasaydik belki bu tur kanitlar
o evrenin matematiginde kabul edilebilirdi, ama ne yazik ki 6y-
le bir evrende yasamiyoruz ve yukarda yapilanlar bir yere kadar
kabul edilebilir. Daha matematiksel bir yontem bulmaliyiz.

Bu noktadan sonra matematik baghyor.

12.1. Matematik Bashyor

(X, <) iyisirali bir kiime olsun. X’in bir ordinale egyapisal
oldugunu kanitlamak istiyoruz.

X’in bir ordinale esyapisal olup olmadigini bilmiyoruz he-
niiz ama X’in baz1 baslangi¢ dilimlerinin bir ordinale esyapisal
oldugunu biliyoruz. Ornegin, eger X te en az 10 eleman varsa,
X’in ilk 10 elemanindan olugsan kiime (ki bu bir baslangi¢ dili-
midir) 10 ordinaliyle esyapisaldir.

1 Yazinin Bolim 4’e benzemeye bagladigini okur fark etmis olmali.
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¢, X’in bir ordinale egyapisal olan baslangi¢ dilimlerinin
kiimesi olsun. g, gercekten bir kiimedir. [SI]’de verdigimiz ak-
siyomlardan hareketle ¢ ’nin bir kiime oldugu kolaylikla kanit-
lanabilir.) Amacimiz X’in ’de oldugunu kanitlamak tabii.

Eger I € g ise, I baslangic diliminin egyapisal oldugu tek
bir ordinalin oldugunu biliyoruz (Teorem 10.11). Bu ordinale
o adini verelim. Ayrica, I baslangic dilimiyle a; ordinali ara-
sinda tek bir esyapi eslemesi oldugunu da biliyoruz (Sonug 7.6
ya da 10.12). Bu esyap1 eslemesine de f; adini verelim.

G
\JI eB
fify f;l

vy o
01

Sav 1. Jve I, @’den iki baslangi¢ dilimi olsun. O zaman iki-
sinden biri digerinin altkiimesidir. Ayrica, eer | c [ ve x € |
ise, fj(x) = fi(x) olur.

Savin Kaniti: I ve J, X’in baglangi¢ kiimeleri oldugundan
ikisinden biri digerinin altkiimesi olmali (Bolim 7.1). Diyelim

JclL
I ve ] baslangi¢ dilimleri,
fI > (05}
ve

eslemeleriyle, sirasiyla, o ve a; ordinallerine esyapisallar.
Eger a; — ] = I — o yolunu takip edersek, o ’den o ’ya
giden

_ i
frofitio —Lojcl—Lisq,

esyapt fonksiyonunu buluruz. O zaman Teorem 10.13’ gére o

c o ve hatta aj, o/nin bir baslangi¢ dilimi (Teorem 10.8).
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Simdi f; : I = o fonksiyonunu I’nin | baslangi¢c dilimine
kisitlayabiliriz, yani f/nin I’da aldig1 degerlere bakacagimiza
fr'nin sadece J’de aldig1 degerlere bakabiliriz. Eger bu fonksi-

I

. J X
o ' o,

yonu f7; olarak simgelersek, her x € [ icin, f; fonksiyonunun
tanimi geregi,

frylx) = filx)
olur. Demek ki

Fug) = 1) )
ve dolayisiyla f (), o'nin bir baslangi¢ dilimi (Onsav 7.5.1).
Simdi J’yi a;'nin baglangi¢ kiimelerine gomen iki esyap: fonk-
siyonumuz var: biri f}, digeri fy. Onsav 7.6’ya gore

fr= T

Bir baska deyisle, eger x € ] ise,

£x) = filx).

Savimiz kanitlanmistir. O

Bu sav bize parlak ve hatta tozpembe bir gelecek isaret edi-
yor. Sanki her sey yolunda gibi.
Simdi amacimiz ¢ ’nin elemani olan baslangi¢ kiimelerinin
bilesimini alip bunun X’e esit oldugunu, yani
X=Up, I
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esitligini gostermek. Bir de o; ordinallerinin bilesiminin bir or-
dinal oldugunu gosterebilirsek o zaman isimiz is... Zaten bir
ordinal kiimesinin bilesiminin bir ordinal oldugunu biliyoruz
(Teorem 10.10). Bu ordinale o diyelim:
o= UIE o OI

Bitiin bunlari yaptigimizi varsayarsak, X’ten o’ya giden su es-
yapi eslemesini tanimlayabiliriz: Eger x € X =\, [ ise, o za-
man x € [ € g iligkilerini saglayan bir I vardir. Simdi,

flx) = filx) e ajca
olarak tanimlayalim.

Sav 1’e gore, tanimda, ¢ ’nin x’i iceren hangi I baslangi¢ di-
liminin alindig1 6nemli degildir, tim se¢imler ayni sonucu ve-
rir. Bu asamada f’nin X’ten o’ya giden bir esyap1 eslemesi ol-
dugunu kanitlamak isten bile degildir. Zamani geldiginde ya-
pacagiz.

Ule o [ = X esitligini gostermek icin kiigiik bir numara yap-
mamiz gerekiyor. Bir an i¢in (X, <) iyisirali kiimesinin bir ordina-
le esyapisal olmadigini varsayalim. X’in bir ordinale egyapisal ol-
mayan baslangi¢ dilimlerinin en kiiciguinii alalim. Bu baslangi¢
dilimine simdilik X' diyelim. Alistirma 7.1.4’e gore boyle bir bas-
langi¢ dilimi vardir. Hem X hem de X' bir ordinale esyapisal ol-
mayan iyisirali kiimeler. Ama X' iyisiralamasinin X’e gore bir ay-
ricaligi var: X' iyisiralamasinin kendisine esit olmayan her baglan-
gi¢ dilimi bir ordinale egyapisal. Simdi X yerine ayricaligi olan bu
X' iyisiralamasini alabiliriz. Bundan boyle,

1. X’in bir ordinale egyapisal olmadigini, ve

2. X’in X’e esit olmayan her baglangic diliminin bir ordina-
le esyapisal oldugunu varsayiyoruz. Bir baska deyisle, @, artik
X’e esit olmayan X’in tim baslangi¢ dilimleri.

Sav 2. X’in en biiyiik elemani olamaz.
Kanit: X’in en buyiik elemani oldugunu varsayalim. Bu ele-
mana s diyelim. Simdi,
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I={ye X:y<s}

olsun. I, X’in bir baslangi¢ dilimidir. Ama s, I’da olmadigin-
dan, I # X. Demek ki I bir a; ordinaline bir f; esyap1 eslemesi
araciligiyla esyapisal. Ama X = [ U {s} ve S(a;) = a; U {a} ve
X’in ve S(o;)’nin siralamalari son derece uyumlu. f; esyapi es-
lemesini I’dan X’e genisletmek ¢ok kolay: Asagidaki sekilde
gosterildigi gibi X’in en sonundaki s elemanini S(o ;) nin en so-
nundaki o; elemanina yollayalim.

X
! P
R
°
O O
S(a)

Boylece X ile S(o ;) arasinda bir esyapi eslemesi bulduk. S(o;)
bir ordinal oldugundan (Teorem 10.5), bu bir ¢eligkidir. O

Artik Uy , I = X esitligini kanitlayabiliriz. p’nin X’in X’e
esit olmayan baglangi¢ dilimlerinin kiimesi oldugunu animsati-
rim.

Sav 3. U, o I=X.

Kanit: x € X olsun. x, X’in en buyiik elemani olmadigindan
(Sav 2), X’te x’ten biiyiik bir eleman vardir. Bu elemanlardan bi-
ri y olsun. O zaman,

I={ze X:2<vy},
X’in x’i igeren ama y’yi icermeyen bir baslangic dilimidir. De-
mek kix € U, I ]

Istedigimizin nerdeyse sonuna geldik.

Sira, her I € @ baslangi¢ diliminin egyapisal oldugu o; or-
dinallerinin bilegiminin bir ordinal oldugunu kanitlamada, ya-
ni Uj. ,, a; bilesiminin bir ordinal oldugunu kanitlamaliyiz.



12. lIyisirali Kiimeler, Ordinaller ve Yerlestirme Aksiyomu 135

Sav 4. U, , o bir ordinaldir.

Kanit: Teorem 10.10’da bir ordinaller kiimesinin bilesimi-
nin gene bir ordinal oldugunu kanitlamigtik. Demek ki bilme-
miz gereken tek sey

{oj: I e p}
toplulugunun bir kiime oldugu... Bunu bilirsek gerisi gelecek...

Maalesef bunu [SI]’de verdigimiz aksiyomlarla kanitlaya-
mayiz. Neden kanitlayamayacagimizi biraz agiklamaya calisa-
yim.

Once bir durum degerlendirmesi yapalim. Neyle kars: kar-
styay1z? ¢ bir kiime; bundan kugskumuz yok. Her I € g igin
o iyi tanimlanmig bir ordinal; bundan da kuskumuz yok. Ni-
tekim ay, I iyisiralamasinin egyapisal oldugu yegane ordinal,
bir ikincisi daha yok.

Durumu 6zetleyen soyle bir resim cizdik. Begenilerinize sunu-
yoruz:

Ordinaller Evreni

Iyisiralanmig Kiimeler Evreni

Kiimeler Evr

Aslinda resim ¢ok daha sade. Resmin iyi siralanmig kiime-
lerle ya da ordinallerle filan pek bir ilgisi yok. En yalin haliyle
resim sOyle: @ bir kiime. @ nin her I eleman icin bir ve bir tek
o; kiimesi tanimlanmis. @ ’nin kiime oldugundan hareketle,
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{oj: T e o}
toplulugunun bir kiime oldugunu kanitlamak istiyoruz.
Durumu bu daha yalin haliyle asagida resmettik.

Kiimeler Evreni

Kritik soru: @ bir kiime. @’nin her eleman igin a;
kiimesi bir bigimde tanimlanmus. a’lerin toplulugu
da bir kiime olur mu?

Eger ¢ sonluysa sorun yok, ¢iinkii o zaman
{oj: T e o}
toplulugu sonlu bir topluluk olur ve her sonlu topluluk gibi bu
da bir kiime olur. Sorun, @ sonsuz oldugunda.

Ote yandan eger o, ’ler rastgele, yani higbir kurala baglh ol-
maksizin secilmislerse (ki aslinda boyle bir secim fiziksel olarak
miimkun bile degildir!) o ’lerin toplulugunun bir kiime olmasi-
n1 bekleyemeyiz. Ote yandan burada 6zel bir durumla karg: kar-
styayiz. Her ay, I’ya belli bir kuralla bagli: o, I iyisiralamasinin
esyapisal oldugu yegane ordinal. Yani, eger ¢(x, y), Tiirkce soy-
ledigimiz su ozelligin

x bir siralama ve vy, xX’le esyapisal olan bir ordinal,
matematikgesini simgelerse, o zaman her x € @ icin ¢(x, y) for-
miilint saglayan bir ve bir tane y kiimesi vardir.

Simdi sorumuzu soruyoruz:
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Onemli Soru: @ bir kiime ve ¢(x, y) bir 6zellik olsun. Her
x € @ icin, ¢(x, y) ozelligini saglayan bir ve bir tane y kiimesi-
nin oldugunu varsayalim. O zaman bir x € g icin 9(x, y) ozel-
ligini saglayan y’ler bir kiime olusturur mu? Yani
{y:3x (x € o Aolx,y)}
toplulugu bir kiime midir?

Tanimlanabilir Altkiime Aksiyomu’ndan, eger sorudaki

y’leri iceren bir R kiimesi oldugu bilinirse, yani

{y:3x(x € o Aolx,y)}
toplulugu aslinda

{yeR:3x(x € p Aox,y)}

ise, 0 zaman bunun bir kiime oldugunu biliyoruz. Sorun, tim
y’leri eleman olarak igeren bir R kiimesinin olup olmadigini bil-
medigimizde ortaya ¢ikiyor; bu sanssiz durumda

{y:3Ix (x € p Aolx,y)
toplulugunun bir kiime olduguna hitkmedemiyoruz.

Kiimeler Evreni

boyle bir kiime
var mi?

bu bir kiime

¢ bir kiime olsun. Her x € g i¢in, ¢(x, y) 6zelligini saglayan bir ve bir tane
y oldugunu varsayalim. O zaman, belli bir x € @ i¢in @(x, y) 6zelligini
saglayan y’ler bir kiime olustururlar mi1?

Not: @ kiimesinin elemanlarini x;, x,, ... diye yazmamiz okuru yaniltmasn,
@ kiimesi sayilabilir olmak zorunda degildir.



138 12. lIyisirali Kiimeler, Ordinaller ve Yerlestirme Aksiyomu

Bu arada ¢(x, _)’nin nerdeyse tanim kiimesi ¢ olan bir fonk-
siyon tanmimladigina dikkatinizi cekerim. Gergekten de her x € g
icin bir ve bir tek y degeri veriyor. Tek eksigi deger kiimesinin ol-
mamasi... Hatta degerleri iceren bir kiimenin olmamas:.

Sanirim soruyu ve sorunu yeterince tartistik. Yaniti verme-
nin zamani geldi. Boyle bir kiimenin varligi [SI]’de verdigimiz
aksiyomlarin yardimiyla kanitlanamaz. Bu kanitlanamazhigin
kaniti zor olmasa da bizi konumuzdan bayag: saptiracagindan
kanit1 burada vermeyecegiz.

Bir yandan boyle bir kiimenin olmasini istiyoruz, ¢iinkt her
iyisiralamanin bir ordinal olmasi gerektigini hissediyoruz (en
azindan ben oyle hissediyorum, ben diinyay: 6yle algiliyorum),
diger yandan boyle bir kimenin varhigini kanitlayamiyoruz. O
zaman yeni bir aksiyom gerekiyor.

12.2. Yerlestirme Aksiyomu
Iste ihtiyacimiz olan aksiyom:

Yerlestirme Aksiyomu. @ bir kiime ve ¢(x, y) bir ozellik ol-
sun. Her x € ¢ icin, ¢(x, y) ozelligini saglayan bir ve bir tane y
kiimesinin oldugunu varsayalim. O zaman bir x € @ icin @(x, y)
ozelligini saglayan y’ler bir kiime olustururlar. Yani

{y:3Ix(x € p A olx, y)}
toplulugu bir kiimedir.

Eger Yerlestirme Aksiyomu’nun var oldugunu soyledigi kii-
meye R dersek, o zaman ¢(x, y) ozelligi (ya da formuli), g ile
R arasinda bir esleme verir. Mecazi konusacak olursak, Yerles-
tirme Aksiyomu, ¢ kiimesini R’ye yerlestirerek R’nin kiime ol-
duguna hitkmedebilecegimizi soyliyor.

Simdi Sav 4’tin kanitin1 tamamlayabiliriz. Yerlestirme Aksi-
yomu'na gore {a;: [ € g} bir kimedir, hatta bir ordinal kii-
mesidir. Dolayisiyla bu kiimenin elemanlarinin bilesimini aldi-
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gimizda bir kiime buluruz: \U; ., oy bir kiimedir. Hatta, Te-
orem 10.10’a gore bu bilesim bir ordinaldir. m

Teorem 12.1. Her iyisirali kiime bir ve bir tek ordinale es-
yapisaldir.

Kanit: Iyisirali bir kiimenin iki degisik ordinale esyapisal
olamayacagini Teorem 10.11’den biliyoruz. Bulduklarimizi
tekrarlayalim. Bir ordinale esyapisal olmayan iyisirali bir X kii-
mesiyle basladik. Biraz ugrasla, X’in X’e esit olmayan her I
baslangic diliminin bir o ; ordinaline esyapisal oldugunu varsa-
yabilecegimizi gordiik. Sav 2’de, X’in en biiyuk elemaninin ola-
mayacagini gordiik.

Eger ¢, X’in X’e esit olmayan baslangi¢ dilimlerinin kiime-
siyse, her [ €  i¢in, I’nin esyapisal oldugu tek bir a.; ordinali
ve I’dan aya giden tek bir f; esyapi eslemesi vardir.

Yerlestirme Aksiyomu’na gore {o;: [ € @} toplulugu ele-
manlari ordinaller olan bir kiimedir. Dolayisiyla bu kiimenin
bilesimi de bir ordinaldir. Bu ordinale o adini verelim.

a=Urc o

Ayrica Sav 3’e gore Up. , [ = X.

Bir de Sav 1 ¢ok onemli: Eger I ve ], g delerse ve eger | < I
ise ve x € [ ise, 0 zaman fj(x) = f(x).

Simdi X’ten o’ya giden su f fonksiyonunu tanimlayabiliriz:
Eger x € X = U, lise,x € I € g iliskilerini saglayan bir [
baslangic dilimi vardir.

flx)=filx) ea;ca

olsun.
X:UIepI _t, a:UIeg)al
v v
I B SN oy
v V)
] L> oy
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Sav 1’e gore, f(x)’in taniminda, ¢’nin x’i igeren hangi [
baslangi¢ diliminin alindig1 6nemli degildir, tim secimler ayni
sonucu verir.

f’nin X’ten a’ya giden bir esyap1 eslemesi oldugunu kanit-
lamak kald: geriye. Bu kolay:

f Ortendir: f e o olsun. o = Uy _ , ay oldugundan, belli
bir I € @ icin B € o; olmalidir.

fr:l—>o;
orten oldugundan, belli bir x € [ igin, fi(x) = B olmalidir. De-
mek ki f(x) = f(x) =B. Ve, x e [ U, [ = X.

f Siralamaya Saygi Duyar: x, y € X olsun. x < vy esitsizligi-
ni varsayalim. X = U, I oldugundan, I, ] € ¢ icin x € I ve
y € J. Ama I ve J, X’in baslangi¢ kiimeleri olduklarindan, iki-
sinden biri digerinin altkiimesi olmali. Diyelim | < I. O zaman,
hem x hem de y, I’nin elemanlari. Dolayisiyla f(x) ve f(y)’nin
tanimlarinda ayni I baslangic dilimini alabiliriz:

£(x) = f1lx),
f) = fily).

Ayrica, f;: I —> o bir esyap1 eslemesi oldugundan ve x <y
esitsizliginden, f;(x) < f;(y) esitsizligi cikar.

Simdi, f(x) = fi(x) < fi(y) = f(y), yani f(x) < f(y). Istedigimiz

kanitlanmugtir, X iyisirali kiimesi o ordinaline egyapisaldir. [

12.3. Yerlestirme Aksiyomu’nun Izin Verdigi Kiimeler
Eskiden kiime olmayan topluluklarin kiime olduklarini
Yerlestirme Aksiyomu’nu kullanarak kanitlayabiliriz.

Ornek: {0, {0}, {{0}}, {{{O}}}, ... } toplulugu bir kiimedir.

Aslinda bu kiimeyi boyle yazmak giinah sinifina olmasa da
kabahat sinifina sokulabilir, ¢linkii matematikte “nokta nokta
nokta” diye bir simge yoktur.

Sunu kanitlayacagiz: a; = 0 olsun ve her # € o i¢in, a,,,1 = {a,,}
olsun. Oyle bir ¢(x, y) formiilii vardir ki, ¢(x, y)’nin dogru ol-
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mast i¢in yeter ve gerek kosul x’in bir dogal say1 olmasi ve y’nin
a,’e esit olmasidir.

¢(x, y) formultiint yar1 Turkge yar1 matematikce yazacagiz;
sadece matematik¢e yazarsak formiili gereksiz yere uzatmis
oluruz.

¢(x, y) formilii, 6nce x € o diyecek. Sonra

z2=A{ag, ayy oy Ay_q)
diye bir kiimenin varhgindan sozedecek. Bunu soyle soyleyece-
giz: Oyle bir z kiimesi ve 6yle bir f : x — z eslemesi vardir ki,
f(0) = ayve her 0 <i<x—1igin f(S(z)) = {f (i)} dir.

Simdi bir de ayrica y = {f(x — 1)} diyelim.

x = 0 sikki yukarda sorun yaratir. Eger x = 0 ise ¢(x, y) for-
miili “y = 0” desin.

Boylece diledigimiz gibi @(x, y) formiili bulduk. Simdi Yer-
lestirme Aksiyomu’nu ¢(x, y)’ye ve o’ya uygularsak, eleman ola-
rak sadece a,/’leri (n € ®) igeren bir kiimenin varligini kanitlamig
oluruz.

Not 1. Bu asamaya kadar [SI]’de ve bu ders notlarinda gor-
diugimuz kiimeler kuramina Zermelo-Fraenkel kiimeler kurami
adr verilir ve bu “teori” ZF olarak kisaltilir. Kiimeler kuramini-
nin son aksiyomu ileride gorecegimiz Secim Aksiyomu’dur.
ZF’ye Secim Aksiyomu eklenerek elde edilen teori ZFC olarak
yazilir.

Not 2. Artik her iyisirali kiimenin bir (ve bir tek) ordinale es-
yapisal oldugunu biliyoruz ama hentiz sayilamaz sonsuzlukta bir
kiimenin iyisiralanabilecegini, dolayisiyla sayillamaz sonsuzlukta
bir ordinalin oldugunu bilmiyoruz. Boyle bir ordinalin varligini
ileride, Se¢cim Aksiyomu’nu kullanarak kanitlayacagiz. Daha ileri
gidip, her kiimenin iyisiralanabilecegini kanitlayacagiz.

Not 3. Ne ZFde ne de ZFC’de tiim ordinaller toplulugu bir
kiimedir. Bunu bir sonraki altbolimde kanitlayacagiz.
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12.4. Burali-Forti Paradoksu

Q, tim ordinaller kiimesi olsun. O zaman, o = UQ bir or-
dinaldir (Teorem 10.10; aslinda Q = a, ama bunun hicbir 6ne-
mi yok) ve elbette ordinallerin en buyugudir. Ama S(a), o’dan
daha biiyiik bir ordinaldir. Celiski! (Ihtiyaciniz varsa Ord2a’yi
da kullanin.)

Buna “Burali-Forti Paradoksu” denir.
1897°de Cesare Burali-Forti (1861-1931) ta-
rafindan bulunmustur, Bertrand Russell
(1872-1970) Paradoksu’ndan 4 yil daha 6n-
ce. Burali-Forti Paradoksu’nun bir benzeri iki
yil sonra Cantor tarafindan bulunmustur.

Tum paradokslarin kokeni aynidir: Her
biri ¢ok ¢ok “buyuk” topluluklarin kiime
olduklarini varsayar.

Diin paradoksa yol agan akil yuriitme
bugiin paradoks olmaktan ¢ikmigtir, ¢ciinkii ~ Cesare Burali-Forti
ordinaller toplulugu Q bir kiime degildir! Q’nin kiime olmadig:-
nin kaniti1 yukarda: Yoksa Burali-Forti Paradoksu gercekten bir
paradoks olurdu ve ¢eliski elde ederdik (olmayana ergi yonte-
mi).

Burali Forti, Peano’nun asistanligini yapmustir. 200’den
fazla matematiksel makalesi vardir. Matematik egitimi konu-
suna da egilmistir. Ancak Einstein’in izafiyet kuramina inan-
mamis ve (Tommaso Boggio ile birlikte) kuramin yanlishgini
gostermeye ¢alisan bir kitap yazmustir.



