
11. Limit Ordinaller ve
Ordinallerde Tümevar›m ‹lkesi

‹yis›ral› kümelerde tümevar›mla kan›tlama yönteminden 6’nc›

bölümde sözettik. O bölümde flu teoremi kan›tlad›k:

‹yis›ralamalarda Tümevar›m ‹lkesi [Teorem 6.3]. (X, <) bir

iyi s›ralama olsun. A  X bir altküme olsun. A’n›n flu özelli¤i

oldu¤unu varsayal›m:

Her x ! X için, e¤er {y ! X : y < x}  A ise, o zaman x ! A.

Bu durumda A = X’dir.

Her ordinal iyis›ral› bir küme oldu¤undan, ayn› teorem or-

dinallerde de geçerlidir elbet. Ama ordinaller sözkonusu oldu-

¤unda, ayn› teoremi baflka türlü ifade etmek kan›tlarda baz›

avantajlar sa¤lar.

Baz› ordinallerin en büyük elemanlar› vard›r. Örne¤in 5’in

en büyük eleman› 4’tür. S(")’n›n en büyük eleman› "’d›r. Ama

her ordinalin en büyük eleman› yoktur. Örne¤in en büyük do-

¤al say› olmad›¤›ndan, "’n›n en büyük eleman› yoktur. En bü-

yük eleman› olmayan 0’dan de¤iflik ordinallere 
������������

denir. " ilk limit ordinaldir. Limit ordinaller genelde # (lamb-

da) simgesiyle gösterilir.

Limit olmayan ve 0’dan de¤iflik olan bir $ ordinalinin en bü-

yük eleman› % ise, $ = S(%)’d›r elbet. (Okura basit bir al›flt›rma.)



Teorem 11.1. [Ordinallerde Tümevar›m ‹lkesi] Bir önerme,

a) 0 için do¤ruysa,

b) Bir $ ordinali için do¤ru oldu¤unda S($) ordinali

için de do¤ruysa,

c) her #&limit ordinali için, önerme #’dan küçük ordi-

naller için do¤ru oldu¤unda # için de do¤ruysa,

o zaman o önerme her $ ordinali için do¤rudur.

Kan›t: Önermeye '(x) diyelim. '(x)’in her ordinal için do¤-

ru olmad›¤›n› varsayal›m. Diyelim '(x), $ ordinali için yanl›fl.

% = S($) olsun.

A = {( ! % : '(() yanl›fl}

olsun. A bir kümedir ve bir ordinal kümesidir. $ ! A oldu¤un-

dan, A ) *. O zaman A’n›n bir en küçük eleman› vard›r. Bu ele-

mana ( diyelim. Demek ki '(x) önermesi (’dan küçük ordinaller

için do¤ru. (a) varsay›m›na göre ( ) 0. (b) varsay›m›na göre bir +

ordinali için ( = S(+) olamaz. (c) varsay›m›na göre ( bir limit or-

dinal olamaz. Demek ki ( olamaz! n

Kimileyin bu ilke yerine kan›t› kullan›l›r. Diyelim ordinal-

ler hakk›nda kan›tlamak istedi¤imiz bir '($) önermesi var. Bir

an için '’nin her $ ordinali için do¤ru olmad›¤›n› varsayal›m,

diyelim ' önermesi $ için do¤ru de¤il.

{% ≤ $ : '(%) yanl›fl}

kümesine bakal›m. $ bu kümede oldu¤undan, bu ordinal kü-

mesi bofl de¤il. Demek ki bir en küçük eleman› var. O elemana

% diyelim. fiimdi '(%) yanl›fl ama %’dan küçük her ( ordinali için

'(() do¤ru. Buradan bir çeliflki elde etmeye çal›fl›l›r. Bunun için

önce %’n›n 0 olamayaca¤› kan›tlan›r. Sonra %’n›n bir ( ordinali

için S(()’ya eflit olamayaca¤› kan›tlan›r. Ard›ndan, %’n›n bir li-

mit ordinal de olamayaca¤› kan›tlan›r. Böylece %’n›n hiçbir fley

olamayaca¤› anlafl›l›r ve bir çeliflki elde edilir.

‹lerde tümevar›m ilkesini s›k s›k kullanaca¤›m›zdan örnek

vermiyoruz.
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Al›flt›rmalar
11.1. $ bir ordinal olsun. $’n›n limit ordinal olmas› için

,$ = $

eflitli¤inin yeter ve gerek koflul oldu¤unu kan›tlay›n.

11.2. $ limit olmayan bir ordinal olsun. $ = S(,$) eflitli¤i-

ni kan›tlay›n, yani ,$, $’n›n en büyük eleman›d›r.

11.3. Elemanlar› limit ordinaller olan ama boflküme olmayan

bir kümenin bilefliminin de bir limit ordinal oldu¤unu kan›tlay›n.

11.4. A ) *, en büyük eleman› olmayan bir ordinaller küme-

siyse ,A’n›n bir limit ordinal oldu¤unu kan›tlay›n.
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12. ‹yis›ral› Kümeler, Ordinaller ve
Yerlefltirme Aksiyomu

B
u bölümde her iyis›ral› kümenin bir ve bir tek ordinalle efl-

yap›sal oldu¤unu kan›tlamaya çal›flaca¤›z ve bigüzel çuval-

layaca¤›z. [S‹]’de verdi¤imiz aksiyomlarla bu önerme ka-

n›tlanamaz. Ama biz gene de inatla kan›tlamaya çal›flaca¤›z ve

bildi¤imiz kümeler kuram›n›n nerede eksik kald›¤›n› ayan beyan

görece¤iz. Eksik kald›¤›m›z yeri yeni bir aksiyomla tamamlaya-

ca¤›z.

Yeni aksiyomumuz bizce do¤ru olmas› gereken do¤al bir

önermedir. Ama okur, bu yeni aksiyomun do¤all›¤›na yeri gel-

di¤inde kendi kendine karar vermelidir. Sonuç olarak, aksi-

yomlar›n seçimi, neyin do¤ru olmas› gerekti¤i konusunda inan-

ca dayan›r.

Herhangi iyis›ral› bir küme alal›m. Bu kümeyle bir ordinal

aras›nda s›ralamay› koruyan bir eflleme, yani bir izomorfizma

ya da Türkçesiyle bir eflyap› efllemesi bulaca¤›z, daha do¤rusu

bulmak istiyoruz.

‹yis›ral› kümemize (X, <) diyelim. Sonuç 10.12’ye göre, (X, <)

ancak tek bir $ ordinaline eflyap›sal olabilir ve X ’le $ aras›nda

ancak tek bir eflyap› efllemesi olabilir. Yani e¤er X iyis›ral› küme-

sinden bir $ ordinaline giden bir ƒ : X - $ eflyap› efllemesi var-

sa, hem $ hem de ƒ bir tanedir.



Matematikte bir fleyden bir tane varsa o fleyi bulmak genel-

likle çok kolayd›r. Matematikte zor olan, tek bir tane olan nes-

neleri bulmak de¤il, tam tersine çok olanlardan birini bulmak-

t›r. Örne¤in, e¤er bir nesneden sonsuz tane varsa, kimileyin bu

sonsuz tane olan nesnelerden birini bile bulmak mümkün ol-

mayabilir. Bu ilginç ve bir o kadar da tuhaf olguya ilerde de¤i-

nece¤iz.

Tüm iyimserli¤imizi tak›n›p bafll›ktaki önermeyi kan›tlama-

ya (çal›flmaya) bafllayal›m.

E¤er X boflkümeyse, o zaman X, 0 ordinaline eflittir. Bu du-

rumda X ’in kendisi zaten bir ordinaldir. Fazla bir fley söylemeye

gerek yok.

E¤er X bofl küme de¤ilse, X ’in bir en küçük eleman› vard›r.

Bu elemana x0 diyelim. E¤er X ’in bundan baflka eleman› yok-

sa, o zaman X, 1 ordinaliyle eflyap›sald›r elbette. Resmi afla¤›-

da çizdik. Bu durumda, X ’le 1 ordinali aras›ndaki (tek) eflyap›

efllemesi (hatta tek fonksiyon!) x0’› 0’a gönderen fonksiyondur.

E¤er X ’in x0’dan baflka elemanlar› varsa, o zaman X ’te

x0’dan hemen sonra gelen bir eleman vard›r. Bu elemana x1 di-

yelim. E¤er X ’te x1’den büyük baflka eleman yoksa, yani X ’te

sadece x0 ve x1 elemanlar› varsa, o zaman X, 2 ordinaliyle efl-

yap›sald›r. Bu durumda, X ’le 2 ordinali aras›ndaki (tek) eflya-

p› efllemesi x0’› 0’a, x1’i 1’e gönderen fonksiyondur; en küçük

eleman en küçük elemana, en büyük eleman en büyük elemana

gitmelidir.
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E¤er X ’te x1’den büyük elemanlar varsa, o zaman X’te x1’den

hemen sonra gelen bir eleman vard›r. Bu elemana x2 diyelim. E¤er

X’te x2’den büyük baflka eleman yoksa, yani X’te sadece x0, x1

ve x2 elemanlar› varsa, o zaman X, 3 ordinaliyle eflyap›sald›r1.

Bu durumda, X’le 2 ordinali aras›ndaki (tek) eflyap› efllemesi

x0’› 0’a, x1’i 1’e, x2’yi 2’ye gönderen fonksiyondur; en küçük

eleman en küçük elemana, en büyük eleman en büyük elemana

gitmelidir. 

Bunu böylece sürdürebiliriz... E¤er sonlu zamanda (her ne

demekse!) X ’in en büyük eleman›na ulafl›rsak, o zaman X iyi-

s›ralamas› bir do¤al say›yla eflyap›sald›r.

E¤er X ’te n + 1 tane eleman varsa ve bu elemanlar› küçük-

ten büyü¤e do¤ru,

x0 < x1 < ... < xn

diye s›ralarsak, o zaman X,

ƒ(xi) = i

efllemesiyle n + 1 ordinaline eflyap›sald›r.

Ama X ’in elemanlar›n› böyle teker teker sonlu zamanda bi-

tiremeyebiliriz, X sonsuz da olabilir. fiimdi X ’in sonsuz oldu¤u-

nu varsayal›m.

E¤er xn, X ’in n + 1’inci eleman›ysa ve X ’te bu xn’lerden bafl-

ka bir eleman yoksa, o zaman X ’in "’ya (yani  ’ye) benzedi¤i,

x0 0X 3x1 1

ƒ(x0) = 0

ƒ(x1) = 1

ƒ(x2) = 2

x2 2
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hatta ƒ(xn) = n fonksiyonu sayesinde "’yla eflyap›sal oldu¤u

aflikâr.

X’te bu xn’lerden baflka elemanlar da olabilir, neden olma-

s›n? Tüm bu xn’lerden büyük olan elemanlar›n en küçü¤üne

x" diyelim. X’in, x" dahil olmak üzere, x"’ya kadar olan k›s-

m› belli ki S(") ile eflyap›sal1.

Bunu böylece sürdürebiliriz... Ama nereye kadar sürdürebi-

liriz? X’in sonuna ulaflabilecek miyiz? Zaman›n (istedi¤imiz ka-

dar) sonsuz oldu¤u bir evrende yaflasayd›k belki bu tür kan›tlar

o evrenin matemati¤inde kabul edilebilirdi, ama ne yaz›k ki öy-

le bir evrende yaflam›yoruz ve yukarda yap›lanlar bir yere kadar

kabul edilebilir. Daha matematiksel bir yöntem bulmal›y›z.

Bu noktadan sonra matematik bafll›yor.

12.1. Matematik Bafll›yor
(X, <) iyis›ral› bir küme olsun. X ’in bir ordinale eflyap›sal

oldu¤unu kan›tlamak istiyoruz.

X ’in bir ordinale eflyap›sal olup olmad›¤›n› bilmiyoruz he-

nüz ama X ’in baz› bafllang›ç dilimlerinin bir ordinale eflyap›sal

oldu¤unu biliyoruz. Örne¤in, e¤er X ’te en az 10 eleman varsa,

X ’in ilk 10 eleman›ndan oluflan küme (ki bu bir bafllang›ç dili-

midir) 10 ordinaliyle eflyap›sald›r.
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1 Yaz›n›n Bölüm 4’e benzemeye bafllad›¤›n› okur fark etmifl olmal›. 



., X ’in bir ordinale eflyap›sal olan bafllang›ç dilimlerinin

kümesi olsun. ., gerçekten bir kümedir. [S‹]’de verdi¤imiz ak-

siyomlardan hareketle .’nin bir küme oldu¤u kolayl›kla kan›t-

lanabilir.) Amac›m›z X ’in .’de oldu¤unu kan›tlamak tabii.

E¤er I ! . ise, I bafllang›ç diliminin eflyap›sal oldu¤u tek

bir ordinalin oldu¤unu biliyoruz (Teorem 10.11). Bu ordinale

$I ad›n› verelim. Ayr›ca, I bafllang›ç dilimiyle $I ordinali ara-

s›nda tek bir eflyap› efllemesi oldu¤unu da biliyoruz (Sonuç 7.6

ya da 10.12). Bu eflyap› efllemesine de ƒI ad›n› verelim.

Sav 1. J ve I, .’den iki bafllang›ç dilimi olsun. O zaman iki-

sinden biri di¤erinin altkümesidir. Ayr›ca, e¤er J  I ve x ! J

ise, ƒJ(x) = ƒI(x) olur.

Sav›n Kan›t›: I ve J, X’in bafllang›ç kümeleri oldu¤undan

ikisinden biri di¤erinin altkümesi olmal› (Bölüm 7.1). Diyelim

J  I. 

I ve J bafllang›ç dilimleri, 

ƒI : I - $ I

ve 

ƒJ : J - $ J

efllemeleriyle, s›ras›yla, $ I ve $ J ordinallerine eflyap›sallar. 

E¤er $ J - J  I - $ I yolunu takip edersek, $ J’den $ I’ya

giden

eflyap› fonksiyonunu buluruz. O zaman Teorem 10.13’e göre $ J

 $ I ve hatta $ J, $ I’nin bir bafllang›ç dilimi (Teorem 10.8).
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fiimdi ƒI : I - $ I fonksiyonunu I ’nin J bafllang›ç dilimine

k›s›tlayabiliriz, yani ƒI’nin I ’da ald›¤› de¤erlere bakaca¤›m›za

ƒI’nin sadece J ’de ald›¤› de¤erlere bakabiliriz. E¤er bu fonksi-

yonu ƒI↓J olarak simgelersek, her x ! J için, ƒI↓J fonksiyonunun

tan›m› gere¤i, 

ƒI↓J(x) = ƒI(x)

olur. Demek ki

ƒI↓J(J) = ƒI(J)

ve dolay›s›yla ƒI↓J(J), $I’nin bir bafllang›ç dilimi (Önsav 7.5.i).

fiimdi J ’yi $I’nin bafllang›ç kümelerine gömen iki eflyap› fonk-

siyonumuz var: biri ƒJ, di¤eri ƒI↓J. Önsav 7.6’ya göre 

ƒJ = ƒI↓J. 

Bir baflka deyiflle, e¤er x ! J ise, 

ƒJ(x) = ƒI(x).

Sav›m›z kan›tlanm›flt›r. n

Bu sav bize parlak ve hatta tozpembe bir gelecek iflaret edi-

yor. Sanki her fley yolunda gibi.

fiimdi amac›m›z .’nin eleman› olan bafllang›ç kümelerinin

bileflimini al›p bunun X’e eflit oldu¤unu, yani

X = ,I!. I
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eflitli¤ini göstermek. Bir de $I ordinallerinin bilefliminin bir or-

dinal oldu¤unu gösterebilirsek o zaman iflimiz ifl... Zaten bir

ordinal kümesinin bilefliminin bir ordinal oldu¤unu biliyoruz

(Teorem 10.10). Bu ordinale $ diyelim:

$ = ,I!. $ I.

Bütün bunlar› yapt›¤›m›z› varsayarsak, X ’ten $’ya giden flu efl-

yap› efllemesini tan›mlayabiliriz: E¤er x ! X = ,I!. I ise, o za-

man x ! I ! . iliflkilerini sa¤layan bir I vard›r. fiimdi,

ƒ(x) = ƒI(x) ! $ I  $

olarak tan›mlayal›m. 

Sav 1’e göre, tan›mda, .’nin x’i içeren hangi I bafllang›ç di-

liminin al›nd›¤› önemli de¤ildir, tüm seçimler ayn› sonucu ve-

rir. Bu aflamada ƒ’nin X’ten $’ya giden bir eflyap› efllemesi ol-

du¤unu kan›tlamak iflten bile de¤ildir. Zaman› geldi¤inde ya-

paca¤›z.

,I!. I = X eflitli¤ini göstermek için küçük bir numara yap-

mam›z gerekiyor. Bir an için (X, <) iyis›ral› kümesinin bir ordina-

le eflyap›sal olmad›¤›n› varsayal›m. X ’in bir ordinale eflyap›sal ol-

mayan bafllang›ç dilimlerinin en küçü¤ünü alal›m. Bu bafllang›ç

dilimine flimdilik X 1 diyelim. Al›flt›rma 7.1.4’e göre böyle bir bafl-

lang›ç dilimi vard›r. Hem X hem de X 1 bir ordinale eflyap›sal ol-

mayan iyis›ral› kümeler. Ama X 1 iyis›ralamas›n›n X ’e göre bir ay-

r›cal›¤› var: X 1 iyis›ralamas›n›n kendisine eflit olmayan her bafllan-

g›ç dilimi bir ordinale eflyap›sal. fiimdi X yerine ayr›cal›¤› olan bu

X 1 iyis›ralamas›n› alabiliriz. Bundan böyle,

1. X ’in bir ordinale eflyap›sal olmad›¤›n›, ve

2. X ’in X ’e eflit olmayan her bafllang›ç diliminin bir ordina-

le eflyap›sal oldu¤unu varsay›yoruz. Bir baflka deyiflle, ., art›k

X ’e eflit olmayan X ’in tüm bafllang›ç dilimleri.

Sav 2. X ’in en büyük eleman› olamaz.

Kan›t: X ’in en büyük eleman› oldu¤unu varsayal›m. Bu ele-

mana s diyelim. fiimdi,
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I = {y ! X : y < s}

olsun. I, X’in bir bafllang›ç dilimidir. Ama s, I ’da olmad›¤›n-

dan, I ) X. Demek ki I bir $I ordinaline bir ƒI eflyap› efllemesi

arac›l›¤›yla eflyap›sal. Ama X = I , {s} ve S($ I) = $ I , {$ I} ve

X’in ve S($ I)’nin s›ralamalar› son derece uyumlu. ƒI eflyap› efl-

lemesini I ’dan X ’e geniflletmek çok kolay: Afla¤›daki flekilde

gösterildi¤i gibi X ’in en sonundaki s eleman›n› S($ I)’nin en so-

nundaki $I eleman›na yollayal›m.

Böylece X ile S($ I) aras›nda bir eflyap› efllemesi bulduk. S($ I)

bir ordinal oldu¤undan (Teorem 10.5), bu bir çeliflkidir. n

Art›k ,I!. I = X eflitli¤ini kan›tlayabiliriz. .’nin X ’in X ’e

eflit olmayan bafllang›ç dilimlerinin kümesi oldu¤unu an›msat›-

r›m.

Sav 3. ,I!. I = X.

Kan›t: x ! X olsun. x, X’in en büyük eleman› olmad›¤›ndan

(Sav 2), X’te x’ten büyük bir eleman vard›r. Bu elemanlardan bi-

ri y olsun. O zaman,

I = {z ! X : z < y},

X’in x’i içeren ama y’yi içermeyen bir bafllang›ç dilimidir. De-

mek ki x ! ,I!. I. n

‹stedi¤imizin nerdeyse sonuna geldik.

S›ra, her I ! . bafllang›ç diliminin eflyap›sal oldu¤u $I or-

dinallerinin bilefliminin bir ordinal oldu¤unu kan›tlamada, ya-

ni ,I!. $I bilefliminin bir ordinal oldu¤unu kan›tlamal›y›z.
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Sav 4. ,I!. $ I bir ordinaldir.

Kan›t: Teorem 10.10’da bir ordinaller kümesinin bileflimi-

nin gene bir ordinal oldu¤unu kan›tlam›flt›k. Demek ki bilme-

miz gereken tek fley

{$I : I ! .}

toplulu¤unun bir küme oldu¤u... Bunu bilirsek gerisi gelecek...

Maalesef bunu [S‹]’de verdi¤imiz aksiyomlarla kan›tlaya-

may›z. Neden kan›tlayamayaca¤›m›z› biraz aç›klamaya çal›fla-

y›m.

Önce bir durum de¤erlendirmesi yapal›m. Neyle karfl› kar-

fl›yay›z? . bir küme; bundan kuflkumuz yok. Her I ! . için

$I iyi tan›mlanm›fl bir ordinal; bundan da kuflkumuz yok. Ni-

tekim $I, I iyis›ralamas›n›n eflyap›sal oldu¤u yegâne ordinal,

bir ikincisi daha yok.

Durumu özetleyen flöyle bir resim çizdik. Be¤enilerinize sunu-

yoruz:

Asl›nda resim çok daha sade. Resmin iyi s›ralanm›fl küme-

lerle ya da ordinallerle filan pek bir ilgisi yok. En yal›n haliyle

resim flöyle: . bir küme. .’nin her I eleman› için bir ve bir tek

$I kümesi tan›mlanm›fl. .’nin küme oldu¤undan hareketle,
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{$I : I ! .}

toplulu¤unun bir küme oldu¤unu kan›tlamak istiyoruz.

Durumu bu daha yal›n haliyle afla¤›da resmettik.

E¤er . sonluysa sorun yok, çünkü o zaman

{$I : I ! .}

toplulu¤u sonlu bir topluluk olur ve her sonlu topluluk gibi bu

da bir küme olur. Sorun, . sonsuz oldu¤unda.

Öte yandan e¤er $I’ler rastgele, yani hiçbir kurala ba¤l› ol-

maks›z›n seçilmifllerse (ki asl›nda böyle bir seçim fiziksel olarak

mümkün bile de¤ildir!) $I’lerin toplulu¤unun bir küme olmas›-

n› bekleyemeyiz. Öte yandan burada özel bir durumla karfl› kar-

fl›yay›z. Her $I, I ’ya belli bir kuralla ba¤l›: $I, I iyis›ralamas›n›n

eflyap›sal oldu¤u yegâne ordinal. Yani, e¤er '(x, y), Türkçe söy-

ledi¤imiz flu özelli¤in

x bir s›ralama ve y, x’le eflyap›sal olan bir ordinal,

matematikçesini simgelerse, o zaman her x !. için '(x, y) for-

mülünü sa¤layan bir ve bir tane y kümesi vard›r.

fiimdi sorumuzu soruyoruz:
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Kritik soru: . bir küme. .’nin her eleman› için $I
kümesi bir biçimde tan›mlanm›fl. $I’lerin toplulu¤u
da bir küme olur mu?



Önemli Soru: . bir küme ve '(x, y) bir özellik olsun. Her

x ! . için, '(x, y) özelli¤ini sa¤layan bir ve bir tane y kümesi-

nin oldu¤unu varsayal›m. O zaman bir x ! . için '(x, y) özel-

li¤ini sa¤layan y’ler bir küme oluflturur mu? Yani

{y : 2x (x ! . 3 '(x, y)}

toplulu¤u bir küme midir?

Tan›mlanabilir Altküme Aksiyomu’ndan, e¤er sorudaki

y’leri içeren bir 4&kümesi oldu¤u bilinirse, yani

{y : 2x (x ! . 3 '(x, y)}

toplulu¤u asl›nda

{y ! 4&: 2x (x ! . 3 '(x, y)}

ise, o zaman bunun bir küme oldu¤unu biliyoruz. Sorun, tüm

y’leri eleman olarak içeren bir 4 kümesinin olup olmad›¤›n› bil-

medi¤imizde ortaya ç›k›yor; bu flanss›z durumda

{y : 2x (x ! . 3 '(x, y)}

toplulu¤unun bir küme oldu¤una hükmedemiyoruz.
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. bir küme olsun. Her x ! . için, '(x, y) özelli¤ini sa¤layan bir ve bir tane
y oldu¤unu varsayal›m. O zaman, belli bir x ! .&için '(x, y) özelli¤ini
sa¤layan y’ler bir küme olufltururlar m›?
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böyle bir küme
var m›?

bu bir küme
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Bu arada '(x, _)’n›n nerdeyse tan›m kümesi . olan bir fonk-

siyon tan›mlad›¤›na dikkatinizi çekerim. Gerçekten de her x !.

için bir ve bir tek y de¤eri veriyor. Tek eksi¤i de¤er kümesinin ol-

mamas›... Hatta de¤erleri içeren bir kümenin olmamas›.

San›r›m soruyu ve sorunu yeterince tart›flt›k. Yan›t› verme-

nin zaman› geldi. Böyle bir kümenin varl›¤› [S‹]’de verdi¤imiz

aksiyomlar›n yard›m›yla kan›tlanamaz. Bu kan›tlanamazl›¤›n

kan›t› zor olmasa da bizi konumuzdan baya¤› sapt›raca¤›ndan

kan›t› burada vermeyece¤iz.

Bir yandan böyle bir kümenin olmas›n› istiyoruz, çünkü her

iyis›ralaman›n bir ordinal olmas› gerekti¤ini hissediyoruz (en

az›ndan ben öyle hissediyorum, ben dünyay› öyle alg›l›yorum),

di¤er yandan böyle bir kümenin varl›¤›n› kan›tlayam›yoruz. O

zaman yeni bir aksiyom gerekiyor.

12.2. Yerlefltirme Aksiyomu
‹flte ihtiyac›m›z olan aksiyom:

Yerlefltirme Aksiyomu. . bir küme ve '(x, y) bir özellik ol-

sun. Her x ! . için, '(x, y) özelli¤ini sa¤layan bir ve bir tane y

kümesinin oldu¤unu varsayal›m. O zaman bir x !. için '(x, y)

özelli¤ini sa¤layan y’ler bir küme olufltururlar. Yani

{y : 2x (x ! . 3 '(x, y)}

toplulu¤u bir kümedir.

E¤er Yerlefltirme Aksiyomu’nun var oldu¤unu söyledi¤i kü-

meye 4&dersek, o zaman '(x, y) özelli¤i (ya da formülü), . ile

4 aras›nda bir eflleme verir. Mecazi konuflacak olursak, Yerlefl-

tirme Aksiyomu, . kümesini 4’ye yerlefltirerek 4’nin küme ol-

du¤una hükmedebilece¤imizi söylüyor.

fiimdi Sav 4’ün kan›t›n› tamamlayabiliriz. Yerlefltirme Aksi-

yomu’na göre {$ I : I ! .} bir kümedir, hatta bir ordinal kü-

mesidir. Dolay›s›yla bu kümenin elemanlar›n›n bileflimini ald›-
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¤›m›zda bir küme buluruz: ,I ! . $I bir kümedir. Hatta, Te-

orem 10.10’a göre bu bileflim bir ordinaldir. n

Teorem 12.1. Her iyis›ral› küme bir ve bir tek ordinale efl-

yap›sald›r.
Kan›t: ‹yis›ral› bir kümenin iki de¤iflik ordinale eflyap›sal

olamayaca¤›n› Teorem 10.11’den biliyoruz. Bulduklar›m›z›

tekrarlayal›m. Bir ordinale eflyap›sal olmayan iyis›ral› bir X kü-

mesiyle bafllad›k. Biraz u¤raflla, X’in X’e eflit olmayan her I

bafllang›ç diliminin bir $ I ordinaline eflyap›sal oldu¤unu varsa-

yabilece¤imizi gördük. Sav 2’de, X’in en büyük eleman›n›n ola-

mayaca¤›n› gördük.

E¤er ., X ’in X’e eflit olmayan bafllang›ç dilimlerinin küme-

siyse, her I ! . için, I’nin eflyap›sal oldu¤u tek bir $ I ordinali

ve I’dan $ I’ya giden tek bir ƒI eflyap› efllemesi vard›r.

Yerlefltirme Aksiyomu’na göre {$ I : I ! .} toplulu¤u ele-

manlar› ordinaller olan bir kümedir. Dolay›s›yla bu kümenin

bileflimi de bir ordinaldir. Bu ordinale $ ad›n› verelim.

$ = ,I ! . $ I.

Ayr›ca Sav 3’e göre ,I!. I = X.

Bir de Sav 1 çok önemli: E¤er I ve J, .’delerse ve e¤er J  I

ise ve x ! J ise, o zaman ƒJ(x) = ƒI(x).

fiimdi X ’ten $’ya giden flu ƒ fonksiyonunu tan›mlayabiliriz:

E¤er x ! X = ,I!. I ise, x ! I ! . iliflkilerini sa¤layan bir I

bafllang›ç dilimi vard›r. 

ƒ(x) = ƒI(x) ! $ I  $

olsun.
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Sav 1’e göre, ƒ(x)’in tan›m›nda, .’nin x’i içeren hangi I

bafllang›ç diliminin al›nd›¤› önemli de¤ildir, tüm seçimler ayn›

sonucu verir. 

ƒ’nin X’ten $’ya giden bir eflyap› efllemesi oldu¤unu kan›t-

lamak kald› geriye. Bu kolay:

ƒ Örtendir: % ! $ olsun. $ = ,I ! . $ I oldu¤undan, belli

bir I ! . için % ! $I olmal›d›r.

ƒI : I - $ I

örten oldu¤undan, belli bir x ! I için, ƒI(x) = % olmal›d›r. De-

mek ki ƒ(x) = ƒI(x) = %. Ve, x ! I  ,I!. I = X.

ƒ S›ralamaya Sayg› Duyar: x, y ! X olsun. x < y eflitsizli¤i-

ni varsayal›m. X = ,I!. I oldu¤undan, I, J ! . için x ! I ve

y ! J. Ama I ve J, X’in bafllang›ç kümeleri olduklar›ndan, iki-

sinden biri di¤erinin altkümesi olmal›. Diyelim J  I. O zaman,

hem x hem de y, I’nin elemanlar›. Dolay›s›yla ƒ(x) ve ƒ(y)’nin

tan›mlar›nda ayn› I bafllang›ç dilimini alabiliriz:

ƒ(x) = ƒI(x),

ƒ(y) = ƒI(y).

Ayr›ca, ƒI : I - $ I bir eflyap› efllemesi oldu¤undan ve x < y

eflitsizli¤inden, ƒI(x) < ƒI(y) eflitsizli¤i ç›kar.

fiimdi, ƒ(x) = ƒI(x) < ƒI(y) = ƒ(y), yani ƒ(x) < ƒ(y). ‹stedi¤imiz

kan›tlanm›flt›r, X iyis›ral› kümesi $ ordinaline eflyap›sald›r. n

12.3. Yerlefltirme Aksiyomu’nun ‹zin Verdi¤i Kümeler
Eskiden küme olmayan topluluklar›n küme olduklar›n›

Yerlefltirme Aksiyomu’nu kullanarak kan›tlayabiliriz.

Örnek: {0, {0}, {{0}}, {{{0}}}, ... } toplulu¤u bir kümedir.

Asl›nda bu kümeyi böyle yazmak günah s›n›f›na olmasa da

kabahat s›n›f›na sokulabilir, çünkü matematikte “nokta nokta

nokta” diye bir simge yoktur.

fiunu kan›tlayaca¤›z: a0 = 0 olsun ve her n !&" için, an+1 = {an}

olsun. Öyle bir '(x, y) formülü vard›r ki, '(x, y)’nin do¤ru ol-
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mas› için yeter ve gerek koflul x’in bir do¤al say› olmas› ve y’nin

ax’e eflit olmas›d›r.

'(x, y) formülünü yar› Türkçe yar› matematikçe yazaca¤›z;

sadece matematikçe yazarsak formülü gereksiz yere uzatm›fl

oluruz.

'(x, y) formülü, önce x !&" diyecek. Sonra 

z = {a0, a1, ..., ax/1} 

diye bir kümenin varl›¤›ndan sözedecek. Bunu flöyle söyleyece-

¤iz: Öyle bir z kümesi ve öyle bir ƒ : x - z efllemesi vard›r ki,

ƒ(0) = a0 ve her 0 ≤ i < x / 1 için ƒ(S(i)) = {ƒ(i)}’dir.

fiimdi bir de ayr›ca y = {ƒ(x / 1)} diyelim.

x = 0 fl›kk› yukarda sorun yarat›r. E¤er x = 0 ise '(x, y) for-

mülü “y = 0” desin.

Böylece diledi¤imiz gibi '(x, y) formülü bulduk. fiimdi Yer-

lefltirme Aksiyomu’nu '(x, y)’ye ve "’ya uygularsak, eleman ola-

rak sadece an’leri (n !&") içeren bir kümenin varl›¤›n› kan›tlam›fl

oluruz.

Not 1. Bu aflamaya kadar [S‹]’de ve bu ders notlar›nda gör-

dü¤ümüz kümeler kuram›na Zermelo-Fraenkel kümeler kuram›

ad› verilir ve bu “teori” ZF olarak k›salt›l›r. Kümeler kuram›n›-

n›n son aksiyomu ileride görece¤imiz Seçim Aksiyomu’dur.

ZF’ye Seçim Aksiyomu eklenerek elde edilen teori ZFC olarak

yaz›l›r.

Not 2. Art›k her iyis›ral› kümenin bir (ve bir tek) ordinale efl-

yap›sal oldu¤unu biliyoruz ama henüz say›lamaz sonsuzlukta bir

kümenin iyis›ralanabilece¤ini, dolay›s›yla say›lamaz sonsuzlukta

bir ordinalin oldu¤unu bilmiyoruz. Böyle bir ordinalin varl›¤›n›

ileride, Seçim Aksiyomu’nu kullanarak kan›tlayaca¤›z. Daha ileri

gidip, her kümenin iyis›ralanabilece¤ini kan›tlayaca¤›z.

Not 3. Ne ZF’de ne de ZFC’de tüm ordinaller toplulu¤u bir

kümedir. Bunu bir sonraki altbölümde kan›tlayaca¤›z.
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12.4. Burali-Forti Paradoksu
7, tüm ordinaller kümesi olsun. O zaman, $ = ,7 bir or-

dinaldir (Teorem 10.10; asl›nda 7 = $, ama bunun hiçbir öne-

mi yok) ve elbette ordinallerin en büyü¤üdür. Ama S($), $’dan

daha büyük bir ordinaldir. Çeliflki! (‹htiyac›n›z varsa Ord2a’y›

da kullan›n.)

Buna “Burali-Forti Paradoksu” denir.

1897’de Cesare Burali-Forti (1861-1931) ta-

raf›ndan bulunmufltur, Bertrand Russell

(1872-1970) Paradoksu’ndan 4 y›l daha ön-

ce. Burali-Forti Paradoksu’nun bir benzeri iki

y›l sonra Cantor taraf›ndan bulunmufltur.

Tüm paradokslar›n kökeni ayn›d›r: Her

biri çok çok “büyük” topluluklar›n küme

olduklar›n› varsayar. 

Dün paradoksa yol açan ak›l yürütme

bugün paradoks olmaktan ç›km›flt›r, çünkü

ordinaller toplulu¤u 7 bir küme de¤ildir! 7’n›n küme olmad›¤›-

n›n kan›t› yukarda: Yoksa Burali-Forti Paradoksu gerçekten bir

paradoks olurdu ve çeliflki elde ederdik (olmayana ergi yönte-

mi).

Burali Forti, Peano’nun asistanl›¤›n› yapm›flt›r. 200’den

fazla matematiksel makalesi vard›r. Matematik e¤itimi konu-

suna da e¤ilmifltir. Ancak Einstein’in izafiyet kuram›na inan-

mam›fl ve (Tommaso Boggio ile birlikte) kuram›n yanl›fll›¤›n›

göstermeye çal›flan bir kitap yazm›flt›r.
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