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6A. Halkalar ve Cisimler

G
eçmiflte halkalardan sözettik, ileride de söz edece¤iz. Bu
bölümde halkan›n ne demek oldu¤unu aç›klayaca¤›z!
‹nfla etti¤imiz # ve $ yap›lar› birer halkad›r. Bu ders

notlar›nda ilerde infla edece¤imiz ! de bir halka olacak.
Bu bölümde baz› örneklerde okurun !’yi bildi¤ini varsayabi-

liriz. Ama tabii ki bu varsay›mlar sadece örnek vermek amac›yla
ve matemati¤e halel getirmeyecek biçimde yap›lacak. Okur, bi-
razdan tan›mlayaca¤›m›z “halka” kavram›n› okurken, #, $, !
gibi say› kümelerini, lise y›llar›ndan aflina oldu¤unu sand›¤›m›z
#[X], $[X], ![X] gibi polinom kümelerini ve #/n# modüler sa-
y› kümelerini akl›nda tutmal›d›r. Bu kümelerin herbiri, bildi¤i-
miz +, *, 0, 1 aksesuvarlar›yla birlikte birer halka örne¤idir. Bu
yap›lar› bilmek bu bölümü anlamak için esas de¤ildir ama fayda-
l›d›r, en az›ndan biri ikisi bilinse kârd›r.

Bir halka her fleyden önce bir kümedir, ama bir halka sade-
ce bir küme de¤ildir elbet. Yoksa küme kavram›ndan gayri bir
kavram elde etmezdik. Bir halkada, ayr›ca, 0 (�����) ve 1 (���ya
da ���������	
) ad› verilen iki özel eleman vard›r. Dikkat: Hal-
kan›n bu 0 ve 1 elemanlar› bizim bildi¤imiz 0 ve 1 tamsay›lar›
olmayabilirler. Hatta halkan›n hiçbir eleman› say› olmayabilir.
E¤er halkam›za R ad›n› verirsek, bu elemanlara belki de 0 ve 1



yerine 0R ve 1R ad›n› vermek daha do¤ru olurdu, ki bazen öyle
yapaca¤›z, çünkü bunlar say›lar›n de¤il, R’nin s›f›r› ve biridir.

Bir halkada ayr›ca toplama ve çarpma ad› verilen, ama çocuk-
lu¤umuzdan beri al›fl›k oldu¤umuz toplama ve çarpmayla hiçbir
ilgisi olmayabilecek iki de ifllem vard›r. Bu ifllemler de + ve * ola-
rak gösterilirler. Toplama ve çarpma, her ikisi de R * R kümesin-
den R kümesine giden birer fonksiyondur. E¤er (x, y) ! R * R ise,
toplama ve çarpma ifllemlerinin (fonksiyonlar›n›n) bu elemanlar-
daki sonucu s›ras›yla x + y ve x * y yaz›l›rlar. Hemen hemen her
zaman x * y yerine xy yazaca¤›z. Ama 1 * 1 yerine 11 yazmama-
ya özen gösterece¤iz! Bu kar›fl›kl›¤› engellemek amac›yla bazen xy

yerine x·y yazaca¤›z.
Ço¤u kez bu hataya düflüldü¤ünden yinelemekte yarar var:

Ad›na toplama ve çarpma dedi¤imiz bu ifllemler (fonksiyonlar)
bizim aflina oldu¤umuz toplama ve çarpmayla ilgisi olmayabilir.
Bu yüzden bu toplama ve çarpma ifllemlerine + ve * olarak yaz-
mak yerine belki de +R ve *R olarak yazmay› ye¤lemeliydik, ama
öyle yapmayaca¤›z, okurun dikkatli oldu¤unu varsayaca¤›z. 

Tekrarlamakta yarar var! Bir halkan›n elemanlar›n›n say›lar-
la hiç mi hiç ilgisi olmayabilir. Sözgelimi bir halkada xy ya da
x/y gibi kavramlar olmayabilir.

Demek ki bir halka, bir R kümesinden, bu kümenin 0 ve 1
ad› verilen iki eleman›ndan ve R * R kartezyen çarp›m›ndan R
kümesine giden ve ad›na toplama (+) ve çarpma (*) denilen iki
fonksiyondan (ifllemden) oluflan bir befllidir.

Bu kadarla kalsa iyi. Bu (R, +, *, 0, 1) befllisinin halka ad›na
hak kazanmas› için birtak›m özelliklere sahip olmas› gerekmek-
tedir. Bir halkan›n sahip olmas› gereken bu özellikleri üç ana
grupta toplayaca¤›z: 

Toplama ve 0’la ilgili özellikler: T1, T2, T3, T4.
Çarpma ve 1’le ilgili özellikler: Ç1, Ç2, Ç4.
Hem toplama hem de çarpmayla ilgili iki özellik: D ve E.
Bir fley daha ekleyelim: Bu bölümde de¤iflmeli halkalar› tan›-

taca¤›z. Genellikle halkalar de¤iflmeli olmak zorunda de¤ildirler.
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6A.1. Toplaman›n Özellikleri
(R, +, *, 0, 1) befllisinin bir halka olmas› için (R, +, 0) üçlü-

sünün flu özellikleri sa¤lamas› gerekir (ama yetmez elbet!)

T1 [Birleflme Özelli¤i]. Her x, y, z ! R için, 
x + (y + z) = (x + y) + z.

T2 [Etkisiz Ö¤e]. Her x ! R için, 0 + x = x + 0 = x.
T3 [Ters Ö¤enin Varl›¤›]. Her x ! R için, 

x + y = y + x = 0 
eflitliklerini sa¤layan bir y ! R vard›r.

T4 [De¤iflme Özelli¤i]. Her x ve y ! R için, 
x + y = y + x.

T1, T2, T3 özelliklerini sa¤layan bir (R, +, 0) yap›s›na grup

denir. E¤er ayr›ca T4 sa¤lan›yorsa, yap›ya de¤iflmeli ya da abel-

yen grup denir. 
T1, bir halkan›n elemanlar› toplan›rken paranteze gerek ol-

mad›¤›n› söylüyor. Üç eleman için geçerli olan bu özellik dört
eleman için de geçerlidir. Örne¤in x, y, z, t elemanlar› bu s›ray-
la toplan›rken ifllemlerin hangi s›rayla yap›ld›klar› önemli de¤il-
dir. Sözgelimi, 

(x + y) + (z + t) = (x + (y + z)) + t = ((x + y) + z) + t
= (x + y) + (z + t) = x + ((y + z) + t)
= x + (y + (z + t)).

Bu eflitliklerin herbiri T1 özelli¤i birkaç kez kullan›larak kan›t-
lanabilir. Dolay›s›yla x, y, z, t elemanlar›n toplam›n› parantezsiz
olarak x + y + z + t biçiminde yazabiliriz, parantezlerin ifllevi kal-
mam›flt›r. Biz de bundan böyle toplama yaparken parantezleri
kullanmayaca¤›z, do¤rudan x + y + z + t yazaca¤›z.

T4 özelli¤ini kullanarak, toplama yaparken x, y, z ve t’nin
yerlerinin de önemli olmad›¤›n› anlar›z. Örne¤in, 

x + y + z + t = z + x + t + y.
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Önsav 6A.1 [Sadelefltirme]. E¤er bir grubun x, z ve t eleman-

lar› x + a = x + b eflitli¤ini sa¤l›yorsa a = b olur.
Kan›t: y, x için T3 özelli¤ini sa¤layan bir eleman olsun. De-

mek ki y + x = 0. fiimdi hesaplayal›m:
a = 0 + a = (y + x) + a = y + (x + a) = y + (x + b)

= (y + x) + b = 0 + b = b. n

T2 özelli¤ini sa¤layan bir tek 0 eleman› vard›r, nitekim e¤er
x + 00 = x ise, 0 = 0 + 00 = 00 olur. Biricik oldu¤unu kan›tlad›¤›-
m›z bu 0 eleman›na s›f›r ya da toplaman›n etkisiz eleman› denir.

Önsav 6A.1’den, bir halkada, her x için T3 özelli¤ini sa¤la-
yan tek bir y’nin oldu¤u anlafl›l›r, nitekim e¤er 

x + y = 0 = x + z
ise, Önsav 6A1’e göre y = z olur. Madem ki, x + y = 0 eflitli¤ini
sa¤layan tek bir y var, (x’e ba¤›ml› olan, yani x de¤ifltikçe de¤i-
flen) bu y eleman›na bir ad verebiliriz. Bundan böyle x + y = 0
özelli¤ini sa¤layan y eleman›n› 9x olarak gösterelim. 9x elema-
n›na x’nin toplama için tersi ya da toplamsal tersi denir. Ama
biz mahalle aras›nda “eksi x” deriz. Bundan böyle 

x + (9y) yerine x 9 y, 
(9x) + y yerine 9x C y

yazal›m. Dolay›s›yla 9x 9 y, (9x) + (9y) demektir.
Bir halkada 1 diye bir eleman oldu¤undan, 91 diye de bir ele-

man vard›r.

Önsav 6A.2. i. 9(x + y) = 9x 9)y.
ii. 9(x 9 y) = 9x + y.
iii. 9O9x) = x.
Kan›t: T3’teki eflitlik x ve y’ye göre simetrik oldu¤undan, x,

y’nin tersiyse, y de x’in tersidir. Bundan (iii) ç›kar. (ii) için
(x 9 y) + (9x + y) = 0

eflitli¤ini, yani tan›mlara göre (x + (9y)) + ((9x) + y) = 0 eflitli¤ini
kan›tlamal›y›z ki, bu da kolay. (i)’i okura b›rak›yoruz. n
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6A.2. Çarpman›n Özellikleri 
Al›flageldi¤i üzere çarpma yaparken * simgesini kullanmaya-

ca¤›z. a * b yerine ab yazaca¤›z.

Ç1 [Birleflme Özelli¤i]. Her x, y, z !)R için, x(yz) = (xy)z.
Ç2 [Birim Ö¤e]. Her x ! R için, 1x = x1 = x.
Ç4 [De¤iflme Özelli¤i]. Her x ve y ! R için, xy = yx.

Ç1 özelli¤ine göre, bir halkan›n birçok eleman› çarp›ld›¤›n-
da parantezler gereksizdir. Bundan böyle biz de gerekmedikçe
parantez kullanmayaca¤›z

Ç2 özelli¤ini sa¤layan tek bir 1 eleman› vard›r: E¤er 10 bu
özelli¤i sa¤layan bir baflka eleman olsayd›, 1 = 1 * 10 = 10 olur-
du. 1’e halkan›n birim eleman› ya da bir’i denir.

Genellikle halkalarda Ç4 özelli¤i aranmaz ve Ç4 özelli¤ini
sa¤layan halaklara de¤iflmeli halka denir. Biz bu notlarda halka
terimini hep de¤iflmeli halka anlam›nda kullanaca¤›z.

Bir halkada, e¤er a eleman› verilmiflse, ab = 1 eflitli¤ini sa¤la-
yan bir b eleman› varsa a’ya tersinir eleman denir. Bu eflitli¤i sa¤-
layan en fazla bir b eleman› olabilir (hiç olmayabilir de). Nitekim
ab = ac = 1 ise, o zaman c = c1 = c(ab) = b(ac) = b1 = b. Dolay›s›y-
la tersinir bir a eleman› için ab = 1 eflitli¤ini sa¤layan b eleman›n›
a91 olarak gösterebiliriz. a91 eleman›na a’n›n çarp›msal tersi ya da
k›saca tersi denir. Elbette e¤er a tersinirse ve b, a’n›n tersiyse, b de
tersinirdir ve b’nin tersi a’d›r, yani (a91)91 = a olur. 1*1 = 1 oldu-
¤undan, 1 tersinirdir ve tersi gene 1’dir: 191 = 1.

Tersinir elemanlar kümesi R* olarak gösterilir. Demek ki,
R* = {x ! R : bir y ! R için xy = 1}.

Örne¤in # halkas›n›n tersinir elemanlar› 1 ve 91’dir ve baflka
da yoktur. Öte yandan 2, $’de tersinirdir. ![X] polinom halka-
s›n›n tersinir elemanlar›, 0 olmayan sabit polinomlard›r (okura
al›flt›rma.) 0 eleman› hiçbir halkada tersinir de¤ildir. Öte yandan
1 ve 91 her halkada tersinirdir; 91’in her halkada tersinir oldu-
¤unu daha sonra kan›tlayaca¤›z.
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Örnekler: Kolayca görülece¤i üzere,
#* = {1, 91}
$* = $"\ {0}
!* = !"\ {0}
![X]* = !"\ {0} = s›f›r olmayan sabit polinomlar
#[X]* = {1, 91}.

E¤er R = #/4# ise, R[X] halkas›nda 
(1 9 2X)(1 + 2X) = 1

oldu¤undan, 1 9 2X !)R[X]* olur.

Al›flt›rmalar
6A.2.1. R = #/4# olsun. R[X]* kümesini bulun.
6A.2.2. E¤er R bir bölgeyse, yani s›f›ra eflit olmayan iki ele-

man›n çarp›m› hiçbir zaman s›f›r olmuyorsa, R[X]* = R* eflitli-
¤ini kan›tlay›n.

6A.2.3. R = #/6# olsun. R[X]* kümesini bulun.
6A.2.4. p herhangi bir asal say› olsun. $PpQ, paydas› p’ye bö-

lünmeyen kesirli say›lar kümesi olsun. Yani,
$PpQ = {a/b : a, b ! # ve p, b’yi bölmez}

olsun. $PpQ bir halkad›r. $PpQ* kümesini bulun.
6A.2.5. R herhangi bir halka olsun. x, y ! R için R iliflkisini

flöyle tan›mlayal›m: x R y 4 x ! R*y. Bu iliflkinin bir denklik
iliflkisi oldu¤unu gösterin.

Önsav 6A.3. R bir halka olsun.
i. x, y ! R* ise xy ! R* ve (xy)91 = x91y91.
ii. x ! R* ise x91 ! R* ve (x91)91 = x.
Kan›t: i. Hemen hesaplayal›m: 

(xy)(x91y91) = (xx91)(yy91) = 1 *)1 = 1. 
Demek ki xy tersinirdir ve (xy)91 = x91y91 olur.

ii. x91x = 1 oldu¤undan, x91 eleman› da tersinirdir ve (x91)91

= x olur. n
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6A.3. Toplamayla Çarpmay› Harmanlayan Özellik
Yukarda, sadece toplamayla ya da sadece çarpmayla ilgili

özellikleri gördük. fiimdi, toplamayla çarpma aras›ndaki iliflkiyi
ortaya koyan özellikleri aç›klayal›m:

D [Da¤›lma Özelli¤i]. Her x, y, z !)R için, 
x(y + z) = xy + xz.

E. 1 # 0.

Da¤›lma özelli¤inin sonuçlar›n› irdeleyelim.

Önsav 6A.4. R bir halka olsun. x, y ! R olsun.

i. x0 = 0.
ii. (9x)y = 9Oxy) = x(9y)
iii. (91)y = 9y.
iv. (91)2 = 1.
v. x ! R* ise ve xy = 0 ise o zaman y = 0.
vi. x ! R* ise ve xy = xz ise o zaman y = z.
Kan›t: i. x0 + 0 = x0 = x(0 + 0) = x0 + x0 eflitli¤inden ve Ön-

sav 6A.1’den x0 = 0 ç›kar. 
ii. xy + (9xy) = 0 = 0y = (x + (9x))y = xy + (9x)y. Dolay›s›y-

la, Önsav 6A.1’den (9x)y = 9Oxy) ç›kar. ‹kinci eflitlik birincisin-
den ve Ç4’ten ç›kar.

iii. Yukarda x yerine 1 koyarsak sonuç ç›kar.
iv. Yukarda y yerine 91 koyarsak sonuç, Önsav 6A.2.iii’ten

ç›kar.
v. (i)’den ç›kar: y = 1y = (x91x)y = x91(xy) = x910 = 0. 
iv. y = 1y = (xx91)y = x91(xy) = x91(xz) = (xx91)z = 1z = z.
Önsav kan›tlanm›flt›r. n

(E) koflulu asl›nda halkan›n tek bir elemandan ibaret olma-
d›¤›n› söylüyor. Nitekim halkan›n tek bir eleman› varsa elbette
0 = 1 olmal›. Ve 0 = 1 ise, Önsav 6A.4.i’ye göre, her r ! R için
r = r1 = r0 = 0 olur.
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6A.4. Halkan›n Tan›m›
Art›k (de¤iflmeli) bir halkay› tam olarak tan›mlayabiliriz. Bir

R kümesinde, yukardaki T1, T2, T3, T4, Ç1, Ç2, Ç4, D ve E
özelliklerini sa¤layan iki ifllem ve 0 ve 1 ad› verilen elemanlar ta-
n›mlanm›flsa, o zaman R kümesine halka ad› verilir. Daha mate-
matiksel bir deyiflle: R bir küme olsun. Ayr›ca R’de ad›na 0 ve 1
diyece¤imiz iki eleman olsun. Ve ayr›ca + ve *, R * R’den R’ye
giden iki fonksiyon olsun. E¤er (R, +, *, 0, 1) befllisi yukardaki
T1, T2, T3, T4, Ç1, Ç2, Ç4 ve D özelliklerini sa¤l›yorsa, o za-
man (R, +, *, 0, 1) befllisine k›saca halka denir.

Örnek. Bir halkan›n elemanlar›n›n her zaman say› olmad›¤›-
n› gösteren bir örnek verelim. A, bofl olmayan herhangi bir küme
olsun. R = %(A), A’n›n altkümeleri kümesi olsun. E¤er x, y ! R

ise, yani x ve y, R’nin birer altkümesiyse,
x + y := (x - y) \ (x $ y) 
x *)y := x $ y

0 :=  
1 := X

olsun. (R, +, *, 0, 1) bir halkad›r (ayr›nt›lar› okura b›rak›yoruz.)
Bu halkada, her x için, x2 = x ve x + x = 0 eflitlikleri geçerlidir.
Görüldü¤ü gibi, bu halkan›n elemanlar› say› de¤il, A’n›n altkü-
meleri.

6A.5. Baz› ‹ncelikler
R bir halka ve x ! R olsun. Her n do¤al say›s› için, x’i ken-

disiyle n kez toplayabiliriz. Bu toplam› nx olarak gösterelim. Da-
ha matematiksel olarak, n !  ve x ! R için, R’nin nx eleman›-
n› n üzerine tümevar›mla flöyle tan›mlayal›m:

0x = 0 ve (n + 1)x = nx + x.
Bu altbölümde halkan›n birim eleman›n› 1 yerine 1R simge-

siyle gösterelim, yoksa 1’ler kar›flabilir. n herhangi bir do¤al say›
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olsun. Bir üstteki paragrafta x yerine 1R alacak olursak, R’nin
n1R eleman›n› buluruz: n1R, halkan›n 1R eleman› n kez kendisiy-
le toplanarak bulunmufltur. Bu elemana nR diyelim: nR = n1R. 

fiimdi soru flu: Acaba R halkas›n›n nRx eleman› nx’e eflit mi?
Da¤›lma özelli¤i sayesinde, bu soruya olumlu yan›t verebiliyoruz:

nx = x +  + x = 1Rx +  + 1Rx

= (1R +  + 1R)x = nRx.
(Bu eflitli¤i asl›nda n üzerinden tümevar›mla kan›tlamak daha
do¤ru olurdu.) Demek ki nx ile nRx aras›nda bir ayr›m gözetme-
ye gerek yok. Bundan sonra nR yerine (sanki bir do¤al say›ym›fl
gibi) n yazaca¤›z.

Bir halkada nx diye bir eleman›n varl›¤›n› yukarda gördük: x’in
kendisiyle n kez toplanmas›yla elde edilen eleman. Demek ki 9(nx)
diye de bir eleman var: nx’in toplama için tersi. Ayr›ca n(9x) diye
de bir eleman var: 9x’in kendisiyle n kez toplanmas›yla elde edilen
eleman. Acaba bu iki eleman birbirine eflit mi? Evet:

nx + n(9x) = n(x + (9x)) = n0 = 0,
dolay›s›yla n(9x) = 9(nx).

Bundan böyle (9n)x eleman›n› n(9x) ya da 9(nx) olarak ta-
n›mlayaca¤›z ve bu eleman› 9nx olarak yazaca¤›z.

Demek ki her n ! # ve her x ! R için bir nx ! R eleman› ta-
n›mlad›k. fiu özellikleri kan›tlamak oldukça kolayd›r: Her n, m
! # ve her x, y ! R için,

(n F m)x = nx F mx,
n(mx) = (nm)x,
(nx)(my) = (nm)(xy).

Birkaç Eflitlik. Bir halkan›n bir x eleman›n›n kuvvetlerini ala-
biliriz:

x0 = 1, 
x1 = x, 
x2 = x*x, 
x3 = x*x*x.
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Genel olarak ve daha matematiksel olarak, kuvvet alma, n üze-
rine tümevar›mla 

x0 = 1 ve xn+1 = xn * x

olarak tan›mlan›r.
E¤er x ve y bir halkan›n birer eleman›ysa ve n > 0 bir tamsa-

y›ysa,
xn 9 yn = (x 9 y)(xn91 + xn92y +  + xyn92 + yn91)

eflitli¤i herhalde en çok bilinen ve kan›t› oldukça kolay eflitlikler-
dendir. E¤er n bir tek say›ysa, y yerine 9y al›p, 

xn C yn = (x C y)(xn91 9 xn92y +  9 xyn92 + yn91)
eflitli¤ini buluruz.

Bir halkan›n her x ve y eleman› için ve her n > 0 do¤al say›-
s› için,

eflitli¤inin geçerli oldu¤unu kan›tlamak zor de¤ildir.
Bütün bunlardan flu ç›k›yor: Her ne kadar bir halkan›n ele-

manlar› say› olmak zorunda de¤illerse de, bir halkan›n eleman-
lar›n› say› olarak düflünmek pek yanl›fl de¤ildir. Nitekim mate-
matikçiler de halkalar› ço¤u zaman genellefltirilmifl say›lar ola-
rak alg›larlar.

Bölme. R bir halka ve a, b ! R olsun. E¤er ax = b eflitli¤ini
sa¤layan bir x ! R varsa, o zaman a, b’yi böler denir ve bu a|b
olarak yaz›l›r. Demek ki her halkada 0, 0’› böler!

E¤er halkada ax = b eflitli¤ini sa¤layan tek bir x eleman› var-
sa, o zaman

x = b/a
yaz›l›r. E¤er bu denklemi sa¤layan birden fazla x varsa, b/a diye
bir elemandan sözetmeyiz. Demek ki bir halkada 0/0 diye bir
elemandan sözetmeyiz çünkü

1 * 0 = 0 * 0 = 0.
Örne¤in, #/12#’de,
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2 * 3 = 6 = 2 * 9,
dolay›s›yla #/12#’de 6/2 diye bir elemandan sözetmeyiz, hatta
2/2 diye bir elemandan da sözetmeyiz. Öte yandan, #/11#’de 6/2
diye bir elemandan sözedebiliriz, çünkü #/11# halkas›nda sade-
ce x = 3 eleman› 2x = 6 eflitli¤ini sa¤lar.

Afla¤›daki önsav›n kan›t› kolayd›r ve okura b›rak›lm›flt›r. 

Önsav 6A.5. R bir halka olsun.
i. Her r ! R, 0’› böler.
ii. R* kümesinin her eleman› R’nin her eleman›n› böler. De-

mek ki 1 her eleman› böler ve her r ! R için, r/1 = r olur.
iii. E¤er u ! R* ise, her x için xu|x.
iv. Her x ! R için, x|x. 

v. Her x, y, z ! R için, x|y ve y|z ise x|z.

6A.6. Taml›k Bölgeleri ve Cisimler
Bir halkada xy = 0 eflitli¤i ancak x ya da y = 0 iken geçerli

olabiliyorsa, o halkaya taml›k bölgesi ya da k›saca bölge ad› ve-
rilir. Örne¤in #/6# bir taml›k bölgesi de¤ildir, çünkü

2
_
*)3

_
= 6

_
= 0

_

olur ve ne 2
_

ne de 3
_

eleman› #/6#’deZ0’d›r. Bu örnekten de ko-
layca anlafl›laca¤› üzere #/n# halkas›n›n bir taml›k bölgesi olma-
s› için gerek ve yeter koflul n do¤al say›s›n›n asal olmas›d›r.
#, $ ve ! birer taml›k bölgesidir. E¤er R bir taml›k bölgesiy-

se, R[X] ve R[X, Y] gibi polinom halkalar› da taml›k bölgeleridir.
Taml›k bölgelerinde sadelefltirme yap›labilir, yani bir taml›k

bölgesinde a ≠ 0 ise ve ab = ac ise b = c’dir, çünkü ab = ac ise
(D)’den dolay› a(b 9 c) = 0 olur ve bir taml›k bölgesinde oldu¤u-
muzdan b 9 c = 0, yani b = c buluruz.

0 d›fl›nda her eleman› tersinir olan halkalara cisim denir. Ya-
ni bir cisimde R* = R \ {0} olur. $ ve ! birer cisimdir, ama # ve
polinom halkalar›n›n hiçbiri bir cisim de¤ildir. Önsav 6A.4.v’e
göre her cisim bir taml›k bölgesidir.
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Al›flt›rmalar
6A.6.1. #/n# halkas›n›n bir cisim olmas› için n’nin bir asal

olmas›n›n yeter ve gerek koflul oldu¤unu kan›tlay›n.

6A.6.2. d !  bir tamkare olmas›n, örne¤in d = 2 olabilir.
$[[d] = {x + y[d : x, y ! $}

olsun. Bu al›flt›rmada ilerde infla edece¤imiz gerçel say›lar› oku-
run bildi¤ini varsay›yoruz. Bildi¤imiz toplama ve çarpma alt›n-
da $[[d] bir halkad›r. Bunun kan›tlanmas› oldukça kolayd›r.
$[[d] halkas›n›n ayr›ca bir cisim oldu¤unu kan›tlay›n.

6A.6.3*. #[[d] = {x + y[d : x, y ! #} olsun. #[[d]* kümesi-
nin sonsuz oldu¤unu kan›tlay›n.

6A.6.4*. Sonlu bir taml›k bölgesinin bir cisim oldu¤unu ka-
n›tlay›n.

6A.6.5*. R bir halka olsun. R[X], katsay›lar› R’de olan poli-
nomlar kümesi olsun. R[X] bir halkad›r. R[X]* = R* eflitli¤ini
kan›tlay›n.

6A.6.6. Bir taml›k bölgesinde e¤er x|y ve y|x ise x ~ y oldu¤u-
nu kan›tlay›n. (Bkz. Al›flt›rma 6A.2.5.)

6A.7. Kartezyen Çarp›m ve Althalka
Kartezyen Çarp›m. R ve S birer halka olsun. R * S kartezyen

çarp›m›n› ele alal›m:
R * S = {(r, s) : r ! R, s ! S}.

Bu küme üstünde flu ifllemleri tan›mlayal›m:
(r, s) + (r0, s0) = (r + r0, s + s0)
(r, s)(r0, s0) = (rr0, ss0).

Bu iki ifllem alt›nda R * S bir halkad›r. R * S kümesinin s›f›r ve
birim elemanlar› s›ras›yla (0, 0) ve (1, 1) elemanlar›d›r.

‹ki halkan›n kartezyen çarp›m› yerine istedi¤imiz kadar hal-
kan›n kartezyen çarp›m›n› alabiliriz. I bir küme olsun. I’y› bir
göstergeç kümesi olarak görelim. Her i ! I için Ri bir halka ol-
sun. Her Ri halkas›n›n kendine göre bir toplamas›, çarpmas›, s›-
f›r ve bir elemanlar› var. Bunlar›n hepsini kolayl›k olsun (sanki
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ayn› fleylermifl gibi) ayn› simgelerle gösterelim. Bölüm 1.5’ten Ri

’lerin kartezyen çarp›m›n› an›msayal›m:
\I Ri = {r : I " -I Ri : her i ! I için r(i) ! Ri}.

\I Ri kümesi, fonksiyonlar›n noktasal toplamas› ve çarpmas› al-
t›nda bir halka olur (bkz. [SKK]). Toplaman›n etkisiz eleman› sa-
bit 0 f›nksiyonu, çarpman›n etkisiz eleman› sabit 1 fonksiyonu-
dur. Burada bütün Ri’ler birbirine eflit olabilir ya da olmayabilir.

Althalka. R ve S birer halka olsunlar. R’nin S ’nin altkümesi
oldu¤unu varsayal›m. Ayr›ca her r1, r2 ! R için, r1 + r2 ve r1r2 ifl-
lemlerinin sonucunun R’de ve S ’de ayn› sonuçlar› verdi¤ini varsa-
yal›m. Yani R’nin elemanlar› R’de de toplansa, S ’de de toplansa
ayn› sonucu buldu¤umuzu varsayal›m. Daha matematiksel deyifl-
le +R ve *R, R’deki toplama ve çarpma ifllemlerini, +S ve *S, S ’de-
ki toplama ve çarpma ifllemlerini simgeliyorsa, her r1, r2 ! R için

r1 +R r2 = r1 +S r2 ve r1 *R r2 = r1 *S r2

olsun. Ayr›ca 1R = 1S olsun. O zaman R’ye S ’nin althalkas› ad›
verilir. Bu durumda R ≤ S yazar›z. 

Örne¤in #, #[√5]’in bir althalkas›d›r: # ≤ #[√5]. Ama # * {0}
halkas› # * # halkas›n›n bir althalkas› de¤ildir. ‹fllemlerle ilgili
koflullar sa¤lanmas›na karfl›n, iki halkan›n birim elemanlar› ayn›
de¤ildir. Kolayca kan›tlanaca¤› üzere, e¤er R ≤ S ise, 0R = 0S olur.
Elbette # ≤ $ ≤ ! ve her R halkas› için R ≤ R[X] ≤ R[X, Y]. Ama
#/n#, #’nin bir althalkas› de¤ildir. E¤er n #m ise #/n#, #/m#’nin
hiçbir zaman bir althalkas› olamaz!

R ≤ S ve r, r0 ! R olsun. r eleman› r0 eleman›n› R’de bölmeye-
bilir, ama S’de bölebilir. Örne¤in 2, 5’i #’de bölmez ama $’de
böler. Ya da R’de tersinir olmayan bir eleman S’de tersinir olabi-
lir. Örne¤in 2, #’de tersinir de¤ildir ama $’de tersinirdir. Bir bafl-
ka deyiflle tersinir olmak, bölmek gibi kavramlar ve tan›mlayaca-
¤›m›z daha birçok kavram mutlak kavramlar de¤ildir, içinde bu-
lundu¤umuz halkaya göre de¤iflirler. Bu yüzden hangi halkada
düflündü¤ümüzü belirtmek için, kar›fl›kl›k olmas›n diye, “R’de
böler”, “R’de tersinirdir” denir.

6A. Halkalar ve Cisimler 219



S›f›rbölenler. Bir halkada, bir y ≠ 0 için xy = 0 eflitli¤i sa¤la-
nabiliyorsa, o zaman halkan›n x eleman›na s›f›rbölen ad› verilir.
0 her zaman s›f›rbölendir. Tersinir bir eleman asla s›f›rbölen ola-
maz. S›f›r d›fl›nda s›f›rböleni olmayan halkalara taml›k bölgesi

ad› vermifltik.
#/12# halkas›n›n s›f›rbölenleri 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10 elemanlar›-

d›r. Genel olarak, #/n# halkas›n›n s›f›rbölenleri n’yle ortak böle-
ni olan elemanlard›r (di¤erleri de tersinir elemanlard›r.)

S›f›rbölenlerin toplam› s›f›rbölen olmak zorunda de¤ildir. Ör-
ne¤in 2 ve 3 elemanlar› #/12#’de s›f›r bölendir, ama toplam› olan
2 + 3, yani 5 bu halkada bir s›f›rbölen de¤ildir.

S›f›rbölen olmayan bir eleman sadelefltirmeye izin verir: E¤er
a s›f›rbölen de¤ilse (yani ax = 0 oldu¤unda x = 0 oluyorsa) ve
e¤er ab = ac ise, o zaman b = c olur. Nitekim, 

a(b 9 c) = ab  ac = 0 
eflitli¤inden, b  c = 0 ve b = c elde edilir.

Al›flt›rmalar
6A.7.1. (R ! S)* = R* ! S* eflitli¤ini kan›tlay›n. ‹ki halkan›n

kartezyen çarp›m›n›n hiçbir zaman bir taml›k bölgesi olamayaca-
¤›n› kan›tlay›n. ("I Ri) = "I Ri* eflitli¤ini kan›tlay›n. E¤er I son-
suzsa, 
#I Ri = {r $ "I Ri : sadece sonlu say›da i $ I için r(i) % 0}

kümesi hiçbir zaman "I Ri halkas›n›n bir althalkas› olamaz, ne-
den?

6A.7.2.  !  halkas›nda ne zaman bir (a, b) eleman› bir (c, d)
eleman›n› böler?

6A.7.3*. R ve S birer halka olsun. (R ! S)[X] polinom halka-
s›n›n elemanlar› 

&i (ri, si)Xi

biçiminde yaz›l›rlar. (Toplam sonlu olmak zorunda tabii ki, yok-
sa anlams›z bnir fley yazm›fl oluruz.) R[X] ! S[X] halkas›n›n ele-
manlar› da
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(&i riX
i, &i siX

i)
biçiminde yaz›l›r.

' : (R ! S)[X] ( R[X] ! S[X]
fonksiyonu,

'(&i (ri, si)Xi) = (&i riX
i, &i siX

i)
kural›yla tan›mlanm›fl fonksiyon olsun. '’nin birebir ve örten ol-
du¤unu, birim eleman› birim elemana götürdü¤ünü ve toplama
ve çarpmaya sayg› duydu¤unu, yani her p, q $ (R ! S)[X] için,

'(p + q) = '(p) + '(q)
'(pq) = '(p)'(q)

eflitliklerini kan›tlay›n.
6A.7.4. R bir halka olsun. e $ R, e2 = e eflitli¤ini sa¤las›n.

Re = {re : r $ R}
kümesinin toplama, ç›karma ve çarpma alt›nda kapal› oldu¤unu
kan›tlay›n. Re’nin bir halka oldu¤unu kan›tlay›n (e, bu halkan›n
birim eleman›d›r.) ƒ = 1  e olsun. ƒ2 = ƒ eflitli¤ini kan›tlay›n. Do-
lay›s›yla Rƒ de Re gibi bir halkad›r. R = Re + Rƒ ve Re ) Rƒ = {0}
eflitliklerini kan›tlay›n. fiimdi '*: R ( Re ! Rƒ fonksiyonu '(r) =
(re, rƒ) olarak tan›mlans›n. '’nin birebir ve örten oldu¤unu, bi-
rim eleman› birim elemana götürdü¤ünü ve toplama ve çarpma-
ya sayg› duydu¤unu kan›tlay›n.

6A.7.5. ( /6 )[X] ve ( /8 )[X] polinom halkalar›n›n s›f›rbö-
lenlerini bulun.

6A.7.6.  /n halkas›n›n s›f›rbölenlerinin n’yle ortak böleni
olan elemanlar›n s›n›flar› oldu¤unu kan›tlay›n.

6A.7.7. Bir R halkas›nda, belli bir n do¤al say›s› için, xn = 0
eflitli¤ini sa¤layan elemanlara s›f›rkuvvetli denir. S›f›rkuvvetli
elemanlar s›f›rbölendir elbet. S›f›rkuvvetli elemanlar›n toplamla-
r›n›n da s›f›rkuvvetli oldu¤unu kan›tlay›n.  /n halkas›n›n s›f›r-
kuvvetli elemanlar›n› bulun.

6A.7.8. R ve S birer halka olsun. R ! S halkas›n›n s›f›rbölen
ve s›f›rkuvvetlilerini bulun.

6A.7.9. ( /8 )[X] polinom halkas›n›n s›f›rkuvvetlilerini bulun.
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6A.8. S›ral› Halkalar ve Cisimler
Geçen bölümlerde  ve ! halkalar›nda toplama ve çarp-

mayla uyumlu bir s›ralama tan›mlam›flt›k.  ve ! halakalar›na
bu yüzden s›ral› halka denir.

Bir halkan›n s›ralanabilir olmas› demek, o halka üzerinde
TO ve CO’yu sa¤layan (bkz. afla¤›daki flema) bir tams›ralama-
n›n olmas› demektir. Bir sonraki sayfadaki flekildeki listedeki
özelliklerin Ç4 d›fl›nda hepsini sa¤layan bir (R, +, !, ≤, 0, 1) ya-
p›s›na s›ral› halka ad› verilir. E¤er ayr›ca Ç4 de sa¤lan›yorsa, ya-
p›ya s›ral› cisim denir. ‹leride "’yi s›ral› bir cisim olarak infla
edece¤iz. ‹lginç bir s›ral› halka örne¤i için Ek 3’ü bofl zaman›n›z-
da okuyabilirsiniz.

Hangi halkalar›n s›ralanabilir oldu¤u ve bir halkan›n üs-
tünde kaç de¤iflik tams›ralaman›n oldu¤u önemli bir sorudur.
 ve !’nün üstünde tek bir tams›ralama oldu¤unu oldukça çabuk
kan›tlayaca¤›z.
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T1. Her a, b, c $ K için, (a + b) + c = a + (b + c).
T2. K’da 0 diye yaz›lan öyle bir eleman vard›r ki,
her a $ K için, a + 0 = 0 + a = a eflitli¤i sa¤lan›r.
(Bu özellik ancak tek bir eleman taraf›ndan sa¤lanabilir.)
T3. Her a $ K için, a + b = b + a = 0 eflitliklerini
sa¤layan bir b $ K vard›r. (a verilmiflse, bu özelli¤i
sa¤layan bir tek b vard›r ve bu b,  a olarak yaz›l›r.)

T4. Her a, b $ K için, a + b = b + a.

(K, +, 0) de¤iflmeli bir gruptur

Ç1. Her a, b, c $ K için, (ab)c = a(bc).
Ç2. K’da 1 diye yaz›lan öyle bir eleman vard›r ki,
her a $ K için, a ! 1 = 1 ! a = a eflitli¤i sa¤lan›r.
(Bu özelli¤i sa¤layan 1’den baflka bir eleman olamaz.)

(K, +, !, 0, 1) bir halkad›r

Ç4. Her a, b $ K için, ab = ba.

(K, +, !, 0, 1) de¤iflmeli bir halkad›r

(K, +, 0) bir gruptur

O1. Her a $ K için, a ≤ a.
O2. Her a, b $ K için, a ≤ b ve b ≤ a ise a = b.
O3. Her a, b, c $ K için, a ≤ b ve b ≤ c ise a ≤ c.

(K, ≤) bir yar›s›ralamad›r

O4. Her a, b $ K için, ya a ≤ b ya da b ≤ a.

(K, ≤) bir tams›ralamad›r

TO. Her a, b, c $ K için, e¤er a ≤ b ise a + c ≤ b + c.
ÇO. Her a, b $ K için, e¤er 0 < a ve 0 < b ise 0 < ab.

(K, +, !, 0, 1) bir cisimdir

TÇ1. 0 % 1.
TÇ2. Her a, b, c $ K için,
           a(b + c) = ab + ac ve (b + c)a = ba + ca.

Ç3. Her a $ K \ {0} için, ab = ba = 1 eflitli¤ini
sa¤layan bir b $ K \ {0} vard›r. (a verilmiflse, bu özelli¤i
sa¤layan bir tek b vard›r ve bu b, a 1 olarak yaz›l›r.)

(K, +, !, ≤, 0, 1) s›ral› bir cisimdir



Örnekler. Teoriye tak›lmadan önce birkaç s›ral› halka örne-
¤i verelim. Her fleyden önce s›ral› bir R halkas›n›n her althalka-
s›, R’nin s›ralamas›yla birlikte s›ral› bir halkad›r. (Örne¤in,  ,
!’nün bir althalkas›d›r. ! de "’nin bir althalkas›d›r.) Büyük
halkan›n s›ralamas›, bedavadan küçük halkan›n bir s›ralamas›n›
verir. E¤er R s›ral› bir halkaysa, R[X] polinom kümesini çok de-
¤iflik biçimde kolayl›kla s›ralanabilir; bunun için R’nin hangi ele-
manlar›n›n X ’ten küçük (ya da büyük) oldu¤una karar vermek
yeterlidir; hatta dilenirse X, R’nn bütün elemanlar›ndan daha
büyük olabilir (sonsuz büyük), ya da R’nin her pozitif say›s›ndan
küçük olabilir (sonsuz küçük). Bu fikri Ek 3’te sömürece¤iz.

S›ral› bir R halkas›nda bir + > 0 eleman› alal›m. + eleman›-
n› küçük bir eleman olarak düflünün. +, 2+, 3+, 4+, ... eleman-
lar› bir zaman sonra bütün elemanlar› aflar m›? Yani her A $ R

için, n+ > A eflitsizli¤ini sa¤layan bir n do¤al say›s› var m›d›r?
 , ! ve " halkalar›nda bu sorunun yan›t› olumludur. Ama her
halkada bu böyle de¤ildir. Sorunun yan›t›n›n olumlu oldu¤u
halkalara Arflimet halkas› denir. 

Önsav 6A.6. (R, +, !, ≤, 0, 1) s›ral› bir halka olsun. Her a,
b, c $ R için,

i. a ≤ b ise  b ≤  a ve 0 ≤ a ise  a ≤ 0.
ii. a < b ise a + c < b + c.

iii. a ≤ b ve 0 ≤ c ise ac ≤ bc.
iv.  1 < 0.
v. 0 < 1.
vi. a2 ≥ 0
vii. Karelerin toplam› negatif olamaz.
viii.  1, karelerin toplam› olarak yaz›lamaz.
ix. ab = 0 ise ya a = 0 ya da b = 0 olur. Yani R bir bölgedir.

x. Karelerin toplam›n›n 0 etmesi için, karesi al›n›p toplanan

her eleman›n 0 olmas› gerekir. Yani r1
2 +  + rn

2 = 0 ise, her i

için ri = 0 olmal›.
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xi. a’n›n çarp›msal tersi a 1 varsa ve a > 0 ise, a 1 > 0’d›r.
xii. Sonlu say›da 1’in toplam› pozitiftir ve toplam 0 ede-

mez., dolay›s›yla s›ral› bir halka sonsuz olmak zorundad›r.
Kan›t: i. a ≤ b eflitsizli¤inin her iki taraf›na  a eklersek,

TO’dan, 0 ≤ b  a elde ederiz. fiimdi bu eflitsizli¤in her iki tara-
f›na  b ekleyelim. ‹kincisi birincisinden ç›kar.

ii. a + c ≥ b + c olsayd› c’leri sadelefltirerek a ≥ b elde ederdik.
iii. a ≤ b eflitsizli¤inin her iki taraf›na  a eklersek, TO’dan,

0 ≤ b  a elde ederiz. fiimdi ÇO’dan, 0 ≤ c(b  a) = cb  ca el-
de ederiz. Bu elde etti¤imiz 0 ≤ cb  ca eflitsizli¤inin her iki ta-
raf›na ca eklersek ca ≤ cb elde ederiz, yani ac ≤ bc. 

iv. 0 <  1 olsayd›, her iki tarafa da 1 ekleyerek, 1 < 0 elde eder-
dik. Öte yandan, 0 <  1 eflitsizli¤i ÇO’dan dolay› 0 ≤ ( 1)( 1) = 1
eflitsizli¤ini verir, çeliflki.

v. Yukarda kan›tlanan  1 < 0 eflitsizli¤inin her iki taraf›na
da 1 ekleyelim.

vi. E¤er a ≤ 0 ise, 0 ≤  a. Buradan ve ÇO’dan, 
0 ≤ ( a)( a) = a2

ç›kar. E¤er a ≥ 0 ise, do¤rudan ÇO’dan a2 ≥ 0 elde ederiz. 
vii ve viii. vi, iv’ten ve TO’dan ç›kar.
ix. a ve b’nin 0 olmad›klar›n› varsayal›m. i’e göre, ya a ya

da  a pozitiftir. Ve ayn› fley b için de geçerlidir. Dolay›s›yla
(,a)(,b), yani ,ab say›lar›ndan biri pozitif olmak zorundad›r.
Demek ki ab % 0.

x. n, ri %*0 olmak üzere, r1
2 +  + rn

2 = 0 eflitli¤inin sa¤lan-
d›¤› en küçük pozitif do¤al say› olsun. Her i için ri % 0 olmal›.
Basit bir hesap yapal›m:

r1
2 +  + rn 1

2 =  rn
2.

i, vi ve vii’den dolay›, rn
2 = 0 olmal›. ix’dan dolay› rn = 0. Bu

bir çeliflkidir.
xi. a 1 < 0 ise o zaman  a 1 > 0 ve iii’ten dolay›, 

 1 = ( a 1)a > 0 
ve bu da iv’le çeliflir.
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xii. Halkada n tane 1’in toplam›na (sanki tamsay›ym›fl gibi)
n diyelim. ii ve v sayesinde, tümevar›mla, 0 < n < n + 1 eflitsizli-
¤i kan›tlanabilir. Geri kalan her fley bundan ç›kar. n

Sonuç 6A.7.  ve ! halkalar› üzerine tek bir s›ralama vard›r.
Kan›t:  üzerine tek bir s›ralama oldu¤u yukardaki önsav-

dan kolayl›kla ç›kar. ! cismi üzerine bir  s›ralamas› alal›m.
 üzerine tek bir s›ralama oldu¤undan, her a, b $  için,

a  b - a ≤ b.
fiimdi ., / $! olsun. a, b, c, d $  ve b, d > 0 için, . = a/b

ve / = c/d olarak yazal›m. b, d ! 0 oldu¤u için,
.  / - a/b  c /d - ad  bc - ad ≤ bc 

- a/b ≤ c /d - . ≤ /.
‹stedi¤imizi kan›tlad›k. n

Sonuç 6A.8. S›ral› bir halka  ’nin bir kopyas›n› içerir. S›ra-

l› bir cisim ise !’nün bir kopyas›n› içerir.
Kan›t: i(0) = 0 ve n $# \ {0} ise, i(n), R’nin 1 eleman›n›n ken-

disiyle n kez toplam› olsun. Yani i(n) = nR olsun. Önsav
6A.6.xii’nin kan›t›na göre, n $ # için, 

i(n) < i(n+1)
olur.

E¤er n $  \ # ise, 
i(n) =  i( n) 

olsun. i,  ’den R’ye giden ve toplamaya ve çarpmaya sayg› du-
yan bir birebir fonksiyondur. (Neden?) Sonuç 6A.7’ye göre, i, s›-
ralamaya da sayg› duyar. i( ), R’de  ’nin bir kopyas›d›r.

‹kinci önerme birincisinden ç›kar. n

Bu sonucu sa¤layan halkalara karakteristi¤i 0 olan halka-
lar denir. Demek ki s›ral› bir halkan›n karakteristi¤i 0’d›r.

S›ral› halkalar›n en baflat özelliklerini kan›tlad›k. fiimdi
hangi halkalar›n s›ralanabilece¤i sorusuna e¤ilelim.
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Önsav 6A.6.x’e göre, karelerin toplam›  1 olabilen halka-
lar s›ralanamaz. Ve Önsav 6A.6.ix’a göre s›ralanabilen halka-
lar bölgedirler. Peki, karelerin toplam›  1 olmayan bölgeler s›-
ralanabilir mi? Bunu birazdan kan›tlayaca¤›z. (Bu tür halkala-
ra biçimsel gerçel ya da s›ralanabilir halkalar denir.)

Pozitif Koni. R, s›ral› bir halka olsun. P de R’nin pozitif ele-
manlar›n›n kümesi olsun:

P = {r $ R : r > 0}.
P’ye pozitif koni ad› verilir. Pozitif koni s›ralamay› tamam›yla
belirler, çünkü, elbette,

a < b - b  a $ P

önermesi do¤rudur. P ’nin çok bariz biçimde flu özellikleri vard›r: 
0*0 1 P ,
0*P toplama ve çarpma alt›nda alt›nda kapal›d›r,
0*P, 0 d›fl›nda tüm elemanlar›n karelerini içerir.
Üstelik P, R’nin toplama alt›nda kapal› olan ve 0’› içerme-

yen en büyük altkümelerinden biridir, çünkü e¤er P ’den daha
büyük bir Q altkümesi bu iki özelli¤i sa¤lasayd›, o zaman Q’de
P ’de olmayan bir a eleman› olurdu. a % 0 ve hatta a < 0 olma-
l›d›r. O zaman  a $ P 2 Q ve 0 =  a + a $ Q olur, çeliflki.

fiimdi, e¤er R bir bölgeyse, yukardaki üç özelli¤i sa¤layan
en büyük bir P altkümesinin olmas›n›n R’nin s›ralanaca¤› anla-
m›na geldi¤ini gösterece¤iz.

Teorem 6A.9. R,  1’in karelerin toplam› olarak yaz›lama-

d›¤› bir bölge olsun. P, R’nin toplama ve çarpma alt›nda kapa-

l›, 0’› (eleman olatak) içermeyen ama R’nin 0 d›fl›ndaki tüm ka-

relerini içeren bir altkümesi olsun. Ayr›ca P, R’nin bu koflulla-

r› sa¤layan en büyük altkümesi olsun. O zaman,
a ≤ b - b  a $ P ya da a = b

olarak tan›mlanan ≤ ikili iliflkisi R’yi s›ralar.
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Kan›t: O1’in do¤ru oldu¤u çok belli. O2’yi kan›tlayal›m.
a ≤ b ve b ≤ a olsun ama a % b olsun. O zaman, ≤ iliflkisinin tan›-
m›na göre, b  a ve a  b elemanlar› P ’dedir. Demek ki toplam-
lar› olan 0 da P ’dedir. Çeliflki. O3’ün do¤rulu¤u P ’nin toplama
alt›nda kapal› olmas›ndan ç›kar: a = b ya da b = c ise, sorun yok.
Aksi taktirde, b  a ve c  b elemanlar› P ’dedir. Bu iki eleman›
toplarsak c  a eleman›n›n P ’de oldu¤u, yani a < c oldu¤u ç›kar.
TO’nun kan›t› çok kolay. ÇO’ya gelelim: E¤er ab = 0 ise sorun
yok. Aksi taktirde a ve b elemanlar› P ’de oldu¤undan, ab de
P ’dedir. fiimdi son olarak O4’ü kan›tlayal›m. Asl›nda, O4,

R = P 3 {0} 3 ( P)
diyor. Bunu kan›tlamal›y›z. Yani her a $ R,

a $ P, a = 0,  a $ P

koflullar›ndan birini sa¤lamal›d›r. Bir a eleman›n›n bu koflullar-
dan hiçbirini sa¤lamad›¤›n› varsayal›m. 

P 4 = P 3 {0}
ve

Q = (P 4 + P 4a) \ {0}
= {p0 + p1a : p0, p1 $ P 3 {0}} \ {0}

kümesini ele alal›m. P 4 toplama alt›nda kapal› oldu¤undan Q
de toplama alt›nda kapal›d›r. Ayr›ca, p1’i 0’a eflit alarak, P ’nin
Q ’nün altkümesi oldu¤u anlafl›l›r. Dahas›, p0 = 0 ve p1 = 1 = 12

olarak al›rsak, P ’de olmayan a’n›n Q de oldu¤unu görürüz.
Demek ki Q, P ’den daha büyük bir küme. 

Q ’nün çarpma alt›nda da kapal› oldu¤unu iddia edip kan›t-
l›yorum. P 4 kümesinin çarpma alt›nda kapal› oldu¤una dikka-
tinizi çekerim. Q ’den herhangi iki eleman alal›m: p0 + p1a ve
p2 + p3a. Buradaki tüm pi’ler P 4 kümesindeler. fiimdi,

(p0 + p1a)(p2 + p3a) = (p0p2 + p1p3a2) + (p0p3 + p1p2)a
çarp›m›na göz atal›m. Bir bölgede oldu¤umuzdan çarp›m 0 ola-
maz. Ayr›ca, varsay›ma göre, a2 $ P 2 P 4 oldu¤undan, 

p0p2 + p1p3a2, p0p3 + p1p2 $ P 4

olmal›. Demek ki (p0 + p1a)(p2 + p3a) $ Q.
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Ama hani P, R’nin teoremde verilen koflullar› sa¤layan en
büyük altkümesiydi? Bir çeliflki. Teoremimiz kan›tlanm›flt›r. n

Afla¤›daki sonuç, [AKK] ders notlar›nda görece¤imiz Zorn
Önsav› (ya da Seçim Aksiyomu) kullan›larak kan›tlanabilir.
Bilgi olarak sunuyoruz. Kan›t›n nas›l olabilece¤i bir önceki te-
oremden anlafl›lmas› laz›m.

Olgu 6A.10. Bir bölgenin s›ralanabilir olmas› için  1’in ka-

relerin toplam› olmamas› gerek ve yeter kofluldur.

Al›flt›rmalar 
S›ral› bir halkada çal›fl›yoruz. 
1. Her a, b, c için, a < b ve 0 > c ise ac > bc olaca¤›n› kan›t-

lay›n.
2. E¤er a ≥ 0 ise, |a| = a olsun ve e¤er a ≤ 0 ise, |a| =  a ol-

sun. |a| eleman›na a’n›n mutlak de¤eri ad› verilir. Her a ve b
için

|a|·|b| = |ab|,
|a + b| ≤ |a| + |b|

ve
|a  b| ≥ ||a|  |b||

önermelerini kan›tlay›n.
3. d(a, b) = |a  b| olsun. Her x, y, z için afla¤›daki önerme-

leri kan›tlay›n:
d(x, y) = 0 - x = y,
d(x, y) = d(y, x),
d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, x).

Yani (R, d) bir metrik uzayd›r.
4. [Topoloji bilenlere] S›ral› bir R halkas›nda, yukardaki

metrikle, R ! R’den R’ye giden
(a, b) ! a  b ve (a, b) ! ab

fonksiyonlar›n›n sürekli oldu¤unu kan›tlay›n. Demek ki R, to-
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polojik bir halkad›r. Topolojik bir halkada topolojinin verdi¤i
yak›nsakl›k kavram› vard›r. Kesirli say›larda ve (gelecekte infla
edece¤imiz) "’de tan›mlanan (ve tan›mlayaca¤›m›z) yak›nsak-
l›k kavram›, aynen topolojik uzaylarda tan›mlanan yak›nsak-
l›kt›r. Bir cismin Arflimet cismi olmas› için yeter ve gerek koflul,
(1/n)n = 1,2,3,... dizisinin limitinin olmas›d›r (o zaman bu limit
zorunlu olarak 0 olur.) Bütün bunlar› kan›tlay›n.


