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6A. Halkalar ve Cisimler

e¢miste halkalardan sozettik, ileride de so6z edecegiz. Bu
Gbéliimde halkanin ne demek oldugunu aciklayacagiz!

Insa ettigimiz Z ve Q yapilar1 birer halkadir. Bu ders
notlarinda ilerde inga edecegimiz R de bir halka olacak.

Bu boliimde bazi 6rneklerde okurun R’yi bildigini varsayabi-
liriz. Ama tabii ki bu varsayimlar sadece 6rnek vermek amaciyla
ve matematige halel getirmeyecek bi¢imde yapilacak. Okur, bi-
razdan tanimlayacagimiz “halka” kavramini okurken, Z, Q, R
gibi say1 kiimelerini, lise yillarindan asina oldugunu sandigimiz
Z[X], Q[X], R[X] gibi polinom kiimelerini ve Z/nZ modiiler sa-
y1 kiimelerini aklinda tutmalidir. Bu kiimelerin herbiri, bildigi-
miz +, x, 0, 1 aksesuvarlariyla birlikte birer halka 6rnegidir. Bu
yapilari bilmek bu boliimii anlamak igin esas degildir ama fayda-
lidir, en azindan biri ikisi bilinse kardir.

Bir halka her seyden 6nce bir kiimedir, ama bir halka sade-
ce bir kiime degildir elbet. Yoksa kiime kavramindan gayri bir
kavram elde etmezdik. Bir halkada, ayrica, O (stfir) ve 1 (bir ya
da birim eleman) adi verilen iki 6zel eleman vardir. Dikkat: Hal-
kanin bu 0 ve 1 elemanlar1 bizim bildigimiz 0 ve 1 tamsayilari
olmayabilirler. Hatta halkanin hi¢bir elemani say1 olmayabilir.
Eger halkamiza R adini verirsek, bu elemanlara belki de 0 ve 1
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yerine Og ve 1g adini vermek daha dogru olurdu, ki bazen 6yle
yapacagiz, cinki bunlar sayilarin degil, R’nin sifir1 ve biridir.

Bir halkada ayrica toplama ve carpma adi verilen, ama ¢ocuk-
lugumuzdan beri aligik oldugumuz toplama ve ¢arpmayla hicbir
ilgisi olmayabilecek iki de islem vardir. Bu iglemler de + ve x ola-
rak gosterilirler. Toplama ve ¢arpma, her ikisi de R x R kiimesin-
den R kiimesine giden birer fonksiyondur. Eger (x, y) € R x R ise,
toplama ve carpma iglemlerinin (fonksiyonlarimin) bu elemanlar-
daki sonucu sirasiyla x + y ve x x y yazilirlar. Hemen hemen her
zaman x x y yerine xy yazacagiz. Ama 1 x 1 yerine 11 yazmama-
ya Ozen gosterecegiz! Bu karigikligi engellemek amaciyla bazen xy
yerine x-y yazacagiz.

Cogu kez bu hataya disuldugiinden yinelemekte yarar var:
Adina toplama ve ¢arpma dedigimiz bu islemler (fonksiyonlar)
bizim agina oldugumuz toplama ve ¢carpmayla ilgisi olmayabilir.
Bu ylzden bu toplama ve ¢arpma islemlerine + ve x olarak yaz-
mak yerine belki de + ve xy olarak yazmay1 yeglemeliydik, ama
oyle yapmayacagiz, okurun dikkatli oldugunu varsayacagiz.

Tekrarlamakta yarar var! Bir halkanin elemanlarinin sayilar-
la hi¢ mi hig ilgisi olmayabilir. S6zgelimi bir halkada xY ya da
x/y gibi kavramlar olmayabilir.

Demek ki bir halka, bir R kiimesinden, bu kiimenin 0 ve 1
ad1 verilen iki elemanindan ve R x R kartezyen ¢arpimindan R
kiimesine giden ve adina toplama (+) ve carpma (x) denilen iki
fonksiyondan (islemden) olusan bir beglidir.

Bu kadarla kalsa iyi. Bu (R, +, x, 0, 1) beslisinin halka adina
hak kazanmasi i¢in birtakim 6zelliklere sahip olmasi gerekmek-
tedir. Bir halkanin sahip olmasi gereken bu ozellikleri ti¢ ana
grupta toplayacagiz:

Toplama ve 0’la ilgili 6zellikler: T1, T2, T3, T4.

Carpma ve 1’le ilgili 6zellikler: C1, C2, C4.

Hem toplama hem de carpmayla ilgili iki 6zellik: D ve E.

Bir sey daha ekleyelim: Bu bolumde degismeli halkalar tani-
tacagiz. Genellikle halkalar degismeli olmak zorunda degildirler.
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6A.1. Toplamanin Ozellikleri
(R, +, %, 0, 1) beslisinin bir halka olmasi i¢in (R, +, 0) ugli-
suniin su ozellikleri saglamasi gerekir (ama yetmez elbet!)

T1 [Birlesme Ozelligi]. Her x, y, z € R icin,
X+ (y+3)=(x+y)+z
T2 [Etkisiz Oge]. Her x € Ricin, 0 + x = x + 0 = x.
T3 [Ters Ogenin Varhg1]. Her x € R icin,
x+y=y+x=0
esitliklerini saglayan bir y € R vardir.
T4 [Degisme Ozelligi]. Her x ve y € R icin,
X+y=Yy+Xx.

T1, T2, T3 ozelliklerini saglayan bir (R, +, 0) yapisina grup
denir. Eger ayrica T4 saglaniyorsa, yapiya degismeli ya da abel-
yen grup denir.

T1, bir halkanin elemanlari toplanirken paranteze gerek ol-
madigini soyliiyor. Ug eleman icin gegerli olan bu 6zellik dort
eleman icin de gecerlidir. Ornegin x, vy, 2, ¢ elemanlar1 bu siray-
la toplanirken islemlerin hangi sirayla yapildiklar: 6nemli degil-
dir. Sozgelimi,

(x+y)+(z+t)=(x+(y+2)+t=((x+y)+2) +t
=(x+y)+(2+t)=x+ ((y+2)+1)
=x+ (y+(z+1)).

Bu esitliklerin herbiri T1 ozelligi birka¢ kez kullanilarak kanit-
lanabilir. Dolayisiyla x, v, z, t elemanlarin toplamini parantezsiz
olarak x + y + z + ¢ bigiminde yazabiliriz, parantezlerin islevi kal-
mamustir. Biz de bundan boyle toplama yaparken parantezleri
kullanmayacagiz, dogrudan x + y + z + ¢ yazacagiz.

T4 ozelligini kullanarak, toplama yaparken x, y, z ve #nin
yerlerinin de 6nemli olmadigini anlariz. Ornegin,

X+Yy+2+t=2+x+1t+).
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Onsav 6A.1 [Sadelestirme]. Eger bir grubun x, z ve t eleman-
lari x + a = x + b esitligini sagliyorsa a = b olur.
Kanut: y, x i¢in T3 o6zelligini saglayan bir eleman olsun. De-
mek ki y + x = 0. Simdi hesaplayalim:
a=0+a=(y+x)+a=y+(x+a)=y+(x+Db)
=(y+x)+b=0+b=0b. [l

T2 6zelligini saglayan bir tek 0 eleman: vardir, nitekim eger
x+ 0" =xise, 0 =0+ 0 =0 olur. Biricik oldugunu kanitladig-
miz bu 0 elemanina szfir ya da toplamanin etkisiz elemani denir.

Onsav 6A.1°den, bir halkada, her x icin T3 6zelligini sagla-
yan tek bir y’nin oldugu anlasilir, nitekim eger

x+y=0=x+2

ise, Onsav 6A1’e gore y = z olur. Madem ki, x + y = 0 esitligini
saglayan tek bir y var, (x’e bagimli olan, yani x degistikce degi-
sen) bu y elemanina bir ad verebiliriz. Bundan boyle x + y = 0
ozelligini saglayan y elemanini —x olarak gosterelim. —x elema-
nina x’nin toplama icin tersi ya da toplamsal tersi denir. Ama
biz mahalle arasinda “eksi x” deriz. Bundan boyle

X + (—y) yerine x — vy,

(—x) + y yerine —x + y
yazalim. Dolayisiyla —x — y, (—x) + (—y) demektir.

Bir halkada 1 diye bir eleman oldugundan, —1 diye de bir ele-
man vardir.

Onsav 6A.2. 1. —(x +y) = —x — y.

i —(x —y) = —=x + y.

iii. —(—x) = x.

Kanit: T3’teki esitlik x ve y’ye gore simetrik oldugundan, x,
y’nin tersiyse, y de x’in tersidir. Bundan (iii) ¢ikar. (ii) i¢in

(x=y)+(x+y)=0

esitligini, yani tanimlara gore (x + (—y)) + ((—x) + y) = 0 esitligini
kanitlamaliyiz ki, bu da kolay. (i)’i okura birakiyoruz. O
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6A.2. Carpmanin Ozellikleri
Alisageldigi izere carpma yaparken x simgesini kullanmaya-
cagiz. a x b yerine ab yazacagiz.

C1 [Birlesme Ozelligi]. Her x, y, z € R icin, x(yz) = (xy)z.
C2 [Birim Oge]. Her x € R icin, 1x = x1 = x.
C4 [Degisme Ozelligi]. Her x ve y € R icin, xy = yx.

C1 ozelligine gore, bir halkanin bir¢ok elemani ¢arpildigin-
da parantezler gereksizdir. Bundan boyle biz de gerekmedikge
parantez kullanmayacagiz

C2 ozelligini saglayan tek bir 1 elemani vardir: Eger 1’ bu
ozelligi saglayan bir bagka eleman olsaydi, 1 =1 x 1’ = 1’ olur-
du. 1’e halkanin birim elemani ya da bir’i denir.

Genellikle halkalarda C4 6zelligi aranmaz ve C4 ozelligini
saglayan halaklara degismeli halka denir. Biz bu notlarda halka
terimini hep degismeli halka anlaminda kullanacagz.

Bir halkada, eger a elemani verilmisse, ab = 1 esitligini sagla-
yan bir b elemani varsa a’ya tersinir eleman denir. Bu esitligi sag-
layan en fazla bir b elemani olabilir (hi¢c olmayabilir de). Nitekim
ab = ac =1 ise, 0 zaman ¢ = c1 = ¢(ab) = b(ac) = b1 = b. Dolayisiy-
la tersinir bir a elemani icin ab = 1 esitligini saglayan b elemanini
a1 olarak gosterebiliriz. a1 elemanina a’nin carpimsal tersi ya da
kisaca tersi denir. Elbette eger a tersinirse ve b, a’nin tersiyse, b de
tersinirdir ve b’nin tersi @’dir, yani (a1)~! = g olur. 1x1 = 1 oldu-
gundan, 1 tersinirdir ve tersi gene 1°dir: 1-1 = 1.

Tersinir elemanlar kiimesi R* olarak gosterilir. Demek ki,

R* ={x € R:biry € R icin xy = 1}.

Ornegin Z halkasinin tersinir elemanlar1 1 ve —1°dir ve baska
da yoktur. Ote yandan 2, Q’de tersinirdir. R[X] polinom halka-
sinin tersinir elemanlari, 0 olmayan sabit polinomlardir (okura
alistirma.) O elemani hicbir halkada tersinir degildir. Ote yandan
1 ve -1 her halkada tersinirdir; —1’in her halkada tersinir oldu-
gunu daha sonra kanitlayacagiz.
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Ornekler: Kolayca goriilecegi iizere,

7% = {1, -1}
Q* =Q \{0}
R* =R \{0}
R[X]* = R \ {0} = sifir olmayan sabit polinomlar
Z[X]* = {1, -1}.

Eger R = Z/4Z ise, R[X] halkasinda
(1-2X)(1+2X) =1
oldugundan, 1 — 2X e R[X]* olur.

Alistirmalar

6A.2.1. R = Z/4Z olsun. R[X]* kiimesini bulun.

6A.2.2. Eger R bir bolgeyse, yani sifira esit olmayan iki ele-
manin ¢arpimi hi¢bir zaman sifir olmuyorsa, R[X]* = R* esitli-
gini kanitlayin.

6A.2.3. R = 7/67Z olsun. R[X]* kiimesini bulun.

6A.2.4. p herhangi bir asal say1 olsun. Q,y, paydasi p’ye bo-
linmeyen kesirli sayilar kiimesi olsun. Yani,

Q= {alb : a, b € Z ve p, b’yi bolmez}

olsun. Qy bir halkadir. Q@)* kiimesini bulun.

6A.2.5. R herhangi bir halka olsun. x, y € R i¢in ~ iligkisini
soyle tanimlayalim: x ~ y < x € R*y. Bu iliskinin bir denklik
iligkisi oldugunu gosterin.

Onsav 6A.3. R bir halka olsun.

i.x,y € R ise xy € R* ve (xy)! = x~1y~1,

il.x € R* isex™! € R* ve (x 1)1 = x.

Kanit: i. Hemen hesaplayalim:

(ey)aly 1) = (e D)y ) = 1 x1 = 1,

Demek ki xy tersinirdir ve (xy)~! = x~1y~1 olur.

ii. x~1x = 1 oldugundan, x~! eleman1 da tersinirdir ve (x~1)-1
= x olur. O
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6A.3. Toplamayla Carpmayr Harmanlayan Ozellik
Yukarda, sadece toplamayla ya da sadece ¢arpmayla ilgili
ozellikleri gordiik. Simdi, toplamayla carpma arasindaki iligkiyi
ortaya koyan ozellikleri agiklayalim:

D [Dagilma Ozelligi]. Her x, v, z € R icin,
x(y + 2) = xy + x2.
E.1#0.

Dagilma 6zelliginin sonuglarini irdeleyelim.

Onsav 6A.4. R bir halka olsun. x, y € R olsun.

1. x0 = 0.

i (=x)y = —(xy) = x(-y)

i (—=1)y = —y.

iv. (-1)2 = 1.

v.x € R* ise ve xy = 0 ise 0 zaman y = 0.

Vi. x € R* ise ve xy = xz ise 0 zaman y = 2.

Kanit: i. x0 + 0 = x0 = x(0 + 0) = x0 + x0 esitliginden ve On-
sav 6A.1°den x0 = 0 ¢ikar.

il. xy + (—xy) = 0 = 0y = (x + (—x))y = xy + (—x)y. Dolayisiy-
la, Onsav 6A.1°den (-x)y = —(xy) cikar. Ikinci esitlik birincisin-
den ve C4’ten ¢ikar.

iii. Yukarda x yerine 1 koyarsak sonug cikar.

iv. Yukarda y yerine —1 koyarsak sonug, Onsav 6A.2.iii’ten
cikar.

v. (i)’den gikar: y = 1y = (x 1x)y = x~1(xy) = x~10 = 0.

iv.y =1y = (xx Uy =xxy) =xHxz) = (xx )z =12 =z

Onsav kanitlanmustir. O

(E) kosulu aslinda halkanin tek bir elemandan ibaret olma-
digin1 soyliyor. Nitekim halkanin tek bir elemani varsa elbette
0 = 1 olmali. Ve 0 = 1 ise, Onsav 6A.4.i’ye gore, her 7 € R icin
r=r1=7r0=0 olur.
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6A.4. Halkanin Tanim

Artik (degismeli) bir halkayi tam olarak tanimlayabiliriz. Bir
R ktumesinde, yukardaki T1, T2, T3, T4, C1, C2, C4, D ve E
ozelliklerini saglayan iki iglem ve O ve 1 ad1 verilen elemanlar ta-
nimlanmigsa, o zaman R kiimesine halka adi verilir. Daha mate-
matiksel bir deyisle: R bir kiime olsun. Ayrica R’de adina 0 ve 1
diyecegimiz iki eleman olsun. Ve ayrica + ve x, R x R’den R’ye
giden iki fonksiyon olsun. Eger (R, +, x, 0, 1) beslisi yukardaki
T1, T2, T3, T4, C1, C2, C4 ve D ozelliklerini saglyorsa, o za-
man (R, +, x, 0, 1) beslisine kisaca halka denir.

Ornek. Bir halkanin elemanlarinin her zaman say1 olmadigi-
n1 gosteren bir 6rnek verelim. A, bog olmayan herhangi bir kiime
olsun. R = @ (A), A’nin altkiimeleri kiimesi olsun. Eger x, y € R
ise, yani x ve y, R’nin birer altkiimesiyse,

x+y:=(xuUy)\(xny)

XXYy:=xNYy

0:=0

1:=X
olsun. (R, +, x, 0, 1) bir halkadir (ayrintilar1 okura birakiyoruz.)
Bu halkada, her x icin, x2 = x ve x + x = 0 esitlikleri gecerlidir.
Goruldigu gibi, bu halkanin elemanlar: say: degil, A’nin altki-
meleri.

6A.5. Baz Incelikler
R bir halka ve x € R olsun. Her # dogal sayisi icin, x’i ken-
disiyle 7 kez toplayabiliriz. Bu toplami nx olarak gosterelim. Da-
ha matematiksel olarak, 7 € N ve x € R i¢in, R’nin nx elemani-
ni 7 Uzerine timevarimla soyle tanimlayalim:
Ox =0ve (n+ 1)x = nx + x.
Bu altboliimde halkanin birim elemanini 1 yerine 1 simge-
siyle gosterelim, yoksa 1’ler karisabilir. 7 herhangi bir dogal say1
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olsun. Bir ustteki paragrafta x yerine 1g alacak olursak, R’nin
nlg elemanini buluruz: n1g, halkanin 1 elemani # kez kendisiy-
le toplanarak bulunmustur. Bu elemana ny diyelim: ng = nly.

Simdi soru su: Acaba R halkasmnin ngx elemani zx’e esit mi?
Dagilma 6zelligi sayesinde, bu soruya olumlu yanit verebiliyoruz:

nx=x+--+x=1gx+ -+ 1gx
= (Ig + -+ + 1g)x = ngx.
(Bu esitligi aslinda 7 tizerinden timevarimla kanitlamak daha
dogru olurdu.) Demek ki 7x ile ngx arasinda bir ayrim gozetme-
ye gerek yok. Bundan sonra ny yerine (sanki bir dogal sayrymus
gibi) n yazacagiz.

Bir halkada 7x diye bir elemanin varhigini yukarda gordiik: x’in
kendisiyle 7 kez toplanmasiyla elde edilen eleman. Demek ki —(72x)
diye de bir eleman var: 7x’in toplama icin tersi. Ayrica n(—x) diye
de bir eleman var: —x’in kendisiyle 7 kez toplanmasiyla elde edilen
eleman. Acaba bu iki eleman birbirine esit mi? Evet:

nx + n(—x) = n(x + (—x)) =n0 = 0,
dolayisiyla n(—x) = —(nx).

Bundan boyle (—#)x elemanini n(—x) ya da —(nx) olarak ta-
nimlayacagiz ve bu elemani1 —nx olarak yazacagiz.

Demek ki her # € Z ve her x € R icin bir nx € R elemani ta-
nimladik. Su o6zellikleri kanitlamak oldukg¢a kolaydir: Her 7, m
€ 7 ve her x, y € R igin,

(n + m)x = nx + mx,
n(mx) = (nm)x,
(nx)(my) = (nm)(xy).

Birkag Esitlik. Bir halkanin bir x elemaninin kuvvetlerini ala-

biliriz:
x0 =1,
xl = x,
x2 = xxx,

x3 = XXXXX.
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Genel olarak ve daha matematiksel olarak, kuvvet alma, » tize-
rine timevarimla

x0 =1 ve xl = x" x x
olarak tanimlanir.

Eger x ve y bir halkanin birer elemaniysa ve # > 0 bir tamsa-
yiysa,

X" — yh = (x — y)(xn—l + xn—Zy + oo+ xyn—Z + yn—l)
esitligi herhalde en ¢ok bilinen ve kaniti oldukca kolay esitlikler-
dendir. Eger 7 bir tek sayiysa, y yerine —y alip,

X"+ Yy = (x + y)(xn—l — xn—Zy F o — xyn—Z + yn—l)
esitligini buluruz.

Bir halkanin her x ve y elemani i¢in ve her # > 0 dogal say1-
s1 i¢in,

n n / —
(x+y)" = Zio(i ]x’y" i
esitliginin gecerli oldugunu kanitlamak zor degildir.

Biitiin bunlardan su ¢ikiyor: Her ne kadar bir halkanin ele-
manlari say1 olmak zorunda degillerse de, bir halkanin eleman-
larin1 say1 olarak diisiinmek pek yanhs degildir. Nitekim mate-
matikgiler de halkalari cogu zaman genellestirilmis sayilar ola-
rak algilarlar.

Bolme. R bir halka ve a, b € R olsun. Eger ax = b esitligini
saglayan bir x € R varsa, o zaman a, b’yi béoler denir ve bu alb
olarak yazilir. Demek ki her halkada 0, 0’1 boler!

Eger halkada ax = b esitligini saglayan tek bir x elemani var-
sa, 0 zaman

x = bla
yazilir. Eger bu denklemi saglayan birden fazla x varsa, b/a diye
bir elemandan s6zetmeyiz. Demek ki bir halkada 0/0 diye bir
elemandan s6zetmeyiz ¢linki
1x0=0x0=0.
Ornegin, Z/127°de,
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2x3=6=2x9,
dolayisiyla Z/127°de 6/2 diye bir elemandan sozetmeyiz, hatta
2/2 diye bir elemandan da sozetmeyiz. Ote yandan, Z/11Z°de 6/2
diye bir elemandan sozedebiliriz, ¢iinkii Z/11Z halkasinda sade-
ce x = 3 eleman1 2x = 6 esitligini saglar.
Asagidaki 6nsavin kaniti kolaydir ve okura birakilmistir.

Onsav 6A.5. R bir halka olsun.

i. Her r € R, 0’1 boler.

il. R* kiimesinin her elemani R’nin her elemanini béler. De-
mek ki 1 her elemani boler ve her r € R icin, /1 = r olur.

iii. Eger u € R* ise, her x i¢in xulx.

iv. Her x € R icin, xlx.

v. Her x, y, z € R icin, xly ve ylz ise xlz.

6A.6. Tamlik Bolgeleri ve Cisimler

Bir halkada xy = 0 esitligi ancak x ya da y = 0 iken gecerli
olabiliyorsa, o halkaya tamlik bolgesi ya da kisaca bolge adi ve-
rilir. Ornegin 7Z/67 bir tamhk bolgesi degildir, ¢iinkii

2x3=6=0
olur ve ne 2 ne de 3 eleman1 Z/6Z’de 0’dir. Bu 6rnekten de ko-
layca anlagilacag tizere Z/nZ halkasinin bir tamlik bolgesi olma-
s1 i¢in gerek ve yeter kosul # dogal sayisinin asal olmasidir.

Z, Q ve R birer tamlik bolgesidir. Eger R bir tamlik bolgesiy-
se, R[X] ve R[X, Y] gibi polinom halkalar1 da tamlik bolgeleridir.

Tamlik bolgelerinde sadelestirme yapilabilir, yani bir tamlik
bolgesinde a # 0 ise ve ab = ac ise b = ¢’dir, cunkii ab = ac ise
(D)’den dolay1 a(b — ¢) = 0 olur ve bir tamlik bolgesinde oldugu-
muzdan b — ¢ = 0, yani b = ¢ buluruz.

0 disinda her elemant tersinir olan halkalara cisim denir. Ya-
ni bir cisimde R* = R\ {0} olur. Q ve R birer cisimdir, ama Z ve
polinom halkalarinin hicbiri bir cisim degildir. Onsav 6A.4.v’e
gore her cisim bir tamlik bolgesidir.
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Alistirmalar
6A.6.1. Z/nZ halkasinin bir cisim olmasi icin 7’nin bir asal
olmasinin yeter ve gerek kosul oldugunu kanitlayin.

6A.6.2. d € N bir tamkare olmasin, 6rnegin d = 2 olabilir.
QVd] = {x + yYWd : x, vy € Q}

olsun. Bu alistirmada ilerde insa edecegimiz gergel sayilar1 oku-
run bildigini varsayiyoruz. Bildigimiz toplama ve ¢arpma altin-
da Q[Vd] bir halkadir. Bunun kamitlanmas: oldukga kolaydir.
Q[Vd] halkasmin ayrica bir cisim oldugunu kanitlayimn.

6A.6.3%. Z[Nd] = {x + yNd : x, y € Z} olsun. Z[Vd]* kiimesi-
nin sonsuz oldugunu kanitlayin.

6A.6.4*. Sonlu bir tamlik bolgesinin bir cisim oldugunu ka-
nitlayin.

6A.6.5%. R bir halka olsun. R[X], katsayilar1 R’de olan poli-
nomlar kiimesi olsun. R[X] bir halkadir. R[X]* = R* esitligini
kanitlayin.

6A.6.6. Bir tamlik bolgesinde eger xly ve ylx ise x ~ y oldugu-
nu kanitlaymn. (Bkz. Alistirma 6A.2.5.)

6A.7. Kartezyen Carpim ve Althalka
Kartezyen Carpim. R ve S birer halka olsun. R x § kartezyen
carpimini ele alalim:
RxS={(r,s):re R, s e S}
Bu kiime ustiinde su islemleri tanimlayalim:
(rys) +(rys)=(r+7,s+5)
(ry s)(r',s") = (rr, ss').
Bu iki igslem altinda R x S bir halkadir. R x § kiimesinin sifir ve
birim elemanlar: sirasiyla (0, 0) ve (1, 1) elemanlaridir.

Iki halkanin kartezyen carpimi yerine istedigimiz kadar hal-
kanin kartezyen ¢arpimini alabiliriz. I bir kiime olsun. I’y1 bir
gostergec kiimesi olarak gorelim. Her i € I i¢in R; bir halka ol-
sun. Her R; halkasinin kendine gore bir toplamasi, ¢arpmasi, si-
fir ve bir elemanlar1 var. Bunlarin hepsini kolaylik olsun (sanki
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ayni seylermis gibi) ayni simgelerle gosterelim. Bolim 1.5’ten R;
’lerin kartezyen ¢arpimini animsayalim:

II;R;={r: 1> \U;R;:herie licinr(i) € R;}.
I1; R; kiimesi, fonksiyonlarin noktasal toplamasi ve carpmast al-
tinda bir halka olur (bkz. [SKK]). Toplamanin etkisiz elemani sa-
bit 0 finksiyonu, ¢carpmanin etkisiz elemani sabit 1 fonksiyonu-
dur. Burada biitiin R;’ler birbirine esit olabilir ya da olmayabilir.

Althalka. R ve S birer halka olsunlar. R’nin $’nin altkiimesi
oldugunu varsayalim. Ayrica her ry, , € R igin, 7| + r, ve 747, is-
lemlerinin sonucunun R’de ve S’de ayni sonuglar1 verdigini varsa-
yalim. Yani R’nin elemanlari R’de de toplansa, S’de de toplansa
ayni sonucu buldugumuzu varsayalim. Daha matematiksel deyis-
le + ve xg, R’deki toplama ve ¢arpma iglemlerini, +g ve xg, S’de-
ki toplama ve ¢arpma islemlerini simgeliyorsa, her r{, 7, € R i¢in

T +R T2 =T +g Ty Ve T{ XR Ty = T Xg T3
olsun. Ayrica 1z = 15 olsun. O zaman R’ye S’nin althalkas: ad:
verilir. Bu durumda R < § yazariz.

Ornegin Z, Z[V5]’in bir althalkasidir: Z < Z[VS]. Ama Z x {0}
halkast Z x Z halkasinin bir althalkas: degildir. Islemlerle ilgili
kosullar saglanmasina kargin, iki halkanin birim elemanlari ayni
degildir. Kolayca kanitlanacag tizere, eger R < S ise, Og = Og olur.
Elbette Z < Q < R ve her R halkasi icin R < R[X] < R[X, Y]. Ama
Z/nZ, Z’nin bir althalkasi degildir. Eger n # m ise Z/nZ, Z/mZ’nin
hi¢bir zaman bir althalkasi olamaz!

R <Sver, 7 e R olsun. r elemani 7 elemanin1 R’de bélmeye-
bilir, ama $’de bolebilir. Ornegin 2, 5°i Z’de bolmez ama Q’de
boler. Ya da R’de tersinir olmayan bir eleman S’de tersinir olabi-
lir. Ornegin 2, Z’de tersinir degildir ama Q’de tersinirdir. Bir bas-
ka deyisle tersinir olmak, bolmek gibi kavramlar ve tanimlayaca-
gimiz daha bir¢ok kavram mutlak kavramlar degildir, i¢inde bu-
lundugumuz halkaya gore degisirler. Bu yiizden hangi halkada
distindugiimiizii belirtmek icin, karigiklik olmasin diye, “R’de
boler”, “R’de tersinirdir” denir.
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Sifirbolenler. Bir halkada, bir y # 0 igin xy = 0 esitligi sagla-
nabiliyorsa, o zaman halkanin x elemanina stfirbélen adi verilir.
0 her zaman sifirbolendir. Tersinir bir eleman asla sifirbolen ola-
maz. Sifir disinda sifirboleni olmayan halkalara tamhk bolgesi
adi vermistik.

Z/127 halkasinin sifirbolenleri 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10 elemanlari-
dir. Genel olarak, Z/nZ halkasinin sifirbolenleri 7’yle ortak bole-
ni olan elemanlardir (digerleri de tersinir elemanlardir.)

Sifirbolenlerin toplamu sifirbolen olmak zorunda degildir. Or-
negin 2 ve 3 elemanlar1 Z/122’de sifir bolendir, ama toplami olan
2 + 3, yani 5 bu halkada bir sifirbolen degildir.

Sifirbolen olmayan bir eleman sadelestirmeye izin verir: Eger
a sifirbolen degilse (yani ax = 0 oldugunda x = 0 oluyorsa) ve
eger ab = ac ise, o zaman b = ¢ olur. Nitekim,

alb-c)=ab—-ac=0
esitliginden, b — ¢ = 0 ve b = ¢ elde edilir.

Alstirmalar

6A.7.1. (R x 8)* = R* x §* esitligini kanitlayim. ki halkanin
kartezyen ¢arpiminin higbir zaman bir tamlik bolgesi olamayaca-
g1 kanitlayin. (I} R;) = I} R;* esitligini kanitlayin. Eger I son-
suzsa,

@ R; = {r e I} R, : sadece sonlu sayida i e I i¢in (i) # 0}
ktimesi hicbir zaman I} R; halkasmnin bir althalkas: olamaz, ne-
den?

6A.7.2. 7 x Z halkasinda ne zaman bir (a, b) elemani bir (c, d)
elemanini boler?

6A.7.3%. R ve S birer halka olsun. (R x S)[X] polinom halka-
sinin elemanlari

Z; (1 )X
bi¢iminde yazilirlar. (Toplam sonlu olmak zorunda tabii ki, yok-
sa anlamsiz bnir sey yazmis oluruz.) R[X] x S[X] halkasinin ele-
manlart da
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(27X, 2 5:X7)
biciminde yazilir.
¢ : (R x §)[X] = R[X] x S[X]
fonksiyonu,
0(Z; (1, 5)X7) = (Z;7, X7, X 5;X7)
kuraliyla tanimlanmis fonksiyon olsun. @’nin birebir ve 6rten ol-
dugunu, birim elemani birim elemana gotiirdigint ve toplama
ve carpmaya saygl duydugunu, yani her p, g € (R x §)[X] i¢in,
olp +9) = olp) + 0(q)

¢(pq) = ¢(p)o(q)
esitliklerini kanitlayin.

6A.7.4. R bir halka olsun. e € R, ¢2 = e esitligini saglasin.
Re={re:r e R}

kiimesinin toplama, ¢ikarma ve ¢arpma altinda kapali oldugunu
kanitlayimn. Re’nin bir halka oldugunu kanitlayin (e, bu halkanin
birim elemanidir.) f = 1 — e olsun. f2 = f esitligini kanitlayin. Do-
layisiyla Rf de Re gibi bir halkadir. R = Re + Rf ve Re 0 Rf = {0}
esitliklerini kanitlaymn. Simdi ¢ : R — Re x Rf fonksiyonu o(r) =
(re, rf) olarak tamimlansin. ¢’nin birebir ve 6rten oldugunu, bi-
rim elemani birim elemana gotiirdigiinti ve toplama ve carpma-
ya saygl duydugunu kanitlayin.

6A.7.5. (Z/6Z)[X] ve (Z/8Z)[X] polinom halkalarinin sifirb6-
lenlerini bulun.

6A.7.6. Z/nZ halkasinin sifirbolenlerinin 7’yle ortak boleni
olan elemanlarin siniflar1 oldugunu kanitlayn.

6A.7.7. Bir R halkasinda, belli bir 7 dogal sayisi i¢in, x” = 0
esitligini saglayan elemanlara sifirkuvvetli denir. Sifirkuvvetli
elemanlar sifirbolendir elbet. Sifirkuvvetli elemanlarin toplamla-
rinin da sifirkuvvetli oldugunu kanitlayin. Z/nZ halkasinin sifir-
kuvvetli elemanlarini bulun.

6A.7.8. R ve § birer halka olsun. R x § halkasinin sifirbolen
ve sifirkuvvetlilerini bulun.

6A.7.9. (Z/87)[X] polinom halkasinin sifirkuvvetlilerini bulun.
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6A.8. Sirali Halkalar ve Cisimler

Gegen bolimlerde Z ve Q halkalarinda toplama ve ¢arp-
mayla uyumlu bir siralama tanimlamistik. Z ve Q halakalarina
bu yuizden sirali halka denir.

Bir halkanin stralanabilir olmas: demek, o halka tzerinde
TO ve CO’yu saglayan (bkz. asagidaki sema) bir tamsiralama-
nin olmasi demektir. Bir sonraki sayfadaki sekildeki listedeki
ozelliklerin C4 disinda hepsini saglayan bir (R, +, x, <, 0, 1) ya-
pisina stralt halka adi verilir. Eger ayrica C4 de saglaniyorsa, ya-
piya strals cisim denir. Ileride R’yi sirali bir cisim olarak inga
edecegiz. Ilging bir sirali halka 6rnegi i¢in Fk 3’ii bos zamaniniz-
da okuyabilirsiniz.

Hangi halkalarin siralanabilir oldugu ve bir halkanin ts-
tinde kag degisik tamsiralamanin oldugu 6nemli bir sorudur.
Z ve Q’niin iistunde tek bir tamsiralama oldugunu olduk¢a ¢abuk
kanitlayacagz.

T1.Hera, b,c e Kigin, (a+b) +c=a+ (b +c).
T2. K’da 0 diye yazilan 6yle bir eleman vardir ki,
herae Kigin,a+0=0+a=a e§irli§i saglanir.

(Bu 6zellik ancak tek bir eleman tarafindan saglanabilir.) (K, +, 0) bir gruptur

T3.Hera e Kicin, a + b = b + a = 0 esitliklerini
saglayan bir b € K vardir. (a verilmisse, bu 6zelligi

saglayan bir tek b vardir ve bu b, —a olarak yazilr.) (K, +, 0) degismeli bir gruptur

T4.Hera, b e Kiginya+b=5b+a.

Cl. Her a, b, ¢ € K igin, (ab)c = a(bc).

C2. K’da 1 diye yazilan 6yle bir eleman vardir ki,
hera e Kigin, a x 1 = 1 x a = a esitligi saglanir.

(Bu ézelligi saglayan 1’den baska bir eleman olamaz.)

TGCL.0 1.

TC2. Her a, b, ¢ € K igin K. 1 ismeli bir halk
a(b I c), = ab +acve (b +cla=ba+ca. (5650 T e Bl el

(K, +, x, 0, 1) bir halkadir

C4.Her a, b € K igin, ab = ba. (K, +, %, 0, 1) bir cisimdir

C3. Her a € K\ {0} icin, ab = ba = 1 esitligini
saglayan bir b € K\ {0} vardir. (a verilmigse, bu 6zelligi
saglayan bir tek b vardir ve bu b, a ! olarak yazlir.)

K, <) bir yarisiralamad
O1.Hera € Kigin,a<a. K, <) bic yansi o
02.Hera,b e Kicinpa<bveb<aisea=b.

03.Hera, b,c e Kiginya<bveb<cisea<ec. (K, <) bir tamstralamadur

O4.Hera, b e Kicin,yaa<byadab<a. (K, +, %, <, 0, 1) siralt bir cisimdir

TO. Her a, b, c € K igin, egera<bisea+c<b +c.
CO. Hera, b e K igin, eger 0 <a ve 0 < b ise 0 < ab.
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Ornekler. Teoriye takilmadan 6nce birkag sirali halka 6rne-
gi verelim. Her seyden Once sirali bir R halkasinin her althalka-
s1, R’nin siralamasiyla birlikte sirali bir halkadir. (Ornegin, Z,
Q’nun bir althalkasidir. Q de R’nin bir althalkasidir.) Biyuk
halkanin siralamasi, bedavadan kuciik halkanin bir siralamasini
verir. Eger R siral bir halkaysa, R[X] polinom kiimesini ¢cok de-
gisik bicimde kolaylikla siralanabilir; bunun i¢in R’nin hangi ele-
manlarinin X ten kiiciik (ya da buyiik) olduguna karar vermek
yeterlidir; hatta dilenirse X, R’nn bitin elemanlarindan daha
buiyiik olabilir (sonsuz biiyiik), ya da R’nin her pozitif sayisindan
kiigtik olabilir (sonsuz kugiik). Bu fikri Ek 3’te somiirecegiz.

Sirali bir R halkasinda bir &€ > 0 eleman1 alalim. ¢ elemani-
n1 kiicuk bir eleman olarak dustiniin. g, 2g, 3¢, 4, ... eleman-
lar1 bir zaman sonra biitiin elemanlar1 asar mi? Yani her A € R
icin, ne > A esitsizligini saglayan bir #» dogal sayisi var midir?
Z, Q ve R halkalarinda bu sorunun yaniti olumludur. Ama her
halkada bu boyle degildir. Sorunun yanitinin olumlu oldugu
halkalara Arsimet halkas: denir.

Onsav 6A.6. (R, +, x, <, 0, 1) swralt bir halka olsun. Her a,
b, c € R icin,

i.as<bise-b<—-ave(O<aise—-a<0.

li.a<bisea+c<b+c.

ili.a<bve0<ciseac< be.

iv. =1 < 0.

v.0 < 1.

vi.a2 >0

vii. Karelerin toplami negatif olamaz.

viii. —1, karelerin toplani olarak yazilamaz.

ix.ab=0iseyaa=0vyadab=0olur. Yani R bir bolgedir.

x. Karelerin toplamuin 0 etmesi icin, karesi alimip toplanan
ber elemanin O olmas: gerekir. Yani ri2 + - + r,2 = 0 ise, her i
icin r; = 0 olmali.
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xi. a’min carpumsal tersi a=! varsa ve a > 0 ise, a=1 > 0°dur.

xii. Sonlu sayida 1’in toplami pozitiftir ve toplam 0 ede-
mez., dolayistyla sirali bir balka sonsuz olmak zorundadir.

Kanit: i. a < b esitsizliginin her iki tarafina —a eklersek,
TO’dan, 0 < b — a elde ederiz. Simdi bu esitsizligin her iki tara-
fina —b ekleyelim. Ikincisi birincisinden ¢ikar.

ii. a + ¢ 2 b + c olsaydi ¢’leri sadelestirerek a > b elde ederdik.

iii. a < b esitsizliginin her iki tarafina —a eklersek, TO’dan,
0 < b — a elde ederiz. Simdi CO’dan, 0 < ¢(b — a) = cb — ca el-
de ederiz. Bu elde ettigimiz 0 < cb — ca esitsizliginin her iki ta-
rafina ca eklersek ca < ¢b elde ederiz, yani ac < be.

iv. 0 < —1 olsayd, her iki tarafa da 1 ekleyerek, 1 < 0 elde eder-
dik. Ote yandan, 0 < —1 esitsizligi CO’dan dolay1 0 < (-1)(-1) = 1
esitsizligini verir, celigki.

v. Yukarda kanitlanan —1 < 0 esitsizliginin her iki tarafina
da 1 ekleyelim.

vi. Eger a < 0 ise, 0 < —a. Buradan ve CO’dan,

0 < (—a)(-a) = a?
cikar. Eger a > 0 ise, dogrudan CO’dan a2 > 0 elde ederiz.

vii ve viii. vi, iv’ten ve TO’dan ¢ikar.

ix. a ve b’nin 0 olmadiklarini varsayalim. i’e gore, ya a ya
da —a pozitiftir. Ve ayni sey b icin de gegerlidir. Dolayisiyla
(a)(£b), yani +ab sayilarindan biri pozitif olmak zorundadir.
Demek ki ab # 0.

x. n, r;# 0 olmak iizere, r{2 + -+ + r,2 = 0 esitliginin saglan-
dig1 en kiigtik pozitif dogal say1 olsun. Her i icin 7; # 0 olmali.
Basit bir hesap yapalim:

P24 b, 2= 1,2,
i, vi ve vii’den dolayi, 7,2 = 0 olmali. ix’dan dolay1 7, = 0. Bu
bir celigkidir.

xi. a1 < 0 ise 0 zaman —a~! > 0 ve iii’ten dolayz,

~1=(-ala>0
ve bu da iv’le celisir.
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xii. Halkada 7 tane 1’in toplamina (sanki tamsayiymis gibi)
n diyelim. ii ve v sayesinde, timevarimla, 0 < 7 < 7 + 1 esitsizli-
gi kanitlanabilir. Geri kalan her sey bundan ¢ikar. O

Sonug 6A.7. Z ve Q halkalari iizerine tek bir siralama vardir.

Kanit: Z tizerine tek bir siralama oldugu yukardaki onsav-
dan kolaylikla ¢ikar. Q cismi tizerine bir < siralamasi alalim.
Z tizerine tek bir siralama oldugundan, her a, b € Z igin,

a<boa<h.

Simdi o, B € Q olsun. a, b, c,d € Z ve b, d > 0 icin, o = a/b

ve B = c/d olarak yazalim. b, d > 0 oldugu i¢in,
a<P <ab<cld <ad<bcsad<be
Salb<cld < a<p.

Istedigimizi kanitladik. ]

Sonug 6A.8. Siralt bir halka Z’nin bir kopyasini icerir. Sira-
l1 bir cisim ise Q’niin bir kopyasini icerir.

Kant: i(0) = 0 ve 7 € N\ {0} ise, i(7), R’nin 1 elemaninin ken-
disiyle 7 kez toplami olsun. Yani i(n) = ng olsun. Onsav
6A.6.xii’nin kanitina gore, 7 € N igin,

i(n) < i(n+1)
olur.
Eger n € Z \ N ise,
i(n) = —i(-n)
olsun. 7, Z’den R’ye giden ve toplamaya ve ¢arpmaya saygi du-
yan bir birebir fonksiyondur. (Neden?) Sonug 6A.7’ye gore, i, si-
ralamaya da saygi duyar. i(Z), R’de Z’nin bir kopyasidir.
Ikinci 6nerme birincisinden ¢ikar. (]

Bu sonucu saglayan halkalara karakteristigi 0 olan halka-
lar denir. Demek ki sirali bir halkanin karakteristigi 0’dir.

Sirali halkalarin en basat ozelliklerini kanitladik. Simdi
hangi halkalarin siralanabilecegi sorusuna egilelim.
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Onsav 6A.6.x°e gore, karelerin toplami —1 olabilen halka-
lar siralanamaz. Ve Onsav 6A.6.ix’a gore siralanabilen halka-
lar bolgedirler. Peki, karelerin toplami —1 olmayan bolgeler si-
ralanabilir mi? Bunu birazdan kanitlayacagiz. (Bu tir halkala-
ra bigimsel gercel ya da siralanabilir halkalar denir.)

Pozitif Koni. R, sirali bir halka olsun. P de R’nin pozitif ele-
manlarinin kiimesi olsun:
P={reR:r>0}
P’ye pozitif koni adi verilir. Pozitif koni siralamayi tamamiyla
belirler, ¢iinki, elbette,
a<beob-ael
onermesi dogrudur. P’nin ¢ok bariz bicimde su 6zellikleri vardir:

o0 ¢ P,

e P toplama ve carpma altinda altinda kapahdir,

e P, 0 disinda tim elemanlarin karelerini igerir.

Ustelik P, R’nin toplama altinda kapali olan ve 0’1 icerme-
yen en buyuk altkiimelerinden biridir, ¢inkii eger P’den daha
buyiik bir Q altktimesi bu iki 6zelligi saglasaydi, o zaman Q’de
P’de olmayan bir a elemani olurdu. a # 0 ve hatta a < 0 olma-
lidir. O zaman —a e P Q ve 0 = —a + a € Q olur, celigki.

Simdi, eger R bir bolgeyse, yukardaki ti¢ ozelligi saglayan
en buytuk bir P altkiimesinin olmasinin R’nin siralanacagi anla-
mina geldigini gosterecegiz.

Teorem 6A.9. R, —1’in karelerin toplami olarak yazilama-
dig1 bir bolge olsun. P, R’nin toplama ve carpma altinda kapa-
l1, 0’1 (eleman olatak) icermeyen ama R’nin 0 disindaki tiim ka-
relerini iceren bir altkiimesi olsun. Ayrica P, R’nin bu kosulla-
r1 saglayan en biiyiik altkiimesi olsun. O zaman,

a<bob-aePyadaa=0b
olarak tanmimlanan < ikili iliskisi R’yi siralar.
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Kanit: O1’in dogru oldugu cok belli. O2’yi kanitlayalim.
a < bve b<aolsun ama a # b olsun. O zaman, < iligkisinin tani-
mina gore, b — a ve a — b elemanlar1 P’dedir. Demek ki toplam-
lart olan 0 da P’dedir. Celigki. O3’tin dogrulugu P’nin toplama
altinda kapali olmasindan ¢ikar: a = b ya da b = c ise, sorun yok.
Aksi taktirde, b — a ve ¢ — b elemanlar1 P’dedir. Bu iki elemani
toplarsak ¢ — a elemaninin P’de oldugu, yani a < ¢ oldugu ¢ikar.
TO’nun kaniti cok kolay. CO’ya gelelim: Eger ab = 0 ise sorun
yok. Aksi taktirde a ve b elemanlari P’de oldugundan, ab de
P’dedir. Simdi son olarak O4’ti kanitlayalim. Aslinda, O4,

R =P u {0} U (-P)
diyor. Bunu kanitlamaliyiz. Yani her a € R,

aeP,a=0,-aecP
kosullarindan birini saglamalidir. Bir @ elemaninin bu kosullar-
dan hig¢birini saglamadigini varsayalim.

P'=P v {0}
ve
O = (P +P'a)\ {0}
={po + p1a : po, 1 € P VU {0}} \ {0}

kiimesini ele alalim. P’ toplama altinda kapali oldugundan O
de toplama altinda kapalidir. Ayrica, p;’i 0’a esit alarak, P’nin
O’niin altkiimesi oldugu anlagilir. Dahasi, py=0ve p; =1 =12
olarak alirsak, P’de olmayan a’'nin Q de oldugunu goruriz.
Demek ki O, P’den daha buyiik bir kiime.

Q’niin ¢arpma altinda da kapali oldugunu iddia edip kanit-
liyorum. P’ kiimesinin ¢arpma altinda kapali olduguna dikka-
tinizi ¢ekerim. Q’den herhangi iki eleman alalim: p, + pqa ve
Py + pza. Buradaki tiim p;’ler P’ kiimesindeler. Simdi,

(Do + P1a)(by + P3a) = (DoD2 + P1D3a%) + (DoD3 + P1D2)a
carpimina goz atalim. Bir bolgede oldugumuzdan ¢arpim 0 ola-
maz. Ayrica, varsayima gore, a> € P < P’ oldugundan,

Doby + D1D3a%, Pob3 + D1y € P’
olmali. Demek ki (py + p1a)(p, + p3a) € O.
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Ama hani P, R’nin teoremde verilen kosullari saglayan en
buytk altkiimesiydi? Bir ¢eligki. Teoremimiz kanitlanmigtir. [

Asagidaki sonug, [AKK] ders notlarinda gorecegimiz Zorn
Onsavi (ya da Secim Aksiyomu) kullanilarak kanitlanabilir.
Bilgi olarak sunuyoruz. Kanitin nasil olabilecegi bir 6nceki te-
oremden anlasilmasi lazim.

Olgu 6A.10. Bir bolgenin siralanabilir olmasi icin —1’in ka-
relerin toplami olmamasi gerek ve yeter kosuldur.

Alistirmalar

Sirali bir halkada calisiyoruz.

1. Her a, b, ci¢in, a < b ve 0 > c ise ac > bc olacagini kanit-
layin.

2. Eger a > 0 ise, lal = a olsun ve eger a < 0 ise, lal = —a ol-
sun. lal elemanina a’nin mutlak degeri adi verilir. Her a ve b
icin

lal-1bl = labl,

la + bl < lal + 16l
ve

la — bl > llal — 15l
onermelerini kanitlayin.

3.d(a, b) = la — bl olsun. Her x, y, z i¢in asagidaki onerme-
leri kanitlayin:

dx,y) =0 x =y,

d(xs )’) = d(ys x),

d(x,y) <d(x, 2) + d(z, x).
Yani (R, d) bir metrik uzaydir.

4. [Topoloji bilenlere] Sirali bir R halkasinda, yukardaki
metrikle, R x R’den R’ye giden

(a, b) > a— b ve (a, b) — ab
fonksiyonlarinin siirekli oldugunu kanitlayin. Demek ki R, to-
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polojik bir halkadir. Topolojik bir halkada topolojinin verdigi
yakinsaklik kavrami vardir. Kesirli sayilarda ve (gelecekte ingsa
edecegimiz) R’de tanimlanan (ve tanimlayacagimiz) yakinsak-
lik kavrami, aynen topolojik uzaylarda tanimlanan yakinsak-
liktir. Bir cismin Arsimet cismi olmasi i¢in yeter ve gerek kosul,
(1/n),, _ 12,3,... dizisinin limitinin olmasidir (o zaman bu limit
zorunlu olarak 0 olur.) Butiin bunlari kanitlayin.



