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K
ümeler toplulu¤unun bir küme olamayaca¤›n› Bertrand

Russell Paradoksu’ndan biliyoruz [SKK]. Küme olmayan

bir fleye küme diyemeyece¤imize göre, tüm kümeler toplu-

lu¤una bir baflka ad bulmal›y›z. Bu toplulu¤a 
�������������ya

da k›saca �����diyelim.

Muazzam bir fley olan evreni yukarda resmettik. (Zaten kü-

me olmamas›n›n nedeni de bu muazzaml›¤›! Küme olmak için

çok büyük. O kadar büyük küme mi olurmufl!) ‹çine de bildi-

¤imiz birkaç küme yerlefltirdik.

Kümeler Evreni
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‹yi s›ralanm›fl her küme (s›ralamas›yla birlikte) bu evrenin

içinde yer al›yor. Çünkü ne de olsa, iyi s›ralanm›fl bir küme, ba-

z› özellikleri sa¤layan bir A " X ! X altkümesi için (X, A) bi-

çiminde yaz›lan bir çifttir ve [S‹]’den de bildi¤imiz üzere her çift

bir kümedir.

‹yis›ralanm›fl kümelerin toplulu¤u da küme olamaz, çünkü

tek elemanl› her küme iyis›ral› bir küme oldu¤undan, e¤er iyi-

s›ralanm›fl kümeler toplulu¤u bir küme olsayd›, Tan›mlanabilir

Altküme Aksiyomu’na göre, tek elemanl› kümeler toplulu¤u da

bir küme olurdu, ama o zaman da bu kümenin bileflimi de, ki

bu tüm kümeler evrenidir, Bileflim Aksiyomu’na göre bir küme

olurdu. 

‹yis›ralanm›fl kümeler toplulu¤una iyis›ralanm›fl kümeler

evreni (‹KE) diyelim. Bunu yukarda resmettik.

Bütün iyis›ralanm›fl kümeleri koyu gri renkteki ‹KE’nin içi-

ne koymal›y›z. Dolay›s›yla tüm tek elemanl› kümeler, bedava-

dan iyis›ralanm›fl olduklar›ndan, ‹KE’nin içinde olmal›lar. Ay-

r›ca birbirinden farkl› her x ve y kümesi için, {x, y} kümesinden

‹KE’nin içinde iki tane olmal›, biri x < y iyis›ralamas› için, di-

¤eri de y < x iyis›ralamas› için. Bu iki iyis›ralanm›fl kümeyi re-

simde {x < y} ve {y < x} olarak gösterdik.
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Kümeler Evreni

 

{ }

‹yis›ralanm›fl
Kümeler Evreni
(‹KE)

{x} {y}

{0 < 1} {x < y} {y < x}

 



Genel olarak, x0, ..., xn#1 birbirinden farkl›ysa, {x0, ..., xn#1}

kümesi n! de¤iflik biçimde tam (ya da iyi, farketmez) s›raland›-

¤›ndan, bu küme ‹KE’nin içinde tam n! de¤iflik biçimde yer al›r.

Tahmin edildi¤ini sand›¤›m üzere, asl›nda ‹KE’ye kümeleri

de¤il, kümelerle birlikte kümelerin elemanlar›n›n iyis›ralanm›fl

hallerini koyuyoruz. Yani ‹KE toplulu¤unda X kümeleri de¤il,

(X, <) iyis›ralamalar› var, ama biz kolayl›k olsun diye, s›ralama-

y› kümenin bir parças›ym›fl gibi addedip (X, <) yerine yanl›fl da

olsa X yazaca¤›z.

‹yis›ralanm›fl kümeleri ‹KE’nin içine yerlefltirirken, küçükleri

afla¤›ya büyükleri yukar›ya yazal›m, yani e¤er iyis›ralanm›fl bir Y

kümesi s›ralamas› bozulmadan X’in içine gömülüyorsa, yani

Y ’den X ’e giden bir eflyap› fonksiyonu varsa, (ve yine) yani

Bölüm 8.2’deki yaz›l›mla Y  X ise, o zaman Y ’yi görsel olarak

X’in alt›na yazal›m. E¤er Y  X ve X  Y ise, yani X $ Y ise

(Bölüm 8.2. Özellik E6), X ve Y ’yi ayn› sat›ra yazal›m. Örne-

¤in, tüm tek elemanl› kümeler ayn› sat›ra yaz›ls›n. 

Böylece iyis›ralanm›fl kümeleri kat kat s›ralar›z. ‹yis›ralan-

m›fl küme ne kadar büyükse o kadar yukar› yaz›l›r. Eflyap›sal

olanlar› da ayn› kata yerlefltirdik.
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{ }

‹yis›ralanm›fl
Kümeler Evreni
(‹KE)

{x} {y}

{x < y}{0 < 1}

% =  



Zemin katta  var elbette, boflküme zemin katta tek bafl›-

na oturuyor. Bunun bir üstündeki birinci kat oldukça kalaba-

l›k, birinci katta bir elemanl› tüm kümeler var. Bir sonraki kat-

ta iki elemanl› kümeler var ama bu kümelerin her biri iki kez

yer al›yor. n-inci katta n tane eleman› olan kümeler var, her bi-

ri n! kez yer al›yor. Sonlu kümeler bitti¤inde karfl›m›za  (do-

¤al s›ralamayla) ve  ’ye eflyap›sal olan iyis›ralamalar ç›k›yor.

Do¤al olarak s›ralanm›fl  kümesini, % olarak göstermenin bir

gelenek oldu¤unu ve bu gelene¤e uyaca¤›m›z› söylemifltik. 

%’n›n oturdu¤u kat›n bir üst kat›nda %’n›n en sonuna tek bir

eleman getirilerek oluflan iyis›ralamalar oturuyor. %’da olmayan

herhangi bir x kümesi al›p x ’i %’n›n en sonuna en büyük eleman

olarak koyal›m. Böylece %&' {x} kümesi iyis›ralan›r. (Bkz. Altbö-

lüm 5.1.) Bu yeni iyis›ralamada x, tüm do¤al say›lardan daha bü-

yüktür. Ayr›ca %’n›n bir üst kat›nda oturan tüm iyis›ralamalar

bu biçimdedirler. Do¤al say›lar da kendi aralar›nda do¤al olarak

s›ralanm›fllard›r. %, %’n›n bir eleman› olmad›¤›ndan (bkz. Te-

orem 9.1), burada x yerine % alabiliriz. Yani 

S(%) = %&' {%}

iyis›ralamas›, %’n›n oturdu¤u kat›n bir üst kat›nda oturuyor.
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% iyis›ralamas›

x
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%’n›n üstkat›ndaki bir iyis›ralama.
x, %’da olmayan bir kümedir ve %’n›n
en sonuna eklenmifltir.

x...

Teorem 9.1. % ( %.

Kan›t. % ) % olsa, % bir n do¤al say›s›na eflit olur. O za-

man da S(n) ) % = n olur [S‹]. Bu da S(n) < n demektir. Ama

n < n + 1 = S(n) eflitsizli¤inden dolay› S(n) < n olamaz. n



Her kat›n bir üst kat› vard›r. E¤er X bir iyis›ralamaysa,

X ’te bulunmayan bir Y kümesini (ki vard›r öyle bir küme, yok-

sa X tüm kümeleri içerirdi) al›p X ’e eleman olarak ekleyelim ve

Y ’yi X ’in tüm elemanlar›ndan daha büyük yapal›m. Böylece,

X ' {Y}

kümesi iyis›ralanm›fl olur ve bu iyi s›ral› küme X’in oturdu¤u

kat›n hemen bir üstünde oturur.

E¤er X (&X ise (ki e¤er gerekmedikçe kabul etmek isteme-

di¤imiz Temellendirme Aksiyomu’nu kabul edersek X (& X

olmak zorundad›r, bkz [S‹]), o zaman Y = X alabiliriz ve böy-

lece iyis›ralanm›fl S(X) = X ' {X} kümesini X’in bir üst kat›n-

da buluruz.

fiimdi önümüzdeki birkaç bölümün ana hedefini söyleye-

lim: Her iyis›ralanm›fl kümeler kat›ndan bir ve sadece bir tane

temsilci seçece¤iz ve bunu olabildi¤ince do¤al biçimde yapaca-

¤›z. Bu temsilcilere ordinal ad›n› verece¤iz.

Her katta en fazla bir ordinal olacak. Bunu kan›tlamas› ko-

lay. Ve her katta en az bir ordinal olacak. Bunu kan›tlamak da-

ha zor. Hatta flu anki halimizle imkâns›z. Bunu kan›tlamak için

ad›na Yerlefltirme Aksiyomu diyece¤imiz yeni bir aksiyoma ihti-

yac›m›z olacak. Bu aksiyoma neden gereksindi¤imizi anlatmaya

çal›flaca¤›z, yani okura bu gereksinimi hissettirmeye çal›flaca¤›z. 
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Kümeler Evreni

 

‹yis›ralanm›fl
Kümeler Evreni
(‹KE)

ordinaller,
her katta bir tane



10. Ordinaller

10.1. Tan›m
Bir * kümesine ordinal denmesi için iki koflul gerçekleflme-

lidir. Koflullardan ilki flu.

Ord1. *’n›n her eleman›, ayn› zamanda *’n›n bir altküme-

sidir. 

Bu koflul, tam tam›na, 

(y )&x ) * ) + y ) *

diyor, yani *’n›n elemanlar›n›n elemanlar› *’n›n elemanlar›d›r

diyor, yani *’n›n her eleman› *’n›n altkümesidir diyor.

Ord1 özelli¤i sa¤layan kümelere )-kapal›1 denir. Biraz zor

gerçekleflen bir koflul oldu¤u düflünülebilir, ama boflkümenin

(yani 0’›n) )-kapal› oldu¤u çok bariz. Asl›nda her do¤al say›,

[S‹]’de tan›mland›¤› biçimde, )-kapal›d›r. Do¤al say›lar küme-

x
x

yz

z
y

*

)-kapal› bir * kümesi: *’n›n her ö¤esi *’n›n bir altkümesi

1 ‹ngilizcesi )-complete.



si  de (yani % da) )-kapal›d›r. Bunlar›n kan›t›n› birazdan ve-

rece¤iz. 

E¤er x = {y} ve y = {x} ise {x, y} kümesi )-kapal›d›r2.

Kolayca görülece¤i üzere, )-kapal› bir * kümesinde

xn ) xn-1 ) ... ) x1 ) *

koflullar›

xn ) *

koflulunu gerektirir. )-kapal› kümelerin bize gerekecek birkaç

özelli¤i daha var:

Önsav 10.1. Elemanlar› )-kapal› olan bir kümenin bileflimi

ve kesiflimi de )-kapal›d›r.

Kan›t: A, elemanlar› )-kapal› kümeler olan bir küme olsun.

y ) x )'A varsay›m›n› yapal›m. O zaman, 'A kümesinin ta-

n›m› gere¤i, bir * ) A için, y ) x )&* olur. Ama * kümesi )-

kapal› oldu¤undan, bundan y )&* ç›kar. Demek ki 

y )&* " 'A, 

yani y )&'A. Böylece 'A bilefliminin )-kapal› oldu¤u kan›t-

land›. ,A için kan›t ayn›d›r ve okura b›rak›lm›flt›r. n

Not 1. x herhangi bir küme olsun.  , x’in )-kapal› bir alt-

kümesidir. x’in tüm )-kapal› altkümelerinin bileflimi x’in en

büyük )-kapal› altkümesidir.

Not 2. x herhangi bir küme olsun. x’i altküme olarak içe-

ren )-kapal› bir küme oldu¤unu (yani x’in )-kapal› bir üstkü-

mesi oldu¤unu) varsayal›m. O zaman, x’in tüm )-kapal› üstkü-

melerinin kesiflimi x’in en küçük )-kapal› üstkümesidir. (Bu

kümelerin kesiflimi neden bir kümedir?)

2 Öte yandan e¤er Temellendirme Aksiyomu do¤ruysa x = {y} ve y = {x} eflitlik-
lerini sa¤layan x ve y kümeleri olamaz. (Bkz. [S‹].)
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Not 3. x herhangi bir küme olsun. x’i eleman olarak içeren

en küçük )-kapal› kümeyi bulmaya kalk›flal›m. A0 = {x} olsun.

E¤er n )  için, An tan›mlanm›flsa, 

An+1 = An ' ('An)

olsun. Tan›mdan dolay› An’nin elemanlar› An+1’in hem eleman-

lar› hem de altkümeleri. fiimdi n = 0, 1, ... için An kümelerinin 

'n) $An

bileflimini alal›m. E¤er bu bileflim bir kümeyse, x’i eleman olarak

içeren en küçük )-kapal› kümedir. (Al›flt›rma.) Bölüm 12’de

sözünü edece¤imiz Yerlefltirme Aksiyomu kullan›larak 'n) $An

toplulu¤unun küme oldu¤u gösterilebilir.

)-kapal› kümeler hakk›nda birkaç basit olgu kan›tlayal›m.

E¤er * bir kümeyse, S(*)’n›n

S(*) = * ' {*}

larak tan›mland›¤›n› an›msayal›m [S‹].

Önsav 10.2. E¤er * kümesi )-kapal›ysa, S(*) da )-kapal›d›r.

Kan›t: x )&* ' {*} ve y ) x olsun.

E¤er x )&* ise, * bir )-kapal› küme oldu¤undan, y )&* ol-

mal›. Ama ayr›ca *&"&* ' {*} = S(*). Demek ki y )&S(*).

E¤er x (&* ise, x )&* ' {*} oldu¤undan, x = * olmal›. O za-

man da y ) x = *. n

Sonuç 10.3. Her do¤al say› )-kapal›d›r.

Kan›t: 0 =  oldu¤undan 0 say›s› )-kapal›d›r. Önsav 10.2

tümevar›mla kan›t için zemini haz›rlam›flt›r. n

Sonuç 10.4. Do¤al say›lar kümesi )-kapal›d›r.

Kan›t: Her n do¤al say›s› S(n)’nin yani n+1’in eleman› oldu-

¤undan,  = ' . ‹stedi¤imiz Sonuç 10.3’ten ve Önsav 10.1’den

ç›kar. n
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Al›flt›rmalar
10.1.1. E¤er a " altkümesi )-kapal›ysa, o zaman ya a ) 

ya da a =  oldu¤unu kan›tlay›n.

10.1.2. x herhangi bir küme olsun. A0 = {x} olsun. Her n ) 

için,

An+1 = An ' ('An)

olsun. 'n) $An bilefliminin bir küme oldu¤unu varsay›p, bu bi-

leflimin x’i eleman olarak içeren en küçük )-kapal› küme oldu-

¤unu kan›tlay›n.

Bir * kümesine ordinal denmesi için ikinci koflul flu:

Ord2. *&kümesi ) ikili iliflkisi taraf›ndan iyis›ralanm›flt›r.

Ord2 afla¤›daki önermelerin topuna denktir:

Ord2a. E¤er x ) * ise x ( x.

Ord2b. E¤er x, y, z ) * ve z ) y ve y ) x ise z ) x.

Ord2c. E¤er x, y ) * ise ya x ) y ya x = y ya da y ) x.

Ord2d. E¤er A, *’n›n bofl olmayan bir altkümesiyse, öyle

bir a ) A vard›r ki, her b ) A için ya a ) b ya da a = b.

Ord1 ve Ord2 özelliklerini sa¤layan bir kümeye ordinal denir. 

Herhangi bir do¤al say› kümesi Ord2’yi sa¤lad›¤›ndan [S‹],

Sonuç 10.3 ve 10.4’ten her do¤al say›n›n ve  ’nin ordinal ol-

duklar› ç›kar.

Not 1. Ord2a, s›ralama dilinde “x, x’ten küçük de¤il” diye

okunur. E¤er Temellendirme Aksiyomu’nu do¤ru kabul edersek,

hiçbir x kümesi için x ) x olamayaca¤›ndan bunu söylemeye ge-

rek yoktur, zaten do¤rudur [S‹]. Ayr›ca Ord2a’dan * (&* ç›kar,

çünkü aksi halde * ) * olurdu ve Ord2a’ya göre * ( * olurdu!

Not 2. Ord2b, ) ikili iliflkisinin geçiflli bir iliflki oldu¤unu

söylüyor. S›ralama dilinde bu flöyle ifade edilir: *’n›n her x, y, z
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eleman› için, z, y’den ve y de x’ten küçükse, o zaman z, x’ten kü-

çüktür. Demek ki Ord2a ve 2b, *’n›n ) iliflkisi taraf›ndan s›ra-

land›¤›n› söylüyor. Dolay›s›yla, bir ordinalin x ve y elemanlar›

için, “x < y” ve “x ) y” ifadelerini ay›rt etmeksizin kullanabili-

riz. Demek ki ilk okuyuflta tuhaf gelebilecek ama yaflam› çok

kolaylaflt›ran ve al›fl›lmas› gereken flu önerme do¤rudur: Bir or-

dinalin her eleman›, kendinden küçük elemanlar›n kümesidir.

E¤er * bir ordinalse, *, Ord1’i sa¤lad›¤›ndan, Ord2b’de y

ve z’nin *’n›n elemanlar› oldu¤unu söylemeye gerek yoktur, bu

zaten zorunlu olarak öyledir.

E¤er * bir ordinalse, Ord2b, ayr›ca *’n›n elemanlar›n›n )-

kapal› olduklar›n› söylüyor. Buradan hareketle bir ordinalin

elemanlar›n›n da ordinal olduklar›n› kan›tlamak çok basittir.

Birazdan bunu kan›tlayaca¤›z.

Not 3. Ord2d, *’n›n iyis›raland›¤›n› söylüyor. Nitekim, s›-

ralamaca dilinde, Ord2d’de belirtilen a, A’n›n en küçük elema-

n›d›r.

Not 4. Ord2c, ) ikili iliflkisinin *’y› tams›ralad›¤›n› söylü-

yor. E¤er Ord2d do¤ruysa, Ord2c’ye gerek yoktur, bu zaten

do¤rudur; bunu görmek için Ord2d’deki A altkümesini {x, y}

almak yeterlidir.

Kan›tlar›n sat›r say›s›nda tasarruf sa¤lamak amac›yla bir

kümeyi ordinal yapan en az say›da özelli¤i yazal›m:

Ord1. *’n›n her eleman›, ayn› zamanda *’n›n bir altküme-

sidir.

Ord2a. E¤er x ) * ise x ( x.

Ord2b-. E¤er x ) * ise ve z ) y ve y ) x ise o zaman z ) x.

Ord2d. E¤er A, *’n›n bofl olmayan bir altkümesiyse, öyle

bir a ) A vard›r ki, her b ) A için ya a ) b ya da a = b.
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10.2. Ordinallerimizi Tan›yal›m. 
 ’den, yani 0’dan de¤iflik bir * ordinalinin () iliflkisi için el-

bette, baflka bir s›ralama yok) bir en küçük eleman› olmal›. Ne-

dir bu eleman? Bu en küçük elemana a dersek, a ,&* =  olma-

l›, çünkü a ,&*’n›n bir eleman› a’dan küçük olur. Öte yandan *

ordinal oldu¤u için, a "&*. Demek ki a = a ,&* =  = 0, yani

ordinallerin en küçük eleman› boflkümedir, yani 0’d›r. 

‹lk kez gören için, bu tür ak›l yürütmeler biraz flafl›rt›c› ola-

bilir. Zamanla al›fl›l›yor.

Birazdan bir ordinalin ikinci eleman›n›n, e¤er varsa elbet, 1

oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. 1’den sonraki eleman da 2 olmal›... 

E¤er x bir *&ordinalinin bir eleman›ysa ama en büyük ele-

man› de¤ilse, o zaman, * iyis›ral› oldu¤undan, *’da x’ten he-

men sonra gelen bir eleman vard›r. Bu eleman› teflhir edelim.

x’ten hemen sonra gelen elemana y diyelim. Küçüklü¤ün tan›-

m›ndan dolay›, y, kendisinden küçük elemanlar›n (yani kendi

elemanlar›n›n!) kümesidir. Bu elemanlar da ya x’e eflittir ya da

x’ten küçüktür. x’ten küçük olanlar tam tam›na x’in elemanla-

r› oldu¤undan, y = x ' {x} buluruz.

Teorem 10.5. E¤er * bir ordinalse, S(*) da bir ordinaldir.

Kan›t: Önsav 10.2’de S(*)’n›n Ord1’i sa¤lad›¤›n› gösterdik.

Ord2a’n›n Kan›t›: x ) S(*) = * ' {*} olsun. Diyelim x ) x.

* bir ordinal oldu¤undan, x, *’da olamaz, çünkü Ord2a’ya

göre bir ordinalde x ) x iliflkisi yasak. Demek ki x = *. Dola-
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**0

S(*) = * ' {*}

0

y, x’ten hemen sonra gelen eleman olsun. y, kendisinden
küçük elemanlar kümesidir. Bu elemanlar da ya x’ten
küçüktür ya da x’e eflittir. Demek ki y = x ' {x} = S(x).

x y *

0

0, boflküme olmayan her ordinalin en küçük eleman›d›r.



y›s›yla * ) *. Ama * bir ordinal oldu¤undan, *’n›n bir elema-

n› (bu eleman * bile olsa!) kendi eleman› olamaz. (Bu da al›fl›k

olmad›¤›m›z ilginç bir kan›tlardan!)

Ord2b’nin Kan›t›: x ) S(*) = * ' {*} olsun ve z ) y ve y ) x

iliflkilerini varsayal›m. E¤er x ) * ise, * bir ordinal oldu¤undan

z ) x. E¤er x ( * ise, x = *&olmak zorunda. Demek ki z ) y ve

y ) *. Ama * ordinal oldu¤undan bundan z ) * = x ç›kar.

Ord2d’nin Kan›t›: A, S(*)’n›n bofl olmayan bir altkümesi

olsun. E¤er A , * =  ise, o zaman A = {*} olmak zorunda ve

a = * görevi görür. Öte yandan e¤er A , * .  ise, o zaman 

A , *

kümesinin () için elbette, baflka s›ralama yok) bir en küçük a

eleman› vard›r. a, A’n›n en küçük eleman›d›r. n

Bu teoreme göre, bir ordinalin en küçük eleman› 0 oldu-

¤undan, 0’dan sonra gelen ilk eleman 1’dir. Sonra 2, 3, 4 gelir

ve eleman kald›¤› sürece bu böylecene devam eder.

10.3. Temel Olgular
Afla¤›da kan›tlayaca¤›m›z teoremler ordinaller hakk›nda te-

mel ve basit olgulard›r. Ordinalleri hissetmenizde etkili olacakla-

r›n› umuyoruz.

Teorem 10.6. Bir ordinalin her eleman› bir ordinaldir.

Kan›t: * bir ordinal ve x ) * olsun. Ord2b’ye göre x, Ord1’i

sa¤lar. fiimdi ) iliflkisinin x’i iyis›ralad›¤›n› kan›tlayal›m. x" * ol-

du¤undan, x, *’y› iyis›ralayan iliflki taraf›ndan iyis›ralan›r. (Her

iyis›ral› kümenin altkümesi, üstkümeyi s›ralayan iliflki taraf›ndan

iyis›ralanm›flt›r.) Demek ki ) ikili iliflkisi x’i de iyis›ralar. n
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Teorem 10.7. E¤er x bir * ordinalinin bafllang›ç dilimiyse,

ya x = * ya da x ) *’d›r. Demek ki bir ordinalin bir bafllang›ç

dilimi bir ordinaldir. 

Kan›t. * bir ordinal olsun ve x, *’n›n bir bafllang›ç dilimi ol-

sun. E¤er x . * ise a, * \ x’in en küçük eleman› olsun. O zaman 

x = {y ) * : y < a} = {y ) * : y ) a} = a ) *

olmal›d›r. n

Teorem 10.8. /, * ordinalinin bir altkümesi olsun. /’n›n bir

ordinal olmas› için /’n›n *’n›n bir bafllang›ç dilimi olmas› ge-

rek ve yeterdir.

Kan›t: /, *’n›n bafllang›ç dilimiyse, sonuç bir önceki te-

oremde verildi. fiimdi * ve / birer ordinal ve / " * olsun. Her

iki kümede de s›ralaman›n ) ikili iliflkisi taraf›ndan verildi¤ini

akl›m›zda tutal›m. / bir ordinal oldu¤undan, /’n›n bir elema-

n›ndan küçük bir eleman /’n›n bir eleman›d›r. Bu da /’n›n

*’n›n bir bafllang›ç dilimi oldu¤unu gösterir. n

10.4. Derin Olgular
Teorem 10.9. E¤er * ve / birer ordinalse, ya * ) / ya * = /

ya da / ) *’d›r.

Kan›t: Diyelim * , /, hem *’n›n hem de /’n›n özaltküme-

si. Bir çeliflki elde edece¤iz. x, * \ * , /’n›n ve y, / \ * , /’n›n

en küçük eleman› olsunlar. x = y eflitli¤ini kan›tlayabilirsek, ifli-

miz ifl, çünkü o zaman x = y ) * , / olacak ve istedi¤imiz çe-

liflkiyi elde edece¤iz.

x ve y’nin rolleri simetrik oldu¤undan, x "&y iliflkisini ka-

n›tlamak yeterli.

z ) x olsun. Demek ki * ordinalinde z < x eflitsizli¤i geçerli.

x eleman› * \ * , /’n›n en küçük eleman› oldu¤undan, bundan
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z ) * , / ç›kar. Dolay›s›yla z ) /. fiimdi, ya z = y ya z ) y ya

da y ) z. Bakal›m hangisi. Birinci fl›kta, z = y ( * , /, imkân›

yok! Üçüncü fl›kta, z ) x iliflkisinden dolay› y ) x elde ederiz,

ki bundan da y ) * , / ç›kar, gene çeliflki. Dolay›s›yla sadece

ikinci fl›k mümkün: z ) y. Böylece x "&y içindeli¤ini elde etmifl

oluruz. n

Teorem 10.10. Boflküme olmayan herhangi bir ordinaller

kümesinin bileflimi ve kesiflimi de bir ordinaldir.

Kan›t: Kesiflimin ordinal oldu¤u belli: Kesiflim, ordinaller

kümesinin en küçük eleman›na eflit. Bileflimin bir ordinal oldu-

¤unu kan›tlayal›m.

A, bir ordinaller kümesi olsun. Her * . / ) A için, bir önce-

ki teoreme göre, ya * ) / ya da / ) *. Bunu kullanaca¤›z.

x ) 'A olsun. O zaman, bir * ) A için, x ) * olur. Ama

* ordinal oldu¤undan x " *. Öte yandan, * " 'A. Demek ki

x " 'A. Ord1 kan›tland›.

Ord2a’y› kan›tlayal›m. Bu kolay: x )'A olsun. O zaman,

bir * ) A için, x ) *. Ama * ordinal oldu¤undan x ( x.
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S›ra Ord2b’de. Bu da kolay: x ) 'A ve z ) y ) x olsun. O

zaman, bir * ) A için, x ) *. Ama * ordinal oldu¤undan z ) x. 

fiimdi yukardaki teoremi kullanarak Ord2d’yi kan›tlayaca-

¤›z.  &. B " 'A olsun. O zaman A’da * , B .  önermesini

sa¤layan bir * vard›r. * bir ordinal oldu¤undan, *’n›n * , B

altkümesinin bir en küçük eleman› vard›r. Bu elemana a diye-

lim. Bu a’n›n B’nin en küçük eleman› oldu¤unu iddia ediyorum.

b ) B \ {a} olsun. Belli bir / ) A için, b ) /. Teorem 6’ya göre

a ve b birer ordinal. Teorem 9’a göre ya a ) b ya da b ) a. ‹kin-

ci durumda, b ) a ) * olaca¤›ndan, b ) *, yani b ) * , B ve

bu da a’n›n * , B’nin en küçük eleman› olmas›yla çeliflir. De-

mek ki a ) b ve a, B’nin en küçük eleman›. n

Teorem 10.11. S›ral› küme olarak eflyap›sal olan iki ordinal

birbirine eflittir. 

Kan›t: * ve /, ƒ : * 2 / eflyap›sal efllemesiyle eflyap›sal olan

iki ordinal olsun. O zaman, Teorem 10.9’a göre ya * " / ya da

/ " *. Birincisini varsayabiliriz. O zaman, Teorem 10.8’e göre,

i(x) = x formülüyle tan›mlanm›fl i : * 2 / fonksiyonu da *’dan

/’n›n * bafllang›ç dilimine giden bir gömmedir. Önsav 7.6’ya

göre ƒ = i. Demek ki / = ƒ(*) = i(*) = *. n

Sonuç 10.12. ‹yis›ral› bir küme en fazla bir ordinale ve tek

bir eflyap› efllemesiyle eflyap›sal olabilir.

Kan›t: E¤er A iyis›ral› (ya da sadece s›ral›) kümesi * ve / or-

dinalleriyle eflyap›salsa, * ve / da birbiriyle eflyap›sald›r, dola-

y›s›yla yukardaki teoreme göre * = /’d›r. Eflyap›sal efllemenin

biricikli¤i Önsav 7.6’dan ç›k›yor. n

‹lerde her iyis›ral› kümenin bir ordinalle eflyap›sal oldu¤u-

nu kan›tlayaca¤›z ama bunun için daha güçlü bir kümeler ku-

ram›na ihtiyaç duyaca¤›z.
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Teorem 10.13. E¤er bir * ordinalinden bir / ordinaline gi-

den bir eflyap› fonksiyonu varsa, o zaman ya * = / ya da * )

/’dir. Dolay›s›yla * " / ve * ≤ / olur.

Kan›t: ƒ : * 2 / s›ralamay› koruyan bir fonksiyon olsun.

Teorem 7.9’a göre ƒ(*)’n›n /’n›n bir bafllang›ç dilimi oldu¤unu

varsayabiliriz. Teorem 10.7’ye göre ya ƒ(*) = / ya da ƒ(*) ) /

ve ƒ(*) bir ordinaldir. Teorem 11’e göre de ƒ(*) = *. n

Sonuç 10.14. * ve / ordinal olsunlar. Afla¤›daki önermeler

eflde¤erdir.

1. *&)&/ ya da * = /,

2. *&"&/,
3. * ≤ /,

4. *, /’n›n bir bafllang›ç dilimi,

5. *, /’n›n bir altkümesiyle eflyap›sal.

Al›flt›rmalar
10.4.1. * bir ordinal olsun. E¤er *’n›n en büyük eleman›

varsa bu eleman›n '* oldu¤unu kan›tlay›n. E¤er *’n›n en

büyük eleman› yoksa '* = * eflitli¤ini kan›tlay›n.

10.4.2. B bir ordinal kümesi olsun. C " B flu özelli¤i sa¤la-

s›n: “Her / ) B için / ≤ 0 eflitsizli¤ini sa¤layan bir 0 ) C var-

d›r”. Bu durumda '/)B / = '0)C 0 eflitli¤ini kan›tlay›n.

10.4.3. * = S(/) = / ' {/} olsun. * bir ordinalse, /’n›n da

bir ordinal oldu¤unu kan›tlay›n.

10.4.4. * ve / birer ordinal olsunlar. S(*) = S(/) ise * = /

eflitli¤ini kan›tlay›n. 
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