9. Ordinallerin Islevi

umeler toplulugunun bir kiime olamayacagini Bertrand
I<Russell Paradoksu’ndan biliyoruz [SKK]. Kiime olmayan

bir seye kiime diyemeyecegimize gore, tim kiimeler toplu-
luguna bir bagka ad bulmaliyiz. Bu topluluga kiimeler evreni ya
da kisaca evren diyelim.

Kiimeler Evreni

Muazzam bir sey olan evreni yukarda resmettik. (Zaten kii-
me olmamasinin nedeni de bu muazzamligi! Kiime olmak i¢in
cok biiyiik. O kadar biiyiik kiime mi olurmus!) Icine de bildi-
gimiz birkac kiime yerlestirdik.
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106 9. Ordinallerin Islevi

Iyi siralanmis her kiime (siralamasiyla birlikte) bu evrenin
icinde yer aliyor. Clinkii ne de olsa, iyi siralanmig bir kiime, ba-
z1 Ozellikleri saglayan bir A < X x X altktimesi icin (X, A) bi-
¢iminde yazilan bir cifttir ve [SI]’den de bildigimiz iizere her cift
bir kiimedir.

Iyisiralanmig kiimelerin toplulugu da kiime olamaz, ¢iinkii
tek elemanli her kiime iyisirali bir kiime oldugundan, eger iyi-
siralanmig kiimeler toplulugu bir kiime olsaydi, Tanimlanabilir
Altktime Aksiyomu’na gore, tek elemanli kimeler toplulugu da
bir kiime olurdu, ama o zaman da bu kiimenin bilesimi de, ki
bu tim kiimeler evrenidir, Bilesim Aksiyomu’na gore bir kiime
olurdu.

. Kiimeler Evreni
Iyisiralanmig

Kiimeler Evreni
(IKE)

Iyisiralanmis kiimeler topluluguna iyistralanmis kiimeler
evreni (IKE) diyelim. Bunu yukarda resmettik.

Biitiin iyisiralanmus kiimeleri koyu gri renkteki IKE nin ici-
ne koymaliyiz. Dolayisiyla tim tek elemanli kiimeler, bedava-
dan iyisiralanmis olduklarindan, IKE nin i¢inde olmalilar. Ay-
rica birbirinden farkli her x ve y kimesi i¢in, {x, y} kimesinden
IKE’ nin iginde iki tane olmali, biri x < y iyisiralamasi igin, di-
geri de y < x iyisiralamasi i¢in. Bu iki iyisiralanmig kiimeyi re-
simde {x < y} ve {y < x} olarak gosterdik.
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Genel olarak, x, ..., x,,_; birbirinden farklysa, {x, ..., x,_}
kiimesi 7! degisik bi¢cimde tam (ya da iyi, farketmez) siralandi-
gindan, bu kiime IKE’nin i¢inde tam 7! degisik bicimde yer alir.

Tahmin edildigini sandigim iizere, aslinda IKE’ye kiimeleri
degil, kimelerle birlikte kiimelerin elemanlarmin iyisiralanmig
hallerini koyuyoruz. Yani IKE toplulugunda X kiimeleri degil,
(X, <) iyisiralamalari var, ama biz kolaylik olsun diye, siralama-
y1 kiimenin bir pargasiymig gibi addedip (X, <) yerine yanlig da
olsa X yazacagz.

Iyisiralanmis kiimeleri IKE’nin icine yerlestirirken, kiiciikleri
asagiya buytkleri yukariya yazalim, yani eger iyisiralanmig bir Y
kiimesi siralamasi bozulmadan X’in igine gomiililyorsa, yani
Y’den X’e giden bir esyapi fonksiyonu varsa, (ve yine) yani
Bolim 8.2’deki yazilimla Y < X ise, 0 zaman Y’yi gorsel olarak
X’in altina yazalim. Eger Y < X ve X < Y ise, yani X ~ Y ise
(Boliim 8.2. Ozellik E6), X ve Y’yi aymi satira yazalim. Orne-
gin, tiim tek elemanli kiimeler ayni satira yazilsin.

Ivi Kiimeler Evreni
yisiralanmis

Kimeler Evreni
(IKE)

Boylece iyisiralanmis kiimeleri kat kat siralariz. Iyisiralan-
mis kiime ne kadar buiytikse o kadar yukari yazilir. Egyapisal
olanlar1 da ayni kata yerlestirdik.
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Zemin katta & var elbette, boskiime zemin katta tek basgi-
na oturuyor. Bunun bir tsttindeki birinci kat olduk¢a kalaba-
lik, birinci katta bir elemanl tiim kiimeler var. Bir sonraki kat-
ta iki elemanli kiimeler var ama bu kiimelerin her biri iki kez
yer aliyor. n-inci katta 7 tane elemani olan kiimeler var, her bi-
ri n! kez yer aliyor. Sonlu kiimeler bittiginde karsimiza N (do-
gal siralamayla) ve N’ye esyapisal olan iyisiralamalar cikiyor.
Dogal olarak siralanmig N kiimesini, ® olarak gostermenin bir
gelenek oldugunu ve bu gelenege uyacagimizi soylemistik.

01234567 8910111213 x

"ttt .

® iyisiralamasi

o’nin oturdugu katin bir st katinda ®’nin en sonuna tek bir
eleman getirilerek olusan iyisiralamalar oturuyor. @’da olmayan
herhangi bir x kiimesi alip x’i ®’nin en sonuna en biiyiik eleman
olarak koyalim. Boylece » U {x} kiimesi iyisiralanir. (Bkz. Altbo-
lim 5.1.) Bu yeni iyisiralamada x, tiim dogal sayilardan daha bii-
yuktiir. Ayrica ®’nin bir tist katinda oturan tiim iyisiralamalar

01234567 8910111213 -+ «x

e L E s B B B B S .

®’nin tistkatindaki bir iyisiralama.
x, ®’da olmayan bir kiimedir ve ®’nin
en sonuna eklenmistir.

bu bigimdedirler. Dogal sayilar da kendi aralarinda dogal olarak
siralanmiglardir. ®, ®’nin bir eleman olmadigindan (bkz. Te-
orem 9.1), burada x yerine o alabiliriz. Yani

S(w) = o U {o}
iyisiralamasi, ®’nin oturdugu katin bir tst katinda oturuyor.

Teorem 9.1. © ¢ .

Kanit. ® € o olsa, ® bir 7 dogal sayisina esit olur. O za-
man da S(n) € o = n olur [SI]. Bu da S(n) < 7 demektir. Ama
n <n+ 1= 8(n) esitsizliginden dolay1 S(n) < n olamaz. [
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Her katin bir Gst kati vardir. Eger X bir iyisiralamaysa,
X’te bulunmayan bir Y kiimesini (ki vardir 6yle bir kiime, yok-
sa X tiim kiimeleri igerirdi) alip X’e eleman olarak ekleyelim ve
Y’yi X’in tim elemanlarindan daha buyiik yapalim. Boylece,

X v {Y)
kiimesi iyisiralanmig olur ve bu iyi sirali kiime X’in oturdugu
katin hemen bir stiinde oturur.

Eger X ¢ X ise (ki eger gerekmedik¢e kabul etmek isteme-
digimiz Temellendirme Aksiyomu’nu kabul edersek X ¢ X
olmak zorundadir, bkz [SI]), o zaman Y = X alabiliriz ve boy-
lece iyisiralanmig S(X) = X U {X} kiimesini X’in bir st katin-
da buluruz.

Ivi Kiimeler Evreni
yisiralanmig

Kumeler Evreni
(IKE)

ordinaller,
her katta bir tane

Simdi oniimiizdeki birka¢ bolimiin ana hedefini soyleye-
lim: Her iyisiralanmis kiimeler katindan bir ve sadece bir tane
temsilci sececegiz ve bunu olabildigince dogal bi¢cimde yapaca-
g1z. Bu temsilcilere ordinal adini verecegiz.

Her katta en fazla bir ordinal olacak. Bunu kanitlamasi ko-
lay. Ve her katta en az bir ordinal olacak. Bunu kanitlamak da-
ha zor. Hatta su anki halimizle imkansiz. Bunu kanitlamak icin
adina Yerlestirme Aksiyomu diyecegimiz yeni bir aksiyoma ihti-
yacimiz olacak. Bu aksiyoma neden gereksindigimizi anlatmaya
calisacagiz, yani okura bu gereksinimi hissettirmeye calisacagiz.




10. Ordinaller

10.1. Tanim
Bir o kiimesine ordinal denmesi i¢in iki kosul gerceklesme-
lidir. Kosullardan ilki su.

Ord1. o’nun ber elemani, ayni zamanda o’nmin bir altkiime-
sidir.

Bu kosul, tam tamina,

(yexeoa)=>yea

diyor, yani o’nin elemanlarinin elemanlari o’nin elemanlaridir
diyor, yani o’nin her elemani o’nin altkiimesidir diyor.

Ord1 ozelligi saglayan kiimelere e-kapalil denir. Biraz zor
gerceklesen bir kosul oldugu dusuniilebilir, ama bogkiimenin

e-kapali bir o kiimesi: o’nin her 6gesi o’nin bir altktimesi

(yani 0’in) e-kapali oldugu ¢ok bariz. Aslinda her dogal sayi,
[SI]’de tanimlandig bicimde, e-kapalidir. Dogal sayilar kiime-

1 Ingilizcesi e-complete.
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si N de (yani o da) e-kapalidir. Bunlarin kanitini birazdan ve-
recegiz.

Eger x = {y} ve y = {x} ise {x, y} kiimesi e-kapalidir2.

Kolayca goriilecegi tizere, e-kapali bir o kiimesinde

X, € X, € ... €X1 € QU
kosullar:
X, € O

kosulunu gerektirir. e-kapali kiimelerin bize gerekecek birkag
ozelligi daha var:

Onsav 10.1. Elemanlar: e-kapali olan bir kiimenin bilesimi
ve kesisimi de e-kapalidir.

Kanit: A, elemanlari e-kapali kiimeler olan bir kiime olsun.
y € x € UA varsayimini yapalim. O zaman, \UA kiimesinin ta-
nimi geregi, bir o € A icin, y € x € o olur. Ama o kiimesi e-
kapali oldugundan, bundan y € a ¢ikar. Demek ki

yeac UA,
yani y € \UA. Boylece \UA bilesiminin e-kapali oldugu kanit-
landi. MA igin kanit aymidir ve okura birakilmistir. O

Not 1. x herhangi bir kiime olsun. &, x’in e-kapali bir alt-
kiimesidir. x’in tim e-kapali altkiimelerinin bilegimi x’in en
bliytik e-kapali altkiimesidir.

Not 2. x herhangi bir kiime olsun. x’i altkiime olarak ice-
ren e-kapali bir kiime oldugunu (yani x’in e-kapali bir ustki-
mesi oldugunu) varsayalim. O zaman, x’in tiim e-kapali tistkii-
melerinin kesigimi x’in en kigik e-kapali tstkiimesidir. (Bu
kimelerin kesisimi neden bir kiimedir?)

2 Ote yandan eger Temellendirme Aksiyomu dogruysa x = {y} ve y = {x} esitlik-
lerini saglayan x ve y kiimeleri olamaz. (Bkz. [SI].)
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Not 3. x herhangi bir kiime olsun. x’i eleman olarak iceren
en kiiciik e-kapali kiimeyi bulmaya kalkisalim. A, = {x} olsun.
Eger n € N i¢in, A,, tanimlanmussa,

A=A, U (UA)
olsun. Tanimdan dolay1 A,’nin elemanlar1 A,,,;’in hem eleman-

n+l =

lar1 hem de altktimeleri. Simdi # = 0, 1, ... icin A,, kiimelerinin
UneN An

bilegsimini alalim. Eger bu bilesim bir kiimeyse, x’i eleman olarak

iceren en kiiciik e-kapali kimedir. (Alistirma.) Bolum 12’de

soziinii edecegimiz Yerlestirme Aksiyomu kullanilarak U,y A,

toplulugunun kiime oldugu gosterilebilir.

e-kapali kiimeler hakkinda birkag basit olgu kanitlayalim.
Eger a bir kiimeyse, S(o)’nin
S(a) = a U {a}
larak tanimlandigini animsayalim [SI].

Onsav 10.2. Eger o kiimesi e-kapaliysa, S(o.) da e-kapalidir.

Kanit: x € o U {a} ve y € x olsun.

Eger x € a ise, o bir e-kapali kiime oldugundan, y € a ol-
mali. Ama ayrica o c o U {a} = S(a). Demek ki y € S(a).

Eger x ¢ aise, x € a U {a} oldugundan, x = o olmali. O za-
manday € x = a. ]

Sonu¢ 10.3. Her dogal say: e-kapalidir.
Kamit: 0 = @ oldugundan 0 sayis1 e-kapalidir. Onsav 10.2
timevarimla kanit i¢in zemini hazirlamstir. [l

Sonu¢ 10.4. Dogal sayilar kiimesi e-kapalidir.

Kanit: Her 7 dogal sayisi S(72)’nin yani 7#+1’in elemani oldu-
gundan, N = UN. Istedigimiz Sonug 10.3’ten ve Onsav 10.1’den
cikar. ]
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Alistirmalar
10.1.1. Eger a < N altkiimesi e-kapaliysa, o zaman yaa € N
ya da a = N oldugunu kanitlayin.
10.1.2. x herhangi bir kiime olsun. A, = {x} olsun. Her 7 € N
icin,
A=A, U (UA)
olsun. U, _y A, bilesiminin bir kiime oldugunu varsayip, bu bi-

n+l =

lesimin x’i eleman olarak igeren en kiicitk e-kapali kiime oldu-
gunu kanitlayin.

Bir o kiimesine ordinal denmesi icin ikinci kosul su:
Ord2. a kiimesi € ikili iliskisi tarafindan iyisiralanmustir.
Ord2 asagidaki 6nermelerin topuna denktir:

Ord2a. Eger x € a ise x ¢ x.

Ord2b. Eger x,y,z e avez € yvey € x ise 2 € X.
Ord2c. Eger x,y e aiseyax e yyax =yyaday € x.

Ord2d. Eger A, o’mn bos olmayan bir altkiimesiyse, dyle
bir a € A vardir ki, her b € Aicinyaa € byadaa=>b.

Ord1 ve Ord2 ozelliklerini saglayan bir kiimeye ordinal denir.

Herhangi bir dogal say1 kiimesi Ord2’yi sagladigindan [SI],
Sonug 10.3 ve 10.4’ten her dogal sayinin ve N’nin ordinal ol-
duklari ¢ikar.

Not 1. Ord2a, siralama dilinde “x, x’ten kiguk degil” diye
okunur. Eger Temellendirme Aksiyomu’nu dogru kabul edersek,
higbir x kiimesi i¢in x € x olamayacagindan bunu séylemeye ge-
rek yoktur, zaten dogrudur [SI]. Ayrica Ord2a’dan o ¢ o cikar,
¢linkii aksi halde o € o olurdu ve Ord2a’ya gore a ¢ o olurdu!

Not 2. Ord2b, € ikili iligskisinin gegisli bir iligki oldugunu
soyliiyor. Siralama dilinde bu soyle ifade edilir: o’nin her x, y, z
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elemani igin, z, y’den ve y de x’ten kiigiikse, o zaman z, x’ten kii-
cuiktiir. Demek ki Ord2a ve 2b, o’nin e iligkisi tarafindan sira-
landigini soyliiyor. Dolayisiyla, bir ordinalin x ve y elemanlari
icin, “x < y” ve “x e y” ifadelerini ayirt etmeksizin kullanabili-
riz. Demek ki ilk okuyusta tuhaf gelebilecek ama yasami ¢ok
kolaylastiran ve alisilmasi gereken su 6nerme dogrudur: Bir or-
dinalin her elemani, kendinden kiiciik elemanlarin kiimesidir.

Eger a bir ordinalse, a, Ord1’i sagladigindan, Ord2b’de y
ve 2’nin o’nin elemanlari oldugunu séylemeye gerek yoktur, bu
zaten zorunlu olarak Oyledir.

Eger a bir ordinalse, Ord2b, ayrica o’nin elemanlarinin e-
kapali olduklarini soyliiyor. Buradan hareketle bir ordinalin
elemanlarinin da ordinal olduklarini kanitlamak ¢ok basittir.
Birazdan bunu kanitlayacagiz.

Not 3. Ord2d, o’nin iyisiralandigini soyliyor. Nitekim, si-
ralamaca dilinde, Ord2d’de belirtilen a, A’nin en kuciik elema-
nidir.

yor. Eger Ord2d dogruysa, Ord2c’ye gerek yoktur, bu zaten
dogrudur; bunu gérmek igin Ord2d’deki A altkiimesini {x, y}
almak yeterlidir.

Kanitlarin satir sayisinda tasarruf saglamak amaciyla bir
kiimeyi ordinal yapan en az sayida ozelligi yazalim:

Ord1. o’mn her elemani, ayni zamanda o’mun bir altkiime-
sidir.

Ord2a. Eger x € o ise x ¢ x.

Ord2b'. Eger x € aisevez € yvey € x ise 0 zaman z € X.

Ord2d. Eger A, &’min bos olmayan bir altkiimesiyse, 6yle
bir a € A vardir ki, her b € Aicinyaa € byadaa=0b.
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10.2. Ordinallerimizi Taniyalim.

@&’den, yani 0’dan degisik bir a ordinalinin (e iliskisi igin el-
bette, bagka bir siralama yok) bir en kigiik elemani olmali. Ne-
dir bu eleman? Bu en kugiik elemana a dersek, a N o = & olma-
I1, ¢iinkii @ N o’nin bir eleman: @’dan kiigiik olur. Ote yandan o
ordinal oldugu icin, a < . Demek ki a=a mna = = 0, yani
ordinallerin en kugiik elemani boskiimedir, yani 0’dir.

0

0, bogkiime olmayan her ordinalin en kiiciik elemanidir.
[k kez goren igin, bu tiir akil yiiriitmeler biraz sasirtici ola-
bilir. Zamanla aligihiyor.
Birazdan bir ordinalin ikinci elemaninin, eger varsa elbet, 1
oldugunu kanitlayacagiz. 1’den sonraki eleman da 2 olmali...
Eger x bir o ordinalinin bir elemaniysa ama en buyiik ele-
mani degilse, o zaman, a iyisirali oldugundan, o’da x’ten he-
men sonra gelen bir eleman vardir. Bu elemani teshir edelim.
x’ten hemen sonra gelen elemana y diyelim. Kigukligiin tani-
mindan dolayi, vy, kendisinden kiiciik elemanlarin (yani kendi
0 x Y o

v, x’ten hemen sonra gelen eleman olsun. y, kendisinden
kiiciik elemanlar kiimesidir. Bu elemanlar da ya x’ten
kiiciiktiir ya da x’e esittir. Demek ki y = x U {x} = S(x).

elemanlarinin!) kiimesidir. Bu elemanlar da ya x’e esittir ya da
x’ten kiiguktiir. x’ten kucuk olanlar tam tamina x’in elemanla-
r1 oldugundan, y = x U {x} buluruz.

Teorem 10.5. Eger o bir ordinalse, S(a.) da bir ordinaldir.

0 o o
° °

S(a) =a U {a}

Kanit: Onsav 10.2°de S(a)’nin Ord1’i sagladigini gosterdik.
Ord2a’nin Kaniti: x € S(a) = o U {a} olsun. Diyelim x € x.
o bir ordinal oldugundan, x, a’da olamaz, ¢iinkii Ord2a’ya
gore bir ordinalde x € x iligkisi yasak. Demek ki x = a.. Dola-
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yistyla o € a. Ama a bir ordinal oldugundan, o’nin bir elema-
ni (bu eleman « bile olsa!) kendi eleman1 olamaz. (Bu da alisik
olmadigimiz ilging bir kanitlardan!)

Ord2b’nin Kamiti: x € S(a) =a. U {o} olsunvez € yvey € x
iligkilerini varsayalim. Eger x € a ise, a bir ordinal oldugundan
z € x. Eger x ¢ a ise, x = a olmak zorunda. Demek ki z € y ve
y € a. Ama o ordinal oldugundan bundan z € a = x ¢ikar.

Ord2d’nin Kaniti: A, S(a)’nin bos olmayan bir altkiimesi
olsun. Eger A n o = & ise, 0 zaman A = {a} olmak zorunda ve

0 o 7l

AcSa)=au{a}

a = a gorevi goriir. Ote yandan eger A N a # & ise, 0 zaman
Ana

kiimesinin (e i¢in elbette, bagka siralama yok) bir en kiiciik a

elemani vardir. a, A’nin en kucuk elemanidir. O

Bu teoreme gore, bir ordinalin en kiigiik elemani 0 oldu-
gundan, 0’dan sonra gelen ilk eleman 1°dir. Sonra 2, 3, 4 gelir
ve eleman kaldig: siirece bu boylecene devam eder.

10.3. Temel Olgular
Asagida kanitlayacagimiz teoremler ordinaller hakkinda te-
mel ve basit olgulardir. Ordinalleri hissetmenizde etkili olacakla-
rini umuyoruz.

Teorem 10.6. Bir ordinalin her elemani bir ordinaldir.

Kanit: o bir ordinal ve x € a olsun. Ord2b’ye gore x, Ord1’i
saglar. Simdi e iligkisinin x’i iyisiraladigini kanitlayalim. x < o ol-
dugundan, x, o’y iyisiralayan iligki tarafindan iyisiralanir. (Her
iyisirali kiimenin altktimesi, ustkiimeyi siralayan iligski tarafindan
iyisiralanmustir.) Demek ki € ikili iligkisi x’i de iyisiralar. [l
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Teorem 10.7. Eger x bir o ordinalinin baglangi¢ dilimiyse,
ya x = o ya da x € o’dir. Demek ki bir ordinalin bir baslangi¢
dilimi bir ordinaldir.

Kanit. o bir ordinal olsun ve x, o’nin bir baslangi¢ dilimi ol-
sun. Eger x # a ise a, o\ x’in en kiigiik elemani olsun. O zaman
x={yea:y<al={yea:yeal=aeca
olmalidir. O

Teorem 10.8. B, a ordinalinin bir altkiimesi olsun. B’nmin bir
ordinal olmasi icin B’min o’min bir baslangi¢ dilimi olmasi ge-
rek ve yeterdir.

Kanit: B, o’nin baslangi¢ dilimiyse, sonu¢ bir onceki te-
oremde verildi. Simdi o ve B birer ordinal ve B < o olsun. Her
iki kiimede de siralamanin e ikili iligkisi tarafindan verildigini
aklimizda tutalim. B bir ordinal oldugundan, p’nin bir elema-
nindan kugiik bir eleman B’nin bir elemanidir. Bu da B’nin
o’nin bir baslangi¢ dilimi oldugunu gosterir. O

10.4. Derin Olgular

Teorem 10.9. Eger o ve B birer ordinalse, ya o. € B ya a. = p
ya da B € o’dr.

Kanit: Diyelim o m B, hem o’nin hem de B’nin 6zaltkiime-
si. Bir ¢eliski elde edecegiz. x, a\ o m B’nin ve y, B\ o N B’nin
en kiiciik elemani olsunlar. x = y esitligini kanitlayabilirsek, isi-
miz is, ¢unkii 0 zaman x =y € a N P olacak ve istedigimiz ce-
liskiyi elde edecegiz.

e A N /.

x ve y’nin rolleri simetrik oldugundan, x < y iliskisini ka-
nitlamak yeterli.

z € x olsun. Demek ki o ordinalinde z < x esitsizligi gecerli.
x elemani o\ o N B’nin en kiigik elemani oldugundan, bundan
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z € a N B ckar. Dolayisiyla z € B. Simdi,yaz=yyaz € yya
da y € z. Bakalim hangisi. Birinci sikta, z =y ¢ o N B, imkan
yok! Uciincii sikta, z € x iliskisinden dolay1 y € x elde ederiz,
ki bundan da y € o m B ¢ikar, gene ¢eliski. Dolayisiyla sadece
ikinci sik miimkiin: z € y. Boylece x < y igindeligini elde etmis
oluruz. O

Teorem 10.10. Bogkiime olmayan herbangi bir ordinaller
kiimesinin bilesimi ve kesisimi de bir ordinaldir.

Kanit: Kesisimin ordinal oldugu belli: Kesisim, ordinaller
kumesinin en kii¢iik elemanina esit. Bilesimin bir ordinal oldu-
gunu kanitlayalim.

A, bir ordinaller kiimesi olsun. Her o # B € A icin, bir 6nce-
ki teoreme gore, ya o € B ya da B € a. Bunu kullanacagiz.

A, ordinaller kiimesi. Aslinda sekil yanlis, ¢iinkii, 6rnegin,
o, B’nin bir elemani olmaliydi. Dogru sekil kafa karistirict
demeye cesaret edemeyiz de, cok karmagik.

x € \UA olsun. O zaman, bir a € A i¢in, x € o olur. Ama
a ordinal oldugundan x < a. Ote yandan, a < \UA. Demek ki
x < \UA. Ord1 kanitlandi.

Ord2a’y1 kanitlayalim. Bu kolay: x € LA olsun. O zaman,
bir & € A i¢in, x € a. Ama a ordinal oldugundan x ¢ x.
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Sira Ord2b’de. Bu da kolay: x € \UWA ve z € y € x olsun. O
zaman, bir a € A i¢in, x € a. Ama « ordinal oldugundan z € x.

Simdi yukardaki teoremi kullanarak Ord2d’yi kanitlayaca-
g1z. & # B < UA olsun. O zaman A’da o N B # & Onermesini
saglayan bir o vardir. a bir ordinal oldugundan, o’nin o N B
altkiimesinin bir en kii¢iik elemani vardir. Bu elemana a diye-
lim. Bu @’nin B’nin en kiigiik elemani oldugunu iddia ediyorum.
b € B\ {a} olsun. Belli bir € A i¢in, b € B. Teorem 6’ya gore
a ve b birer ordinal. Teorem 9’a gore yaa € b ya da b € a. Ikin-
ci durumda, b € a € a olacagindan, b € a, yani b € oo N B ve
bu da @’nin a N B’nin en kiigiik elemani olmasiyla celisir. De-
mek ki a € b ve a, B’nin en kiiciik elemani. ]

Teorem 10.11. Siral: kiime olarak esyapisal olan iki ordinal
birbirine esittir.

Kanit: o ve B, f : o — B esyapisal eslemesiyle esyapisal olan
iki ordinal olsun. O zaman, Teorem 10.9’a gore ya a. <  ya da
B < o. Birincisini varsayabiliriz. O zaman, Teorem 10.8’e gore,
i(x) = x formiiltiyle tamimlanmus 7 : o — B fonksiyonu da o’dan
B’nin o baslangi¢ dilimine giden bir gémmedir. Onsav 7.6’ya
gore f = i. Demek ki B = f(a) = i(at) = a. [

Sonug 10.12. Iyistrali bir kiime en fazla bir ordinale ve tek
bir esyap1 eslemesiyle esyapisal olabilir.

Kanit: Eger A iyisirali (ya da sadece sirali) kiimesi o ve  or-
dinalleriyle esyapisalsa, o ve B da birbiriyle esyapisaldir, dola-
yisiyla yukardaki teoreme gore o = B’dir. Esyapisal eslemenin
biricikligi Onsav 7.6’dan cikiyor. ]

[lerde her iyisirali kiimenin bir ordinalle esyapisal oldugu-
nu kanitlayacagiz ama bunun icin daha giiclii bir kiimeler ku-
ramina ihtiya¢ duyacagz.
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Teorem 10.13. Eger bir o ordinalinden bir B ordinaline gi-
den bir egyapi fonksiyonu varsa, o zaman ya o. = B ya da o €
B’dir. Dolayistyla oo < B ve o < B olur.

Kanit: f : o — B siralamayi koruyan bir fonksiyon olsun.
Teorem 7.9’a gore f(o)’nmin B’nin bir baslangi¢ dilimi oldugunu
varsayabiliriz. Teorem 10.7’ye gore ya f(a) = B ya da f(a) € B
ve f(a) bir ordinaldir. Teorem 11’e gore de f(a) = a. O

Sonug 10.14. o ve B ordinal olsunlar. Asagidaki énermeler

esdegerdir.
l.oa e Byadaa=p,
2.acfB,
3.a<B,
4. o, B’rn bir baslangi¢ dilimi,
5. a, B’rn bir altkiimesiyle esyapisal.

Alistirmalar

10.4.1. o bir ordinal olsun. Eger o’nin en buyik eleman
varsa bu elemanin Ua oldugunu kanitlayin. Eger o’nin en
buiyiik elemani yoksa Ua = a esitligini kanitlayin.

10.4.2. B bir ordinal kiimesi olsun. C < B su 6zelligi sagla-
sin: “Her B € B i¢in B <y esitsizligini saglayan bir y € C var-
dir”. Bu durumda \Ug_p B = U, ¢ v esitligini kanitlayi.

10.4.3. o = S(B) = B v {B} olsun. a bir ordinalse, f’nin da
bir ordinal oldugunu kanitlayin.

10.4.4. o ve B birer ordinal olsunlar. S(a) = S(B) ise o = B
esitligini kanitlayin.



