
6. Kesirli Say›lar Kümesi $

Girifl
Bir önceki uzun bölümde tamsay›lar halkas› #’yi matema-

tiksel olarak tan›mlay›p var etmifltik.

Tamsay›larda, do¤al say›larda da yap›lan toplama ve çarp-

ma ifllemleri yap›ld›¤› gibi, bunlara ek olarak bir de ç›karma ifl-

lemi yap›labilir. Bunu biliyoruz. Zaten tamsay›lar› sadece ç›-

karma yapabilelim diye özellikle yaratm›flt›k/icat etmifltik/kefl-

fetmifltik/tan›mlam›flt›k. (Tam ne yapt›¤›m›z felsefi bak›fl aç›s›-

na göre de¤iflir.)

Tamsay›larda toplama, ç›karma ve çarpma ifllemleri yap›la-

bilir ama bölme yap›lamaz, örne¤in tamsay›larda 2, 3’e bölün-

mez, bölme yapabilmek için kesirli say›lara geçmek zorunday›z.

Ama kesirli say›lar› bugüne dek soyut matematiksel kavram-

lar olarak tan›mlamad›k. Bu eksi¤imizi giderme zaman› geldi.

Bu bölümde kesirli say›lar› matematiksel anlamda var edece-

¤iz. Bunu tamsay›lar› kabullenerek yapaca¤›z. Yani tamsay›lar›

ve tamsay›larda tan›mlanm›fl olan toplama, ç›karma ve çarpma-

n›n temel özelliklerini bildi¤imizi varsay›p, ki biliyoruz, kesirli

say›lar kümesini tan›mlayaca¤›z. Ard›ndan kesirli say›lar kümesi

üzerine, ad›na toplama, ç›karma, çarpma ve bölme diyece¤imiz

dört ifllem tan›mlayaca¤›z. Bunlara ek olarak bir de kesirli say›-

lar üzerinde bir s›ralama tan›mlayaca¤›z.



Kullanaca¤›m›z yöntem sadece tamsay›lara de¤il, baflka hal-

kalara da uygulanabilece¤inden, kitab›n sonundaki Ek 1’de çok

daha genel bir yöntem gösterece¤iz. O bölümde sadece tamsay›-

larla de¤il, birçok bak›mdan tamsay›lar› and›ran genel baz› ma-

tematiksel yap›larla u¤raflaca¤›z. Ama yapaca¤›m›z konusunda

daha iyi bir fikir edinmesi için, bu aflamada böyle bir genelleme-

ye ve soyutlamaya girmemeyi tercih ediyoruz.

6.1. Kesirli Say›lar Kümesi
Bir an için kesirli say›lar› bildi¤imizi varsayal›m! Zaten sez-

gisel olarak kesirli say›lar› biliyoruz. Bunlar, 2/3 gibi, 99/6 gibi

ya da 5/1 gibi say›lard›r. ‹lkokuldan beri bildi¤imiz üzere, her

kesirli say›, a ve b tamsay›lar› için a/b biçiminde yaz›l›r.

a ve b tamsay›lar› var elimizde ama a/b diye bir say› yok he-

nüz. a ve b tamsay›lar›ndan yola ç›karak, matematiksel yöntem-

lerle a/b diye matematiksel bir nesne yarataca¤›z. Tamsay›larda

“a bölü b” diye bir kavram olmad›¤›ndan, tan›m› “a/b, a bölü b

olsun” fleklinde veremeyiz. Biraz daha özen göstermeliyiz.

Bir an için, a/b’yi (a, b) çifti olarak tan›mlayal›m. Ama o za-

man, 2/3 = 4/6 eflitli¤inden dolay›, 

(2, 3) = (4, 6)

eflitli¤i do¤ru olmal›, ki bu son eflitli¤in do¤ru olmad›¤›n› bili-

yoruz.

Madem ki (2, 3) çifti (4, 6) çiftine eflit olmal› ama maalesef de-

¤il, o zaman biz de “eflit olmal›” yerine “denk olsunlar” deriz... 

(2, 3), (4, 6), (6, 9), (92, 93)

gibi tamsay› çiftlerine birazdan “denk” diyece¤iz.

Afla¤›daki flekilde her do¤runun üstünde yer alan noktalar

birbirlerine “denk”tir. Örne¤in, birazdan tan›m› verdi¤imizde,

(1, 2), (2, 4), (3, 6), (91, 92), (92, 94)

çiftlerinden her biri di¤erlerine denk olacaklar.

‹lerde bu do¤rular›n üstündeki noktalardan oluflan kümele-

rin her biri kesirli bir say› olacak.
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Yaln›z, bir fleye dikkat etmek gerekiyor: a/b kesirli say›s›n-

da, b # 0 oldu¤undan, b’nin 0’dan de¤iflik oldu¤u (a, b) çiftle-

riyle çal›flmal›y›z.

Matematiksel tan›ma giden sürece girelim. ‹kinci koordina-

t› 0 olmayan tamsay› çiftleri aras›nda flöyle bir ikili iliflki tan›m-

lamak istiyoruz:

(a, b) @ (c, d ) 4 a/b = c /d.

Ama sa¤ taraftaki eflitlik, “a bölü b” gibi kesirli say›lar›n varl›-

¤›n› varsay›yor. Henüz varolmayan bir fleyden sözedemeyiz.

Buna da bir çözüm bulmal›y›z. “a/b = c/d” eflitli¤ini kesirli sa-

y›lardan sözetmeden ifade etmeliyiz. Bu çok kolay:

a/b = c /d 4 ad = bc.

Demek ki ikinci koordinat› 0 olmayan tamsay› çiftleri aras›n-

da, @ simgesiyle gösterece¤imiz ikili iliflkiyi

(a, b) @ (c, d ) 4 ad = bc

olarak tan›mlayabiliriz.

Tan›m. X = # * (# \ {0}) olsun. X üzerine @ ikili iliflkisini,

her (a, b), (c, d ) ! X için,

(a, b) @ (c, d ) 4 ad = bc.

olarak tan›mlayal›m.
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Örne¤in, verilmifl bir b # 0 için,

(0, b) @ (c, d ) 4 c = 0. 

(b, b) @ (c, d ) 4 c = d. 

(Ve tabii bir de d ’nin 0 olmamas› gerekir.) Ayr›ca her x ! # \ {0}

için,

(a, b) @ (ax, bx) ve (0, 1) @ (0, x)

Önsav 6.1. @ iliflkisi X kümesi üzerine bir denklik iliflkisidir.

Yani, her (a, b), (c, d ), (e, ƒ) ! X için,

i. (a, b) @ (a, b).

ii. (a, b) @ (c, d ) ise (c, d ) @ (a, b).

iii. (a, b) @ (c, d ) ve (c, d ) @ (e, ƒ) ise (a, b) @ (e, ƒ).

Kan›t: Bu ifadeleri kan›tlamak için, @ iliflkisinin tan›m›na ve

tamsay›lar›n kan›tlad›¤›m›z (ya da bildi¤imiz ya da kolayl›kla

kan›tlayabilece¤imiz) özelliklerine baflvurmak gerekiyor.

i. Tan›ma bak›l›rsa, (a, b) @ (a, b) ifadesi tam tam›na, ab = ba

anlam›na geliyor. Tamsay›lar aras›ndaki bu eflitli¤i de Teorem

5.8’den biliyoruz. (Bundan sonra tamsay›larla ilgili önermeler

için referans vermeyece¤iz. Bunlar ya önceki sayfalarda kan›tlan-

m›fllard›r ya da kolayl›kla kan›tlanabilirler.)

ii. Çok kolay.

iii. (a, b) @ (c, d) ve (c, d ) @ (e, ƒ) denklikleri 

ad = bc

ve 

cƒ = de

anlam›na gelir. Bu eflitlikleri kullanarak, (a, b) @ (e, ƒ) denkli-

¤ini, yani aƒ = be eflitli¤ini kan›tlamam›z gerekiyor. Bildi¤imiz

iki eflitli¤i altalta yaz›p çarpal›m:

ad = bc

cƒ = de

adcƒ = bcde

elde ederiz. Çiftlerin ikinci koordinatlar› 0 olmad›¤›ndan, d # 0.

Dolay›s›yla her iki taraftan da d ’leri sadelefltirip acƒ = bce eflit-



li¤ini elde ederiz. fiimdi c’leri sadelefltirmek kald›. E¤er c # 0 ise

sorun yok, bu sadelefltirmeyi yapabiliriz ve istedi¤imiz aƒ = be

eflitli¤ini elde ederiz. Bundan böyle c = 0 eflitli¤ini varsayal›m.

Bu durumda, ad = bc ve cƒ = de eflitliklerinden ad = 0 = de elde

ederiz. d # 0 oldu¤undan, bu eflitliklerden, a = 0 = e elde ederiz.

Demek ki hem aƒ = 0 hem de be = 0, yani aƒ = be. ‹stedi¤imizi

kan›tlad›k. n

Bu önsavdan sonra denklik s›n›flar›ndan ve X /@ bölüm kü-

mesinden sözedebiliriz. Bunlar›n ne olduklar›n› an›msatal›m.

(a, b) ! X için, (a, b)’nin denklik s›n›f›n› [(a, b)] olarak de¤il,

daha basit bir yaz›l›mla, [a, b] olarak gösterece¤iz:

[a, b] = {(x, y) ! X : ay = bx}.

Bu arada, s›k s›k kullan›lacak olan,

[a, b] = [c, d ] 4 ad = bc

eflitli¤i de unutulmamal›d›r. Dikkat ederseniz, her x ! X için,

[x], X’in bir altkümesidir. Bölüm kümesini de an›msatal›m:

X /@ = {[x] : x ! X}.

fiimdi kesirli say›lar kümesinin tan›m›n› verebiliriz.

Tan›m. $ = X /@.

Bundan böyle, her a ! # ve her b ! # \ {0} için, [a, b] denk-

lik s›n›f›na 
�����������diyece¤iz. $ da elbette 

���������������	
���olacak.

‹lerde, [a, b] s›n›f› bildi¤imiz a/b kesirli say›s› anlam›na ge-

lecek.

Kesirli say›lar kümesini tan›mlad›ktan sonra, s›ra, kesirli sa-

y›larla toplama, ç›karma, çarpma ve bölme ifllemlerini tan›mla-

maya geldi. Bunlara ek olarak bir de s›ralamay› tan›mlamal›y›z.

Kan›tlar›n birço¤unu okura b›rakaca¤›z. Okur (#, +, *, ≤)

ile ilgili her fleyi bildi¤ini varsayabilir.

Toplamayla ç›karmadan bafllayal›m.
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6.2. Toplama ve Ç›karma
[a, b] ve [c, d] kesirli say›lar›n› ele alal›m. Bu iki kesirli sa-

y›y› toplayaca¤›z. [a, b]’nin a/b, [c, d]’nin c /d anlam›na geldi¤i-

ni biliyoruz. ‹lkokulda ö¤rendi¤imiz kesirli say› toplamas›na

göre,

a/b + c/d = (ad + bc)/bd

olmal›. Demek ki, [a, b] ve [c, d] kesirli say›lar›n›n toplam›n›

[ad + bc, bd] olarak tan›mlamal›y›z:

[a, b] + [c, d ] = [ad + bc, bd ].

Tabii daha önce bu tan›m›n geçerli bir tan›m oldu¤unu ka-

n›tlamal›y›z. Her fleyden önce, e¤er (a, b) ve (c, d ) ! X ise, 

(ad + bc, bd ) ! X

olmal›; yani e¤er b ve d, 0’a eflit de¤illerse, bd de 0’a eflit olma-

mal›. Ama bunu Al›flt›rma 5.7.1’den biliyoruz.

Tan›m›n geçerli olmas› için, bunun d›fl›nda bir de flu kan›t-

lanmal›: E¤er

[a, b] = [a0, b 0] ve [c, d ] = [c 0, d 0]
ise, yani ab 0 = ba0 ve cd 0 = dc 0 ise,

[a, b] + [c, d ] = [a0, b0] + [c 0, d 0]
eflitli¤i geçerli olmal›, yani,

[ad + bc, bd ] = [a0d 0 + b0c 0, b0d 0]
olmal›, yani,

(ad + bc, bd ) @ (a0d 0 + b0c 0, b0d0)
olmal›, yani,

(ad + bc)b0d 0 = bd(a0d 0 + b0c 0)
olmal›, ki birbirine eflit kesirli say›lar›n toplam› birbirine eflit

olsun... Demek ki kan›tlamam›z gereken önsav flu:

Önsav 6.2. Her a, c, a0, c0 ! # ve b, d, b0, d0 ! # \ {0} için,

ab0 = ba0 ve cd 0 = dc 0
ise,

(ad + bc)b0d 0 = bd(a0d 0 + b0c 0).
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Son derece basit olan bu önsav›n kan›t›n› okura b›rak›yoruz. 

Bu önsav sayesinde toplamay›,

[a, b] + [c, d ] = [ad + bc, bd ]

olarak tan›mlayabiliriz. fiimdi toplaman›n en temel özelliklerini

kan›tlamal›y›z. Örne¤in, ilerde 0 olarak yazaca¤›m›z [0, 1] kesir-

li say›s› toplaman›n etkisiz eleman› olmal›, yani, her + ! $ için,

+ + [0, 1] = [0, 1] + + = +
olmal›. ‹lerde a/b anlam›na gelecek olan [a, b] eleman›n›n top-

lamsal tersi, ilerde 9a/b anlam›na gelecek olan [9a, b] eleman›

olmal›, yani 

[a, b] + [9a, b] = [0, 1]

olmal›.

Önsav 6.3. i. Her +, A, B ! $ için, (+ + A) + B = + + (A + B).
ii. [0, 1] toplaman›n etkisiz eleman›d›r, yani her + !$ için,

+ + [0, 1] = [0, 1] + + = +.

iii. Her + ! $ için, + + +0 = +0 + + = [0, 1] 

eflitli¤ini sa¤layan bir +0 ! $ vard›r. E¤er + = [a, b] ise

+0 = [9a, b]

olmak zorundad›r.

iv. Her +, A ! $ için, + + A = A + +.

Kolay kan›t› okura b›rak›yoruz. Demek ki, ($, +, [0, 1]) ya-

p›s› abelyen bir grup, aynen 

(#, +, 0) 

yap›s› gibi.

+ ! $ verildi¤inde, Önsav 6.3.iii’teki +0 eleman› biriciktir,

nitekim,

+ + +0 = +; + + = [0, 1]

ise, Önsav 6.3.i ve ii’den dolay›,

+0 = [0, 1] + +0 = (+; + +) + +0
= +; + (+ + +0) = +; + [0, 1] = +;

olur.
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Önsav 6.3.iii’te varl›¤› söylenen ve biraz önce biricik oldu-

¤unu kan›tlad›¤›m›z eleman +0 olarak de¤il de 9+ olarak yaz›-

l›r ve ad›na +’n›n toplamsal tersi denir. Önsav 6.3.ii’ye bak›n-

ca, +0, +’n›n toplamsal tersiyse, +’n›n da +0 eleman›n›n toplam-

sal tersi oldu¤u görülür, çünkü 

+ + +0 = +0 + + = [0, 1] 

eflitli¤i + ve +0 elemanlar›na göre simetrik. Demek ki +’n›n top-

lamsal tersinin toplamsal tersi +’d›r, bir baflka deyiflle,

9(9+) = +
olur. Bunu flöyle de görebiliriz: Önsav 6.3.iii’e göre + = [a, b]

ise

9+ = [9a, b]

olur ve gene ayn› nedenden,

9(9+) = [9(9a), b] = [a, b] = +
olur.

9[0, 1] =  [0, 1]

eflitli¤i de kolay.

Kesirli say›larda ç›karmay› tan›mlayabiliriz: Her +, A ! $
için, 

+ 9 A = + + (9A)

tan›m›n› yapal›m. 9+ F A eleman(lar)›n› da (9+) + (FA) olarak

tan›mlayabiliriz. Bu tan›mdan sonra,

9(9+ + A) = + 9 A
gibi eflitlikleri kan›tlamak iflten bile de¤ildir.

6.3. Çarpma ve Bölme
Toplamadan sonra çarpmay› tan›mlamal›y›z. Bunun da na-

s›l yap›lmas› gerekti¤i belli olmal›:

[a, b] ve [c, d] kesirli say›lar›n› ele alal›m. Bu iki kesirli sa-

y›y› çarpaca¤›z. [a, b]’nin a/b, [c, d]’nin c /d anlam›na geldi¤ini

biliyoruz. ‹lkokulda ö¤rendi¤imiz kesirli say› çarpmas›na göre,

a/b * c/d = ac/bd

olmal›. Demek ki, [a, b] ve [c, d ] kesirli say›lar›n›n çarp›m›n›
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[ac, bd ] olarak tan›mlamal›y›z:

[a, b][c, d ] = [ac, bd ].

bd # 0 olmad›¤›ndan, ikinci koordinatta sorun yaflam›yoruz.

Gene her zamanki gibi bu tan›m›n gerçek bir tan›m oldu¤u

kan›tlanmal›. Yani flu önerme kan›tlanmal›:

(a, b) @ (a0, b0) ve (c, d) @ (c 0, d 0) ise, o zaman 

(ac, bd ) @ (a0c 0, b0d 0) olur.

Bunun kan›t› çok basittir ve okura b›rak›lm›flt›r. Böylece kesir-

li say›lar› çarpabiliriz. Tan›m›n hemen ard›ndan çarpman›n

tahmin edilen özellikleri kan›tlanmal›. 

Önsav 6.4. i. Her +, A, B ! $ için,

(+A)B = +(AB).
ii. [1, 1] çarpman›n etkisiz eleman›d›r, yani her + ! $ için, 

+[1, 1] = [1, 1]+ = +.

iii. [1, 1] # [0, 1].

iv. Her +, A ! $ için, +A = A+.

Bu özelliklerin ayn›lar›n›n # ve çarpma için de geçerli olduk-

lar›n› gördük. Ama çarpman›n kesirli say›lara özgü özel bir özel-

li¤i var: [0, 1] d›fl›nda her kesirli say›n›n çarp›msal tersi vard›r:

Önsav 6.5. Her + ! $ \ {[0, 1]} için,

++0 = +0+ = [1, 1] 

eflitli¤ini sa¤layan bir +0 ! $ vard›r. E¤er + = [a, b] ise

+0 = [b, a]

olmak zorundad›r.

Önsav 6.4 ve 6.5’in kan›tlamay› okura b›rak›yoruz.

Önsav 6.5’in ikinci k›sm› ilerde, a/b’nin çarp›msal tersinin

b/a anlam›na geldi¤ini söyleyecek. Laf aç›lm›flken,

[a, b] = [a, 1][1, b]

eflitli¤inin ilerde önem kazanaca¤›n›, [a, b] kesirli say›s›n› a/b

olarak yazmam›z› sa¤layaca¤›n› söyleyelim.
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+ ! $ verildi¤inde, Önsav 5’teki +0 eleman› biriciktir, nite-

kim,

++0 = +;+ = [1, 1]

ise, Önsav 6.4.i ve ii’den dolay›,

+0 = [1, 1]+0 = (+;+)+0= +;(++0) = +;[1, 1] = +;
olur. Bu eleman +0 olarak de¤il de +91 olarak yaz›l›r ve ad›na

+’n›n çarp›msal tersi denir. Önsav 6.3.ii’ye bak›nca, +0, +’n›n

çarp›msal tersiyse, +’n›n da +0 eleman›n›n çarp›msal tersi oldu-

¤u görülür, çünkü 

++0 = +0+ = [1, 1] 

eflitli¤i + ve +0 elemanlar›na göre simetriktir. Demek ki +’n›n

çarp›msal tersinin çarp›msal tersi +’d›r, bir baflka deyiflle,

(+91)91 = +
olur. Bu eflitli¤i Önsav 6.5’in ikinci yar›s›na bak›nca da görür-

sünüz: ([a, b]91)91 = [b, a]91 = [a, b]. 

Bu aflamada kolayl›kla bölmeyi tan›mlayabiliriz. E¤er +, A !
$ ise ve A # [0, 1] ise, “+ bölü A”y› +A91 olarak tan›mlayal›m.

Bir de çarpman›n toplamaya göre da¤›ld›¤›n› kan›tlamak

gerekiyor.

Önsav 6.6. Her +, A, B ! $ için,

+(A + B) = +A + +B.

Bunun da kan›t›n› okura b›rak›yoruz. Her zaman oldu¤u

gibi $’de toplama ve çarpman›n tan›mlar›na ve bu ifllemlerin

#’de bilinen özelliklerine inmek gerekir. 

Önsav 3, 4, 5, 6’daki özellikleri sa¤layan bir yap›ya cisim

denir. Demek ki ($, +, *, [0, 1], [1, 1]) yap›s› bir cisimdir.

Al›flt›rmalar
6.3.1. +, A ! $ için, +A = [0, 1] ise, ya + = [0, 1] ya da A =

[0, 1] eflitliklerinden birinin do¤ru olmas› gerekti¤ini kan›tlay›n.

6.3.2. Her + ! $ için, + + + = [2, 1]+ eflitli¤ini kan›tlay›n.

6.3.3. Her + ! $ için, 9+ = [91, 1]+ eflitli¤ini kan›tlay›n.
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6.4. S›ralama
S›ra s›ralamaya geldi... Bilindi¤i gibi,

a/b ≤ c /d 4 ad ≤ bc

önermesi do¤ru de¤ildir, bunun do¤ru olmas› için b ve d ’nin

pozitif olmalar› gerekir. E¤er do¤ru olsayd› kesirli say›larda

eflitsizli¤i

[a, b] ≤ [c, d ] 4 ad ≤ bc

olarak tan›mlard›k. Bu sorunu çözmek kolay:

[a, b] = [9a, 9b]

eflitli¤i do¤ru oldu¤undan, bir [a, b] kesirli say›n›n b “koordi-

nat›n›” (ya da paydas›n›!) her zaman pozitif seçebiliriz. fiöyle

bir yöntem izleyelim: b ! # için, Gb, b’nin iflareti olsun, yani,

olsun. Her u, v in Z için, Guv = GuGv eflitli¤ine dikkatinizi çeke-

riz. Ayr›ca her [a, b] ! # için,

[a, b] = [Gba, Gbb]

ve Gbb > 0 olur. fiimdi art›k eflitsizli¤in tan›m›n› verebiliriz:

[a, b] ≤ [c, d ] 4 Gdad ≤ Gbbc.

Daha tan›m tamamlanmad› ama. Tan›m›n geçerli olmas›

için kan›tlanmas› gereken bir fley daha var. Önerilen tan›m›n

geçerli bir tan›m olmas› için, sa¤ taraftaki koflulun a, b, c ve

d ’ye göre de¤il, [a, b] ve [c, d ] göre de¤iflmesi gerekir. Yani flu

önsav kan›tlanmal›.

Önsav 6.7. Her a, c, a0, c0 ! # ve b, d, b0, d0 ! # \ {0} için,

e¤er [a, b] = [a0, b0] ve [c, d ] H [c 0, d 0] ise, o zaman,

Gdad ≤ Gbbc 4 Gd0a0d 0 ≤ Gb0b0c 0.
Kan›t: Gdad ≤ Gbbc eflitsizli¤ini varsay›p Gd0a0d 0 ≤ Gb0b0c 0 eflit-

sizli¤ini kan›tlamak yeterli. Gdd yerine d yazarsak ve benzer de-

¤iflimi Gbb, Gd0d 0 ve Gb0b0 için yaparsak, Gb = Gd0)= Gd0 = Gb0 = 1 eflit-
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liklerini ve b, d, b0 ve d 0 tamsay›lar›n›n pozitif olduklar›n› var-

sayabiliriz. Böylece varsay›mlar›m›z

ab0 = ba0, cd 0 = c 0d , ad ≤ bc

fleklini al›r. Eflitsizli¤in iki taraf›n› da b0d 0 ile çarparsak,

adb0d 0 ≤ bcb0d 0
elde ederiz. Soldaki ab0 ve sa¤daki cd 0)yerine ba0 ve c 0d koyarsak,

a0dbd 0 ≤ bc 0b0d
elde ederiz. fiimdi bu eflitsizlikte b ve d’yi sadelefltirirsek istedi-

¤imizi elde ederiz. n

Yukardaki önsav, $ kümesi üzerine, ≤ ikili iliflkisinin

[a, b] ≤ [c, d ] 4 Gdad ≤ Gbbc.

kofluluyla tan›mlanabilece¤ini gösterir. fiimdi bu ikili iliflkinin

yo¤un bir tams›ralama oldu¤unu kan›tlamak gerekiyor.

Önsav 6.8. Her +, A, B ! $ için,

i. + ≤ +.

ii. + ≤ A ve A ≤ + ise + = A.

iii. + ≤ A ve A ≤ B ise + = B.
iv. Ya + ≤ A ya da A ≤ +.

v. E¤er + < A ise + ≤ N ≤ A eflitsizliklerini sa¤layan bir N ! $
vard›r. E¤er + = [a, b] ve A = [c, d] ise, N = [ad + bc, 2bd] al›-

nabilir.

Bu önsav›n kan›t› da çok kolayd›r ve okura al›flt›rma olarak

b›rak›lm›flt›r. v’teki “+ < A”, + ≤ A ve + # A anlam›na gelmek-

tedir elbette. Ayr›ca gene v’teki N = [ad + bc, 2bd], daha sonra

(+ + A)/2 anlam›na gelecektir. v özelli¤ini sa¤layan bir tams›ra-

lamaya yo¤un tams›ralama ad› verilir.

Toplaman›n ve [0, 1]’den büyük her say›yla çarpman›n s›-

ralamay› korudu¤unu kolayl›kla kan›tlayabiliriz.
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Önsav 6.9. Her +, A, B ! $ için,

i. + ≤ A ise + + B ≤ A + B.
ii. + ≤ A ve [0, 1] ≤ B ise +B ≤ AB.

Önsav 6.8.i, ii, iii, iv ve 6.9.i ve ii’yi sa¤layan bir cisme s›-

ral› cisim ad› verilir.

Al›flt›rmalar
6.4.1. ($, ≤) s›ralamas›n›n ilk ve son eleman› olmad›¤›n› ka-

n›tlay›n.

6.4.2. Her + ! $ için, +2 ≥ [0, 1] eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

6.4.3. Her +, A ! $ kesirli say›lar› için, e¤er + ≤ [0, 1] ve A
≤ [0, 1] ise +A ≥ [0, 1] oldu¤unu kan›tlay›n.

6.4.4. Her + ! $ için,

[0, 1] ≤ + ≤ [1, 1] 4 +2 ≤ +
önermesini kan›tlay›n.

6.5. Gömme
‹lkokuldan beri bildi¤imiz gibi her tamsay› bir kesirli say›-

d›r, yani # ( $ iliflkisi geçerlidir. Oysa bu bölümde verdi¤imiz

tan›mda # ve $ aras›nda böyle bir iliflki yok. Hatta tam tersi-

ne bu iki küme kesiflmiyor bile. Her kesirli say›y› 

X = # * (# \ {0}) 

kümesinin bir altkümesi olarak tan›mlad›k ve bunlar›n hiçbiri

#’nin bir eleman› de¤il. Eski al›flkanl›klar›m›za dönebilmemiz

için, #’yi $’nün bir altkümesi olmas›n› sa¤lamal›y›z. Bunun

için $’nün tan›m›n› hafifçe de¤ifltirece¤iz.

Her a tamsay›s› a/1’e eflit oldu¤undan, her a tamsay›s›n› [a, 1]

olarak görmenin bir yolunu bulmal›y›z. Bunu daha önce de kul-

land›¤›m›z kesip yap›flt›rma ya da özdefllefltirme yöntemiyle (bkz

Altbölüm 5.15) yapaca¤›z.
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Önsav 6.10. Her a ! # için, $’nün i(a) eleman›,

i(a) = [a, 1] ! $
olarak tan›mlanm›fl olsun. O zaman i, #’den $’ye giden bire-

bir bir fonksiyondur ve toplamaya, çarpmaya ve eflitsizli¤e say-

g› duyar, yani her a, b ! # için,

i. i(a + b) = i(a) + i(b)

ii. i(ab) = i(a)i(b)

iii. a ≤ b ise i(a) ≤ i(b) olur.

Ayr›ca, her [a, b] !$ için, [a, b] = i(a)i(b)91 eflitli¤i geçerlidir.

Önsava göre, (#, +, *, ≤) matematiksel yap›s›yla, (i(#), +, *, ≤)

matematiksel yap›s› aras›nda, elemanlar›n adlar› d›fl›nda hiçbir

fark yok. Birinde olan biten, i fonksiyonu sayesinde di¤erine ta-

fl›nabilir.

Bundan böyle, $’nün i(#) altkümesinin i(a) eleman› yerine

sadece a yazaca¤›z. Bir baflka deyiflle, i(#) ile #’yi özdefllefltire-

ce¤iz. Böylece, yukarda kan›tlanan

[a, b] = i(a)i(b)91

eflitli¤i

[a, b] = ab91

fleklini al›r. Böylece, ta ilkokuldan beri bildi¤imiz,

$ = {ab91 : a, b ! #, b # 0}

eflitli¤i geçerli olur. Bundan böyle her kesirli say›y› a ! # ve 

b ! # \ {0} 

için, ab91 olarak ya da a/b olarak yazabiliriz, aynen ilkokul ö¤-

retmenimizin ö¤retti¤i gibi...

Teorem 6.11. $, bir Arflimet cismidir, yani $’nün her A ve

her pozitif + say›s› için, n+ > A eflitsizli¤ini sa¤layan bir n do-

¤al say›s› vard›r.

Kan›t: E¤er A ≤ 0 ise, n = 1 almak yeter. Bundan böyle A >

0 olsun. a yerine +/A alarak, A’n›n 1’e eflit oldu¤unu varsayabil-

iriz. (Yani kan›tanacak eflitsizli¤in her iki taraf›n› da A’ya böle-
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lim.) m, n !  \ {0} için, + = m/n yazal›m. O zaman,

n+ = n * m/n = m ≥ 1. 

Dolay›s›yla (n + 1)+ = n+ + + ≥ 1 + + > 1. n

Kitab›n sonundaki ekte yukardaki Arflimet özelli¤ini sa¤la-

mayan s›ral› cisimler de görece¤iz.

Bundan böyle kesirli say›larla ilgili basit tüm özellikleri bil-

di¤imizi varsayaca¤›z. Örne¤in, mutlak de¤er fonksiyonunu ve

özelliklerini bildi¤imizi varsayaca¤›z: |x| = max{x, 9x}. Mutlak

de¤erin önemli özellikleri flunlard›r: Her x, y ! $ için

|x| ≥ 0, 

|x| = 0 4 x = 0, 

|x| = |9x|, 

|xy| = |x||y|

ve üçgen eflitsizli¤i olarak bilinen 

|x + y| ≤ |x| + |y|.

Ders notlar›n›n en heyecans›z bölümünü bitirdi¤iniz için si-

zi kutlar›m. Ek 1 daha heyecanl›, Ek 2 çok çok daha heyecan-

l›. Ama belki bu ekleri bir sonraki bölümü okuduktan sonra

okumal›s›n›z.


