6. Kesirli Sayilar Kiimesi Q

Giris

Bir onceki uzun bolimde tamsayilar halkasi 7’yi matema-
tiksel olarak tanimlayip var etmistik.

Tamsayilarda, dogal sayilarda da yapilan toplama ve ¢arp-
ma iglemleri yapildig1 gibi, bunlara ek olarak bir de ¢ikarma is-
lemi yapilabilir. Bunu biliyoruz. Zaten tamsayilari sadece ci-
karma yapabilelim diye 6zellikle yaratmistik/icat etmistik/kes-
fetmistik/tanimlamistik. (Tam ne yaptigimiz felsefi bakis acisi-
na gore degisir.)

Tamsayilarda toplama, ¢ikarma ve ¢arpma islemleri yapila-
bilir ama boélme yapilamaz, 6rnegin tamsayilarda 2, 3’e bolin-
mez, bélme yapabilmek i¢in kesirli sayilara gecmek zorundayiz.

Ama kesirli sayilar1 bugtine dek soyut matematiksel kavram-
lar olarak tanimlamadik. Bu eksigimizi giderme zamani geldi.

Bu boliimde kesirli sayilari matematiksel anlamda var edece-
giz. Bunu tamsayilar1 kabullenerek yapacagiz. Yani tamsayilari
ve tamsayilarda tanimlanmig olan toplama, ¢ikarma ve ¢arpma-
nin temel 6zelliklerini bildigimizi varsayip, ki biliyoruz, kesirli
sayilar kiimesini tanimlayacagiz. Ardindan kesirli sayilar kiimesi
zerine, adina toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bolme diyecegimiz
dort iglem tanimlayacagiz. Bunlara ek olarak bir de kesirli sayi-
lar tizerinde bir siralama tanimlayacagiz.
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Kullanacagimiz yontem sadece tamsayilara degil, baska hal-
kalara da uygulanabileceginden, kitabin sonundaki Ek 1’de ¢ok
daha genel bir yontem gosterecegiz. O boliimde sadece tamsayi-
larla degil, bir¢ok bakimdan tamsayilari andiran genel bazi ma-
tematiksel yapilarla ugrasacagiz. Ama yapacagimiz konusunda
daha iyi bir fikir edinmesi i¢in, bu asamada boyle bir genelleme-
ye ve soyutlamaya girmemeyi tercih ediyoruz.

6.1. Kesirli Sayilar Kiimesi

Bir an i¢in kesirli sayilar1 bildigimizi varsayalim! Zaten sez-
gisel olarak kesirli sayilari biliyoruz. Bunlar, 2/3 gibi, —9/6 gibi
ya da 5/1 gibi sayilardir. Ilkokuldan beri bildigimiz iizere, her
kesirli say1, a ve b tamsayilari i¢in a/b biciminde yazilir.

a ve b tamsayilar1 var elimizde ama a/b diye bir say1 yok he-
niiz. a ve b tamsayilarindan yola ¢ikarak, matematiksel yontem-
lerle a/b diye matematiksel bir nesne yaratacagiz. Tamsayilarda
“a bolu b” diye bir kavram olmadigindan, tanimi “a/b, a bolu b
olsun” seklinde veremeyiz. Biraz daha 6zen gostermeliyiz.

Bir an igin, a/b’yi (a, b) cifti olarak tanimlayalim. Ama o za-
man, 2/3 = 4/6 esitliginden dolay,

(2,3) =(4,6)
esitligi dogru olmali, ki bu son esitligin dogru olmadigini bili-
yoruz.

Madem ki (2, 3) cifti (4, 6) ciftine esit olmali ama maalesef de-
gil, o zaman biz de “esit olmali” yerine “denk olsunlar” deriz...

(2, 3), (4, 6), (6,9), (-2, -3)
gibi tamsayu ciftlerine birazdan “denk” diyecegiz.

Asagidaki sekilde her dogrunun ustiinde yer alan noktalar
birbirlerine “denk”tir. Ornegin, birazdan tanimi verdigimizde,
(1, 2), (2, 4), (3, 6), (-1, =2), (-2, -4)

ciftlerinden her biri digerlerine denk olacaklar.

Ilerde bu dogrularin iistiindeki noktalardan olusan kiimele-

rin her biri kesirli bir say1 olacak.
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Yalniz, bir seye dikkat etmek gerekiyor: a/b kesirli sayisin-
da, b # 0 oldugundan, b’nin 0’dan degisik oldugu (a, b) ciftle-
riyle calismaliyiz.

Matematiksel tanima giden siirece girelim. Ikinci koordina-
t1 0 olmayan tamsay giftleri arasinda soyle bir ikili iliski tanim-
lamak istiyoruz:

(a, b) = (c,d) < alb = cld.
Ama sag taraftaki esitlik, “a bolu b” gibi kesirli sayilarin varh-
g varsayiyor. Heniiz varolmayan bir seyden sézedemeyiz.
Buna da bir ¢6ziim bulmaliyiz. “a/b = ¢/d” esitligini kesirli sa-
yilardan sozetmeden ifade etmeliyiz. Bu ¢ok kolay:
alb = cld < ad = be.

Demek ki ikinci koordinati 0 olmayan tamsayi ciftleri arasin-

(a,b)=(c,d) < ad = bc

olarak tanimlayabiliriz.

Tanim. X = Z x (Z \ {0}) olsun. X iizerine = ikili iliskisini,
her (a, b), (¢, d) € X icin,
(a,b) = (c,d) < ad = be.

olarak tammlayalim.
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Ornegin, verilmis bir b # 0 icin,
(0,b)=(c,d) = c=0.
(b,b)=(c,d) @ c=4d.
(Ve tabii bir de d’nin 0 olmamasi gerekir.) Ayrica her x € Z \ {0}
i¢in,
(a, b) = (ax, bx) ve (0, 1) = (0, x)

Onsav 6.1. = iliskisi X kiimesi iizerine bir denklik iliskisidir.
Yani, ber (a, b), (¢, d), (e, f) € X icin,

i. (a, b) = (a, b).

il. (a, b) = (¢, d) ise (¢, d) = (a, b).

ili. (@, b) = (¢, d) ve (¢, d) = (e, f) ise (a, b) = (e, f).

Kanit: Bu ifadeleri kanitlamak icin, = iligkisinin tanimina ve
tamsayilarin kanitladigimiz (ya da bildigimiz ya da kolaylikla
kanitlayabilecegimiz) 6zelliklerine bagvurmak gerekiyor.

i. Tanima bakilirsa, (a, b) = (a, b) ifadesi tam tamuina, ab = ba
anlamma geliyor. Tamsayilar arasindaki bu esitligi de Teorem
5.8’den biliyoruz. (Bundan sonra tamsayilarla ilgili 6nermeler
i¢cin referans vermeyecegiz. Bunlar ya 6nceki sayfalarda kanitlan-
muglardir ya da kolaylikla kanitlanabilirler.)

ii. Cok kolay.

iii. (a, b) = (¢, d) ve (¢, d) = (e, f) denklikleri

ad = bc
ve

cf =de
anlamina gelir. Bu esitlikleri kullanarak, (a, b) = (e, f) denkli-
gini, yani af = be esitligini kanitlamamiz gerekiyor. Bildigimiz
iki esitligi altalta yazip carpalim:

ad = bc
cf =de
adcf = bede

elde ederiz. Ciftlerin ikinci koordinatlar1 0 olmadigindan, d # 0.
Dolayisiyla her iki taraftan da d’leri sadelestirip acf = bce esit-
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ligini elde ederiz. Simdi ¢’leri sadelestirmek kaldi. Eger ¢ # 0 ise
sorun yok, bu sadelestirmeyi yapabiliriz ve istedigimiz af = be
esitligini elde ederiz. Bundan boyle ¢ = 0 esitligini varsayalim.
Bu durumda, ad = bc ve cf = de esitliklerinden ad = 0 = de elde
ederiz. d # 0 oldugundan, bu esitliklerden, a = 0 = e elde ederiz.
Demek ki hem af = 0 hem de be = 0, yani af = be. Istedigimizi
kanitladik. O

Bu 6nsavdan sonra denklik siniflarindan ve X/= bolum kii-
mesinden sozedebiliriz. Bunlarin ne olduklarini animsatalim.
(a, b) € X icin, (a, b)’nin denklik sinifin1 [(a, b)] olarak degil,
daha basit bir yazilimla, [a, b] olarak gosterecegiz:

la, b] = {(x, y) € X : ay = bx}.
Bu arada, sik sik kullanilacak olan,
[a, b] = [C, d] < ad = be
esitligi de unutulmamalidir. Dikkat ederseniz, her x € X igin,
[x], X’in bir altkiimesidir. Boliim kiimesini de animsatalim:
X/=={[x]: x € X}.
Simdi kesirli sayilar kiimesinin tanimini verebiliriz.

Tanim. Q = X/=.

Bundan boyle, her a € Z ve her b € Z\ {0} i¢in, [a, b] denk-
lik sinifina kesirli sayr diyecegiz. Q da elbette kesirli sayilar
kiimesi olacak.

Ilerde, [a, b] siifi bildigimiz a/b kesirli sayis1 anlamina ge-
lecek.

Kesirli sayilar kiimesini tamimladiktan sonra, sira, kesirli sa-
yilarla toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bolme islemlerini tanimla-
maya geldi. Bunlara ek olarak bir de siralamay: tanimlamaliyiz.

Kanitlarin bir¢ogunu okura birakacagiz. Okur (Z, +, x, <)
ile ilgili her seyi bildigini varsayabilir.

Toplamayla ¢ikarmadan baslayalim.
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6.2. Toplama ve Cikarma
la, b] ve [c, d] kesirli sayilarini ele alalim. Bu iki kesirli sa-
yiy1 toplayacagiz. [a, b]’nin a/b, [c, d]’nin ¢/d anlamina geldigi-
ni biliyoruz. Ilkokulda 6grendigimiz kesirli say1 toplamasina
gore,
alb + c/d = (ad + bc)lbd
olmali. Demek ki, [a, b] ve [c, d] kesirli sayilarinin toplamini
lad + bc, bd] olarak tamimlamaliyiz:
[a, b] + [c, d] = [ad + bc, bd].
Tabii daha 6nce bu tanimin gegerli bir tanim oldugunu ka-
nitlamaliyiz. Her seyden once, eger (a, b) ve (¢, d) € X ise,
(ad + be, bd) e X
olmali; yani eger b ve d, 0’a esit degillerse, bd de 0’a esit olma-
mali. Ama bunu Alistirma 5.7.1°den biliyoruz.
Tanimin gegerli olmasi i¢in, bunun disinda bir de su kanit-
lanmali: Eger
[a, b] =[a', b'] ve [c,d] =[c', d’]
ise, yani ab’ = ba' ve cd' = dc' ise,
[a, b] + [c,d] =[a', b'] + [c', d']
esitligi gecerli olmali, yani,
[ad + bc, bd] = [a'd" + b'c’, b'd’]
olmali, yani,
(ad + be, bd) = (a'd’' + b'c’, b'd)
olmali, yani,
(ad + be)b'd’ = bd(a'd' + b'c’)
olmali, ki birbirine esit kesirli sayilarin toplami birbirine esit
olsun... Demek ki kanitlamamiz gereken 6nsav su:

Onsav 6.2. Her a, c,a', ¢ € Zve b, d, b', d' € 7\ {0} icin,
ab' = ba' ve cd' = dc'
ise,

(ad + be)b'd’ = bd(a'd’' + b'c’).
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Son derece basit olan bu 6nsavin kanitini okura birakiyoruz.
Bu 6nsav sayesinde toplamayi,
la, b] + [c, d] = [ad + bc, bd]
olarak tamimlayabiliriz. Simdi toplamanin en temel 6zelliklerini
kanitlamaliyiz. Ornegin, ilerde 0 olarak yazacagimiz [0, 1] kesir-
li sayisi toplamanin etkisiz elemani olmali, yani, her o € Q igin,
a+[0,1]=[0,1]+a=a
olmal. Tlerde a/b anlamina gelecek olan [a, b] elemaninin top-
lamsal tersi, ilerde —a/b anlamina gelecek olan [—a, b] eleman:
olmali, yani
la, b] + [-a, b] = [0, 1]

olmali.

Onsav 6.3. 1. Her a, B,y € Q icin, (o0 + B) +y=o + (B +7).
ii. [0, 1] toplamanin etkisiz elemanidir, yani her o € Q icin,
a+[0,1]=10,1] + o = a.
iii. Her oo € Q icin, o + o' = o’ + a = [0, 1]
esitligini saglayan bir o' € Q vardir. Eger o = |a, b] ise
o' = [-a, b]
olmak zorundadir.
iv. Her a, B € Qicin,a +pB=p + a.

Kolay kanit1 okura birakiyoruz. Demek ki, (Q, +, [0, 1]) ya-

pist abelyen bir grup, aynen
(Z, +, 0)

yapisi gibi.

a e Q verildiginde, Onsav 6.3.iii’teki o’ elemani biriciktir,
nitekim,

a+a' =a”" +a=][0,1]
ise, Onsav 6.3.i ve ii’den dolayz,
o =[0,1]+a' =(a" +a) +a'
=a"+(a+a)=a”+[0,1] =a”

olur.
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Onsav 6.3.iii’te varhig1 sdylenen ve biraz 6nce biricik oldu-
gunu kanitladigimiz eleman o' olarak degil de —a olarak yazi-
lir ve adina o’nin toplamsal tersi denir. Onsav 6.3.ii’ye bakin-
ca, o', a’nin toplamsal tersiyse, o’nin da o’ elemaninin toplam-
sal tersi oldugu goriilir, ¢tinki

a+o =o' +o=]0,1]
esitligi o ve o’ elemanlarina gore simetrik. Demek ki o’nin top-
lamsal tersinin toplamsal tersi o’dir, bir baska deyisle,
—(-a) = a
olur. Bunu sdyle de gorebiliriz: Onsav 6.3.iii’e gore o = [a, b]
ise
—o = [~a, b]
olur ve gene ayni nedenden,
—(-a) = [(-a), b] = [a, b] =
olur.
-0, 1] = [0, 1]
esitligi de kolay.
Kesirli sayilarda ¢ikarmayi tanimlayabiliriz: Her o, B € Q
igin,
a@—p=o+(-p
tanimini yapalim. —a + B eleman(lar)in1 da (—a) + () olarak
tanimlayabiliriz. Bu tanimdan sonra,
-0+ B =B
gibi esitlikleri kanitlamak isten bile degildir.

6.3. Carpma ve Bolme
Toplamadan sonra ¢arpmayi tanimlamaliyiz. Bunun da na-
sil yapilmasi gerektigi belli olmali:
la, b] ve [c, d] kesirli sayilarini ele alalim. Bu iki kesirli sa-
yiy1 ¢carpacagiz. [a, b]’nin a/b, [c, d]’'nin ¢/d anlamina geldigini
biliyoruz. Ilkokulda 6grendigimiz kesirli say1 carpmasina gore,
alb x cld = aclbd

olmali. Demek ki, [a, b] ve [c, d] kesirli sayilarinin ¢arpimin
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lac, bd] olarak tanimlamaliyiz:
la, b][c, d] = |ac, bd].
bd # 0 olmadigindan, ikinci koordinatta sorun yasamiyoruz.
Gene her zamanki gibi bu tanimin gergek bir tanim oldugu

kanitlanmali. Yani su 6nerme kanitlanmali:

(a, b) = (a', b') ve (¢, d) = (c', d') ise, 0 zaman

(ac, bd) = (a'c’, b'd’) olur.
Bunun kaniti ¢ok basittir ve okura birakilmistir. Boylece kesir-
li sayilar1 ¢arpabiliriz. Tanimin hemen ardindan carpmanin
tahmin edilen 6zellikleri kanitlanmal.

Onsav 6.4. i. Her a, B, v € Q icin,
(aB)y = a(Py).
ii. [1, 1] carpmanin etkisiz elemanidir, yani her o. € Q icin,
all, 1] = [1, 1]a = o.
ii. [1, 1] # [0, 1].
iv. Her a, B € Q icin, af = Bo.

Bu 6zelliklerin aynilarinin Z ve ¢arpma icin de gegerli olduk-
larim gorditk. Ama ¢arpmanin kesirli sayilara 6zgii 6zel bir 6zel-
ligi var: [0, 1] disinda her kesirli sayinin ¢arpimsal tersi vardir:

Onsav 6.5. Her o € Q \ {[0, 1]} i¢in,
oo =a'a=[1,1]
esitligini saglayan bir o' € Q vardir. Eger o = |a, b] ise
o' = b, a]

olmak zorundadur.

Onsav 6.4 ve 6.5°in kanitlamay1 okura birakiyoruz.
Onsav 6.5’in ikinci kismi ilerde, a/b’nin carpimsal tersinin
bla anlamina geldigini soyleyecek. Laf a¢ilmigken,
[a, b] = [a, 1][1, b]
esitliginin ilerde onem kazanacagini, [a, b] kesirli sayisint a/b
olarak yazmamizi saglayacagini soyleyelim.
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a e Q verildiginde, Onsav 5’teki o’ elemani biriciktir, nite-
kim,
ao’ = oo =1, 1]
ise, Onsav 6.4.i ve ii’den dolayz,
o =[1,1]a’ = ("a)a'= o (o) = a”[1, 1] = o”
olur. Bu eleman a' olarak degil de a1 olarak yazilir ve adina
o’nin carpimsal tersi denir. Onsav 6.3.ii’ye bakinca, o', o’nin
carpimsal tersiyse, o’nin da o’ elemaninin ¢arpimsal tersi oldu-
gu gorilur, ciinki
oo’ =a'a =1, 1]
esitligi o ve o' elemanlarina gore simetriktir. Demek ki o’nin
carpimsal tersinin ¢arpimsal tersi a’dir, bir baska deyisle,
(@ h)l=a
olur. Bu esitligi Onsav 6.5’in ikinci yarisina bakinca da goriir-
stintiz: ([a, b]"1)~1 = [b, a]~! = [a, b].
Bu asamada kolaylikla bolmeyi tanimlayabiliriz. Eger a, p €
Q ise ve B # [0, 1] ise, “a bolii B”y1 af~! olarak tanimlayalim.
Bir de ¢arpmanin toplamaya gore dagildigini kanitlamak
gerekiyor.

Onsav 6.6. Her o, B, v € Q icin,
af +y)=ap +ay.

Bunun da kanitimi okura birakiyoruz. Her zaman oldugu
gibi Q’de toplama ve ¢arpmanin tanimlarina ve bu islemlerin
Z’de bilinen 6zelliklerine inmek gerekir.

Onsav 3, 4, 5, 6’daki 6zellikleri saglayan bir yapiya cisim
denir. Demek ki (Q, +, %, [0, 1], [1, 1]) yapis1 bir cisimdir.

Alistirmalar
6.3.1. 0, B € Q igin, ap = [0, 1] ise, ya o = [0, 1] yada B =
[0, 1] esitliklerinden birinin dogru olmasi gerektigini kanitlayin.
6.3.2. Her a € Q i¢in, o + o = [2, 1]a esitligini kanitlayin.
6.3.3. Her a € Q i¢in, —a = [-1, 1]a esitligini kanitlayin.
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6.4. Siralama
Sira siralamaya geldi... Bilindigi gibi,
alb < cld < ad < be
onermesi dogru degildir, bunun dogru olmasi i¢in b ve d’nin
pozitif olmalari gerekir. Eger dogru olsaydi kesirli sayilarda
esitsizligi
[a, b] <c,d] < ad < bc
olarak tanimlardik. Bu sorunu ¢6zmek kolay:
la, b] = [-a, —b]
esitligi dogru oldugundan, bir [a, b] kesirli sayinin b “koordi-
natin1” (ya da paydasini!) her zaman pozitif segebiliriz. Soyle
bir yontem izleyelim: b € Z igin, g, b’nin isareti olsun, yani,

1 egerb>0ise
g, =1 0 egerb=0ise
-1 egerb<0ise

olsun. Her u, v in Z igin, g,, = g,¢, esitligine dikkatinizi ceke-
riz. Ayrica her [a, b] € Z igin,
la, b] = [epa, &,b]
ve g,b > 0 olur. Simdi artik esitsizligin tanimini verebiliriz:
la, b] < [c, d] < gqad < g,bc.

Daha tanim tamamlanmadi ama. Tanimin gegerli olmasi
icin kanitlanmasi gereken bir sey daha var. Onerilen tanimin
gecerli bir tanim olmas i¢in, sag taraftaki kosulun a, b, c ve
d’ye gore degil, [a, b] ve [c, d] gore degismesi gerekir. Yani su
onsav kanitlanmall.

Onsav 6.7. Her a, ¢, a’, ¢ € Zve b, d, b', d' e 7\ {0} icin,
eger |a, b] = [a', b'| ve ¢, d] = [¢', d'] ise, 0 zaman,
gqad < gpbc < gga'd' <gpb'c’.
Kanit: g ad < g,bc esitsizligini varsayip ega'd’ < g, b'c’ esit-
sizligini kanitlamak yeterli. €,d yerine d yazarsak ve benzer de-
gisimi €,b, e4d’ ve g,b' icin yaparsak, ¢, = g5 = €4 = g, = 1 esit-
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liklerini ve b, d, b’ ve d' tamsayilarinin pozitif olduklarini var-
sayabiliriz. Boylece varsayimlarimiz
ab' =ba',cd' =c'd, ad < bc
seklini alir. Esitsizligin iki tarafini da b'd’ ile ¢arparsak,
adb'd’ < bcb'd’
elde ederiz. Soldaki ab’ ve sagdaki cd’ yerine ba' ve ¢'d koyarsak,
a'dbd' < bc'b'd
elde ederiz. Simdi bu esitsizlikte b ve d’yi sadelestirirsek istedi-
gimizi elde ederiz. O

la, b] < [¢, d] < eqad < g,bc.
kosuluyla tanimlanabilecegini gosterir. Simdi bu ikili iligkinin
yogun bir tamsiralama oldugunu kanitlamak gerekiyor.

Onsav 6.8. Her o, B, v € Q icin,

L. a<ao.

n.a<BreP<aisea=0p.

. a<Brepf<yisea="y.

iv. Yaa <P yadaB<a.

v. Eger o < B ise o < 8 < B egitsizliklerini saglayan bir € Q
vardir. Eger a. = [a, b] ve B = [c, d] ise, 8 = [ad + bc, 2bd] ali-
nabilir.

Bu 6nsavin kaniti da ¢ok kolaydir ve okura alistirma olarak
birakilmigtir. v’teki “a < B”, o < B ve a # B anlamima gelmek-
tedir elbette. Ayrica gene v’teki & = [ad + bc, 2bd], daha sonra
(a0 + B)/2 anlamina gelecektir. v 6zelligini saglayan bir tamsira-
lamaya yogun tamsiralama adi verilir.

Toplamanin ve [0, 1]’den biiyiik her sayiyla ¢carpmanin si-
ralamay1 korudugunu kolaylikla kanitlayabiliriz.
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Onsav 6.9. Her o, B, v € Q icin,
LasBisea+y<P+y.
i. o < B ve [0, 1] <y ise ay < Py.

Onsav 6.8.1, ii, iii, iv ve 6.9.i ve ii’yi saglayan bir cisme sz-
ral cisim ad1 verilir.

Aligtirmalar

6.4.1. (Q, <) siralamasinin ilk ve son elemani olmadigini ka-
nitlayin.

6.4.2. Her a € Q icin, a2 > [0, 1] esitsizligini kanitlayin.

6.4.3. Her o, B € Q kesirli sayilar1 i¢in, eger o < [0, 1] ve B
<10, 1] ise afp > [0, 1] oldugunu kanitlayin.

6.4.4. Her o € Q igin,

[0,1]<a<[l,1]]oa?<a

onermesini kanitlayin.

6.5. Gomme

[lkokuldan beri bildigimiz gibi her tamsay: bir kesirli sayi-
dir, yani Z < Q iligkisi gecerlidir. Oysa bu bolimde verdigimiz
tanimda Z ve Q arasinda boyle bir iliski yok. Hatta tam tersi-
ne bu iki kiime kesismiyor bile. Her kesirli sayiy1

X =7 x (Z\{0})
kiimesinin bir altkiimesi olarak tanimladik ve bunlarin hicbiri
Z’nin bir eleman: degil. Eski aligkanliklarimiza donebilmemiz
icin, Z’yi Q’niin bir altkiimesi olmasim saglamaliyiz. Bunun
icin Q’niin tanimini hafifce degistirecegiz.

Her a tamsayisi a/1’e esit oldugundan, her a tamsayisini [a, 1]
olarak gormenin bir yolunu bulmaliyiz. Bunu daha 6nce de kul-
landigimiz kesip yapistirma ya da 6zdeslestirme yontemiyle (bkz
Altbolim 5.15) yapacagiz.
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Onsav 6.10. Her a € 7 icin, Q’niin i(a) eleman,
i(a)=a,1] € Q

olarak tammlanmigs olsun. O zaman i, Z’den Q’ye giden bire-
bir bir fonksiyondur ve toplamaya, carpmaya ve esitsizlige say-
gt duyar, yani ber a, b € Z icin,

i.i(a + b) = i(a) + i(b)

ii. i(ab) = i(a)i(b)

ii. a < b ise i(a) < i(b) olur.

Ayrica, ber [a, b] € Q icin, [a, b] = i(a)i(b)! esitligi gecerlidir.

Onsava gore, (Z, +, x, <) matematiksel yapisiyla, (i(Z), +, x, <)
matematiksel yapisi arasinda, elemanlarin adlar1 disinda hicbir
fark yok. Birinde olan biten, i fonksiyonu sayesinde digerine ta-
sinabilir.

Bundan boyle, Q’niin i(Z) altktimesinin #(a) elemani yerine
sadece a yazacagiz. Bir baska deyisle, i(Z) ile Z’yi 6zdeslestire-
cegiz. Boylece, yukarda kanitlanan

[a, b] = i(a)i(b)~]

esitligi

[a, b] = ab~!
seklini alir. Boylece, ta ilkokuldan beri bildigimiz,

Q=f{abl:a,be?, b=+0)

esitligi gecerli olur. Bundan boyle her kesirli sayiy1 a € Z ve

b e 7\{0}
icin, ab~! olarak ya da a/b olarak yazabiliriz, aynen ilkokul 6g-
retmenimizin 0grettigi gibi...

Teorem 6.11. Q, bir Arsimet cismidir, yani Q’niin her 3 ve
her pozitif o sayist icin, no. > B esitsizligini saglayan bir n do-
gal sayisi vardir.

Kanit: Eger B < 0 ise, 7 = 1 almak yeter. Bundan boyle >
0 olsun. a yerine o/f alarak, f’nin 1’e esit oldugunu varsayabil-
iriz. (Yani kanitanacak esitsizligin her iki tarafin1 da B’ya bole-
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lim.) m, n € N\ {0} i¢in, o = m/n yazalim. O zaman,
no=nxmn=m21.
Dolayisiyla (n + oo =no + > 1 + o > 1. O

Kitabin sonundaki ekte yukardaki Arsimet ozelligini sagla-
mayan sirali cisimler de gorecegiz.

Bundan boyle kesirli sayilarla ilgili basit tiim 6zellikleri bil-
digimizi varsayacagiz. Ornegin, mutlak deger fonksiyonunu ve
ozelliklerini bildigimizi varsayacagiz: Ix| = max{x, —x}. Mutlak
degerin 6nemli 6zellikleri sunlardir: Her x, y € Q igin

x| >0,

xl =0 <= x =0,
x| = |—xl,

Lyl = lxllyl

ve tiggen esitsizligi olarak bilinen
lx + yl < lxl + Iyl

Ders notlarinin en heyecansiz bélimiini bitirdiginiz igin si-
zi kutlarim. Ek 1 daha heyecanli, Ek 2 ¢ok ¢cok daha heyecan-
li. Ama belki bu ekleri bir sonraki bélimii okuduktan sonra
okumalisiniz.



