
8. Yak›nsak Diziler

8.1. Yak›nsakl›k

G
eçmiflte (n/(n+1))n dizisinin 1’e yak›nsad›¤›n› f›s›ldad›k
ama kan›tlamad›k. Kan›tlayamazd›k da, çünkü yak›nsa-
mak kavram›n› henüz tan›mlamad›k. Bu bölümde mate-

matikte çok önemli olan yak›nsamak kavram›n› son derece dik-
katli tan›mlayaca¤›z, en az›ndan kesirli say›lardaki yak›nsakl›k
kavram›n›.

Bir dizinin bir say›ya yak›nsamas› demek, dizinin terimleri-
nin belli bir göstergeçten, yani bir zaman sonra, yani belli bir
terimden sonra o say›ya çok çok ama çok çok yak›n olmas› de-
mektir. Dizinin terimleri hiçbir zaman o say›ya eflit olmayabi-
lir, ama o say›ya dizinin terimleriyle diledi¤imiz kadar yaklafla-
bilmeliyiz ve bu yak›nl›k belli bir göstergeçten sonra hep, yani
belli bir say›dan büyük her göstergeç için geçerli olmal›... 

Örnek. (n/(n+1))n dizisinin 1’e yak›nsamas› gerekti¤ini çok
büyük bir n say›s› alarak tahmin edebiliriz. Örne¤in, n = 999
al›rsak, 

n/(n+1) = 0,999 
buluruz; n = 99.999 al›rsak, 

n/(n+1) = 0,99999 



buluruz; n büyüdükçe dizinin terimleri daha çok 1’e yaklafl›r-
lar. Asl›nda bu dizinin terimleri 2’ye de yaklafl›yorlar, ama 1’e
yaklaflmaktan da öte, 1’e yaslan›yorlar, sokuluyorlar, nerdeyse
1’in içine girecekler.

Matematiksel tan›m› daha sonraya b›rakarak, sanki tan›m›
biliyormufl gibi (n/(n+1))n dizisinin 1’e yak›nsad›¤›n› gösterelim.

Herhangi bir pozitif kesirli say› alal›m. + (epsilon) diyelim
bu say›ya. +’u çok küçük bir say› olarak düflünün. Zaten mate-
matikte +, genellikle, çok çok küçük ama gene de pozitif bir sa-
y› anlam›na gelir; aynen x’in bilinmeyen, n’nin tamsay›, p’nin
asal say› anlam›na kullan›ld›¤› gibi.

Evet... Çok çok küçük bir + pozitif kesirli say›s› verilmifl.
Öyle bir N do¤al say›s› bulaca¤›z ki, e¤er n > N ise, o zaman
dizinin n/(n+1) teriminin 1’e olan uzakl›¤› en fazla bu + kadar
olacak, yani her n > N do¤al say›s› için,

|n/(n+1)  1| < +
ya da

n/(n+1) $ (1  +, 1 + +)
olacak. (‹ki koflul birbirine denktir elbette.)

Demek ki rasgele bir + > 0 kesirli say›s› verilmifl ve biz yu-
kardaki koflulu sa¤layan bir N do¤al say›s› ar›yoruz.

|n/(n+1)  1| < +.
koflulunun do¤ru olmas› için n’nin ne kadar büyük olmas› ge-
rekti¤ini bulmaya çal›flaca¤›z.

Örne¤in + = 0,01 ise ve n’yi 3 al›rsak yukardaki eflitsizlik
sa¤lanmaz. n’yi 4, 5, 6 al›rsak da sa¤lanmaz. n = 99’da tam
eflitlik bulunur. Ama n > 99 ise eflitsizlik sa¤lan›r. 

E¤er |n/(n+1)  1| < + eflitsizli¤inin sol taraf›nda paydalar›
eflitleyip sadelefltirirsek, koflul,

|1/(n+1)| < +.
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haline ya da
1 < +(n+1).

haline gelir. fiimdi N’yi,
1 < +N.

eflitsizli¤ini sa¤layan herhangi bir N do¤al say›s› olarak seçelim.
!, Arflimet özelli¤ini sa¤lad›¤›ndan (Teorem 6.11) bu özelli¤i
sa¤layan bir N vard›r. N’yi bulduk. Son bir kez kontrol edelim:
E¤er n > N ise, o zaman

|n/(n+1)  1| = 1/(n+1) < 1/N < +.
Demek ki bu N gerçekten istedi¤imizi veriyor.

fiimdi bir dizinin bir say›ya yak›nsamas›n›n ne demek oldu-
¤unu matematiksel olarak tan›mlayal›m.

Tan›m. (xn)n bir kesirli say› dizisi olsun. a $ ! olsun. E¤er

her pozitif + kesirli say›s› için,
n > N H |xn  a| < + (*)

önermesini sa¤layan bir N do¤al say›s› varsa, o zaman, (xn)n di-

zisi (n sonsuza giderken) a’ya ��������ya da a, (xn)n dizisinin��	�
�dir denir.

Asl›nda xn ve a, kesirli say›lar olduklar›ndan sadece “yak›n-
sar” yerine “kesirli say›larda yak›nsar” dememiz gerekirdi,
ama bu say›m›zda hep bu kavram› kullanaca¤›m›zdan bu nite-
lemeye ihtiyac›m›z olmayacak.

Tan›ma göre, (xn)n dizisinin a’ya yak›nsamas› için, her + >
0 kesirli say›s› için öyle bir N bulmal›y›z ki, her n > N do¤al sa-
y›s› için

|xn  a| < +
eflitsizli¤i do¤ru olsun. Bir baflka deyiflle, (xn)n dizisinin a’ya ya-
k›nsamas› için, her + > 0 için,

{n : |xn  a| ≥ +}
kümesi sonlu olmal› (ki bir zaman sonra hep |xn  a| < +*olsun).
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|xn  a| < + eflitsizli¤iyle xn $ (a  *+, a + +) koflulunun ayn›
anlama geldi¤ini okura an›msat›r›m.

Kesirli bir say›ya yak›nsayan dizilere yak›nsak denir. Ya-
k›nsak olmayan dizilere de ›raksak denir.

Örneklere geçmeden önce bu önemli tan›m üzerine biraz
kafa yoral›m. Bu tan›m› özümsemek çok önemlidir. Okur, ta-
n›m›n, sezgileriyle alg›lad›¤› “yak›nsama”n›n anlam›n› mate-
matiksel olarak verdi¤ine ikna olmal›d›r, dolay›s›yla afla¤›da
yaz›lanlar› laf ebeli¤i olarak nitelemeyip dikkatle okumal›d›r.

8.2. Tan›m›n Tart›flmas›
E¤er belli bir +0 > 0 için (*) önermesini do¤rulayan bir N sa-

y›s› bulmuflsak, bu +0’dan büyük +’lar için de (*) önermesi ay-
n› N ile do¤rudur. Örne¤in, +0 = 0,001 için N = 10.000 yetiyor-
sa, +0’dan daha büyük olan + = 0,003 için de N = 10.000 yeter.
Dolay›s›yla marifet (*) önermesini küçük +’lar için do¤rula-

makt›r. Yani buradaki + çok küçük (ama gene de pozitif) bir
kesirli say› olarak alg›lanmal›d›r.

Tan›mdaki N say›s›, +’a göre de¤iflir: + küçüldükçe N’yi da-
ha büyük almak zorunda kalabiliriz. + ne kadar küçükse, xn te-
rimlerinin (a  *+, a + +) aral›¤›na düflmesi zorlafl›r ve gecikebi-
lir. Örne¤in, +0 = 0,001 için N = 10.000 yetiyorsa, +1 = 0,00001
için art›k N = 10.000 yetmeyebilir, N ’yi daha büyük, örne¤in
100.000 almak gerekebilir.
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N ’nin +’a ba¤›ml› oldu¤unu görsel olarak göstermek için,
kimileyin N yerine N+ yaz›l›r.

E¤er bir + için, (*) önermesini sa¤layan bir N+ do¤al say›s›
bulunmuflsa, bu N+ say›s›ndan büyük N’ler de (*) önermesini
sa¤larlar.

Bir dizinin yak›nsak olmas› dizinin ilk terimlerinden ba¤›m-
s›z bir özelliktir, örne¤in ilk 1 milyar terimin kaç oldu¤u dizi-
nin yak›nsakl›¤›n› zerre kadar ilgilendirmez. Dizinin yak›nsak-
l›¤›, dizinin sadece kuyru¤uyla ilgili bir özelliktir.

Dikkat: Bir dizinin a’ya yak›nsamas› için, amaç, verilmifl her
+ > 0 için (*) önermesini sa¤layan en küçük N do¤al say›s›n› bul-
mak de¤ildir. Böyle bir en küçük N do¤al say›s› vard›r elbette
ama ço¤unlukla bulmas› ya da ifade etmesi çok zordur. Amaç
sadece (*) önermesini sa¤layan bir N’nin oldu¤unu bulmakt›r.
Bu önemli. Bir dizinin bir say›ya yak›nsad›¤›n› kan›tlamak iflte
bu yüzden zordur. + verildi¤inde, (*) önermesini do¤rulayan tek
bir N do¤al say›s› olsayd› (rüyada mesela!), eminim kan›tlar çok
daha kolay olurdu. Ama maalesef N’yi seçmekte baya¤› bir öz-
gürlü¤ümüz var. ‹flte bu özgürlüktür ço¤u zaman matemati¤i
zorlaflt›ran, yarat›c›l›k gerektiren ve heyecanl› k›lan.

Bir fley daha: Tan›mda n > N yerine n ≥ N ve |xn  a| < + ye-
rine |xn  a| ≤ + veya |xn  a| < +/2 de yazabilirdik, kavram de-
¤iflmezdi. Bu, belki küçük bir ayr›nt›d›r, ama okurun neden
böyle oldu¤unu anlamas›nda çok yarar vard›r. Gerekirse saat-
lerini versin bu ince noktaya, de¤er çünkü.

Birçok yak›nsama örne¤i verece¤iz birazdan. Ama flimdi bir
yak›nsama kan›t›n›n nas›l yap›laca¤›n› görelim.

Diyelim (xn)n kesirli say› dizisinin a kesirli say›s›na yak›nsa-
d›¤›n› göstermek istiyorsunuz. Demek ki her + > 0 kesirli say›s›
için bir fley kan›tlaman›z gerekiyor. O zaman hemen rastgele
bir + > 0 kesirli say›s› seçin. Yani kan›t›n›z, 

+ > 0 herhangi bir kesirli say› olsun

cümlesiyle bafllamal›d›r. fiimdi, her n > N do¤al say›s› için,
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|xn  a| < +
eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir N do¤al say›s› bulmaya çal›flacaks›-
n›z. N’yi kafadan atarak hemen bulmaya çal›flmay›n, genellik-
le baflaramazs›n›z.

|xn  a| < +
eflitsizli¤inin do¤ru olmas› için n’nin ne kadar büyük olmas› ge-
rekti¤ini bulmak için |xn  a| ifadesiyle oynamal›s›n›z. Örnek-
lerle her fley daha aç›k olacak.

8.3. Limitin Biricikli¤i
E¤er bir (xn)n dizisi a’ya yak›ns›yorsa, o zaman

limn(I xn = a
yaz›l›r. ‹nce bir ayr›nt›: Buradaki I simgesinin tek bafl›na anla-
m› yoktur. Burada anlam› olan ve bir anlam verilen, 

limn(I xn = a
ifadesinin tümü birdendir ve bu, “n sonsuza giderken xn’nin li-
miti vard›r ve bu limit a’d›r” ya da “n sonsuza giderken xn di-
zisi a’ya gider” diye okunur. 

Bir de “limn(I xn” ifadesine bir anlam verdik, bu “(xn)n di-
zisinin limiti” anlam›na gelir. Ancak limn(I xn ifadesini gönül
rahatl›¤›yla kullanabilmemiz için bir dizinin en fazla bir say›ya
yak›nsad›¤›n› kan›tlamam›z gerekmektedir. E¤er dizinin limiti
hem a, hem b oluyorsa, ikisinden birini seçmemiz gerekir. Böy-
le bir seçime gerek olmad›¤›n› kan›tlayal›m hemen:

Önsav 8.1. Bir dizi en fazla bir say›ya yak›nsayabilir.
Kan›t: Hem a hem de b kesirli say›lar›na yak›nsayan bir

(xn)n dizisi ele alal›m. a = b eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z. Bunun için,
e¤er a % b ise, (xn)n dizisinin hem a’ya hem de b’ye ayn› zaman-
da çok çok yak›n olamayaca¤›n› kullanaca¤›z elbette.

Afla¤›daki resimden izleyelim. a % b eflitsizli¤ini varsayal›m.
+ = |a  b|/2
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olsun. (xn)n dizisi a’ya yak›nsad›¤›ndan, öyle bir N1 vard›r ki,
her n > N1 do¤al say›s› için,

|xn  a| < +
eflitsizli¤i do¤rudur. Ayn› nedenden, öyle bir N2 vard›r ki, her
n > N2 do¤al say›s› için,

|xn  b| < +
eflitsizli¤i do¤rudur. fiimdi n hem N1’den hem de N2’den büyük
herhangi bir do¤al say›s› olsun. fiu hesab› yapal›m:

|a  b|= |(a  xn) + (xn  b)|
≤ |a  xn| + |xn  b|
= |a  xn| + |b  xn|
< + + + = 2+ = |a  b|,

yani |a  b| < |a  b|. Bu da bariz bir çeliflkidir, bir say› kendin-
den küçük olamaz! n

Yukardaki önsav›n izniyle, e¤er bir (xn)n dizisi a’ya yak›n-
s›yorsa, o zaman a’ya (xn)n dizisinin limiti ad› verilir ve yukar-
da dedi¤imiz gibi bu,

limn(I xn = a
olarak gösterilir.

8.4. Örnekler
Önsav 8.2. Sabit a dizisi a’ya yak›nsar. Daha genel olarak,

zamanla sabitleflen bir dizi zamanla sabitleflti¤i say›ya yak›nsar.
Kan›t: (xn)n dizisi zamanla sabitleflen bir dizi olsun. Yani

belli bir göstergeçten sonra, diyelim M göstergecinden sonra
hep a olsun: E¤er n > M ise xn = a. Bu dizinin a’ya yak›nsad›-
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( )
a  *+ a

n > N1 için xn’ler bu aral›kta

( )

a 5*+*= b  *+

b b 5*+

n > N2 için xn’ler bu aral›kta

Ve can al›c› soru: n > max{N1, N2} için xn nerede?



¤›n› gösterece¤iz. Rastgele bir + > 0 kesirli say›s› seçelim. fiim-
di, her n > N do¤al say›s› için,

|xn  a| < +
eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir N do¤al say›s› bulmaya çal›flaca¤›z.
Ama N’yi M almak yeterli. Nitekim, e¤er n > M olursa,

|xn  a| = |a  a| = 0 < +
olur. n

Arflimet Özelli¤i,
limn(I 1/n = 0

eflitli¤inin kan›t›n›n özünü oluflturur. Nitekim, e¤er + > 0 rasge-
le bir kesirli say›ysa, N do¤al say›s› 1 ≤ N+ eflitsizli¤ini sa¤laya-
cak biçimde seçilsin. fiimdi, her n > N göstergeci için,

1/n < 1/N ≤ +
olur.

Ayn› kan›t nerdeyse limn(I 1/n2 = 0 eflitli¤ini de kan›tlar:
Bir + > 0 için, aynen yukardaki N’yi seçelim:

1/n2 ≤ 1/n < 1/N ≤ +
olur. Benzer flekilde limn(I 1/2n = 0 eflitli¤i de kan›tlan›r.

Örnek 8.3. Biraz daha zor bir limit al›flt›rmas› olarak, 

eflitli¤ini gösterelim. Eflitli¤in do¤rulu¤unu kan›tlamadan önce,
eflitli¤in neden olmas› gerekti¤ini anlayal›m. Pay, n  3’e eflit.
Ama n çok büyük oldu¤unda, sondaki  3’ün esamesi bile okun-
maz. Bir trilyonerin servetinden 3 lira eksilse ne ç›kar ki!.. Bu
yüzden n  3 yerine n yazabiliriz. Paydaya bakal›m flimdi. Pay-
da, n2 + n  5’e eflit. Ama n çok büyük oldu¤unda, n2, n’den o
kadar büyüktür ki, n  5 onun yan›nda çok küçük kal›r. Dolay›-
s›yla, n çok büyük oldu¤unda n2 + n  5 yerine n2 alabiliriz. Böy-
lece paya n, paydaya n2 yazarsak,
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elde ederiz. Bir excel tablosu yaparak bu iki say›n›n birbirine ne
kadar yak›n olduklar›n› görebilirsiniz.

Yukarda yapt›¤›m›z tam bir matematiksel kan›t de¤il. fiim-
dilik en az›ndan. Ama daha sonra bu ak›l yürütmeyi matema-
tiksel bir kan›t haline dönüfltürece¤iz.

Limitin 0 oldu¤unu flöyle de tahmin edebilirdik.

ifadesinin her terimini n2’ye bölelim.

elde ederiz. n çok büyük oldu¤unda, sa¤ taraftaki 3/n2, 1/n ve
5/n2 terimleri o kadar küçük say›lard›r ki (bunu biraz önce ka-
n›tlam›flt›k), bu say›lar yerine 0 yazarsak fazla hata yapmam›fl
oluruz! Böylece,

elde ederiz.
Bu da flimdilik pek matematiksel de¤il. (‹lerde olacak ama.)

eflitli¤ini tan›ma baflvurarak kan›tlayal›m:
Her zamanki gibi pozitif bir + > 0 say›s› seçerek bafll›yoruz.

Öyle bir N bulaca¤›z ki, her n > N için, 

olacak. Yani yukardaki eflitsizli¤in do¤ru olmas› için n’nin ne
kadar büyük olmas› gerekti¤ini bulaca¤›z. Soldaki ifadeyle oy-
nayaca¤›z. Soldaki ifadeyi büyütece¤iz ama bunu yaparken,
n’yi büyülterek yeni ifadeyi diledi¤imiz kadar küçültebilece¤i-
mize emin olaca¤›z. Hesaplara bafll›yoruz. Önce n’yi 3’ten bü-
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yük al›rsak hem pay hem de payda pozitif olur ve mutlak de-
¤er iflaretinden kurtuluruz:

E¤er paydaki n  3 yerine n yazarsak daha büyük bir ifade bu-
luruz elbet:

fiimdi sa¤daki ifadenin +’dan küçük olmas› için n’nin ne kadar
büyük olmas› gerekti¤ini bulaca¤›z. Sa¤daki ifadeyi büyütmeye
devam ediyoruz, ama çok az büyütece¤iz. 

E¤er n’yi 5’ten büyük al›rsak, paydadaki n  5 pozitif olur
ve o n  5’i silersek payda küçülece¤inden ifade büyür:

En sa¤daki ifade 1/n’ye eflit. Demek ki n’yi, 1/n say›s› +’dan
küçük olacak biçimde seçmek yeterli. Bunun da Arflimet Özel-
li¤i sayesinde mümkün oldu¤unu biliyoruz (Teorem 6.11). fiim-
di dört sat›rl›k kan›t›m›z› yazabiliriz:

+ > 0, herhangi bir kesirli say› olsun. N > 5 say›s› 1 < N+

eflitsizli¤ini sa¤las›n. fiimdi, her n > N için,

Kan›t›m›z tamamlanm›flt›r. n

Al›flt›rmalar
1. xn = ( 1)n formülüyle tan›mlanan (xn)n dizisinin limitinin

olamayaca¤›n› kan›tlay›n.
2. E¤er bir dizi yak›nsaksa, bu diziyle ayn› kuyru¤a (bkz.

Bölüm 7.4 Al›flt›rmalar) sahip dizilerin de yak›nsak oldu¤unu
ve limitlerinin hep ayn› oldu¤unu kan›tlay›n.

3. limn(I ( 1)n/n = 0 eflitli¤ini kan›tlay›n.
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5*. b0 = 1 ve 

formülüyle tan›mlanm›fl (bn)n dizisinin karesinin 2’ye yak›nsa-
d›¤›n› kan›tlay›n. (Bkz. “√2’ye Yak›nsamak ‹steyen Bir Dizi”
yaz›s›.)

kan›tlay›n.
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