8. Yakinsak Diziler

8.1. Yakinsaklik
e¢miste (n/(n+1)),, dizisinin 1’e yakimsadigim fisildadik
‘ ama kamitlamadik. Kanitlayamazdik da, ¢linkii yakinsa-
mak kavramini heniiz tanimlamadik. Bu boliimde mate-
matikte ¢ok 6nemli olan yakinsamak kavramini son derece dik-
katli tanimlayacagiz, en azindan kesirli sayilardaki yakinsaklik
kavramini.

Bir dizinin bir sayiya yakinsamasi demek, dizinin terimleri-
nin belli bir gostergegten, yani bir zaman sonra, yani belli bir
terimden sonra o sayiya ¢ok ¢ok ama ¢ok ¢ok yakin olmasi de-
mektir. Dizinin terimleri hi¢bir zaman o sayiya esit olmayabi-
lir, ama o sayiya dizinin terimleriyle diledigimiz kadar yaklasa-
bilmeliyiz ve bu yakinlik belli bir gostergegten sonra hep, yani
belli bir sayidan biiyiik her gostergec igin gegerli olmali...

Ornek. (n/(n+1)), dizisinin 1’e yakinsamasi gerektigini cok
biiyiik bir 7 sayis1 alarak tahmin edebiliriz. Ornegin, # = 999
alirsak,

nl/(n+1) = 0,999
buluruz; 7 = 99.999 alirsak,
nl/(n+1) = 0,99999




268 8. Yakinsak Diziler

buluruz; 7 buytidikge dizinin terimleri daha ¢ok 1’e yaklasir-
lar. Aslinda bu dizinin terimleri 2’ye de yaklasiyorlar, ama 1’e
yaklagmaktan da o6te, 1’e yaslaniyorlar, sokuluyorlar, nerdeyse
1’in icine girecekler.

Matematiksel tanimi daha sonraya birakarak, sanki tanimi
biliyormus gibi (n/(n+1)),, dizisinin 1’e yakinsadigini gosterelim.

Herhangi bir pozitif kesirli say1 alalim. € (epsilon) diyelim
bu sayiya. £’u ¢ok kiciik bir say1 olarak diistiniin. Zaten mate-
matikte g, genellikle, cok ¢ok kiiciik ama gene de pozitif bir sa-
y1 anlamina gelir; aynen x’in bilinmeyen, 7’nin tamsayi, p’nin
asal say1 anlamina kullanildig gibi.

Evet... Cok ¢ok kiiciik bir & pozitif kesirli sayist verilmis.
Opyle bir N dogal sayisi bulacagiz ki, eger » > N ise, o zaman
dizinin 7/(n+1) teriminin 1’e olan uzakhig: en fazla bu ¢ kadar
olacak, yani her n > N dogal sayisi igin,

ln/(n+1) — 1l < ¢
ya da
nlin+l) e (1 —¢g, 1 +¢)
olacak. (Iki kosul birbirine denktir elbette.)
3/4 4/5 5l6

0 1/2 2/3\ / / 1
40—0—0—“-@—9—)—

1-¢ l+¢

Demek ki rasgele bir € > 0 kesirli sayisi verilmis ve biz yu-

kardaki kosulu saglayan bir N dogal sayisi ariyoruz.

ln/(n+1) — 1l < &.
kosulunun dogru olmasi i¢in 7#’nin ne kadar biiyitk olmasi ge-
rektigini bulmaya calisacagiz.

Ornegin & = 0,01 ise ve 7’yi 3 alirsak yukardaki esitsizlik
saglanmaz. #’yi 4, 5, 6 alirsak da saglanmaz. » = 99°da tam
esitlik bulunur. Ama 7z > 99 ise esitsizlik saglanir.

Eger |n/(n+1) — 11 < ¢ esitsizliginin sol tarafinda paydalari
esitleyip sadelestirirsek, kosul,

[1/(n+1)] < &.



8. Yakinsak Diziler 269

haline ya da
1 < g(n+1).
haline gelir. Simdi N’yi,
1 < eN.
esitsizligini saglayan herhangi bir N dogal sayisi olarak secelim.
Q, Argimet 6zelligini sagladigindan (Teorem 6.11) bu 6zelligi
saglayan bir N vardir. N’yi bulduk. Son bir kez kontrol edelim:
Eger n > N ise, o zaman
ln/(n+1) — 1l = 1/(n+1) < 1/N < &.

Demek ki bu N gergekten istedigimizi veriyor.

Simdi bir dizinin bir sayiya yakinsamasinin ne demek oldu-
gunu matematiksel olarak tanimlayalim.

Tanim. (x,,), bir kesirli say: dizisi olsun. a € Q olsun. Eger
her pozitif € kesirli sayist icin,
n>N=lx,—al<e (*)
onermesini saglayan bir N dogal sayisi varsa, o zaman, (x,,),, di-
zisi (n sonsuza giderken) a’ya yakmsar ya da a, (x,,), dizisinin
limitidir denir.

Aslinda x,, ve a, kesirli sayilar olduklarindan sadece “yakin-
sar” yerine “kesirli sayilarda yakinsar” dememiz gerekirdi,
ama bu sayimizda hep bu kavrami kullanacagimizdan bu nite-
lemeye ihtiyacimiz olmayacak.

Tanima gore, (x,,),, dizisinin a@’ya yakinsamast igin, her & >
0 kesirli sayisi igin 6yle bir N bulmaliyiz ki, her 7 > N dogal sa-
yist i¢in

lx, —al <€
esitsizligi dogru olsun. Bir bagka deyisle, (x,,),, dizisinin a’ya ya-
kinsamast igin, her € > 0 igin,
{n:lx,—al =g}
kiimesi sonlu olmali (ki bir zaman sonra hep Ix,, — al < € olsun).
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ilk terimlerin nerede olduklari hi¢ 6nemli degil

oo L . *—o
*—@& *—©

\
X0 % XN+1 XN+2 XN+3 X3 Xy

N 1

ama belli bir N gostergecinden sonra
(ya da belli bir zamandan sonra),
terimler a’nin en fazla € uzakhginda olmalilar.

lx,, — al < ¢ esitsizligiyle x,, € (a — &, a + €) kosulunun ayni
anlama geldigini okura animsatirim.

Kesirli bir sayiya yakinsayan dizilere yakinsak denir. Ya-
kinsak olmayan dizilere de waksak denir.

Orneklere gecmeden 6nce bu 6énemli tanim iizerine biraz
kafa yoralim. Bu tanimi 6ziimsemek ¢ok onemlidir. Okur, ta-
nimin, sezgileriyle algiladigi “yakinsama”nin anlamini mate-
matiksel olarak verdigine ikna olmalidir, dolayisiyla asagida
yazilanlari laf ebeligi olarak nitelemeyip dikkatle okumalidir.

8.2. Tanimin Tartismasi

Eger belli bir gy > 0 igin (*) 6nermesini dogrulayan bir N sa-
yis1 bulmusgsak, bu gy’dan buyik €’lar i¢in de (*) Onermesi ay-
n1 N ile dogrudur. Ornegin, g, = 0,001 icin N = 10.000 yetiyor-
sa, gy’dan daha buyiik olan € = 0,003 i¢cin de N = 10.000 yeter.
Dolayisiyla marifet (*) onermesini kiigik ¢’lar icin dogrula-
A L - o

\ \ U 7 vl
PR AN+l XN#2 N3 g4e X3 X4

xo xl
Eger ¢ igin N yetiyorsa, g,’dan biiyiik bir ¢ icin de N yeter.
maktir. Yani buradaki ¢ ¢ok kiiciikk (ama gene de pozitif) bir
kesirli say1 olarak algilanmaldir.

Tanmimdaki N sayisi, €’a gore degisir: € kiiciildiikce N’yi da-
ha biiytik almak zorunda kalabiliriz. € ne kadar kigiikse, x,, te-
rimlerinin (@ — ¢, a + €) araligina diismesi zorlasir ve gecikebi-
lir. Ornegin, g, = 0,001 icin N = 10.000 yetiyorsa, &, = 0,00001
icin artik N = 10.000 yetmeyebilir, N’yi daha buyiik, 6rnegin
100.000 almak gerekebilir.
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N’nin €’a bagimli oldugunu gorsel olarak gostermek igin,
kimileyin N yerine N, yazilir.

Eger bir ¢ i¢in, (*) 6nermesini saglayan bir N, dogal sayisi
bulunmussa, bu N, sayisindan buytik N’ler de (*) 6nermesini
saglarlar.

Bir dizinin yakinsak olmasi dizinin ilk terimlerinden bagim-
siz bir ozelliktir, 6rnegin ilk 1 milyar terimin kag¢ oldugu dizi-
nin yakinsakhigini zerre kadar ilgilendirmez. Dizinin yakinsak-
ig1, dizinin sadece kuyruguyla ilgili bir 6zelliktir.

Dikkat: Bir dizinin a’ya yakinsamasi igin, amag, verilmis her
¢ > 0 icin (*) 6nermesini saglayan en kiiciik N dogal sayisini bul-
mak degildir. Boyle bir en kiiciik N dogal sayisi vardir elbette
ama cogunlukla bulmasi ya da ifade etmesi ¢ok zordur. Amac
sadece (*) onermesini saglayan bir N’nin oldugunu bulmaktir.
Bu 6nemli. Bir dizinin bir sayiya yakinsadiginmi kanitlamak iste
bu yuzden zordur. ¢ verildiginde, (*) onermesini dogrulayan tek
bir N dogal sayisi olsaydi (riiyada mesela!), eminim kanitlar ¢ok
daha kolay olurdu. Ama maalesef N’yi se¢gmekte bayag: bir 6z-
giirliigiimiiz var. Iste bu ozgiirliiktiir cogu zaman matematigi
zorlastiran, yaraticilik gerektiren ve heyecanl kilan.

Bir sey daha: Tanimda 7 > N yerine n > N ve lx,, — al < ¢ ye-
rine Ix,, — al < ¢ veya Ix,, — al < €/2 de yazabilirdik, kavram de-
gismezdi. Bu, belki kii¢iik bir ayrintidir, ama okurun neden
boyle oldugunu anlamasinda ¢ok yarar vardir. Gerekirse saat-
lerini versin bu ince noktaya, deger ¢tinkii.

Bircok yakinsama 6rnegi verecegiz birazdan. Ama simdi bir
yakinsama kanitinin nasil yapilacagini gorelim.

Diyelim (x,,), kesirli say1 dizisinin a kesirli sayisina yakinsa-
digin1 gostermek istiyorsunuz. Demek ki her € > 0 kesirli sayisi
icin bir sey kanitlamaniz gerekiyor. O zaman hemen rastgele
bir & > 0 kesirli sayisi se¢in. Yani kanitiniz,

€ > 0 herbangi bir kesirli sayr olsun
ciimlesiyle baglamalidir. Simdi, her #» > N dogal sayisi icin,
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lx, —al <€
esitsizliginin saglandigi bir N dogal sayis1 bulmaya ¢alisacaksi-
niz. N’yi kafadan atarak hemen bulmaya ¢alismayin, genellik-
le basaramazsiniz.

lx, —al <€
esitsizliginin dogru olmasi i¢in 7’nin ne kadar biytiik olmas: ge-
rektigini bulmak igin lx, — al ifadesiyle oynamalisiniz. Ornek-
lerle her sey daha acik olacak.

8.3. Limitin Biricikligi
Eger bir (x,,), dizisi a’ya yakinsiyorsa, o zaman

lim, ,, x, =a
yazilir. Ince bir ayrinti: Buradaki oo simgesinin tek basina anla-
mi yoktur. Burada anlami olan ve bir anlam verilen,

lim, ., x,=a
ifadesinin timii birdendir ve bu, “z sonsuza giderken x,’nin li-
miti vardir ve bu limit a’dir” ya da “n sonsuza giderken x,, di-
zisi a’ya gider” diye okunur.

Bir de “lim,,_,, x,,” ifadesine bir anlam verdik, bu “(x,,),, di-
zisinin limiti” anlamma gelir. Ancak lim,_,, x, ifadesini goniil
rahathgiyla kullanabilmemiz igin bir dizinin en fazla bir sayiya
yakimsadigini kanitlamamiz gerekmektedir. Eger dizinin limiti
hem a, hem b oluyorsa, ikisinden birini segmemiz gerekir. Boy-

le bir se¢ime gerek olmadigim kanitlayalim hemen:

Onsav 8.1. Bir dizi en fazla bir sayrya yakinsayabilir.
Kanit: Hem a hem de b kesirli sayilarina yakinsayan bir
(x,,), dizisi ele alalim. a = b esitligini kanitlayacagiz. Bunun igin,
eger a # b ise, (x,,), dizisinin hem a’ya hem de b’ye ayni zaman-
da ¢ok ¢ok yakin olamayacagini kullanacagiz elbette.
Asagidaki resimden izleyelim. a # b esitsizligini varsayalim.
e=la—-bl2
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n> Ny icin x,’ler bu aralikta

j\ ;{\‘Iz igin x,’ler bu aralikta

Y )
L S—
saT b b+e

a+e=b-c¢

| A~

a

Ve can alic soru: 7 > max{N,, N,} i¢in x, nerede?
olsun. (x,), dizisi a’ya yakinsadigindan, oyle bir Ny vardir ki,
her n > N; dogal sayisi igin,
lx,—al <€
esitsizligi dogrudur. Ayni nedenden, oyle bir N, vardir ki, her
n > N, dogal sayisi igin,
lx, — bl <¢
esitsizligi dogrudur. Simdi 7 hem N;’den hem de N,’den biiyiik
herhangi bir dogal sayisi olsun. Su hesabi yapalim:
la — bl=l(a - x,,) + (x,, — b)|
<la-x,|+Ix, — bl
=la—-x,|+1b-x,
<e+e=2e=la-bl,
yani la — bl < la — bl. Bu da bariz bir ¢eliskidir, bir say1 kendin-
den kiiciik olamaz! O

Yukardaki 6nsavin izniyle, eger bir (x,,),, dizisi a’ya yakin-
styorsa, o zaman a’ya (x,,),, dizisinin limiti ad1 verilir ve yukar-
da dedigimiz gibi bu,

lim, ., x,=a
olarak gosterilir.

8.4. Ornekler
Onsav 8.2. Sabit a dizisi a’ya yakinsar. Daha genel olarak,
zamanla sabitlesen bir dizi zamanla sabitlestigi sayrya yakinsar.
Kanut: (x,,), dizisi zamanla sabitlesen bir dizi olsun. Yani
belli bir gostergecten sonra, diyelim M gostergecinden sonra
hep a olsun: Eger n > M ise x,, = a. Bu dizinin a’ya yakimnsadi-
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gin1 gosterecegiz. Rastgele bir € > 0 kesirli sayisi secelim. Sim-
di, her # > N dogal sayis i¢in,
lx, —al <€
esitsizliginin saglandigi bir N dogal sayisi bulmaya ¢alisacagiz.
Ama N’yi M almak yeterli. Nitekim, eger #» > M olursa,
lx,—al=la-al=0<c¢
olur. ]

Arsimet Ozelligi,
lim, ,, 1/n=0
esitliginin kanitinin 6ziint olusturur. Nitekim, eger ¢ > 0 rasge-
le bir kesirli sayiysa, N dogal sayisi 1 < Ng esitsizligini saglaya-
cak bi¢imde secilsin. Simdi, her # > N gostergeci icin,
1/m<1/N<eg
olur.
Ayni kanit nerdeyse lim,, .., 1/n2 = 0 esitligini de kanitlar:
Bir € > 0 icin, aynen yukardaki N’yi secelim:
1/m2<1m<1/N<eg
olur. Benzer sekilde lim,,_,,, 1/2n = 0 esitligi de kanitlanir.

Ornek 8.3. Biraz daha zor bir limit alistirmas: olarak,

n-3 _0

+n—-35

esitligini gosterelim. Esitligin dogrulugunu kanitlamadan 6nce,

lim,,_, , —

“n
esitligin neden olmasi gerektigini anlayalim. Pay, n — 3’e esit.
Ama n ¢ok buyiik oldugunda, sondaki —3’iin esamesi bile okun-
maz. Bir trilyonerin servetinden 3 lira eksilse ne ¢ikar ki!.. Bu
yuzden 7 — 3 yerine n yazabiliriz. Paydaya bakalim simdi. Pay-
da, 72 + n — 5’e esit. Ama #n ¢ok biiyiik oldugunda, 72, z’den o
kadar buyuktir ki, 7 — § onun yaninda ¢ok kugiik kalir. Dolay:-
styla, 7 cok biiyiik oldugunda 72 + 7 — S yerine 12 alabiliriz. Boy-
lece paya 7, paydaya »n? yazarsak,
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n-3

nin-5 n* n
elde ederiz. Bir excel tablosu yaparak bu iki sayinin birbirine ne

n
2

kadar yakin olduklarini gorebilirsiniz.

Yukarda yaptigimiz tam bir matematiksel kanit degil. Sim-
dilik en azindan. Ama daha sonra bu akil yiirtitmeyi matema-
tiksel bir kanit haline donustiirecegiz.

Limitin 0 oldugunu soyle de tahmin edebilirdik.

n—-3
ntin-3
ifadesinin her terimini #2’ye bolelim.
n-3  1/n -3/n*
W +n-5 1+1/n-5/n?
elde ederiz. 7 ¢ok biiyiik oldugunda, sag taraftaki 3/n2, 1/n ve

5/n2 terimleri o kadar kiiciik sayilardir ki (bunu biraz 6nce ka-
nitlamigtik), bu sayilar yerine 0 yazarsak fazla hata yapmamig

oluruz! Boylece,
n-3 1/n—3/n? 0-0

n+n-S§ - 1+1/n—5/n? T140-0 -
elde ederiz.

Bu da simdilik pek matematiksel degil. (Ilerde olacak ama.)
n-3
=0
+n-35
esitligini tanima bagvurarak kanitlayalim:

lim,_, ,—

“n
Her zamanki gibi pozitif bir ¢ > 0 sayisi segerek basliyoruz.
Opyle bir N bulacagiz ki, her # > N igin,
n-23
n*+n-5
olacak. Yani yukardaki esitsizligin dogru olmasi i¢in 7’nin ne

-0/<e

kadar buyuk olmasi gerektigini bulacagiz. Soldaki ifadeyle oy-
nayacagiz. Soldaki ifadeyi buyiitecegiz ama bunu yaparken,
n’yi buytilterek yeni ifadeyi diledigimiz kadar kiigultebilecegi-
mize emin olacagiz. Hesaplara basliyoruz. Once 7’yi 3’ten bii-
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yiik alirsak hem pay hem de payda pozitif olur ve mutlak de-

ger isaretinden kurtuluruz:
n-3

n*+n->5 +n-35

Eger paydaki n — 3 yerine n yazarsak daha biiyiik bir ifade bu-

n-3

-0l = 3

n

luruz elbet:

n-3 - n
nrin-5 n*+n-5
Simdi sagdaki ifadenin ¢’dan kiiciik olmasi i¢in 7’nin ne kadar
biiytik olmasi gerektigini bulacagiz. Sagdaki ifadeyi buiytitmeye
devam ediyoruz, ama ¢ok az biiyiitecegiz.
Eger n’yi 5’ten buyiik alirsak, paydadaki n — § pozitif olur
ve o n — 5’1 silersek payda kiiciileceginden ifade buyir:
n n

ntin-5 n*

En sagdaki ifade 1/#’ye esit. Demek ki n’yi, 1/ sayisi €’dan
kiigiik olacak bicimde secmek yeterli. Bunun da Arsimet Ozel-
ligi sayesinde miimkiin oldugunu biliyoruz (Teorem 6.11). Sim-
di dort satirlik kanitimizi yazabiliriz:

¢ > 0, herhangi bir kesirli say1 olsun. N > § sayisi 1 < Ng

esitsizligini saglasin. Simdi, her 7 > N icin,

n-3 n n 1
5 <= <75 =—<<s&
n+n-5 n+n-5 n n
Kanitimiz tamamlanmustir. []
Alistirmalar

1. x,, = (-1)” formiiltiyle tanimlanan (x,,),, dizisinin limitinin
olamayacagini kanitlayin.

2. Eger bir dizi yakinsaksa, bu diziyle ayni kuyruga (bkz.
Bolim 7.4 Alistirmalar) sahip dizilerin de yakinsak oldugunu
ve limitlerinin hep ayni oldugunu kanitlayin.

3. lim,, . (-1)"n = 0 esitligini kanitlayin.
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n>+n—35

5%, bo =1 ve

4.lim,, _)w(ij =0 esitligini kanitlayin.

b 3b, +4
17 0b, +3
formiuliyle tanimlanmus (b,,),, dizisinin karesinin 2’ye yakinsa-
digimi kanitlaymn. (Bkz. “V2’ye Yakinsamak Isteyen Bir Dizi”
yazisl.)
2

6.lim,_, % = g esitligini tanima bagvurarak

kanitlayin.



