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‹kinci K›s›m:

Tamsay›lar Halkas› 
ve 

Kesirli Say›lar Cismi



5A. Say›lar› Yaratmak

G
eçen k›s›mda boflkümeden, yani hiç yoktan (!) yola ç›-

karak 0, 1, 2, 3, 4 gibi say›lar› içeren do¤al say›lar kü-

mesini yaratt›k. Sadece do¤al say›lar› de¤il, do¤al say›-

larda toplama ve çarpma ifllemlerini ve bildi¤imiz “küçükeflit-

tir” s›ralamas›n› da yaratt›k. Sonra da, do¤al say›larla ilgili 

2 + 2 = 2 * 2 = 4,

x + y = y + x,

xy = yx,

x(y + z) = xy + xz

gibi “bilinen” eflitlikleri ve 

2 ≤ 4,

x ≤ y 6 x + z ≤ y + z

gibi en temel önermeleri kan›tlad›k.

Yukarda, “boflkümeden yani hiç yoktan” yola ç›kt›k dedim

ama bu pek do¤ru de¤il, do¤al say›lar› yaratmak için boflküme-

nin varl›¤› da dahil olmak üzere, çok de¤il, yedi “do¤al”, yani

akl› bafl›nda herhangi birinin do¤rulu¤undan en küçük bir kufl-

ku duymayaca¤› aksiyomdan yararlanm›flt›k (Bölüm 2A). Kim-

senin o aksiyomlar› görüp de saç›n› bafl›n› yolaca¤›n› sanm›yo-

rum; kan›tlamadan kabul etti¤imiz bu aksiyomlar›n her biri di-

¤erinden do¤ald›, her biri “bu da do¤ru de¤ilse ne do¤rudur”

dedirtecek türden önermelerdi.



Do¤al say›lar iyi hofl da, do¤al say›larda ç›karma yap›lmaz.

5’ten 3’ü ç›karmak neyse de, do¤al say›larda 3’ten 5’i ç›kara-

may›z, çünkü 92 bir do¤al say› de¤ildir.

Bu bölümde, do¤al say›lar› çantada keklik kabul ederek, 93,

92, 91, 0, 1, 2 gibi tamsay›lar›, yani # kümesini matematiksel ola-

rak yarataca¤›z. Bu say›larda toplamay›, çarpmay› ve s›ralamay›,

bir de ayr›ca do¤al say›larda olmayan ç›karmay› tan›mlay›p bun-

lar›n ilkokuldan beri bildi¤imiz özelliklerini kan›tlayaca¤›z.

Ama yarataca¤›m›z tamsay›lar da kusursuz olmayacak.

Tamsay›larda ç›karma ifllemi yap›labilir ama bölme yap›lamaz.

6’y› 3’e bölmek neyse de, tamsay›larda 3’ü 6’ya bölemeyiz, çün-

kü 1/2 bir tamsay› de¤ildir. 

Tamsay›lar› tan›mlay›p özelliklerini ç›kard›ktan sonra, bu

sefer tamsay›lar› çantada keklik kabul edip kesirli say›lar› (ya-

ni 9>?3, 92/7, 93/9, 1/2, 1, 2 gibi say›lar›, yani $ kümesini) ya-

rataca¤›z ya da - bizim aç›m›zdan ayn› anlama gelir - tan›mla-

yaca¤›z. Sadece kesirli say›lar› tan›mlamakla yetinmeyece¤iz,
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kesirli say›larda, toplamay›, çarpmay›, ç›karmay› ve s›ralama-

y›, bir de ayr›ca tamsay›larda olmayan bölmeyi tan›mlay›p

bunlar›n ilkokuldan beri bildi¤imiz özelliklerini kan›tlayaca¤›z.

Bütün bunlar› do¤al say›lar› temel alarak yapaca¤›z. Yani

do¤al say›lar› bildi¤imizi varsayaca¤›z, ki biliyoruz, boflu boflu-

na m› ilkokulda befl y›l dirsek çürüttük ya da daha önceki bö-

lümleri yazd›k? Ama kitab›n bu k›sm›n› anlamak için kitab›n

daha önceki bölümlerini hatmetmek ya da anlam›fl olmak ge-

rekmez. Do¤al say›larla ilgili ilkokul bilgimiz yeterli olacak.

Birçok okur hakl› olarak say›lar› yaratman›n ne demek ol-

du¤unu soruyordur kendi kendine.

Say›lar› yaratman›n ne demek oldu¤unu anlamayan okur,

muhtemelen, say›lar›n zaten var oldu¤unu ve yarat›lmaya ihti-

yaçlar› olmad›¤›n› düflünüyordur. Örne¤in, 2 kavram›n›n tan›-

ma ihtiyac› olmad›¤› gibi, 2 * 2 = 4 eflitli¤inin de kan›ta ihtiya-

c› olmad›¤›n› düflünüyordur.

19’uncu yüzy›l›n sonlar›na kadar böyle düflünülüyordu

ama matematikte ortaya ç›kan çeliflkiler yüzünden matematik-

sel nesnelerden sözederken çok daha dikkatli olmam›z gerekti-

¤i anlafl›ld›. Herkesin nerdeyse do¤ufltan bildi¤ini sand›¤› fleyle-

rin matematikte özenle tan›mlanmas›n›n en önemli nedeni bu-

dur. Ama baflka nedenler de vard›r.

Ders notlar›n›n okuma parças› niteli¤indeki ilk bölümlerin-

de de matematiksel tan›m›n ne demek oldu¤unu, ne anlama

geldi¤ini aç›klamaya çal›flt›k. Ayn› fleyleri biraz daha de¤iflik

ifadelerle yineleyelim. 

Herhangi bir nesne ya da gerçek sadece zihinsel olarak ve zi-

hinde alg›lan›r. Tüm ç›kar›mlar›m›z› ve ak›l yürütmelerimizi zih-

nimizde yapar›z. Bizim d›fl›m›zdaki olan ve varl›klar›n› duyular›-

m›zla hissetti¤imiz fleylerin zihnimizde bir modelini ya da imgesi-

ni yaratmazsak, o fleyler hakk›nda bir fikir yürütemeyiz. Her tür-

lü deneyden ç›kar›lan sonuç mutlaka beynin süzgecinden geçiril-

mifltir, deneyden elde edilen veriler soyut düflünce olarak beyni-
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mizde depolanm›flt›r ve ak›lla, bilgiyle, bellekle, zekâyla, sezgiler-

le zihinde yo¤rulmufltur. Masan›n üstünde gördü¤ünüz elman›n

basitlefltirilmifl bir modeli zihninizde olmasa, o elmay› ›s›rabilece-

¤inizi anlayamazs›n›z bile, ya da eflatun bir elma gördü¤ünüzde

hiç flafl›rmazs›n›z, bu elma da böyle dersiniz. Beyninizde elman›n

rengine ve ›s›r›labilece¤ine dair bir kal›p oluflmufltur.

Zaten bizim d›fl›m›zdaki fleyler o kadar karmafl›k, o kadar

de¤iflken ve o kadar bizim d›fl›m›zda ki, onlar› anlamak, tan›m-

lar›n› vermek, özelliklerini sadece tikel fiziksel varl›klar›n› göz

önüne alarak ç›karmak imkâns›zd›r. Bunu yapacak yetimiz de

yok ayr›ca. Düflünmemizi sa¤layan tek organ beynimiz ve onun

verileri de soyut nesnelerdir.

Örne¤in, bizim d›fl›m›zdaki birtak›m fleylerin hep ayn› yasa-

lara tabi olup olmayacaklar› kuflkuludur. ‹ki elma art› iki elma-

n›n bal gibi de günün birinde befl elma yapabilece¤ini düflünebi-

lirim. ‹ki elma art› iki elman›n hep dört elma edece¤inden nesnel

olarak emin olamay›z. Ya da elinizden b›rakt›¤›n›z kalem günün

birinde yere düflmeyebilir, çünkü, mesela, o gün yerçekimi yasa-

s› geçerli de¤ilmifl, yaradan yarat›rken öyle yaratm›fl... Mesela

her onbin y›lda bir do¤a yasalar› tatil yap›yormufl... Kimbilir...

Ama e¤er, “bugün geçerli olan yar›n da ve ertesi gün de ve

hep geçerli olacakt›r” varsay›m›n›, yani “ayn› koflullarda ayn›

deneyler hep ayn› sonuçlar do¤urur” varsay›m›n› yap›yorsan›z,

gerçe¤i zihinsel olarak alg›lamaya do¤ru bir ad›m att›n›z de-

mektir. Do¤ru yap›yorsunuz, çünkü muhtemelen fark›na var-

madan varsayd›¤›n›z bu ilkeyi hiçbir zaman kan›tlayamazs›n›z.

Bu yüzden d›fl dünyada gördü¤ümüz fleylerin zihnimizde bir

modelini kurar›z ve o model üzerinde düflünüp bulduklar›m›z›

d›fl dünyaya aktar›r›z. Bir mühendis de böyle çal›flmaz m›?

Köprünün bir modelini önce masa üstünde kalem kâ¤›tla infla

eder. Nehrin eni, boyu, debisi, gücü ve konumu, köprünün

ayaklar›n›n oturaca¤› zemin, rüzgâr›n fliddeti, köprüden geçe-

cek araçlar›n a¤›rl›klar› ve yaratt›klar› titreflim, çeli¤in ve beto-
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nun mukavemeti ve her fley asl›nda gerçek de¤il, kuramsald›r,

mühendisin zihninde ya da kâ¤›t üstündedir. Her fley kâ¤›t üs-

tünde tasarland›ktan sonra gerçek köprü kurulur. Çok çok

karmafl›k olan gerçek koflullar tam olarak anlafl›lamad›¤›ndan,

ne olur ne olmaz denilerek köprüler olmas› gerekenden daha

sa¤lam yap›l›rlar. Yani tam gerçe¤i kavrayamayaca¤›m›z› mü-

hendisler de kabullenirler.

Nas›l mühendis nehrin yaklafl›k bir modelini zihninde ta-

sarlarsa, matematikçiler de d›fl dünyayla olan iliflkileri sayesin-

de hissettikleri do¤ru, nokta, paralellik, azl›k çokluk, mesafe,

say› gibi kavramlar›n zihinlerinde bir modelini kurarlar ve safi

zihinsel olan bu modeller üzerinde düflünürler.

Mühendislikte do¤ru olan bu yaklafl›m matematikte daha da

do¤rudur. Matematikçi 2 + 2 = 4 eflitli¤ini kan›tlamak için el-

maya armuda baflvurmaz. Geçen bölümlerde yapt›¤›m›z gibi,

soyut olarak tan›mlad›¤› 2, 4 ve + kavramlar›n› kullan›r.

Geçen bölümlerde iflte tam da bunu yapm›flt›k. 0’›, 1’i, 2’yi,

3’ü, 4’ü ve toplamay› soyut olarak kâ¤›t üstünde tan›mlam›flt›k.

Tabii tan›mlar›m›z rastgele de¤ildi. Tan›mlar›m›z, 2 + 2 = 4 ola-

cak biçimde yap›lm›flt›.

Tan›mlar›m›z› yaparken tek k›stas›m›z, tan›mlad›¤›m›z nes-

nelerin do¤ada hissetti¤imiz özellikleri sa¤lamas›yd›. Örne¤in,

2, 4 ve toplama nas›l tan›mlan›rsa tan›mlans›n,

2 + 2 = 4, 

ya da

x + (y + z) = (x + y) + z

gibi eflitlikler do¤ru olmal›d›r. 

Bu son tart›flmadan do¤al bir soru ortaya ç›k›yor: Do¤ada

varl›¤›n› hissetti¤im ve kâ¤›t üstünde zihinsel olarak tan›mlaya-

ca¤›m matematiksel nesnelerin do¤ru olmas›n› istedi¤im özel-

likleri nelerdir? Bu do¤al ve önemli tart›flmaya girmek niyetin-

de de¤ilim burada ama bir örnek vereyim.
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(x, y) çiftini ele alal›m. (x, y) çiftini öyle tan›mlamal›y›z ki����������������do¤ru olmal›d›r. Nedir (x, y) çiftinin temel

özellikleri? Deneyimli matematikçi (x, y) çiftinin bir tek temel

özelli¤i oldu¤unu bilir. O da flu özelliktir:

(x, y) = (z, t) 4 (x = z ve y = t).

Dolay›s›yla (x, y) çifti nas›l tan›mlan›rsa tan›mlans›n, yukardaki

özellik do¤ru olmal›d›r, tan›m için baflka bir k›stas›m›z yok. Var

asl›nda, matematiksel olmayan, estetik ve uygulamaya yönelik

bir k›stas›m›z daha var: Tan›m basit olsun, ki teorem kan›tla-

makta ve tan›m› an›msamakta gereksiz yere güçlük çekmeyelim.

{{x}, {x, y}}

kümesi yukardaki özelli¤i sa¤lar, yani

{{x}, {x, y}} = {{z}, {z, t}} 4 (x = z ve y = t)

önermesi do¤rudur ve gayet kolayl›kla kan›tlanabilir. Dolay›-

s›yla (x, y) çiftini {{x}, {x, y}} kümesi olarak tan›mlayabiliriz:

(x, y) = {{x}, {x, y}}

(x, y) çiftini, baflka türlü de tan›mlayabilirdik, yeter ki verilen

tan›m yukarda belirtilen “temel özelli¤i” sa¤las›n. Örne¤in,

(x, y) = {{x}, {x, y}, {y}}

ve

(x, y) = {{x}, {{x, y}}}

tan›mlar› da ayn› özelli¤i sa¤larlar. Ama ilk verdi¤imiz tan›m

daha basit oldu¤undan birincisini ye¤leriz.

Hiç olacak gibi de¤il ama, e¤er yar›n öbür gün (x, y) çifti-

nin bir baflka “temel özelli¤i” keflfedilirse, o zaman tan›m› de-

¤ifltirmek gerekebilir ama flimdilik bu tan›m bize yeterli geliyor.

Yukardaki tan›mla, (x, y) kümesinin en fazla 2 eleman› ol-

du¤u görülür ama matematiksel olarak bu olgunun hiç önemi

yoktur. Nitekim hiçbir matematik kitab›mda, “(x, y) kümesi-

nde en fazla iki eleman vard›r” gibi bir teorem göremezsiniz.

Kimsenin umurunda de¤ildir çünkü bu sonuç.

Gelelim konumuza. Do¤al say›lar›, toplamay›, çarpmay› ve

eflitsizli¤i bildi¤imizi varsay›p, tamsay›lar› ve tamsay›lar üstün-
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de toplamay›, çarpmay›, ç›karmay› ve s›ralamay› tan›mlayaca-

¤›z. Daha sonra bu tan›mlar›n tamsay›larla ilgili bilmek istedi-

¤imiz “her fleyi” sa¤lad›¤›n› gösterece¤iz.

Tabii tan›m›n ne oldu¤unun hiç önemi olmayacak, yeter ki

tamsay›lar istedi¤imiz özelliklerini sa¤las›n.

Bu istedi¤imiz özelliklerin ne olduklar›n› ta en bafltan söy-

lemeyece¤iz. Okur sayfalar çevirdikçe özellikleri peyderpey gö-

recek. Ama hiçbir özellik okurun ilkokuldan beri bilmedi¤i bir

fley olmayacak.

Tamsay›larla ilgili özellikleri kan›tlarken do¤al say›lar›n

özelliklerine ihtiyaç duyaca¤›z. E¤er flans›m›z yaver giderse bu

özelliklerin her biri geçmifl sayfalarda kan›tlanm›fl olmal›. fian-

s›m›z yaver gitmezse, o zaman geçmifl bölümlere geri dönüp

do¤al say›lar›n gereksinilen özelli¤i kan›tlanmal›. Ama, daha

önce de dedi¤imiz gibi okur do¤al say›lar›n varl›¤›n› ve özellik-

lerini çantada keklik olarak görebilir.

Matematiksel nesneleri tan›mlarken bir fleye daha dikkat

etmeliyiz. Kabul etti¤imiz matematiksel evrende her nesne bir

küme olmal›. Örne¤in bu kitab›n bir yerinde 0 say›s›n› Ø (bofl-

küme) olarak tan›mlam›flt›k. Sonra,

1 = {0},

2 = {0, 1},

3 = {0, 1, 2}

tan›mlar›n› vermifltik ve bunlar›n her biri bir kümedir bilindi¤i

gibi. Asl›nda do¤al say›lar› teker teker de¤il, tümünü birden ta-

n›mlam›flt›k, yani  do¤al say›lar kümesini tan›mlam›flt›k.

Ama dikkat, do¤al say›lar kümesini

 = {0, 1, 2, 3, ...}

eflitli¤iyle de¤il, çok daha rafine bir yöntemle tan›mlam›flt›k;

yukardaki eflitlik üç noktan›n varl›¤›ndan dolay› matematiksel

bir tan›m olamaz. ‹lgilenenler geçmifl bölümleri okusunlar.
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5. Tamsay›lar

D
o¤al say›lar yap›s›ndan hareket ediyoruz. Do¤al say›lar›,

Bölüm 4’te aç›klanan PA1, PA2, PA3, PA4 özelliklerini

(bunlara Peano aksiyomlar› ve k›saca PA da diyebilirsi-

niz) do¤rulayan bir ( , 0, S, +, *) befllisi olarak kabul edece¤iz.

Eflitsizlik de Bölüm 3’te tan›mland›¤› gibi olacak, yani asl›nda

( , 0, S, +, *, <) alt›l›s›nda çal›flaca¤›z. Ama Bölüm 4’ü okuma-

may› tercih eden okur Bölüm 2’de buldu¤umuz ve Bölüm 3’te

toplamas›n›, çarpmas›n› ve s›ralamas›n› tan›mlad›¤›m›z ve P1

ve P2’yi sa¤lad›¤›ndan PA’dan çok daha güçlü bir teorisi olan

( , 0, S) yap›s›nda çal›flt›¤›m›z› varsayabilir; bu ders notlar›n›n

içeri¤i aç›s›ndan hiçbir fley de¤iflmeyecektir.

5.1. Tamsay›lar Kümesine Do¤ru
Do¤al say›lardan yola ç›k›yoruz. Sadece do¤al say›lardan

de¤il, do¤al say›lar kümesi  üzerine tan›mlanm›fl olan topla-

ma ve çarpma ifllemlerinden ve ≤ eflitsizli¤inden yola ç›k›yoruz.

Ama bu altbölümde sadece toplamaya gerek duyaca¤›z.
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#
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Amac›m›z,  ’yi ç›karma yap›lacak biçimde büyütmek, çün-

kü  ’de her say›dan her say›y› ç›karamay›z, örne¤in 3’ten 5’i ç›-

karamay›z, 92 diye bir say› yok  ’de. Daha do¤rusu 5 + x = 3

denkleminin  ’de çözümü yok.

Her a, b !  için, a + x = b denklemlerinin çözülebilece¤i

 ’den daha büyük bir küme yarataca¤›z. Bu yeni kümede de

 ’deki gibi toplama ve çarpma ifllemleri ve ≤ diye adland›rala-

ca¤›m›z bir s›ralama olacak. Ama bu iki ifllemi ve s›ralamay›

daha sonra tan›mlayaca¤›z; hele bir tamsay›lar kümesi #’yi ta-

n›mlayal›m.

Bu dedi¤imizi olabilecek en ekonomik biçimde yapmak isti-

yoruz, yani  ’den daha büyük bir küme bulaca¤›z ama  ’ye sa-

dece ç›karma yapmak için gerekli elemanlar› ekleyece¤iz,  ’ye

gereksiz yere daha fazla eleman eklemek istemiyoruz. Daha aç›k

olarak ifade edelim: #’yi bulmak isterken örne¤in $’yü, !’yi ya

da (polinomlar kümesi) #[X]’i bulmak istemiyoruz.

Her a, b !  için, b + x = a denkleminin çözülebilece¤i bir

küme yaratmak istiyoruz dedik. Ayr›ca bu denklemin tek bir çö-

zümünün olmas›n› istiyoruz. Çözümü bulduktan sonra bu çözü-

me a 9 b diyece¤iz. Örne¤in, 92 say›s› 5 + x = 3 denkleminin çö-

zümü olacak. fiimdilik böyle bir say›m›z yok ama pek yak›nda

olacak.

Daha sonra tan›mlanacak olan bu a 9 b eleman›n› flimdilik

(a, b) çifti olarak gösterelim. Daha henüz a 9 b diye bir eleman›-

m›z yok ama (a, b) diye bir çiftimiz var! Birinci deneme olarak,

a 9 b’yi, yani b + x = a denkleminin çözümünü (a, b) çifti olarak

gösterelim. Yani 

a 9 b = (a, b) 

tan›m›n› yapal›m. Örne¤in,

92 = (3, 5).

Yaln›z burada bir no›ktaya dikkat etmek gerekir. 92 sadece

5 + x = 3

denkleminin de¤il, ayr›ca
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6 + x = 4 ve 7 + x = 5

denklemlerinin de çözümüdür, yani tüm bu çözümler birbirine

eflit olmal›d›r, yani, yukardaki tan›m› kabul edecek olursak,

(3, 5) = (4, 6) = (5, 7)

eflitlikleri do¤ru olmal›d›r. Ama bu eflitlikler bariz biçimde yan-

l›fllar. Demek ki yukardaki tan›m do¤ru bir tan›m olamaz.

Ne yapmal›?

fiimdi bu elemanlar› eflit k›lman›n bir yöntemini gösterece¤iz.

Bunu yapman›n çok çok kolay bir yöntemi var: “eflit” yerine

“denk” diyece¤iz olacak bitecek... (3, 5), (4, 6) ve (5, 7) çiftleri

eflit olmayacaklar, olamazlar da zaten, çünkü eflit de¤iller, ama

“denk” olacaklar! Bu elemanlar›n denk olduklar›n› da eflitlik

simgesi olan = simgesine bir çizgi daha ekleyerek gösterece¤iz:

(3, 5) @ (4, 6) @ (5, 7).

Genel tan›m› verelim flimdi. a, b, c, d !  olsun. E¤er 

a 9 b = c 9 d

ise, (a, b) çiftinin (c, d) çiftine denk oldu¤unu söyleyece¤iz ve

bunu,

(a, b) @ (c, d) 

olarak yazaca¤›z. Demek ki tan›m gere¤i,

(a, b) @ (c, d) 4 a 9 b = c 9 d.

Ama bir dakika... Bizim do¤al say›larda ç›karma gibi bir ifl-

lemimiz yok ki 

a 9 b = c 9 d

koflulunu koflabilelim. Ç›karmadan sözedemeyiz bile, çünkü

henüz öyle bir ifllem yok. Biz de zaten bu olmayan ç›karma ifl-

lemini tan›mlamak istemiyor muyduk? Ç›karmay› tan›mlarken

ç›karmadan sözetmek do¤ru de¤il. Yapmam›z gereken, 

a 9 b = c 9 d

koflulunu ç›karma kullanmadan ifade etmek. Bu da oldukça

basit: Bu koflul yerine, ilkokuldan beri ona eflde¤er oldu¤unu

bildi¤imiz

a + d = c + b

koflulunu koflal›m...
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fiimdi denklik tan›m›m›z flöyle: a, b, c, d !  ise ve 

a + d = c + b

ise (a, b) çiftinin (c, d) çiftine denk oldu¤unu söyleyece¤iz ve

bunu,

(a, b) @ (c, d) 

olarak gösterece¤iz. Demek ki tan›m gere¤i,

(a, b) @ (c, d) 4 a + d = c + b .

Dileyen afla¤›daki denkliklerin do¤ru olduklar›n› tan›ma

baflvurarak teker teker kontrol edebilir.

(0, 0) @ (1, 1) @ (2, 2) @ (3, 3) @ ...

(1, 0) @ (2, 1) @ (3, 2) @ (4, 3) @ ...

(2, 0) @ (3, 1) @ (4, 2) @ (5, 3) @ ...

(3, 0) @ (4, 1) @ (5, 2) @ (6, 3) @ ...

(0, 1) @ (1, 2) @ (2, 3) @ (3, 4) @ ...

(0, 2) @ (1, 3) @ (2, 4) @ (3, 5) @ ...

(0, 3) @ (1, 4) @ (2, 5) @ (3, 6) @ ...

Örne¤in, (3, 8)’e denk elemanlar, (0, 5), (1, 6), (2, 7), (3, 8),

(4, 9), (5, 10), ... elemanlar›d›r, yani flu kümenin elemanlar›d›r:

{(0, 5), (1, 6), (2, 7)} - {(3+n, 8+n) : n !  }.

Genel resim flöyle:

‹lk sonucumuzu kan›tlayal›m.
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(0, 0)’a denk elemanlar

(2, 0)’a denk elemanlar

(5, 0)’a denk elemanlar

(0, 1)’e denk elemanlar

(0, 5) ya da (3, 8)’e denk elemanlar

 

 
(5, 0)

(0, 5)



Önsav 5.1. Her (a, b), (c, d), (e, ƒ) !  *  için,

i. (a, b) @ (a, b),

ii. (a, b) @ (c, d) ise (c, d) @ (a, b),

iii. (a, b) @ (c, d) ve (c, d) @ (e, ƒ) ise (a, b) @ (e, ƒ).

Kan›t: i. Tan›ma göre a + b = a + b eflitli¤i kan›tlanmal›. Do-

¤al say›larla ilgili bu önermeyi zaten ders notlar›n›n önceki k›s-

m›ndan biliyoruz.

ii. (a, b) @ (c, d) varsay›m›, tan›ma göre,

a + d = c + b

diyor. (c, d) @ (a, b) denkli¤ini yani

c + b = a + d

eflitli¤ini kan›tlamal›y›z. Bu durumda da kan›tlayacak bir fley yok.

iii. (a, b) @ (c, d) ve (c, d) @ (e, ƒ) varsay›mlar›, s›ras›yla,

a + d = c + b ve c + ƒ = e + d

diyor. Bu iki eflitli¤i varsayarak, (a, b) @ (e, ƒ) denkli¤ini, yani

a + ƒ = e + b

eflitli¤ini kan›tlamal›y›z. Varsayd›¤›m›z eflitlikleri kullanarak

hesaplayal›m:

(a + ƒ) + (d + c) = (a + d) + (c + ƒ)

= (c + b) + (e + d)

= (e + b) + (d + c).

Yukardaki birinci ve sonuncu eflitlik, do¤al say›larla ilgili

ders notlar›n›n birinci k›s›mdan bilinen sonuçlar›n sonucu.

(Do¤al say›lar› ve do¤al say›lar› toplamay› bildi¤imizi varsayd›-

¤›m›z› an›msat›r›m.) Demek ki,

(a + ƒ) + (d + c) = (e + b) + (d + c).

Do¤al say›larda sadelefltirebilece¤imizi bildi¤imizden, yu-

kardaki eflitlikte sa¤ taraflarda bulunan d + c terimlerini sade-

lefltirerek, istenen

a + ƒ = e + b

eflitli¤ini buluruz. n
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E¤er X =  * ise, Önsav, tam tam›na, her +, A, B ! X için,

i. + @ +,

ii. + @ A ise A @ +,

iii. + @ A ve A @ B ise + @ B

diyor. Herhangi bir X kümesi üzerine yukardaki önermeleri

sa¤layan bir @ ikili iliflkisine denklik iliflkisi ad› verildi¤ini

[SKK]’dan biliyoruz. Demek ki Önsav 5.1,  *  kümesi üze-

rinde tan›mlanan @ ikili iliflkisinin bir denklik iliflkisi oldu¤unu

söylüyor.

Denklik iliflkisi kavram› matemati¤in en önemli kavramlar›n-

dan biridir. [SKK] adl› kitab›m›zda bu konuya haketti¤i önem ve

de¤er verilmifltir. Bu konuda eksi¤i olan okur bu aflamada o ki-

tapta ilgili bölüme bakmal›d›r.

Her denklik iliflkisinde denklik s›n›flar› vard›r. Bir (a, b) çif-

tinin denklik s›n›f›n› [(a, b)] yerine daha basit olarak [a, b] ola-

rak gösterelim. Tan›m gere¤i (bkz. [SKK]) [a, b] kümesi, (a, b)

eleman›na denk olan elemanlardan oluflan kümedir:

[a, b] = {(x, y) !  *  : (a, b) @ (x, y)}

= {(x, y) !  *  : a + y @ x + b}.

Ve a, b, c, d !  için,

[a, b] = [c, d] 4 (a, b) @ (c, d) 4 a + d = c + b

olur. Örne¤in,

[1, 6] = {(x, y) !  *  : y = x + 5} = [0, 5],

[2, 6] = {(x, y) !  *  : y = x + 4} = [1, 5],

[6, 6] = {(x, y) !  *  : y = x} = [0, 0].

Bu üç s›n›f ilerde s›ras›yla 95, 94 ve 0 anlam›na gelecekler. Ka-

ç›n›lmaz olarak [1, 5] de 94 anlam›na gelecek, çünkü 

[1, 5] = [2, 6]. 

Bu denklik iliflkisinin her denklik s›n›f› afla¤›daki resimdeki

gibi çapraz do¤rular›n üstündeki noktalardan oluflur.

fiimdi art›k #’yi en az›ndan küme olarak tan›mlayabiliriz.

#’nin toplama, ç›karma, çarpma gibi ifllemleri ve s›ralamas› da-

ha sonra tan›mlanacak.
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5.2. Küme Olarak #
# kümesini  * /@ kümesi olarak tan›ml›yoruz. Yani,

# = {[a, b]: (a, b) !  *  }.

Z’nin elemanlar›na tamsay› ad›n› veriyoruz.

#’nin her eleman›, yani her tamsay› demek ki  *  küme-

sinin bir altkümesi. Bu, beklenmedik bir fley, çünkü  beklenil-

di¤i gibi #’nin bir altkümesi olmad›. Ama ilerde her fley yoluna

girecek ve  ’yi #’nin bir altkümesi olarak görece¤iz, biraz sab›r.

Üstüne basa basa ve tekrar tekrar söylüyoruz, #’nin her ele-

man›  *  kümesinin afla¤›da görünen çapraz altkümelerin-

den biri.

Sezdi¤imiz ya da ilkokulda ö¤rendi¤imiz #’yi nas›l bulaca-

¤›m›z› merak eden sab›rs›z okura afla¤›daki flekli sunal›m:
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(0, 0)’a denk elemanlar

(2, 0)’a denk elemanlar

(5, 0)’a denk elemanlar

(0, 1)’e denk elemanlar

(0, 6)’ya denk elemanlar

 

 
(5, 0)

(0, 6)

 

 

0
1

2
345

6

91

94
96

#7



Tan›mlad›¤›m›z bu # kümesinin üstünde toplamay›, çarp-

may›, ç›karmay› ve eflitsizli¤i tan›mlayaca¤›z. Her fleyi tan›mla-

d›ktan ve en temel özelliklerini ç›kard›ktan sonra #’nin tan›m›-

n› de¤ifltirip y›llardan beri aflina oldu¤umuz  ’yi içeren #’yi

bulaca¤›z.

Al›flt›rmalar
5.2.1. a, x !  ise [a + x, a] = [x, 0] ve [a, a + x] = [0, x]

eflitlizliklerini kan›tlay›n.

5.2.2. E¤er a ≥ b iki do¤al say›ysa, bir x do¤al say›s› için 

[a, b] = [x, 0] 

eflitli¤inin do¤ru oldu¤unu kan›tlay›n.

5.2.3. Her tamsay›s›n›n bir x do¤al say›s› için ya [x, 0] ya

da [0, x] biçiminde yaz›labilece¤ini kan›tlay›n.

5.2.4. x ve y do¤al say›larsa ve [x, 0] = [0, y] ise x = y = 0

eflitli¤ini kan›tlay›n. 

5.3. Toplama
#’de toplama, çarpma ve ç›karma ifllemlerini ve ≤ s›ralamas›n›

tan›mlayaca¤›z ve bunlar›n en temel özelliklerini kan›tlayaca¤›z.

Toplamadan bafll›yoruz.

1. #’den iki + ve A eleman› alal›m.

2. #’nin tan›m›na göre, a, b, c, d !  için,

+ = [a, b] ve A = [c, d]

eflitlikleri geçerlidir.

3. + ile A’n›n, yani [a, b] ile [c, d]’nin toplam›n› tan›mlamak

istiyoruz.

4. Gelecekte, [a, b]’nin a 9 b ve [c, d]’nin c 9 d anlam›na ge-

lece¤ini en az bin defa söylemifltik. Demek ki [a, b] ile [c, d]’nin

toplam› #’nin,

(a 9 b) + (c 9 d),

say›s› ya da ona eflit olan

(a + c) 9 (b + d)
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say›s› anlam›na gelecek eleman olmal›, yani #’nin,

[a + c, b + d]

eleman› olmal›. Dolay›s›yla, planlar›m›za göre,

+ = [a, b] ve A = [c, d]

ise, 

+ + A = [a + c, b + d]

eleman› olarak tan›mlanmal›.

Mükemmel bir plan. Ancak bu planda flöyle bir sorun ola-

bilir. Diyelim Ayfle’yle Bülent’e yukardaki plana göre + ve A

tamsay›lar›n› toplama görevi verildi. Ayfle, evinde 

+ = [a, b] ve A = [c, d]

olacak biçimde a, b, c ve d do¤al say›lar›n› buldu ve toplam›

[a + c, b + d]

olarak sundu. Tan›m› en az Ayfle kadar iyi bilen Bülent de ay-

n› fleyi yapt› ama Bülent, Ayfle’nin buldu¤u a, b, c ve d do¤al

say›lar›ndan baflka do¤al say›lar buldu. Diyelim Bülent,

+ = [a0, b0] ve A = [c0, d0]

olacak biçimde a0, b0, c0 ve d 0 do¤al say›lar›n› buldu ve toplam›

[a0 + c0, b0 + d 0]

olarak sundu. Elbette Ayfle’nin sundu¤u + + A toplam›yla Bü-

lent’in sundu¤u + + A toplam› eflit olmal›, yoksa tan›m›m›zda bir

sorun var demektir, yani, plan›m›z›n baflar›ya ulaflmas› için

[a + c, b + d] = [a0 + c0, b0 + d 0]

eflitli¤i geçerli olmal›.

Plan›m›z›n gerçekten mükemmel oldu¤unu ve baflar›ya ula-

flaca¤›n› kan›tlayal›m.

Önsav 5.2. a, b, c, d ve a0, b0, c0, d0 do¤al say›lar olsun. E¤er

[a, b] = [a0, b0] ve [c, d ] = [c0, d0]

ise, o zaman,

[a + c, b + d ] = [a0 + c0, b0 + d0]

d›r.
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Kan›t: Varsay›mlara göre,

a + b0 = a0 + b ve c + d0 = c0 + d

eflitlikleri do¤ru. [a + c, b + d ] = [a0 + c0, b0 + d0] eflitli¤ini, yani

(a + c) + (b0 + d0) = (a0 + c0) + (b + d)

eflitli¤ini kan›tlamal›y›z. E¤er varsay›lan iki eflitli¤i altalta yaz›p

toplarsak (ve do¤al say›lar›n toplamas›yla ilgili bildi¤imiz temel

özellikleri kullan›rsak) istedi¤imiz hemen ç›kar:

a + b0 = a0 + b

c + d 0 = c 0 + d

(a + c) + (b0 + d 0) = (a0 + c 0) + (b + d).

Önsav kan›tlanm›flt›r. n

Art›k toplamay› hiç çekinmeden yukarda önerildi¤i gibi ta-

n›mlayabiliriz:

[a, b] + [c, d] = [a + c, b + d].

Al›flt›rmalar
5.3.1. [3, 5] + [4, 2] = [0, 0] eflitli¤ini gösterin.

5.3.2. [7, 5] + x = [0, 0] denklemini çözün.

5.3.3. [7, 5] + x = [1, 3] denklemini çözün.

5.3.4. [7, 5] + (x + x) = [1, 3] denklemini çözebilir misiniz?

5.3.5. a, b !  olsun. 

[a, b] + [a, b] = [2a, 2b] 

eflitli¤ini kan›tlay›n. 

5.3.6. +, A ! # olsun. + + A = + ise A = [0, 0] eflitli¤ini ka-

n›tlay›n. 

5.3.7. a, b !  olsun. [a, b] + [b, a] = [0, 0] eflitli¤ini kan›t-

lay›n.

5.3.8. #’de + + + = [1, 0] denkleminin çözülemeyece¤ini ka-

n›tlay›n. (+ + + = 2+ eflitli¤inin flimdilik bir anlam› olmad›¤›n› be-

lirtirim. ‹lerde bir anlam› olacak ama. Önce [2, 0]+’n›n, sonra da

2+’n›n tan›m›n› yapaca¤›z.) Hangi a ve b do¤al say›lar› için #’de

+ + + = [a, b] denklemi çözülebilir?
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5.4. Toplaman›n Özellikleri
Toplaman›n özelliklerini irdeleyelim.

Önsav 5.3. i. [Birleflme Özelli¤i] Her +, A, B ! # için,

(+ + A) + B = + + (A + B).

ii. [Etkisiz Eleman›n Varl›¤›] [0, 0] toplaman›n etkisiz ele-

man›d›r, yani her + ! # için,

+ + [0, 0] = [0, 0] + + = +.

iii. [Ters Eleman›n Varl›¤›] Her + ! # için,

+ + +0 = +0 + + = [0, 0] 

eflitli¤ini sa¤layan bir +0 ! # vard›r. + = [a, b] ise +0 = [b, a] ola-

rak al›nabilir.

Kan›t: i. Önce 

+ = [a, b], A = [c, d], B = [e, ƒ]

olacak biçimde a, b, c, d, e, ƒ do¤al say›lar›n› bulal›m ve kan›t-

lamak istedi¤imiz eflitli¤in solunu ve sa¤›n› bu do¤al say›lar cin-

sinden yazal›m:

(+ + A) + B) = ([a, b] + [c, d]) + [e, ƒ]

= [a + c, b + d] + [e, ƒ]

= [(a + c) + e, (b + d) + ƒ]

ve

+ + (A + B) = [a, b] + ([c, d] + [e, ƒ])

= [a, b] + [c + e, d + ƒ]

= [a + (c + e), b + (d + ƒ)].

Demek ki

[(a + c) + e, (b + d) + ƒ] = [a + (c + e), b + (d + ƒ)]

eflitli¤ini kan›tlamal›y›z. Ama eflitlik sadece s›n›flar düzeyinde

de¤il, elemanlar düzeyinde de geçerli:

(a + c) + e = a + (c + e),

(b + d) + ƒ = b + (d + ƒ)

çünkü a, b, c, d, e, ƒdo¤al say›lar ve do¤al say›larda birleflme

özelli¤ini biliyoruz.)



ii. + = [a, b] olacak biçimde a ve b do¤al say›lar›n› seçelim

ve hesaplayal›m.

+ + [0, 0] = [a, b] + [0, 0]

= [a + 0, b + 0] = [a, b] = +.

[0, 0] + + = [0, 0] + [a, b]

= [0 + a, 0 + b] = [a, b] = +.

iii. a ve b do¤al say›lar› için, + = [a, b] olsun. 

+ + +0 = +0 + + = [0, 0] 

eflitli¤ini sa¤layan bir +0 ! # bulaca¤›z. +, a 9 b anlam›na gelece-

¤inden, +0 eleman›n›n b 9 a anlam›na gelecek olan [b, a] olmas›

gerekti¤ini seziyoruz. Nitekim, +0 = [b, a] olsun ve hesaplayal›m:

+ + +0 = [a, b] + [b, a] = [a + b, b + a]

= [a + b, a + b],

+0 + + = [b, a] + [a, b] = [b + a, a + b]

= [a + b, a + b],

Demek ki, her c !  için, [c, c] = [0, 0] eflitli¤ini kan›tlamal›y›z

ama bu c + 0 = 0 + c = c eflitli¤inden hemen ç›kar. n

Önsavdaki üç özelli¤i sa¤layan (#, +, [0, 0]) türünden bir ya-

p›ya grup denir. Demek ki Önsav 2, (#, +, [0, 0]) yap›s›n›n bir

grup oldu¤unu gösteriyor. Bir grupta sadelefltirme yap›labilir:

Önsav 5.4. Bir grupta (dolay›s›yla #’de de) 

i. [Sadeleflme] + + A = + + B ise, A = B olur.

ii. [Etkisiz Eleman›n Biricikli¤i] E¤er bir + ve A için + + A = +

ise A = [0, 0] olur.

iii. [Ters Eleman›n Biricikli¤i] Verilmifl bir + için, +0, Önsav

5.3.iii’teki eflitli¤i sa¤l›yorsa ve + + A = [0, 0] ise, A = +0 olur.

Kan›t: i. +0, + tamsay›s› için Önsav 5.3.iii’ü sa¤las›n, yani

+0 + + = [0, 0] olsun. O zaman ayn› önsava göre,

A = [0, 0] + A = (+0 + +) + A = +0 + (+ + A)

= +0 + (+ + B) = (+0 + +) + B = [0, 0] + B = B

olur.

160 5. Tamsay›lar



ii. Yukardakinden ç›kar: + + A = + = + + [0, 0].

iii. (i)’den ç›kar: + + A = [0, 0] = + + +0. n

Önsav 5.3.ii ve 5.4.ii’den dolay›,  [0, 0] eleman›na toplama-

n›n etkisiz eleman› ad› verme hakk›na sahibiz. Önsav 5.3.iii ve

5.4.iii’ten dolay›, +)! # eleman›n›n tersini 9+ olarak yaz›p bu

elemana +’n›n toplamsal tersi ad›n› verebiliriz. Önsav 5.3.iii’ten

dolay› [a, b] eleman›n›n tersi [b, a] eleman›d›r, yani 

9[a, b] = [b, a]

olur. Buradan,

9[a, a] = [a, a]

ve

9(9+) = +

eflitlikleri ç›kar, ama son eflitlik Önsav 5.3.iii’ten de ç›kar: +, +0

eleman›n›n tersiyse, +0 elaman› da +’n›n tersidir!

Grubumuzun iflleminin (toplaman›n yani) de¤iflmeli oldu¤u-

nu da kan›tlayal›m.

Önsav 5.5. Her +, A ! # için, + + A = A + +.

Kan›t: + = [a, b], A = [c, d] olacak biçimde a, b, c ve d do-

¤al say›lar› bulal›m ve hesaplayal›m:

+ + A = [a, b] + [c, d] = [a + c, b + d]

= [c + a, d + b] = [c, d] + [a, b]

= A + +. n

Önsav 5.5’teki eflitli¤i sa¤layan bir gruba de¤iflmeli ya da

abelyen grup denir. 

#’de ç›karma ifllemini tan›mlayal›m: Her a, b, c, d do¤al sa-

y›lar› için,

[a, b] 9 [c, d] = [a, b] + [d, c] = [a + d, b + c]

olsun. Ya da gruplar›n diliyle, her + , A tamsay›lar› için,

+ 9 A = + + (9A)
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olsun. Buradaki 9A, A tamsay›s›n›n toplamsal tersidir. Böylece

#’de ç›karma ifllemini tan›mlam›fl olduk.

Benzer flekilde,

9+ + A = (9+) + A

ve

9+ 9 A = (9+) + (9A)

elemanlar› da tan›mlan›r.

Al›flt›rmalar
5.4.1. Her +, A ! # için, 9(+ + A) = 9A 9)+ eflitli¤ini kan›t-

lay›n.

5.4.2. Her a, b !  için [a, 0] + [b, 0] = [a + b, 0] eflitli¤ini

kan›tlay›n.

5.4.3. Hangi a !  için, + + + = [a, 0] denklem #’de çözüle-

bilir?

5.4.4. Hangi [a, b] için + + + = [a, b] denklemi #’de  çözüle-

bilir?

5.4.5. Her +, A ! # için, 

9(+ + A) = (9A) + (9+) = 9+ 9 A = 9A 9 +

eflitliklerini kan›tlay›n.

5.4.6. E¤er (+, +0) ve (A, A0) tamsay› çiftleri Önsav 5.3.iii’ü

sa¤l›yorsa, (+0, +) ve (+) + A, +0 + A0) çiftlerinin de Önsav

5.3.iii’ü sa¤lad›¤›n› kan›tlay›n.

5.5. Çarpma
Tamsay›larda toplama d›fl›nda bir de çarpma ifllemi var ta-

bii. Bu bölümde çarpmay› tan›mlayaca¤›z. Toplama için yapt›-

¤›m›z ak›l yürütmeyi çarpma için de yapal›m.

1. #’den iki + ve A eleman› alal›m.

2. #’nin tan›m›na göre, a, b, c, d !  için,

+ = [a, b] ve A = [c, d]

eflitlikleri geçerlidir.

3. + ile A’y›, yani [a, b] ile [c, d]’nin çarp›m›n› tan›mlamak

istiyoruz.
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4. Gelecekte, [a, b]’nin a 9 b ve [c, d]’nin c 9 d anlam›na ge-

lece¤ini en az bin defa söylemifltik. Demek ki [a, b] ile [c, d]’nin

çarp›m› #’nin,

(a 9 b)(c 9 d)

ya da

(ac + bd) 9 (ad + bc)

anlam›na gelecek eleman› olmal›, yani #’nin,

[ac + bd, ad + bc]

eleman› olmal›. Demek ki, planlar›m›za göre,

+ = [a, b] ve A = [c, d]

ise, 

+A = [ac + bd, ad + bc]

eleman› olarak tan›mlanmal›.

Mükemmel bir plan daha... Ancak bu planda flöyle bir so-

run olabilir. Diyelim Ayfle’yle Bülent’e yukardaki plana göre +

ve A tamsay›lar›n› çarpma görevini verdim. Ayfle, evinde 

+ = [a, b] ve A = [c, d]

olacak biçimde a, b, c ve d do¤al say›lar›n› buldu ve çarp›m›

[ac + bd, ad + bc]

olarak sundu. Tan›m› en az Ayfle kadar iyi bilen Bülent de ay-

n› fleyi yapt› ama Bülent, Ayfle’nin buldu¤u a, b, c ve d do¤al

say›lar›ndan baflka do¤al say›lar buldu. Diyelim Bülent,

+ = [a0, b0] ve A = [c0, d0]

olacak biçimde a0, b0, c0 ve d0 do¤al say›lar›n› buldu ve çarp›m›

[a0c0 + b0d0, a0d0 + b0c0]

olarak sundu. Elbette Ayfle’nin sundu¤u +A çarp›m›yla Bü-

lent’in sundu¤u +A çarp›m› birbirine eflit olmal›, yoksa tan›m›-

m›zda bir sorun var demektir, yani,

[ac + bd, ad + bc] = [a0c0 + b0d0, a0d0 + b0c0]

olmal›.

Dolay›s›yla sundu¤umuz toplama tan›m›n›n geçerli olmas›

için afla¤›daki sonuç do¤ru olmal›.
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Önsav 5.5. a, b, c, d ve a0, b0, c0, d0 do¤al say›lar olsun. E¤er

[a, b] = [a0, b0] ve [c, d ] = [c0, d0]

ise, o zaman,

[ac + bd, ad + bc] = [a0c0 + b0d0, a0d0 + b0c0]

olur.

Kan›t: Varsay›mlara göre,

a + b 0 = a0 + b ve c + d 0 = c 0 + d

eflitlikleri do¤ru.

[ac + bd, ad + bc] = [a0c 0 + b0d 0, a0d 0 + b0c 0]

eflitli¤ini, yani

ac + bd + a0d 0 + b0c 0 = a0c 0 + b0d 0 + ad + bc

eflitli¤ini kan›tlamal›y›z. Unutmayal›m ki yukardaki eflitlik  ’de

geçerli ve  ’de ç›karma ve bölme ifllemleri yok. Dolay›s›yla bu

eflitli¤i ç›karma ve bölmeye baflvurmadan kan›tlamal›y›z.

Ç›karma ifllemini kullanmadan bu eflitli¤i kan›tlamak hiç de

kolay de¤il. Okurun verece¤imiz kan›t› okumadan kan›tlama-

ya çal›flmas›n› öneririm. Plans›z programs›z yola koyulursa ba-

flarma olas›l›¤› çok düflük olaca¤›n› san›yorum.

fiu kan›t plan›n› yapal›m: Eflitli¤in sa¤›ndan ve solundan a’y›

ve c’yi yok edelim. Bunun için her iki tarafa da ne kadar terim

eklemek gerekirse ekleyelim. Her iki taraftan da a’y› ve c’yi yok

edersek, eflitlik do¤ruysa karfl›m›za özdefl bir eflitlik ç›kmal›.

a ve c’nin bulundu¤u terimleri s›ralayal›m:

ac, ad, bc

Önce, a’ya ve c’ye göre “ikinci dereceden” bir terim olan en

soldaki ac’yi yok etmeye çal›flal›m.

ac + (ad 0 + b 0c + b 0d 0) = (a + b 0)(c + d 0)

= (a0 + b)(c 0 + d)

eflitli¤ini göz önüne alarak, kan›tlamak istedi¤imiz eflitli¤in her

iki taraf›na da 

ad 0 + b 0c + b 0d 0

terimini ekleyelim. Böylece eflitli¤in solundaki ac kaybolacak; an-

cak eflitli¤in sa¤ taraf›nda içinde a ve c bar›nd›ran ad 0 ve b 0c te-
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rimleri belirecek. Ama bunlar a ve c’ye göre birinci dereceden te-

rimler olduklar›ndan, bunlardan kurtulmak ac’den kurtulmak-

tan daha da kolay olacak. Yukardaki eklemeyi yapt›¤›m›zda,

içinde a ve c bar›nd›ran

ad, bc, ad 0, b 0c

terimleri kalacak. Örne¤in birincisinden kurtulmak için her iki ta-

rafa da b0d eklemek yeterli, çünkü böylece ad ’nin oldu¤u tarafta,

ad + b0d = (a + b0)d = (a0 + b)d

eflitli¤ini kullanabilece¤iz. ‹çinde a ve c bar›nd›ran yukarda s›-

ralanan terimlerin her biri için, s›ras›yla,

b0d, bd 0, b0d 0, b0d 0

(iki kez b0d 0) ekleyelim. Daha önceki ad 0 + b 0c + b 0d 0 terimini

de hesaba katal›m. Böylece, her iki tarafa da,

ad 0 + b 0c + b 0d 0 + b0d + bd 0 + b0d 0 + b0d 0

terimini, yani

ad 0 + b 0c + 3b 0d 0 + b0d + bd 0

terimini eklememiz gerekti¤ini görürüz. Bu terimi ekleyelim,

a’y› ve c ’yi yok eden hesaplar› yapal›m ve bakal›m iki tarafta

da ayn› fleyi elde ediyor muyuz.

Önce sol taraf› hesaplayal›m.

(ac + bd + a0d 0 + b0c 0) + (ad 0 + b 0c + 3b 0d 0 + b0d + bd 0) 

= (ac + ad 0+ b 0c + b 0d 0) + 2b0d 0 Cb0d + bd 0+ bd + a0d 0+ b0c 0

= (a + b 0)(c + d 0) + 2b0d 0)C)b0d + bd 0 + bd + a0d 0 + b0c 0

= (a0 + b)(c 0 + d) + 2b0d 0)C)b0d + bd 0 + bd + a0d 0 + b0c 0.

Görüldü¤ü gibi hiç a ve c kalmad›. Benzer ifllemi sa¤ taraf

için de yapal›m.

(a0c 0 + b0d 0 + ad + bc) + (ad 0 + b 0c + 3b 0d 0 + b0d + bd 0)

= a0c 0 + b0d 0 + (ad + b0d) + (bc + bd 0) 

+ (ad 0 + b 0d 0) + (b 0c + b 0d 0) + b 0d 0

= a0c 0 + b0d 0 + (a + b0)d + b(c + d 0) 

+ (a + b 0)d 0 + b 0(c + d 0) + b 0d 0

= a0c 0 + b0d 0 + (a0 + b)d + b(c 0 + d) 

+ (a0 + b)d 0 + b 0(c 0 + d) + b 0d 0.
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Sa¤ tarafta da hiç a ve c kalmad›. fiimdi bu a’s›z ve c ’siz te-

rimler birbirine eflit, hatta özdefl olmal›. Nitekim kolayca görü-

lece¤i üzere öyleler.

Do¤al say›larda sadelefltirmeyi bildi¤imizden, ekledi¤imiz

ad 0 + b 0c + 3b 0d 0 + b0d + bd 0

terimlerini sadelefltirip istedi¤imiz

ac + bd + a0d 0 + b0c 0 = a0c 0 + b0d 0 + ad + bc

eflitli¤ine kavufluruz. Nihayet! n

Önsav sayesinde, 

[a, b][c, d] = [ac + bd, ad + bc]

ifllemini (çarp›m›n›) vicdan›m›z rahat tan›mlayabiliriz. Art›k

#’de sadece toplama de¤il, bir de çarpma ifllemimiz var. Çarp-

ma ifllemi +A olarak gösterildi¤i gibi, kimileyin +*A ya da +·A

olarak da gösterilir.

Al›flt›rmalar
5.5.1. [3, 5][5, 3] = [0, 4] eflitli¤ini gösterin.

5.5.2. [3, 4][2, 3] hangi tamsay›ya eflittir?

5.5.3. [3, 4][1, 3] = + + + denkleminin tamsay›larda çözü-

mü var m›d›r?

5.5.4. Her + ! # için, +[1, 0] = + eflitli¤ini kan›tlay›n.

5.5.5. Her [a, b] ! # için, [a, b][0, 1] = [b, a] eflitli¤ini kan›t-

lay›n.

5.5.6. Her + ! # için, + + +[0, 1] = [0, 0] eflitli¤ini kan›tla-

y›n.

5.5.7. Her + ! # için, +[0, 0] = [0, 0] eflitli¤ini kan›tlay›n.

5.5.8. Her + ! # için, + + + = [2, 0]+ eflitli¤ini kan›tlay›n.

5.5.9. [a, b][c, d] = + + + denkleminin tamsay›larda çözümü

olmas› için [a, b] = + + + ya da [c, d] = + + + denkleminin çö-

zümü olmas›n›n yeter ve gerek koflul oldu¤unu kan›tlay›n. (Ya-

ni iki tamsay›n›n çarp›m›n›n çift olmas› için iki tamsay›dan bri-

inin çift olmas›n›n yeter ve gerek koflul oldu¤unu kan›tlay›n.)
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5.6. Çarpman›n Özellikleri
Önsav 5.6. i. Her +, A, B ! # için,

(+A)B = +(AB).

ii. [1, 0] çarpman›n etkisiz eleman›d›r, yani her + ! # için, 

+[1, 0] = [1, 0]+ = +.

iii. Her +, A ! # için, +A = A+.

Kan›t: Birincisi biraz uzun olabilecekse de kan›tlar son de-

rece basit. Aynen Önsav 5.3’ün kan›t›ndaki gibi her fley, # kü-

mesinin ve #’de çarpman›n tan›mlar›ndan ve do¤al say›lar›n

daha önceki bölümlerde kan›tlanan özelliklerinden ç›kar. (E¤er

do¤al say›lar›n kan›tlamay› unuttu¤umuz bir özelli¤i varsa,

okur toplaman›n tan›m›na baflvurarak bu özelli¤i kolayl›kla

kan›tlayabilir diye umuyoruz.) n

5.7. Toplamayla Çarpmay› Harmanlayan Özellik
Toplamayla çarpmay› harmanlayan tek bir özellik vard›r:

fiimdi kan›tlayaca¤›m›z da¤›lma özelli¤i. Bir de [0, 0] # [1, 0]

özelli¤i vard›r ama bu çok basit.

Önsav 5.7. [1, 0] # [0, 0] ve her +, A, B ! # için,

+(A)+ B) = +A + +B

ve

(A)+ B)+ = A+ + B+.

Kan›t: Birinci eflitsizlik çok basit. 

‹kinci eflitlik birincisinden ve Önsav 5.6.iii’ten ç›kar. Birin-

ci eflitli¤i kan›tlayal›m. 

+ = [a, b], A = [c, d], B = [e, ƒ] olacak biçimde a, b, c, d, e, ƒ

do¤al say›lar›n› bulal›m ve kan›tlamak istedi¤imiz eflitli¤in so-

lunu ve sa¤›n› bu do¤al say›lar cinsinden yazal›m:

+(A)+ B) = [a, b]([c, d] + [e, ƒ])

= [a, b][c + e, d + ƒ]

= [a(c + e) + b(d + ƒ), a(d + ƒ) + b(c + e)]

ve

5. Tamsay›lar 167



+A + +B = [a, b][c, d] + [a, b][e, ƒ]

= [ac + bd, ad + bc] + [ae + bƒ, aƒ + be]

= [ac + bd + ae + bƒ, ad + bc + aƒ + be].

Demek ki

[a(c + e) + b(d + ƒ), a(d + ƒ) + b(c + e)]

= [ac + bd + ae + bƒ, ad + bc + aƒ + be]

eflitli¤i kan›tlanmal›, ki, e¤er do¤al say›lar›n özelliklerini bildi-

¤imizi varsay›yorsak bu çok bariz bir fley. n

Aflina oldu¤umuz 

9n(m 9 p) = np 9 nm,

(9n)(9m) = nm,

(9n)m = n(9m) = 9nm 

gibi eflitliklerin kan›t›n› okura b›rak›yoruz. 

Al›flt›rmalar
5.7.1. E¤er +, A ! # için +A = [0, 0] ise, o zaman + = [0, 0]

ve A = [0, 0] eflitliklerinden en az birinin do¤ru olmas› gerekti-

¤ini kan›tlay›n.

5.7.2. Her +, A ! # için, +A = [1, 0] ise

+ = A = [1, 0] ya da + = A = [0, 1]

eflitliklerinden birinin do¤rulu¤unu kan›tlay›n.

5.7.3. #’de +A = [2, 0] denklemini çözün.

5.7.4. #’de ++ = [1, 0] denklemini çözün.

5.7.5. #’de ++ = [0, 1] denkleminin çözümünün olmad›¤›n›

kan›tlay›n.

5.7.6. #’de ++ = [2, 0] denkleminin çözümünün olmad›¤›n›

kan›tlay›n.

5.7.7. #’de ++ = [4, 0] denkleminin çözüm kümesini bulun.

5.7.8. #’de ++ + + + [1, 0] = [0, 0] denkleminin çözümü

olmad›¤›n› kan›tlay›n.

5.7.8. #’de ++ + + + [0, 6] = [0, 0] denkleminin tüm çözüm-

lerini bulun.
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5.8. Buraya Kadar Özet
Yukardaki Önsav 3.i, ii, iii, 4, 6 ve 7’de kan›tlad›klar›mn›-

z› özetleyelim:

Teorem 5.8. (#, +, *, [0, 0], [1, 0]) yap›s› flu özellikleri sa¤-

lar: Her +, A, B ! # için,

T1. (+ + A) + B = + + (A + B).

T2. + + [0, 0] = [0, 0] + + = +.

T3. + + +0 = +0 + + = [0, 0] eflitli¤ini sa¤layan bir +0 ! # vard›r.

T4. + + A = A + +.

Ç1. (+A)B = +(AB).

Ç2. +[1, 0] = [1, 0]+ = +. 

Ç4. +A = A+.

TÇ1. [1, 0] # [0, 0].

TÇ2. +(A)+ B) = +A + +B.

Teoremdeki özellikleri sa¤layan bir yap›ya de¤iflmeli halka

denir. Demek ki (#, +, *, [0, 0], [1, 0]) de¤iflmeli bir halkad›r.

Bu bölümün sonunda [0, 0] yerine 0, [1, 0] yerine 1 yaza-

ca¤›z ve o zaman T2 ve Ç2 daha do¤al gözükecek.

(#, +, *, [0, 0], [1, 0]) halkas›n›n her halkada bulunmayan bir

özelli¤i vard›r: [0, 0]’a eflit olmayan iki eleman›n çarp›m› [0, 0]

olamaz. (Bkz. Al›flt›rma 5.7.1) Bu tür halkalara bölge (‹ngiliz-

cesi domain) ad› verilir.

Teorem Üzerine Notlar. Önce özelliklerin adlar›ndan söze-

delim:

T: Toplamayla ilgili,

Ç: Çarpmayla ilgili,

demektir. TÇ, toplama ve çarpmayla ilgili özellik anlam›na gelir.

T1 ve Ç1 özellikleri toplaman›n ve çarpman›n birleflmeli bir

ifllem oldu¤unu söylüyor. Aç›k aç›k yaz›lmam›fl ama teoremden

toplaman›n ve çarpman›n birer ifllem oldu¤u anlafl›l›yor, yani

+, A ! # ise, #’de + + A ve +A olarak yaz›lan elemanlar vard›r.
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T2, [0, 0] eleman›n›n toplaman›n, [1, 0] eleman›n›n da

çarpman›n etkisiz eleman› oldu¤unu söylüyor. Aç›k aç›k yaz›l-

mam›fl ama teorem asl›nda [0, 0] ve [1, 0] elemanlar›n›n #’de

oldu¤unu da söylüyor.

T4 ve Ç4, toplamayla çarpman›n de¤iflmeli ifllemler oldu¤u-

nu söylüyor.

T3’teki +0, +’ya göre de¤iflir ama verilmifl bir + için bu özel-

li¤i sa¤layan bir tane +0 vard›r. +0 eleman› 9+ olarak yaz›l›r. 

Ç3 unutulmam›flt›r! Tam Ç3 olmasa da Ç3’ün çok benzeri

bir özellik ileride tan›mlayaca¤›m›z kesirli say›lar için do¤ru

olacakt›r.

T1, T2 ve T3’ü sa¤layan bir (#, +, [0, 0]) yap›s›na grup de-

nir. Bu yap› bir de T4’ü sa¤larsa yap›ya de¤iflmeli ya da abel-

yen grup denir.

Teoremi sa¤layan bir (#, +, *, [0, 0], [1, 0]) yap›s›na de¤ifl-

meli ya da komütatif halka denir. Al›flt›rma 5.7.1’deki özelli¤i-

ni sa¤layan de¤iflmeli halkalara bölge denir. Demek ki

(#, +, *, [0, 0], [1, 0])

yap›s› bir bölgedir. Bir bölgede ab = ac ve a # 0 ise b = c olur.

(Neden?)

5.9. S›ralama
Tamsay›larda toplama ve çarpma d›fl›nda bir de bir tams›-

ralama vard›r. S›ra #’de s›ralamay› tan›mlamaya geldi.

[a, b] ≤ [c, d] eflitsizli¤inin, bildi¤imiz tamsay›larda

a 9 b ≤ c 9 d

anlam›na gelece¤ini defalarca söyledik. Ama eflitsizli¤in tan›m›n›

[a, b] ≤ [c, d] 4 a 9 b ≤ c 9 d

olarak veremeyiz çünkü a 9 b ≤ c 9 d eflitsizli¤i do¤al say›larla il-

gili bir önerme ve do¤al say›larda ç›karma ifllemimiz yok. Buna

benzer bir sorunla daha önce karfl›laflm›flt›k. a 9 b ≤ c 9 d eflitsiz-

li¤inin a + d ≤ c + b eflitsizli¤ine denk oldu¤unu biliyoruz. Bu son

eflitsizlikte sadece do¤al say›lar ve toplama var. fiimdi #’de eflitsiz-
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li¤in tan›m›n› önerebiliriz:

[a, b] ≤ [c, d] 4 a + d ≤ c + b.

Ama daha önce iki kez yapt›¤›m›z gibi, bu tan›m›n geçerli

bir tan›m oldu¤unu kan›tlamal›y›z. Nitekim gene flöyle bir so-

run olabilir: Ayfle’yle Bülent’e + ve A tamsay›lar›n› verip bun-

lardan hangisinin di¤erinden daha büyük oldu¤unu sorabiliriz.

Bu sorunun yan›t›n› bulmak için Ayfle,

+ = [a, b] ve A = [c, d]

olacak biçimde a, b, c, d do¤al say›lar›n› bulur ve

a + d ile c + b

do¤al say›lar›n› karfl›laflt›r›r. Bülent de ayn› yönteme baflvurur

(zaten baflka yöntem de yok.) Ama Bülent, Ayfle’nin seçti¤i a,

b, c, d do¤al say›lar›n› seçmek zorunda de¤il, Bülent

+ = [a0, b0] ve A = [c 0, d 0]

olacak biçimde a0, b0, c 0, d 0 do¤al say›lar›n› seçip ve 

a0 + d 0 ile c 0 + b0

do¤al say›lar›n› karfl›laflt›rabilir. Tan›m›n geçerli olmas› için

Ayfle’yle Bülent’in karfl›laflt›rmalar› uyumlu olmak zorundad›r,

yani Ayfle, örne¤in, 

a + d ≤ c + b

sonucunu bulmuflsa, Bülent de 

a0 + d 0 ≤ c 0 + b0

sonucunu bulmal›d›r. fiimdi bunu kan›tlayal›m.

Önsav 5.9. Her a, b, c, d, a0, b0, c 0, d 0 !  için, e¤er [a, b]

= [a0, b0] ve [c , d ] = [c 0, d 0] ise,

a + d ≤ c + b 4 a0 + d 0 ≤ c 0 + b0.

Kan›t: Durum simetrik oldu¤undan sadece 6 istikametini

kan›tlamak yeterli. Demek ki,

a + b 0 = a0 + b

c + d 0 = c 0 + d

a + d ≤ c + b

önermelerini kabul edip a0 + d 0 ≤ c 0 + b0 önermesini kan›tlama-
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l›y›z. Kan›tlanacak önermenin sa¤›na ve soluna b + c eklersek

diledi¤imizi elde edece¤iz:

(a0 + d 0) + (b + c ) = (a0 + b ) + (c + d 0) = (a + b 0) + (c 0 + d)

= (a + d) + (b 0 + c 0) ≤ (c + b) + (b 0 + c 0)

= (b 0 + c 0) + (b + c).

fiimdi b + c’leri sadelefltirip (do¤al say›larla bunu yapabilece¤imi-

zi biliyoruz) istenen a0 + d 0 ≤ c 0 + b0 eflitli¤ini elde ederiz. n

Ancak bu önsavdan sonra gönül rahatl›¤›yla

[a, b] ≤ [c, d] 4 a + d ≤ c + b

tan›m›n› verebiliriz.

Al›flt›rmalar
5.9.1. [0, 3] < [0, 2] < [0, 1] < [0, 0] < [1, 0] < [2, 0] < [3, 0]

eflitsizliklerini kan›tlay›n. (Burada, + < A ifadesi, + ≤ A ve + # A

anlam›na gelmektedir.)

5.9.2. Hiçbir n do¤al say›s› için,

[n, 0] < + < [n + 1, 0]

eflitsizliklerini sa¤layan bir + tamsay›s›n›n olmad›¤›n› kan›tlay›n. 

5.9.2. Hiçbir n do¤al say›s› için, [0, n+1] < + < [0, n] eflit-

sizliklerini sa¤layan bir + tamsay›s›n›n olmad›¤›n› kan›tlay›n. 

5.10. S›ralaman›n Özellikleri
Hemen yukarda tan›mlad›¤›m›z›n gerçekten bir s›ralama

oldu¤unu, hatta bir tams›ralama oldu¤unu gösterelim.

Önsav 5.10. Her +, A, B ! # için,

i. + ≤ +.

ii. + ≤ A ve A ≤ + ise + = A.

iii. + ≤ A ve A ≤ B ise + ≤ B.

iv. Ya + ≤ A ya A ≤ +.
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Kan›t: Tahmin edildi¤i üzere her fley tan›mlardan ve do¤al

say›lar›n bilinen özelliklerinden ç›kacak.

+ = [a, b], A = [c, d], B = [e, ƒ] olacak biçimde a, b, c, d, e,

ƒ do¤al say›lar›n› bulal›m.

i. Bu, a + b = a + b eflitli¤inden ç›k›yor!

ii. Varsay›mlara göre

a + d ≤ c + b ve c + b ≤ a + d.

Demek ki a + d = c + b. Yani [a, b] = [c, d].

iii. Varsay›mlara göre

a + d ≤ c + b ve c + ƒ ≤ e + d.

Bu iki eflitsizli¤i toplarsak,

(a + d) + (c + ƒ) ≤ (c + b) + (e + d),

yani

(a + ƒ) + (d + c) ≤ (b + e) + (d + c)

elde ederiz. fiimdi soldaki d + c’leri sadelefltirebilmemiz gereki-

yor. Bunu da Teorem 3.19’da yapt›k, daha do¤rusu okura

al›flt›rma olarak b›rakt›k.

iv. a + d ≤ c + b ve c + b ≤ a + d eflitsizliklerinden birinin

do¤ru oldu¤unu kan›tlamam›z gerekiyor ki do¤al say›larla ilgi-

li olan bu önermeyi biliyoruz. n

Tamsay›lar›n tams›ralanmas› sayesinde tamsay›lar› soldan

sa¤a do¤ru s›ralanm›fl biçimde temsil edebiliriz. Sa¤daki tamsa-

y›lar›n soldakilerden daha büyük olduklar› varsay›l›r.

Tamsay›lardaki s›ralama “ayr›k” bir s›ralamad›r. Her tam-

say›dan hemen sonra gelen bir tamsay› ve hemen önce gelen bir

tamsay› vard›r. Nitekim e¤er +)! # ise, + + [1, 0], +’dan daha

büyüktür ve bu iki tamsay› aras›nda bir baflka tamsay› yoktur

ve + + [0, 1], +’dan daha küçüktür ve bu iki tamsay› aras›nda

bir baflka tamsay› yoktur. (Bunu Önsav 3.18 ile kar›flt›r›n.) Bu

+ + [1, 0] ve + + [0, 1] say›lar› ilerde s›ras›yla + + 1 ve + 9 1

anlam›na gelecekler. Afla¤›daki al›flt›rmalarda okurdan bunu

kan›tlamas›n› istiyoruz.
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Al›flt›rmalar
5.10.1. E¤er +)! # ise, + + [1, 0] tamsay›s›n›n +’dan daha

büyük oldu¤unu ve bu iki tamsay› aras›nda bir baflka tamsay›

olmad›¤›n› kan›tlay›n.

5.10.2. E¤er +)! # ise, + + [0, 1] tamsay›s›n›n +’dan daha

küçük oldu¤unu ve bu iki tamsay› aras›nda bir baflka tamsay›

olmad›¤›n› kan›tlay›n.

5.10.3. #’de en büyük ve en küçük elemanlar›n olmad›¤›n›

kan›tlay›n.

5.10.4. Her +)! # için, ++ ≥ [0, 0] eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

5.10.5. Her +)! # için, ++ ≥ + eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

5.11. S›ralamayla ‹fllemlerin ‹liflkisi
fiimdi herhangi bir say›yla toplaman›n ve [0, 0]’dan büyük

(yani pozitif) bir say›yla çarpman›n s›ralamaya sayg› duydu¤u-

nu (yani ifllem uygulanan elemanlar›n s›ralamas›n› bozmayaca-

¤›n›) kan›tlayal›m.

Önsav 5.11. + ≤ A ve B tamsay› olsunlar. 

i. + + B ≤ A + B.

ii. E¤er B ≥ [0, 0] ise, +B ≤ AB.

Kan›t: + = [a, b], A = [c, d], B = [e, ƒ] olacak biçimde a, b, c,

d, e, ƒ do¤al say›lar›n› bulal›m. Varsay›ma göre a + d ≤ c + b.

i. + + B ve A + B tamsay›lar›n› a, b, c, d, e, ƒ do¤al say›lar›

cinsinden yazal›m.

+ + B = [a, b] + [e, ƒ] = [a + e, b + ƒ],

A + B = [c, d] + [e, ƒ] = [c + e, d + ƒ].

‹stedi¤imiz + + B ≤ A + B eflitsizli¤inin do¤ru olmas› için,

(a + e) + (d + ƒ) ≤ (c + e) + (b + ƒ),

yani

(a + d) + (e + ƒ) ≤ (c + b) + (e + ƒ),

eflitsizli¤inin do¤ru olmas› gerekiyor. Varsay›ma göre a + d ≤ c + b

eflitsizli¤i do¤ru oldu¤undan, bu son eflitsizlik de do¤rudur [Te-

orem 3.19].
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ii. Varsay›mdaki B ≥ [0, 0] eflitsizli¤i e ≥ ƒ demektir. a + d ≤

c + b eflitsizli¤i d›fl›nda bir de bunu akl›m›zda tutal›m, her iki-

sini de kullanaca¤›z.

+ + B ve A + B tamsay›lar›n› a, b, c, d, e, ƒ do¤al say›lar› cin-

sinden yazal›m.

+B = [a, b][e, ƒ] = [ae + bƒ, aƒ + be],

AB = [c, d][e, ƒ] = [ce + dƒ, cƒ + de].

‹stedi¤imiz +B ≤ AB eflitsizli¤inin do¤ru olmas› için,

(ae + bƒ) + (cƒ + de) ≤ (ce + dƒ) + (aƒ + be),

yani

(a + d)e + (b + c)ƒ ≤ (b + c)e + (a + d)ƒ,

eflitsizli¤inin do¤ru olmas› gerekiyor. e ≥ ƒ oldu¤undan, bir g

do¤al say›s› için,

e = ƒ + g

eflitli¤i do¤rudur. Bunu kullanarak kan›tlamak istedi¤imiz eflit-

likteki e’yi yok edelim:

(a + d)(ƒ + g) + (b + c)ƒ ≤ (b + c)(ƒ + g) + (a + d)ƒ,

eflitsizli¤ini kan›tlamal›y›z. Eflitli¤in sa¤›nda ve solundaki 

(a + b + c + d)ƒ 

terimleri var. Demek ki,

(a + d)g ≤ (b + c)g

eflitsizli¤ini kan›tlamal›y›z. Ama a + d ≤ c + b eflitsizli¤ini bili-

yoruz... ‹stedi¤imiz kan›tlanm›flt›r. n

5.12. Özetle
Teorem 5.12. (#, +, *, ≤, [0, 0], [1, 0]) yap›s› Teorem 5.8’de-

ki özelliklerden baflka flu özellikleri de sa¤lar: Her +, A, B ! # için,

S1. + ≤ +.

S2. + ≤ A ve A ≤ + ise + = A.

S3. + ≤ A ve A ≤ B ise + ≤ B.

S4. Ya + ≤ A ya A ≤ +.

TS. E¤er + ≤ A ise + + B ≤ A + B.

ÇS. E¤er + ≤ A ve B ≥ [0, 0] ise, +B ≤ AB.
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Teorem Üzerine Notlar: Önce özelliklerin adlar›:

T: Toplamayla ilgili,

Ç: Çarpmayla ilgili,

S: S›ralamayla ilgili

demektir. Örne¤in TS, toplama ve s›ralamayla ilgili özellik an-

lam›na gelir.

T1, T2, T3, T4, S1, S2, S3, TS’yi sa¤layan bir 

(#, +, ≤, [0, 0]) 

yap›s›na s›ral› abelyen grup ad› verilir. Teorem 5.8 ve 5.12’yi

sa¤layan bir (#, +, *, ≤, [0, 0], [1, 0]) yap›s›na da s›ral› halka

denir. S›ral› halkalar bölge olmak zorundad›rlar. (Neden?) Her

s›ral› halkada 91 < 0 < 1 olmak zorundad›r. (Neden?) 

5.13.  ’yi #’ye Gömmek
‹lkokuldan beri bize her do¤al say›n›n bir tamsay› oldu¤u

ö¤retilmifltir: Her do¤al say› bir tamsay›d›r; do¤al say›lar, tam

tam›na 0’dan büyükeflit tamsay›lard›r... demifltir ö¤retmen.

Ama burada yapt›¤›m›z inflada hiç de öyle de¤il, hiçbir do¤al sa-

y› bir tamsay› de¤il, çünkü her tamsay›  *  kümesinin bir alt-

kümesi (bkz. afla¤›daki flekil) ve hiçbiri  ’nin bir eleman› de¤il.

Yani  ( # iliflkisi do¤ru olmad›¤› gibi, tam tersine,  $ # =  

iliflkisi do¤ru. Afla¤›daki flekilde görüldü¤ü üzere...
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Bu sorunu ilerde çözece¤iz ve  kümesi gerçekten #’nin alt-

kümesi olacak; ama tabii bunun için #’yi ya da  ’yi (ikisinden

birini) de¤ifltirmemiz gerekecek. fiimdilik sorunu çözme yolun-

da bir ad›m atal›m ve #’nin içinde  ’ye çok benzeyen bir alt-

küme bulal›m. Sadece küme olarak de¤il, toplama ve çarpma

ifllemleri ve s›ralamalar›yla birlikte  ile #’nin buldu¤umuz bu

altkümesi birbirlerine benzeyecekler.

x !  için, #’nin [x, 0] eleman›n›n ilerde x 9 0, yani x an-

lam›na gelece¤ini söylemifltik. Demek ki asl›nda #’nin hangi

altkümesinin  ’ye benzeyece¤ini de söylemifliz: #’nin yukar›da

resmedilen

{[x, 0] : x !  }

altkümesi  ’ye çok benzeyecek.

 ’den #’ye giden ve

i(x) = [x, 0]

kural›yla tan›mlanan i fonksiyonu ele alal›m. Bu i fonksiyonu-

nun bir “gömme” oldu¤unu, yani toplamaya, çarpmaya ve

s›ralamaya sayg› duyan birebir bir fonksiyon oldu¤unu kan›t-

layaca¤›z birazdan.

Önce sezgi kazanmak amac›yla fonksiyonu resmedelim.
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Önsav 5.13. i,  ’den #’ye giden, toplamaya, çarpmaya ve s›-

ralamaya sayg› duyan birebir bir fonksiyondur; yani her x, y ! 

için,

i(x + y) = i(x) + i(y),

i(xy) = i(x)i(y),

x < y 4 i(x) < i(y).

Kan›t: Önce i’nin birebir oldu¤unu kan›tlayal›m. x, y !  

için, i(x) = i(y) olsun. Demek ki

[x, 0] = [y, 0],

yani x + 0 = y + 0, yani x = y. Böylece i’nin birebir oldu¤u ka-

n›tlanm›fl oldu.

Eflitliklerin kan›t› da oldukça biçimsel:

i(x + y) = [x + y, 0]

ve

i(x) + i(y) = [x, 0] + [y, 0] = [x + y, 0].

Demek ki i(x + y) = i(x) + i(y). Di¤er iki önerme de benzer fle-

kilde kan›tlan›r. n
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Önsav, ( , +, *, <) yap›s›yla (i( ), +, *, <) yap›s›n›n birbi-

rine çok benzedi¤ini, aralar›ndaki tek fark›n elemanlar›n›n ad-

lar› oldu¤unu söylüyor.  ’de x dedi¤imize i( )’de i(x) diyo-

ruz. Bu, Ali’ye Veli, Ayfle’ye Fatma demek gibi bir fley... Tefl-

bihte hata olmazm›fl. Bu benzerlik yüzünden i’ye gömme ad›

verilir. Gerçekten de i fonksiyonu ( , +, *, <) yap›s›n› bir an-

lamda (#, +, *, <) yap›s›n›n içine gömüyor.

#’nin i( ) altkümesi toplama ve çarpma ifllemleri alt›nda

kapal›d›r elbet ama #’nin bu özelli¤e sahip baflka altkümeleri

de vard›r. Örne¤in,

{[2x, 0] : x !  }

ve

{[x, 0] : x !  ve x > 5}

kümeleri #’nin toplama ve çarpma alt›nda kapal› altkümeler-

dir. Ama i( ) altkümesi gene de #’nin belli bir özelli¤e sahip bi-

ricik altkümesidir. Örne¤in, i( ), #’nin, [0, 0] ve [1, 0] eleman-

lar›n› içeren ve toplama alt›nda kapal› en küçük altkümesidir.

Bunun kan›t› kolayd›r ve okura b›rak›lm›flt›r.

i fonksiyonun do¤all›¤›na ikna etmek amac›yla okura flu so-

nucu sunal›m:

Önsav 5.14. E¤er i,  ’den #’ye giden ve toplamaya ve çarp-

maya sayg› duyan bir fonksiyonsa, o zaman ya her x !  için

i(x) = [0, 0] olur ya da her x !  için i(x) = [x, 0] olur.

Konumuzun candamar›n› teflkil etmedi¤inden bu önsav› ka-

n›tlamay›p okura b›rak›yoruz. Daha canal›c› sonuçlar›m›z var.

Bir sonraki önsav, ilerde, #’nin, do¤al say›larla do¤al say›-

lar›n eksilerinden olufltu¤unu söyleyecek.

Önsav›n kan›t›na geçmeden önce afla¤›daki resmi inceleme-

nizi özellikle öneririz.
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Önsav 5.15. Afla¤›daki eflitlikler geçerlidir.

# = i( ) - 9i( ) ,

i( ) $ 9i( ) = {[0, 0]},

i( ) = {[a, b] ! # : a ≥ b},

9i( ) = {[a, b] ! # : a ≤ b}.

Kan›t: Son iki eflitli¤i kan›tlayal›m önce. ‹kinci eflitlik birin-

ciden ç›kt›¤›ndan (9i( ) kümesi, tan›m› gere¤i, i( )’deki ele-

manlar›n toplamsal terslerinden oluflur), birinci eflitli¤i kan›tla-

mak yeterli. Birinci eflitli¤in ( k›sm› çok bariz. Di¤er yönünü

kan›tlayal›m. a ≥ b, iki do¤al say› olsun. Do¤al say›larda eflit-

sizli¤in tan›m›ndan dolay›, bir x do¤al say›s› için 

b + x = a = a + 0 

eflitlikleri do¤rudur. Demek ki 

[a, b] = [x, 0] = i(x) ! i( ).
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# = i( ) - 9i( ) eflitli¤i son iki eflitlikten ç›kar.

i( ) $ 9i( ) = [0, 0] eflitli¤ini kan›tlayal›m. 

+ ! i( ) $ 9i( ) 

olsun. Demek ki a ≥ b ve c ≥ d do¤al say›lar› için 

+ = [a, b] = [d, c]. 

Dolay›s›yla a + c = d + b. Bu eflitlikten ve a ≥ b ve c ≥ d eflitsiz-

liklerinden a = b eflitli¤i ç›kar. Demek ki 

+ = [a, b] = [a, a] = [0, 0]. n

Demek ki #’nin  ’ye çok benzeyen i( ) kümesinin eleman-

lar›ndan ve bu kümenin elemanlar›n›n eksilerinden olufltu¤unu

kan›tlad›k. fiimdilik

# =  - 9 ve  $ 9 = {0}

eflitliklerimiz yok ama bunun yerine bu eflitliklere çok benzeyen

# = i( ) - 9i( ) ve i( ) $ 9i( ) = {[0, 0]}

eflitliklerimiz var.

Bir sonraki bölümde, gözümüzü karart›p i( ) ile  ’yi “öz-

defllefltirece¤iz”. fiimdilik genel resim flöyle:

5.14.  ’yi #’nin ‹çinde Bulmak
Bu ve bundan sonraki bölümlerde  ile #’nin ayr›k küme-

ler olma sorununu çözece¤iz.  ’yi asl›nda #’nin içinde altküme

olarak bulmak istiyoruz ama flimdiye kadar yapt›klar›mzdan

tam tersine  ile #’nin ayr›k kümeler olduklar› ç›k›yor. Bu üzü-

cü duruma son verece¤iz.
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Bunu “kesip yap›flt›rma” yöntemiyle yapaca¤›z. Matema-

tikte çok s›k kullan›lan ve ad›na “özdefllefltirme” denilen “ke-

sip yap›flt›rma” yöntemini aç›klayal›m flimdi. Daha sonra esas

konumuza geri dönece¤iz.

5.15. Kesip Yap›flt›rma ya da Özdefllefltirme
A ve B iki küme olsun. B’de A’ya “çok benzeyen” bir A0 alt-

kümesi olsun. “Çok benzemek”ten tam kast›m›z› aç›klamaya-

ca¤›z, ama bu en az›ndan A ile A0 aras›nda bir eflleme var anla-

m›na gelir. Duruma göre, A ve A0 kümeleri aras›nda bir eflleme-

nin varl›¤›ndan daha yak›n bir iliflki de isteyebiliriz, ama arala-

r›nda en az bir efllemenin olmas› flart. A kümesini B kümesinin

A0 altkümesi olarak görmek istiyoruz. Matematikte bu “A ile

A0 kümelerini özdefllefltirelim” biçiminde ifade edilir. Bu bö-

lümde bunun tam ne anlama geldi¤ini ve nas›l yap›laca¤›n›

aç›klayaca¤›z. Özdefllefltirme afla¤› yukar› flöyle yap›l›r: A0 kü-

mesi itinayla kesilir ve yerine kendisine çok benzeyen A küme-

si yap›flt›r›l›r ya da afla¤›daki flekildeki gibi dikilir. Böylece B

kümesinden A0 kaybolur ve yerine A gelir. Bunu matematiksel

olarak yapmak oldukça kolay: B kümesi yerine,

B 0)= (B \ A0) - A

kümesi almak yeterli.
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Okurun aflina oldu¤unu düflündü¤ümüz bir örnek verelim.

% = ! * ! olsun. %’nin

! * {0}

altkümesi !’ye çok benzedi¤inden, kimi durumlarda !’yi

%’nin ! * {0} altkümesi olarak görmek isteyebiliriz. Nitekim

%’yi karmafl›k say›lar kümesi olarak yorumlarsak, !’yi %’nin

altkümesi olarak görmek istedi¤imizde yapt›¤›m›z budur:

%’den ! * {0} altkümesini kesip yerine ! yap›flt›r›r›z, bir baflka

deyiflle, %’nin (r, 0) eleman›na r ad› verilir.

Kimi durumlarda da %’nin

D(%) = {(r, r) ! % : r ! !}

altkümesi !’ye çok benzedi¤inden, !’yi %’nin D(%) altkümesi

olarak görmek isteyebiliriz. Bu durumda !’nin (r, r) eleman› r

ad›n› al›r.

Tabii gerçekte ! $ % boflkümedir...

Asl›nda özdefllefltirme çok basit bir konudur, anlafl›lacak bir

yan› yoktur ama iflte bazen böyle en basit konular zihinde soru

iflaretleri uyand›rabilirler. Küçük sinek mide buland›r› misali.

Özdefllefltirmede biraz daha ayr›nt›ya girelim.

fiimdiye kadar A ile A0 aras›nda var oldu¤unu varsayd›¤›-

m›z efllemeyi kullanmad›k. Eflleme flimdi gerekecek: Diyelim

B ’de + diye yaz›lan ikili bir ifllem var. Bu ifllemin bir benzerini

B 0 kümesinde de tan›mlamak istiyoruz. Bunun için A ile A0 ara-

s›ndaki bir efllemeden yararlanaca¤›z. Bu efllemeye tahmin ede-

ce¤iniz nedenden i : A " A0 diyelim.

B 0 kümesinden iki x ve y eleman›n›n x E y toplam›n› tan›m-

layal›m. Duruma göre birkaç fl›kka ay›rmal›y›z:

E¤er x, y ! B 0 \ A = B \ A0 ise, o zaman x ’le y ’yi B ’de + ifl-

lemiyle toplayabiliriz. E¤er 

x + y ! B 0 \ A = B \ A0

ise, 

x E y = x + y

olsun. E¤er x + y ! A0 ise, 
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x E y = i91(x + y) 

olsun. Resim afla¤›da.

E¤er x ! B 0 \ A = B \ A0 ve y ! A ise, x ile i(y)’yi B ’de + ifl-

lemiyle toplayabiliriz. E¤er 

x + i(y) ! B 0 \ A = B \ A0

ise, 

x E y = x + i(y) 

olsun. E¤er 

x + i(y) ! A0

ise, 

x E y = i91(x + i(y)) 

olsun. Resim afla¤›da.

E¤er x ! A ve y ! B 0 \ A = B \ A0 ise, i(x) ile y ’yi B ’de + ifl-

lemiyle toplayabiliriz. E¤er 

i(x) + y ! B 0 \ A = B \ A0

ise, o zaman, 

x E y = i(x) + y
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olsun. E¤er i(x) + y ! A0 ise, o zaman, 

x E y = i91(i(x) + y) 

olsun. Resim yapm›yoruz.

E¤er x, y ! A ise, i(x) ile i(y)’yi B ’de + ifllemiyle toplayabi-

liriz. E¤er 

i(x) + i(y) ! B 0 \ A = B \ A0

ise, 

x E y = i(x) + i(y) 

olsun. E¤er 

i(x) + i(y) ! A0

ise, 

x E y = i91(i(x) + i(y)) 

olsun. Gene resim yok.

Yap›lanlar› takip edebildiniz mi bilmiyorum, ama çok basit

bir fley yapt›k. B 0 kümesinde B ’nin toplamas›n›n ayn›s›n› yap-

mak istiyoruz, zorda kald›¤›m›zda i ’yi kullanarak A ile A0 ara-

s›nda geçifl yap›yoruz. Yap›lan fley asl›nda B ’deki a0 ! A0 ele-

manlar› yerine A’daki a = i91(a0) elemanlar›n› kullanmak, yani

birdenbire A0 kümesinin elemanlar›n›n adlar›n› de¤ifltirmek.

Bu, matematikte çok s›k kullan›lan bir yöntemdir. Kaliteli

matematik kitaplar›nda s›k s›k buna rastlayacaks›n›z.

Ço¤u zaman A’da da bir toplama ifllemi vard›r ve i, A ile A0

aras›nda toplamay› koruyan bir efllemedir. Böylece (A, +) yap›-

s›n› (A0, +) yap›s›yla özdefllefltirmifl oluruz.

E¤er A’da ve B’de daha zengin bir matematiksel yap› varsa,

i’nin bu yap›ya sayg› duymas›n› isteriz.

Bir önceki bölümdeki i :  " # fonksiyonu da aynen böy-

le bir fonksiyon: Birebir, toplamaya ve çarpmaya ve s›ralama-

ya sayg› duyuyor. Birazdan yukardaki yöntemle  ile i( )’yi

özdefllefltirece¤iz.

5. Tamsay›lar 185



5.16. Nihayet Y›llar›n #’si
i gömmesini kullanarak  ile #’nin i( ) altkümesini özdefl-

lefltirece¤iz ve insanl›¤›n yüzy›llard›r bildi¤i, hissetti¤i, kullan-

d›¤› #’ye kavuflaca¤›z. 

Bundan böyle her x !  için, #’nin i(x) = [x, 0] eleman›n›

x olarak yazaca¤›z. Böylece  ’yi #’nin içinde bulaca¤›z. Yapay

bir biçimde olsa da... 

Böyle yapmakla  ’deki toplamay›, çarpmay› ve s›ralamay›

de¤ifltirmemifl olaca¤›z, örne¤in 5 + 7 toplam› eski  yap›s›nda

12 yap›yorsa, #’de de 12 yapacak, çünkü i toplamaya sayg› du-

yuyor. Eski fleklimizi bellek tazelemek için yeniden gösterelim:

Demek ki art›k [0, 0] = i(0) eleman› yerine 0, [1, 0] = i(1)

eleman› yerine 1, [2, 0] = i(2) eleman› yerine 2, [0, 1] = 9i(1)

eleman› yerine 91, [0, 2] = 9i(2) eleman› yerine 92 yazaca¤›z.

Önsav 5.15’te kan›tlad›¤›m›z

# = i( ) - 9i( ) ve i( ) $ 9i( ) = {[0, 0]}

eflitlikleri flimdi art›k

# =  - 9 ve  $ 9 = {0}

eflitlikleri halini alm›fl oldu.

Teorem 5.12’de

(#, +, *, ≤, [0, 0], [1, 0]) 

yap›s›n›n s›ral› bir halka oldu¤unu kan›tlam›flt›k. Art›k, do¤al sa-

y›lar› da içeren

(#, +, *, ≤, 0, 1) 

s›ral› halkas›ndan sözedece¤iz.

186 5. Tamsay›lar

 
0 1 2 5 7 5+7=12 5*7=35<

<i(5) i(7) i(5)+i(7)=i(12) i(5)*i(7)=i(35)
#



5. Tamsay›lar 187

5.17. #’yi Belirleyen Özellik
Ne dedi¤i anlafl›ld›¤›nda afla¤›daki teoremin kan›t› çok ko-

layd›r. (Ama ne dedi¤ini anlamak da kolay de¤ildir!)

Teorem 5.16. Pozitif elemanlar› do¤al say›lar yap›s›na efl-

yap›sal olan her s›ral› halka #’ye eflyap›sald›r.

Bu teoremde do¤al say›lar yap›s›n› Bölüm 2’de infla etti¤i-

miz gibi P1 ve P2’yi sa¤layan ( , 0, S) yap›s› olarak al›rsak, o

zaman Teorem 3B.1’den dolay› # s›ral› halkas›n›n kümeler ku-

ram›nda biricik oldu¤u ç›kar. Ama do¤al say›lar yap›s›n› Bö-

lüm 4’te infla etti¤imiz gibi PA1, PA2, PA3, PA4 önermelerini

sa¤layan bir ( , 0, S, +, *) yap›s› olarak al›rsak, o zaman PA

önermelerini sa¤layan her yap› için ayr› bir # buluruz. Bir bafl-

ka deyiflle, teoremin anlam›, #’yi infla etmek için hangi do¤al

say›lar yap›s›ndan baflland›¤›na göre de¤iflir.

Bu arada (bilinen bir teoreme göre), her do¤al say› en fazla

dört karenin toplam› olarak yaz›labildi¤iniden, #’de s›ralama

toplama ve çarpmayla tan›mlanabilir:

x ≤ y 4),a ,b ,c ,d y = x + a2 + b2 + c2 + d2.


