ikinci Kisim:

Tamsayilar Halkasi
ve
Kesirli Sayilar Cismi
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ecen kisimda boskiimeden, yani hi¢ yoktan (!) yola ¢i-
‘ karak 0, 1, 2, 3, 4 gibi sayilar1 igeren dogal sayilar kii-
mesini yarattik. Sadece dogal sayilar1 degil, dogal sayi-
larda toplama ve ¢arpma islemlerini ve bildigimiz “kugiikesit-
tir” siralamasini da yarattik. Sonra da, dogal sayilarla ilgili
2+2=2x2=4,
X+Yy=Yy+x,
Xy = yx,
x(y +2) = xy + x2
gibi “bilinen” esitlikleri ve
2<4,
XSYy=>Xx+2<y+2
gibi en temel 6nermeleri kanitladik.

Yukarda, “bogkiimeden yani hi¢ yoktan” yola ¢iktik dedim
ama bu pek dogru degil, dogal sayilari yaratmak i¢in bogkiime-
nin varhigi da dahil olmak tzere, cok degil, yedi “dogal”, yani
akli baginda herhangi birinin dogrulugundan en kiiciik bir kus-
ku duymayacag aksiyomdan yararlanmistik (Boliim 2A). Kim-
senin o aksiyomlar1 goriip de sagini bagini yolacagini sanmiyo-
rum; kanitlamadan kabul ettigimiz bu aksiyomlarin her biri di-
gerinden dogaldi, her biri “bu da dogru degilse ne dogrudur”
dedirtecek tiirden 6nermelerdi.
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Dogal sayilar iyi hos da, dogal sayilarda ¢ikarma yapilmaz.
5’ten 3’0 ¢ikarmak neyse de, dogal sayilarda 3’ten 5’i c¢ikara-
mayiz, ¢inkii =2 bir dogal say1 degildir.

Bu bolimde, dogal sayilari ¢antada keklik kabul ederek, -3,
-2,-1,0, 1, 2 gibi tamsayilari, yani Z kiimesini matematiksel ola-
rak yaratacagiz. Bu sayilarda toplamayi, ¢carpmayi ve siralamay,
bir de ayrica dogal sayilarda olmayan ¢ikarmayi tanimlayip bun-

larin ilkokuldan beri bildigimiz 6zelliklerini kanitlayacagz.
gegen kisimda binbir giigliikle yaratilmig dogal sayilar

bu kisimda yaratilacak tamsayilar

N ve Z kiimeleri

Ama yaratacagimiz tamsayilar da kusursuz olmayacak.
Tamsayilarda ¢ikarma islemi yapilabilir ama bolme yapilamaz.
6’y1 3’e bolmek neyse de, tamsayilarda 3’ti 6’ya bolemeyiz, ¢iin-
ki 1/2 bir tamsay degildir.

Tamsayilari tanimlayip ozelliklerini ¢ikardiktan sonra, bu
sefer tamsayilar1 ¢cantada keklik kabul edip kesirli sayilar: (ya-
ni —1/3,-2/7,-3/9, 1/2, 1, 2 gibi sayilari, yani Q kiimesini) ya-
ratacagiz ya da - bizim a¢imizdan ayni anlama gelir - tanimla-
yacagiz. Sadece kesirli sayilari tanimlamakla yetinmeyecegiz,

yaratilmig tamsayilar

yaratilacak kesirli sayilar
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kesirli sayilarda, toplamayi, ¢arpmayi, ¢ikarmayi ve siralama-
y1, bir de ayrica tamsayilarda olmayan bolmeyi tanimlayip
bunlarin ilkokuldan beri bildigimiz 6zelliklerini kanitlayacagiz.

Biitiin bunlari dogal sayilari temel alarak yapacagiz. Yani
dogal sayilar1 bildigimizi varsayacagiz, ki biliyoruz, bosu bosu-
na mi ilkokulda bes yil dirsek ciirittitk ya da daha onceki bo-
lumleri yazdik? Ama kitabin bu kismini anlamak i¢in kitabin
daha onceki bolimlerini hatmetmek ya da anlamig olmak ge-
rekmez. Dogal sayilarla ilgili ilkokul bilgimiz yeterli olacak.

Bir¢ok okur hakli olarak sayilari yaratmanin ne demek ol-
dugunu soruyordur kendi kendine.

Sayilar1 yaratmanin ne demek oldugunu anlamayan okur,
muhtemelen, sayilarin zaten var oldugunu ve yaratilmaya ihti-
yaglar1 olmadigini diisiiniiyordur. Ornegin, 2 kavraminin tani-
ma ihtiyaci olmadigi gibi, 2 x 2 = 4 esitliginin de kanita ihtiya-
c1 olmadigini dasiinuiyordur.

19’uncu yiizyihn sonlarina kadar boyle dusiinuliyordu
ama matematikte ortaya ¢ikan celigkiler yiiziinden matematik-
sel nesnelerden sozederken ¢ok daha dikkatli olmamiz gerekti-
gi anlasildi. Herkesin nerdeyse dogustan bildigini sandig1 seyle-
rin matematikte 6zenle tanimlanmasinin en 6nemli nedeni bu-
dur. Ama bagka nedenler de vardir.

Ders notlarinin okuma pargasi niteligindeki ilk boliimlerin-
de de matematiksel tanimin ne demek oldugunu, ne anlama
geldigini aciklamaya calistik. Ayni seyleri biraz daha degisik
ifadelerle yineleyelim.

Herhangi bir nesne ya da gergek sadece zihinsel olarak ve zi-
hinde algilanir. Tim ¢ikarimlarimizi ve akil yiirtitmelerimizi zih-
nimizde yapariz. Bizim digimizdaki olan ve varliklarini duyulari-
mizla hissettigimiz seylerin zihnimizde bir modelini ya da imgesi-
ni yaratmazsak, o seyler hakkinda bir fikir yiirtitemeyiz. Her tiir-
lii deneyden ¢ikarilan sonu¢ mutlaka beynin siizgecinden geciril-
mistir, deneyden elde edilen veriler soyut diistince olarak beyni-
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mizde depolanmustir ve akilla, bilgiyle, bellekle, zekayla, sezgiler-
le zihinde yogrulmustur. Masanin tstiinde gordiigtintiz elmanin
basitlestirilmis bir modeli zihninizde olmasa, o elmayi isirabilece-
ginizi anlayamazsiniz bile, ya da eflatun bir elma gordugiinizde
hi¢ sasirmazsiniz, bu elma da boyle dersiniz. Beyninizde elmanin
rengine ve isirillabilecegine dair bir kalip olugsmustur.

Zaten bizim disimizdaki seyler o kadar karmagik, o kadar
degisken ve o kadar bizim disimizda ki, onlar1 anlamak, tanim-
larin1 vermek, ozelliklerini sadece tikel fiziksel varliklarini goz
ontne alarak ¢ikarmak imkansizdir. Bunu yapacak yetimiz de
yok ayrica. Diisinmemizi saglayan tek organ beynimiz ve onun
verileri de soyut nesnelerdir.

Ornegin, bizim disimizdaki birtakim seylerin hep ayn1 yasa-
lara tabi olup olmayacaklar1 kuskuludur. Iki elma art1 iki elma-
nin bal gibi de giintin birinde beg elma yapabilecegini diistinebi-
lirim. Iki elma art1 iki elmanin hep dort elma edeceginden nesnel
olarak emin olamayiz. Ya da elinizden biraktiginiz kalem giiniin
birinde yere diismeyebilir, ¢inkii, mesela, o giin yercekimi yasa-
s1 gegerli degilmis, yaradan yaratirken Oyle yaratmis... Mesela
her onbin yilda bir doga yasalari tatil yapiyormus... Kimbilir...

Ama eger, “bugiin gegerli olan yarin da ve ertesi giin de ve
hep gecerli olacaktir” varsayimini, yani “ayni kosullarda aym
deneyler hep ayni sonuglar dogurur” varsayimini yapiyorsaniz,
gercegi zihinsel olarak algilamaya dogru bir adim attiniz de-
mektir. Dogru yapiyorsunuz, ¢tinkii muhtemelen farkina var-
madan varsaydiginiz bu ilkeyi hi¢bir zaman kanitlayamazsiniz.

Bu yuzden dis diinyada gordiigiimiiz seylerin zihnimizde bir
modelini kurariz ve o model tizerinde digiiniip bulduklarimiz
dis diinyaya aktaririz. Bir muhendis de boyle calismaz mi?
Kopriiniin bir modelini 6nce masa tistiinde kalem kagitla insa
eder. Nehrin eni, boyu, debisi, giici ve konumu, koprinin
ayaklarinin oturacag zemin, riizgarin siddeti, kopriiden gece-
cek araglarin agirliklar: ve yarattiklar: titregim, ¢eligin ve beto-



SA. Sayilar1 Yaratmak 145

nun mukavemeti ve her sey aslinda ger¢ek degil, kuramsaldir,
mithendisin zihninde ya da kagit ustiindedir. Her sey kagit ts-
tiinde tasarlandiktan sonra gercek koprii kurulur. Cok ¢ok
karmasik olan gercek kosullar tam olarak anlagilamadigindan,
ne olur ne olmaz denilerek kopriiler olmasi gerekenden daha
saglam yapilirlar. Yani tam gercegi kavrayamayacagimizi mii-
hendisler de kabullenirler.

Nasil mithendis nehrin yaklagik bir modelini zihninde ta-
sarlarsa, matematikgiler de dis diinyayla olan iligkileri sayesin-
de hissettikleri dogru, nokta, paralellik, azlik cokluk, mesafe,
say1 gibi kavramlarin zihinlerinde bir modelini kurarlar ve safi
zihinsel olan bu modeller tizerinde dusuntrler.

Miihendislikte dogru olan bu yaklasim matematikte daha da
dogrudur. Matematikgi 2 + 2 = 4 esitligini kanmitlamak igin el-
maya armuda bagvurmaz. Gecen boliimlerde yaptigimiz gibi,
soyut olarak tanimladigi 2, 4 ve + kavramlarini kullanir.

Gecgen boliimlerde iste tam da bunu yapmustik. 0’1, 1’1, 2’yi,
3’4, 4’4 ve toplamayi soyut olarak kagit ustinde tanimlamustik.
Tabii tanimlarimiz rastgele degildi. Tanimlarimiz, 2 + 2 = 4 ola-
cak bicimde yapilmisti.

Tanimlarimizi yaparken tek kistasimiz, tanimladigimiz nes-
nelerin dogada hissettigimiz 6zellikleri saglamasiydi. Ornegin,
2, 4 ve toplama nasil tanimlanirsa tanimlansin,

2+2=4,
ya da
X+ (y+2)=(x+y)+2
gibi esitlikler dogru olmalidir.

Bu son tartismadan dogal bir soru ortaya ¢ikiyor: Dogada
varhigini hissettigim ve kagit uistiinde zihinsel olarak tanimlaya-
cagim matematiksel nesnelerin dogru olmasini istedigim 6zel-
likleri nelerdir? Bu dogal ve onemli tartismaya girmek niyetin-
de degilim burada ama bir 6rnek vereyim.
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(x, y) ciftini ele alalim. (x, y) ¢iftini 6yle tanimlamaliyiz ki
temel ozellikleri dogru olmahdir. Nedir (x, y) ¢iftinin temel
ozellikleri? Deneyimli matematik¢i (x, y) ¢iftinin bir tek temel
ozelligi oldugunu bilir. O da su 6zelliktir:

(x,9)=(2, 1) & (x =z vey=t).
Dolayisiyla (x, y) cifti nasil tanimlanirsa tanimlansin, yukardaki
ozellik dogru olmalidir, tanim icin baska bir kistasimiz yok. Var
aslinda, matematiksel olmayan, estetik ve uygulamaya yonelik
bir kistasimiz daha var: Tanum basit olsun, ki teorem kanitla-
makta ve tanimi animsamakta gereksiz yere giiclik ¢ekmeyelim.
{fxh, x, )
kiimesi yukardaki 6zelligi saglar, yani
{{x}, e, = {{z), (2, Y & (x =z vey =1)
onermesi dogrudur ve gayet kolaylikla kanitlanabilir. Dolayi-
siyla (x, y) ¢iftini {{x}, {x, y}} kiimesi olarak tanimlayabiliriz:
(x, ¥) = {{x}, {x, y}}
(x, y) ciftini, bagka tirli de tanimlayabilirdik, yeter ki verilen
tanim yukarda belirtilen “temel 6zelligi” saglasin. Ornegin,

(x, ) = {{x}, {x, ¥}, {¥}}
ve
(%, y) = ({x}, {x, Y}
tanimlari da aymi Ozelligi saglarlar. Ama ilk verdigimiz tanim
daha basit oldugundan birincisini yegleriz.

Hig olacak gibi degil ama, eger yarin obiir giin (x, y) ¢ifti-
nin bir bagka “temel 6zelligi” kesfedilirse, o zaman tanimi de-
gistirmek gerekebilir ama simdilik bu tanim bize yeterli geliyor.

Yukardaki tanimla, (x, y) kiimesinin en fazla 2 elemani ol-
dugu goriliir ama matematiksel olarak bu olgunun hi¢ 6nemi
yoktur. Nitekim hi¢bir matematik kitabimda, “(x, y) ktimesi-
nde en fazla iki eleman vardir” gibi bir teorem goremezsiniz.
Kimsenin umurunda degildir ¢iinkii bu sonug.

Gelelim konumuza. Dogal sayilari, toplamayi, carpmayi ve
esitsizligi bildigimizi varsayip, tamsayilari ve tamsayilar tistiin-
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de toplamayi, carpmayi, ¢cikarmayi ve siralamayi tanimlayaca-
g1z. Daha sonra bu tanimlarin tamsayilarla ilgili bilmek istedi-
gimiz “her seyi” sagladigini gosterecegiz.

Tabii tanimin ne oldugunun hi¢ 6nemi olmayacak, yeter ki
tamsayilar istedigimiz ozelliklerini saglasin.

Bu istedigimiz 6zelliklerin ne olduklarini ta en bastan soy-
lemeyecegiz. Okur sayfalar ¢evirdikge 6zellikleri peyderpey go-
recek. Ama higbir 6zellik okurun ilkokuldan beri bilmedigi bir
sey olmayacak.

Tamsayilarla ilgili 6zellikleri kanitlarken dogal sayilarin
ozelliklerine ihtiya¢ duyacagiz. Eger sansimiz yaver giderse bu
ozelliklerin her biri gecmis sayfalarda kanitlanmis olmali. San-
simiz yaver gitmezse, o zaman ge¢mis bolimlere geri dontp
dogal sayilarin gereksinilen 6zelligi kanitlanmali. Ama, daha
once de dedigimiz gibi okur dogal sayilarin varligini ve 6zellik-
lerini ¢cantada keklik olarak gorebilir.

Matematiksel nesneleri tanimlarken bir seye daha dikkat
etmeliyiz. Kabul ettigimiz matematiksel evrende her nesne bir
kiime olmali. Ornegin bu kitabin bir yerinde 0 sayisin1 & (bos-
kiime) olarak tanimlamistik. Sonra,

1 =1{0},
2 =10, 1},
3=10,1,2)

tanimlarini vermistik ve bunlarin her biri bir kiimedir bilindigi
gibi. Aslinda dogal sayilari teker teker degil, timini birden ta-
nimlamistik, yani N dogal sayilar kiimesini tanimlamigtik.
Ama dikkat, dogal sayilar kiimesini
N={0,1,2,3,..}

esitligiyle degil, cok daha rafine bir yontemle tanimlamigtik;
yukardaki esitlik ti¢ noktanin varhgindan dolayr matematiksel
bir tanim olamaz. Ilgilenenler gegmis boliimleri okusunlar.
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ogal sayilar yapisindan hareket ediyoruz. Dogal sayilari,
DBéliim 4’te aciklanan PA1, PA2, PA3, PA4 ozelliklerini

(bunlara Peano aksiyomlari ve kisaca PA da diyebilirsi-
niz) dogrulayan bir (N, 0, S, +, x) beslisi olarak kabul edecegiz.
Esitsizlik de Bolum 3’te tanimlandigi gibi olacak, yani aslinda
(N, 0, S, +, x, <) altilisinda ¢alisacagiz. Ama Bolim 4’4 okuma-
mayi1 tercih eden okur Bélim 2’de buldugumuz ve Bolim 3’te
toplamasini, ¢arpmasini ve siralamasini tanimladigimiz ve P1
ve P2’yi sagladigindan PA’dan ¢ok daha gii¢lii bir teorisi olan
(N, 0, S) yapisinda ¢alistigimizi varsayabilir; bu ders notlarinin

icerigi acisindan higbir sey degismeyecektir.

5.1. Tamsayilar Kiimesine Dogru
Dogal sayilardan yola cikiyoruz. Sadece dogal sayilardan
degil, dogal sayilar kiimesi N tizerine tanimlanmis olan topla-
ma ve ¢arpma iglemlerinden ve < esitsizliginden yola ¢ikiyoruz.
Ama bu altboliimde sadece toplamaya gerek duyacagiz.

varsayilan sayilar,
yaratilacak sayilar dogal sayilar
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Amacimiz, N’yi ¢cikarma yapilacak bi¢cimde buiytitmek, ¢tin-
kit N’de her sayidan her sayiy1 ¢cikaramayiz, 6rnegin 3’ten 5’1 ¢1-
karamayiz, —2 diye bir say1 yok N’de. Daha dogrusu 5 + x = 3
denkleminin N’de ¢éztiimu yok.

Her a, b € N i¢in, a + x = b denklemlerinin ¢ozulebilecegi
N’den daha biiyik bir kiime yaratacagiz. Bu yeni kimede de
N’deki gibi toplama ve ¢arpma islemleri ve < diye adlandirala-
cagimiz bir siralama olacak. Ama bu iki iglemi ve siralamay1
daha sonra tanimlayacagiz; hele bir tamsayilar kiimesi Z’yi ta-
nimlayalim.

Bu dedigimizi olabilecek en ekonomik bigimde yapmak isti-
yoruz, yani N’den daha biiyiik bir kiime bulacagiz ama N’ye sa-
dece cikarma yapmak igin gerekli elemanlar1 ekleyecegiz, N’ye
gereksiz yere daha fazla eleman eklemek istemiyoruz. Daha acik
olarak ifade edelim: Z’yi bulmak isterken 6rnegin Q’yu, R’yi ya
da (polinomlar kiimesi) Z[X]’i bulmak istemiyoruz.

Her a, b € N igin, b + x = a denkleminin ¢oziilebilecegi bir
kiime yaratmak istiyoruz dedik. Ayrica bu denklemin tek bir ¢6-
ziimuiniin olmasini istiyoruz. Cozumi bulduktan sonra bu ¢ozii-
me a — b diyecegiz. Ornegin, -2 sayis1 5 + x = 3 denkleminin ¢6-
zimi olacak. Simdilik boyle bir sayimiz yok ama pek yakinda
olacak.

Daha sonra tanimlanacak olan bu a — b elemanini simdilik
(a, b) ifti olarak gosterelim. Daha hentiz a — b diye bir elemani-
miz yok ama (a, b) diye bir ¢iftimiz var! Birinci deneme olarak,
a — b’yi, yani b + x = a denkleminin ¢6ztimiinii (a, b) cifti olarak
gosterelim. Yani

a-b=(a,b)
tanimini yapalim. Ornegin,
-2=(3,95).
Yalniz burada bir noiktaya dikkat etmek gerekir. —2 sadece
S+x=3
denkleminin degil, ayrica
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6+x=4ve7 +x=39§
denklemlerinin de ¢6ziimiidiir, yani tiim bu ¢oziimler birbirine
esit olmalidir, yani, yukardaki tanimi kabul edecek olursak,
(3,5)=(4,6)=(5,7)
esitlikleri dogru olmalidir. Ama bu esitlikler bariz bicimde yan-
liglar. Demek ki yukardaki tanim dogru bir tanim olamaz.

Ne yapmali?

Simdi bu elemanlari esit kilmanin bir yontemini gosterecegiz.
Bunu yapmanin ¢ok ¢ok kolay bir yontemi var: “esit” yerine
“denk” diyecegiz olacak bitecek... (3, 5), (4, 6) ve (5, 7) ciftleri
esit olmayacaklar, olamazlar da zaten, ciinkii esit degiller, ama
“denk” olacaklar! Bu elemanlarin denk olduklarini da esitlik
simgesi olan = simgesine bir ¢izgi daha ekleyerek gosterecegiz:

(3,5)=(4,6)=(5,7).
Genel tanimi verelim simdi. a, b, ¢, d € N olsun. Eger

a-b=c-d
ise, (a, b) ciftinin (c, d) ciftine denk oldugunu soyleyecegiz ve
bunu,

(a, b) = (c, d)
olarak yazacagiz. Demek ki tanim geregi,

(a,b)=(c,d) <a-b=c—-d.
Ama bir dakika... Bizim dogal sayilarda ¢ikarma gibi bir is-
lemimiz yok ki
a-b=c-d
kosulunu kosabilelim. Cikarmadan sozedemeyiz bile, ¢tinku
hentiz 6yle bir islem yok. Biz de zaten bu olmayan ¢ikarma is-
lemini tanimlamak istemiyor muyduk? Cikarmayi tanimlarken
cikarmadan sozetmek dogru degil. Yapmamiz gereken,
a-b=c-d
kosulunu ¢ikarma kullanmadan ifade etmek. Bu da oldukca
basit: Bu kosul yerine, ilkokuldan beri ona esdeger oldugunu
bildigimiz
a+d=c+b
kosulunu kosalim...
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Simdi denklik tanimimiz soyle: a, b, ¢, d € N ise ve
a+d=c+b
ise (a, b) ciftinin (c, d) ¢iftine denk oldugunu soyleyecegiz ve
bunu,
(a, b) = (c, d)
olarak gosterecegiz. Demek ki tanim geregi,
(a,b)=(c,d)=a+d=c+b.
Dileyen asagidaki denkliklerin dogru olduklarini tanima
basvurarak teker teker kontrol edebilir.

0,0)=(1,1)=(2,2)=(3, 3) =
(1,0)=(2,1)=(3,2)=4,3) =
(2,00=3,1)=(4,2)=(5,3) =
(3,0)=(4,1)=(5,2)=(6,3) =
(0,1)=(1,2)=(2,3)=(3,4) =
(0,2)=(1,3)=(2,4)=(3,5) =
(0,3)=(1,4)=(2,5)=(3,6)=
Ornegin, (3, 8)’e denk elemanlar, (0, 5), (1, 6), (2, 7), (3, 8),

(4, 9), (5, 10), ... elemanlaridir, yani su kiimenin elemanlaridir:
{(0, 5), (1, 6), (2, 7)} U {(3+n, 8+n) : n € N}.
Genel resim soyle:

(0, 5) ya da (3, 8)’e denk elemanlar
N (0, 1)’e denk elemanlar

(0, 0)’a denk elemanlar

(2, 0)’a denk elemanlar

(0,5) (5, 0)’a denk elemanlar

(5,0)

Ik sonucumuzu kanitlayalim.
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Onsav 5.1. Her (a, b), (¢, d), (e, f) € N x N icin,

i. (a, b) = (a, b),

ii. (a, b) = (c, d) ise (¢, d) = (a, b),

iii. (a, b) = (¢, d) ve (¢, d) = (e, f) ise (a, b) = (e, f).

Kanit: i. Tanima gore a + b = a + b esitligi kanitlanmali. Do-
gal sayilarla ilgili bu 6nermeyi zaten ders notlarinin 6nceki kis-
mindan biliyoruz.

ii. (a, b) = (¢, d) varsayimi, tanima gore,

a+d=c+b
diyor. (¢, d) = (a, b) denkligini yani
c+b=a+d
esitligini kanitlamaliyiz. Bu durumda da kanitlayacak bir sey yok.
iii. (a, b) = (¢, d) ve (¢, d) = (e, f) varsayimlari, sirasiyla,
a+d=c+bvec+f=e+d
diyor. Bu iki esitligi varsayarak, (a, b) = (e, f) denkligini, yani
a+f=e+b
esitligini kanitlamaliyiz. Varsaydigimiz esitlikleri kullanarak
hesaplayalim:

(@a+f)+(d+c)=(a+d)+(c+f)
=(c+b)+(e+d)
=(e+b)+(d+c).

Yukardaki birinci ve sonuncu esitlik, dogal sayilarla ilgili
ders notlarinin birinci kistmdan bilinen sonuglarin sonucu.
(Dogal sayilar1 ve dogal sayilar1 toplamayi bildigimizi varsaydi-
gimizi animsatirim.) Demek ki,

@+ f)+(d+c)=(e+b)+(d+c).

Dogal sayilarda sadelestirebilecegimizi bildigimizden, yu-
kardaki esitlikte sag taraflarda bulunan d + ¢ terimlerini sade-
lestirerek, istenen

a+f=e+b
esitligini buluruz. U
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Eger X = N x N ise, Onsav, tam tamina, her a, B,y € X icin,
L o= a,
i.a=pise f=a,
ln.o=PRvePf=yisea=y
diyor. Herhangi bir X kiimesi itizerine yukardaki onermeleri
saglayan bir = ikili iliskisine denklik iliskisi adi verildigini
[SKK]’dan biliyoruz. Demek ki Onsav 5.1, N x N kiimesi iize-
soyluyor.

Denklik iligkisi kavrami matematigin en 6nemli kavramlarin-
dan biridir. [SKK] adli kitabimizda bu konuya hakettigi 6nem ve
deger verilmigtir. Bu konuda eksigi olan okur bu asamada o ki-
tapta ilgili boliime bakmalidir.

Her denklik iliskisinde denklik siniflar1 vardir. Bir (a, b) if-
tinin denklik sinifini [(a, b)] yerine daha basit olarak [a, b] ola-
rak gosterelim. Tanim geregi (bkz. [SKK]) [a, b] kuimesi, (a, b)
elemanina denk olan elemanlardan olusan kiimedir:

la, b] = {(x,y) € Nx N : (a, b) = (x, y)}
={(x,y) e NxN:a+y=x+b}.
Ve a, b, ¢, d € N igin,
[a,b] =[c,d] < (a,b)=(c,d) < a+d=c+b
olur. Ornegin,
[1,6] ={(x,y) e NxN:y=x+35}=][0, 5],
2,6] ={(x,y) e NxN:y=x+4}=[1, 5],
[6, 6] ={(x,y) e Nx N:y=x}=][0,0].
Bu tg¢ sinif ilerde sirasiyla —5, —4 ve 0 anlamina gelecekler. Ka-
cinilmaz olarak [1, 5] de —4 anlamina gelecek, ¢iinkii
[1, 5] =[2, 6].

Bu denklik iligkisinin her denklik sinifi agsagidaki resimdeki
gibi ¢capraz dogrularin tstiindeki noktalardan olusur.

Simdi artik Z’yi en azindan kiime olarak tanimlayabiliriz.
Z’nin toplama, ¢ikarma, ¢arpma gibi islemleri ve siralamasi da-
ha sonra tanimlanacak.
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(0, 6)’ya denk elemanlar
N (0, 1)’e denk elemanlar

L (0, 0)’a denk elemanlar
(2, 0)’a denk elemanlar

(0,6)

(5, 0)’a denk elemanlar

(5,0)

5.2. Kiime Olarak 7
Z kiimesini NxN/= kiimesi olarak tanimliyoruz. Yani,
Z = {la, b]: (a, b) € N x N}.
Z’nin elemanlarina tamsay: adini veriyoruz.

Z’nin her elemani, yani her tamsay1 demek ki N x N kiime-
sinin bir altkiimesi. Bu, beklenmedik bir sey, ¢inkii N beklenil-
digi gibi Z’nin bir altkimesi olmadi. Ama ilerde her sey yoluna
girecek ve N’yi Z’nin bir altkiimesi olarak gorecegiz, biraz sabr.

Ustiine basa basa ve tekrar tekrar soyliiyoruz, Z’nin her ele-
mani N x N kiimesinin asagida goriinen c¢apraz altkiimelerin-
den biri.

Sezdigimiz ya da ilkokulda 6grendigimiz Z’yi nasil bulaca-
gimizi merak eden sabirsiz okura asagidaki sekli sunalim:
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Tanimladigimiz bu Z kiimesinin tstinde toplamayi, ¢arp-
may1, ¢ikarmayi ve esitsizligi tanimlayacagiz. Her seyi tanimla-
diktan ve en temel 6zelliklerini ¢ikardiktan sonra Z’nin tanimi-
ni degistirip yillardan beri asina oldugumuz N’yi igeren Z’yi
bulacagiz.

Alistirmalar
52.1.a,x € Nise [a + x, a] =[x, 0] ve [a, a + x] = [0, x]
esitlizliklerini kanitlayin.
5.2.2. Eger a > b iki dogal sayiysa, bir x dogal sayisi i¢in
la, b] = [x, 0]
esitliginin dogru oldugunu kanitlayin.
5.2.3. Her tamsayisinin bir x dogal sayisi icin ya [x, 0] ya
da [0, x] biciminde yazilabilecegini kanitlayin.
5.2.4. x ve y dogal sayilarsa ve [x, 0] = [0, y]isex =y =0
esitligini kanitlayin.

5.3. Toplama

Z’de toplama, ¢arpma ve ¢ikarma islemlerini ve < siralamasini
tanimlayacagiz ve bunlarin en temel 6zelliklerini kanitlayacagiz.

Toplamadan bashyoruz.

1. Z’den iki a ve B elemani alalim.

2. Z’nin tanimina gore, 4, b, ¢, d € N igin,

o= [a, b] ve B = [c, d]
esitlikleri gecerlidir.

3. aile B’nin, yani [a, b] ile [¢, d]’nin toplamini tanimlamak
istiyoruz.

4. Gelecekte, [a, b]’nin a — b ve [¢, d]’nin ¢ — d anlamina ge-
lecegini en az bin defa soylemistik. Demek ki [a, b] ile [c, d]’nin
toplami Z’nin,

(@a=0b)+(c-d),
sayisi ya da ona esit olan

(@a+c)—(b+d)
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sayist anlamina gelecek eleman olmali, yani Z’nin,
[a +c, b+d]
elemani olmali. Dolayisiyla, planlarimiza gore,
o =[a, b] ve B = [c, d]
ise,
a+B=la+cb+d
elemani olarak tanimlanmal..

Miikemmel bir plan. Ancak bu planda s6yle bir sorun ola-
bilir. Diyelim Ayse’yle Biilent’e yukardaki plana gore a ve B
tamsayilarini toplama gorevi verildi. Ayse, evinde

a = [a, b] ve B = [c, d]
olacak bi¢imde a, b, ¢ ve d dogal sayilarini buldu ve toplami
[a+c, b+d]
olarak sundu. Tanimi en az Ayse kadar iyi bilen Biilent de ay-
n1 seyi yapti ama Biilent, Ayse’nin buldugu a, b, ¢ ve d dogal
sayilarindan bagka dogal sayilar buldu. Diyelim Biilent,
o=a,b]vep=]|c,d]
olacak bicimde &', b', ¢’ ve d' dogal sayilarini buldu ve toplami
[a"+c, b +d']
olarak sundu. Elbette Ayse’nin sundugu o + B toplamiyla Bi-
lent’in sundugu o + B toplami esit olmali, yoksa tanimimizda bir
sorun var demektir, yani, planimizin basariya ulasmasi igin
[a+c,b+d]=[a +c,b +d']
esitligi gecerli olmali.

Planimizin gercekten mitkemmel oldugunu ve basariya ula-

sacagini kanitlayalim.

Onsav 5.2.a,b,c,dvea’, b, ¢, d dogal sayilar olsun. Eger
[a, b] = [a', b'] ve [c, d] = [c', d']
ise, 0 zaman,
[a+c,b+d]=[a +c,b +d]
dir.
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Kanmit: Varsayimlara gore,

a+b =a+bvec+d =c +d

esitlikleri dogru. [a + ¢, b + d] = [a' + ¢, b’ + d'] esitligini, yani
(@+c)+ (b +d)=(a +)+ (b+d)
esitligini kanitlamaliyiz. Eger varsayilan iki esitligi altalta yazip
toplarsak (ve dogal sayilarin toplamasiyla ilgili bildigimiz temel
ozellikleri kullanirsak) istedigimiz hemen ¢ikar:
a+b =a+b

+ c+d =c' +d
(@a+c)+ b +d)=(a" +c')+(b+d).
Onsav kanitlanmistir. O

Artik toplamayi hi¢ ¢cekinmeden yukarda onerildigi gibi ta-
nimlayabiliriz:

[a,b] + [c,d] =[a +c, b+d].

Alistirmalar

5.3.1.[3, 5] + [4, 2] = [0, 0] esitligini gosterin.

5.3.2.[7, 5] + x = [0, 0] denklemini ¢oziin.

5.3.3.[7, 5] + x = [1, 3] denklemini ¢ozun.

5.3.4.[7, 5] + (x+ x) = [1, 3] denklemini ¢ozebilir misiniz?

5.3.5.a, b € N olsun.

la, b] + [a, b] = [2a, 2b]
esitligini kanitlayin.

5.3.6.0a,B € Zolsun. o + B = a ise B = [0, 0] esitligini ka-
nitlayin.

5.3.7.a,b € N olsun. [a, b] + [b, a] = [0, 0] esitligini kanit-
layn.

5.3.8. Z’de o + a = [1, 0] denkleminin ¢oziilemeyecegini ka-
nitlayin. (o + o = 2a esitliginin simdilik bir anlami olmadigini be-
lirtirim. Ilerde bir anlami olacak ama. Once [2, O]Jo’nin, sonra da
20’nin tanmimini yapacagiz.) Hangi a ve b dogal sayilari i¢in Z’de
o + o = [a, b] denklemi ¢oziilebilir?
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5.4. Toplamanin Ozellikleri
Toplamanin 6zelliklerini irdeleyelim.

Onsav 5.3. i. [Birlesme Ozelligi] Her a, B, vy € Z icin,
(0+B)+y=a+(B+7y).
ii. [Etkisiz Elemanin Varligi] [0, O] toplamanin etkisiz ele-
mamnidir, yani her o. € Z icin,
a+[0,0]=1[0,0] +a=a.
iii. [Ters Elemanin Varligi] Her o € Z icin,
a+o =a +o=]0,0]
esitligini saglayan bir o/ € Z vardwr. o = [a, b] ise o' = [b, a] ola-
rak almabilir.
Kanit: i. Once
o =la, b], B =lc,d],y=le, fl]
olacak bicimde a, b, c, d, e, f dogal sayilarini bulalim ve kanit-
lamak istedigimiz esitligin solunu ve sagin1 bu dogal sayilar cin-
sinden yazalim:
(a+B)+v =(la, b] + [c, d]) + [e, f]
=la+c, b+d+le, [l
=[(a+c)+e (b+d)+f]
ve
o+ (B+7v) =la, b] + ([, dl + [e, f1)
=la, bl +[c+e,d+ f]
=la+(c+e),b+(d+f)

Demek ki
[(@+c)+e,(b+d)+fl=la+(c+e),b+(d+])]
esitligini kanitlamaliyiz. Ama esitlik sadece siniflar diizeyinde

degil, elemanlar diizeyinde de gecerli:
(@+c)+e=a+(c+e),
b+d)+f=b+(d+]f)
cinkii a, b, ¢, d, e, fdogal sayilar ve dogal sayilarda birlesme
ozelligini biliyoruz.)
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il. o = [a, b] olacak bicimde a ve b dogal sayilarini segelim
ve hesaplayalim.
o+ [0,0] =[a, b] + [0, 0]
=la+0,b+0]=]a,b]=a.
[0, 0] + @ =[O0, O] + [a, b]
=[0+a,0+b]=]a,b]=o0.
iii. @ ve b dogal sayilari i¢in, o = [a, b] olsun.
a+o =a +o=]0,0]
esitligini saglayan bir o’ € Z bulacagiz. a, a — b anlamina gelece-
ginden, o’ elemaninin b — @ anlamina gelecek olan [b, a] olmasi
gerektigini seziyoruz. Nitekim, o = [b, a] olsun ve hesaplayalim:
o+ =la, bl+[b,al=[a+b,b+a]
=la+b,a+b],
o' +a =[byal +[a, bl =[b+a,a+b]
=la+b,a+b],
Demek ki, her ¢ € N icin, [c, c] = [0, 0] esitligini kanitlamaliyiz
ama bu ¢ + 0 = 0 + ¢ = c esitliginden hemen c¢ikar. [

Onsavdaki ii¢ 6zelligi saglayan (Z, +, [0, 0]) tiiriinden bir ya-
piya grup denir. Demek ki Onsav 2, (Z, +, [0, 0]) yapisinin bir
grup oldugunu gosteriyor. Bir grupta sadelestirme yapilabilir:

Onsav 5.4. Bir grupta (dolayistyla 7’de de)

i. [Sadelesme] o + B = o + y ise, B =y olur.

ii. [Etkisiz Elemanin Biricikligi] Eger bir oo ve B icin o + B = o
ise B = [0, 0] olur.

iii. [Ters Elemanin Biricikligi] Verilmis bir o icin, o', Onsav
5.3.1ii’teki esitligi sagliyorsa ve o + B = [0, 0] ise, B = o olur.

Kanit: i. o', o tamsayisi i¢in Onsav 5.3.iii’ii saglasin, yani
o' + o = [0, 0] olsun. O zaman ayni 6énsava gore,

B=[0,0+B=(a+a)+P=0a +(a+p)

o +(a+y)=(a +a)+y=[0,0]+y=7y

olur.
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ii. Yukardakinden ¢ikar: o + B = o = a + [0, O].
iii. (i)’den ¢ikar: o + B =10, 0] = o + . O]

Onsav 5.3.ii ve 5.4.ii’den dolay1, [0, 0] elemanina toplama-
nin etkisiz elemam adi verme hakkina sahibiz. Onsav 5.3.iii ve
5.4.iii’ten dolayi, o € Z elemaninin tersini —o olarak yazip bu
elemana o’nin toplamsal tersi adini verebiliriz. Onsav 5.3.iii’ten
dolayi [a, b] elemaninin tersi [b, a] elemanidir, yani

~[a, b] = [b, 4]
olur. Buradan,

—[a, a] = [a, a
ve

—(—a) = a
esitlikleri ¢ikar, ama son esitlik Onsav 5.3.iii’ten de ¢ikar: o, o
elemaninin tersiyse, o elamani da o’nin tersidir!
Grubumuzun isleminin (toplamanin yani) degismeli oldugu-
nu da kanitlayalim.

Onsav 5.5. Her o, B € Z icin, o + B = B + o
Kanit: o = [a, b], B = [c, d] olacak bi¢cimde a, b, ¢ ve d do-
gal sayilar1 bulalim ve hesaplayalim:
oa+B =la,b]l+[c,d]=[a+c,b+d
=|c+a,d+b]=]cd]+|a, b]
= B + . D

Onsav 5.5°teki esitligi saglayan bir gruba degismeli ya da
abelyen grup denir.
Z’de ¢ikarma islemini tanimlayalim: Her a, b, ¢, d dogal sa-
yilarr igin,
la, b] — ¢, d] = [a, b] + [d, c] =[a+d, b+ (]
olsun. Ya da gruplarin diliyle, her o, p tamsayilari icin,

a-B=a+(-p)
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olsun. Buradaki —B, B tamsayisinin toplamsal tersidir. Boylece
Z’de ¢ikarma iglemini tanimlamig olduk.
Benzer sekilde,
—a+B=(a)+p
ve
o~ =(-a) + (-p)

elemanlar1 da tanimlanir.

Alistirmalar

5.4.1. Her a, B € Z igin, —(a. + B) = —f — o esitligini kanit-
layin.

5.4.2. Her a, b € N i¢in [a, 0] + [b, 0] = [a + b, 0] esitligini
kanitlayin.

5.4.3. Hangi a € N i¢in, o + o = [a, 0] denklem Z’de ¢oziile-
bilir?

5.4.4. Hangi [a, b] i¢in o + o = [a, b] denklemi Z’de ¢oziile-
bilir?

5.4.5. Her a, B € Z igin,

o+ B) = () + (o) =-a—p=—P-a

esitliklerini kanitlayin.

5.4.6. Eger (a, a') ve (B, p') tamsayi ciftleri Onsav §.3.iii’ii
saglyorsa, (o', o) ve (o + B, o + P') ciftlerinin de Onsav
5.3.1ii’t sagladigini kanitlayin.

5.5. Carpma

Tamsayilarda toplama diginda bir de ¢arpma iglemi var ta-
bii. Bu bolimde ¢carpmayi tamimlayacagiz. Toplama i¢in yapti-
gimiz akil yiiriitmeyi ¢arpma icin de yapalim.

1. Z’den iki a ve B elemani alalim.

2. Z’nin tanimina gore, 4, b, ¢, d € N igin,

a=la, b] ve B = [c, d]

esitlikleri gecerlidir.

3. a ile B’y1, yani [a, b] ile [¢, d|’'nin ¢arpimini tanimlamak
istiyoruz.
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4. Gelecekte, [a, b]’nin a — b ve [c, d]’nin ¢ — d anlamina ge-
lecegini en az bin defa soylemistik. Demek ki [a, b] ile [c, d]’nin
carpimi Z’nin,

(@a—b)c—4d)
ya da
(ac + bd) — (ad + bc)
anlamina gelecek elemani olmali, yani Z’nin,
lac + bd, ad + bc]

elemani olmali. Demek ki, planlarimiza gore,

o= [a, b] ve B = [c, d]
ise,

of = [ac + bd, ad + bc]
elemani olarak tanimlanmali.

Miikemmel bir plan daha... Ancak bu planda soyle bir so-
run olabilir. Diyelim Ayse’yle Biilent’e yukardaki plana gore o
ve B tamsayilarini ¢arpma gorevini verdim. Ayse, evinde

a=[a, b] ve B = [c, d]
olacak bi¢imde a, b, ¢ ve d dogal sayilarini buldu ve ¢arpimi
[ac + bd, ad + bc]
olarak sundu. Tanimi en az Ayse kadar iyi bilen Biilent de ay-
n1 seyi yapti ama Biilent, Ayse’nin buldugu a, b, ¢ ve d dogal
sayilarindan baska dogal sayilar buldu. Diyelim Biilent,
o=a,b]vep=]|c,d]
olacak bigimde &', &', ¢’ ve d' dogal sayilarini buldu ve ¢arpimi
la'c + b'd',a'd + b
olarak sundu. Elbette Ayse’nin sundugu af c¢arpimiyla Bii-
lent’in sundugu off ¢arpimi birbirine esit olmali, yoksa tanimi-
mizda bir sorun var demektir, yani,
[ac + bd, ad + bc] = [a'c’ + b'd', a'd" + b'']
olmali.

Dolayisiyla sundugumuz toplama taniminin gegerli olmasi

icin asagidaki sonu¢ dogru olmali.
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Onsav 5.5.a,b,c,dvea', b, c', d dogal sayilar olsun. Eger
[a, b] = [a', b’ ve [c, d] = [c', d']
ise, 0 zaman,
ac + bd, ad + bc] = [a'c’ + b'd', a’'d" + b'(']
olur.
Kanit: Varsayimlara gore,
a+b'=a +bvec+d =c"+d
esitlikleri dogru.
[ac + bd, ad + bc] =[a'c’' + b'd’, a'd" + b'c']
esitligini, yani
ac+bd+ad +bc' =ac +b'd +ad+ bc
esitligini kanitlamaliyiz. Unutmayalim ki yukardaki esitlik N’de
gecerli ve N’de ¢ikarma ve bolme iglemleri yok. Dolayisiyla bu
esitligi ¢ikarma ve bolmeye basvurmadan kanitlamaliyiz.

Cikarma islemini kullanmadan bu esitligi kanitlamak hic de
kolay degil. Okurun verecegimiz kaniti okumadan kanitlama-
ya ¢alismasini 6neririm. Plansiz programsiz yola koyulursa ba-
sarma olasihig1 ¢cok diisiik olacagini saniyorum.

Su kanit planini yapalim: Esitligin sagindan ve solundan a’y1
ve ¢’yi yok edelim. Bunun i¢in her iki tarafa da ne kadar terim
eklemek gerekirse ekleyelim. Her iki taraftan da a’y1 ve ¢’yi yok
edersek, esitlik dogruysa karsimiza 6zdes bir esitlik ¢ikmali.

a ve ¢’nin bulundugu terimleri siralayalim:

ac, ad, bc

Once, a’ya ve c’ye gore “ikinci dereceden” bir terim olan en

soldaki ac’yi yok etmeye ¢alisalim.

ac+(ad" +b'c+b'd) =(a+b')(c+d)

=(a' +b)(c' +d)
esitligini goz oniine alarak, kanitlamak istedigimiz esitligin her
iki tarafina da
ad" +b'c + b'd’

terimini ekleyelim. Boylece esitligin solundaki ac kaybolacak; an-
cak esitligin sag tarafinda icinde a ve ¢ barindiran ad’ ve b'c te-
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rimleri belirecek. Ama bunlar a ve c’ye gore birinci dereceden te-
rimler olduklarindan, bunlardan kurtulmak ac’den kurtulmak-
tan daha da kolay olacak. Yukardaki eklemeyi yaptigimizda,
icinde a ve ¢ barindiran
ad, bc,ad', b'c
terimleri kalacak. Ornegin birincisinden kurtulmak icin her iki ta-
rafa da b'd eklemek yeterli, ciinkii boylece ad’nin oldugu tarafta,
ad + b'd=(a+b)d = (a' + b)d
esitligini kullanabilecegiz. I¢inde a ve ¢ barindiran yukarda si-
ralanan terimlerin her biri icin, sirasiyla,
b'd, bd', b'd’, b'd’
(iki kez b'd") ekleyelim. Daha onceki ad’ + b'c + b'd’ terimini
de hesaba katalim. Boylece, her iki tarafa da,
ad' +b'c+b'd" +b'd+bd" +b'd" +bd
terimini, yani
ad' +b'c + 3b'd" + b'd + bd’
terimini eklememiz gerektigini goriirtiz. Bu terimi ekleyelim,
a’y1 ve c’yi yok eden hesaplari yapalim ve bakalim iki tarafta
da ayni seyi elde ediyor muyuz.
Once sol tarafi hesaplayalim.
(ac +bd +a'd +b'c’)+ (ad' +b'c+3b'd" +b'd + bd")
=(ac+ad' +b'c+b'd")+2b'd'+b'd+bd'+bd+a'd +b'c’
=(a+b)c+d)+2bd"+b'd+bd +bd +a'd +b'c’
=(@ +b)(c'"+d)+2b'd"+b'd+bd" +bd +ad +b'c.
Goruldigu gibi hi¢ a ve ¢ kalmadi. Benzer islemi sag taraf
icin de yapalim.
(@c'"+b'd +ad +bc)+ (ad + b'c +3b'd" +b'd + bd")
=ac' +b'd +(ad + b'd) + (bc + bd')
+(ad" +b'd")+ (b'c+b'd)+b'd’
=ac +b'd +(a+b)d+blc+d)
+(a+b)d +b'(c+d)+b'd
=ac +b'd +(a +bd+blc'+d)
+ (@ +b)d +b'(c'"+d) +b'd'.
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Sag tarafta da hic a ve ¢ kalmadi. Simdi bu a’s1z ve ¢’siz te-
rimler birbirine esit, hatta 6zdes olmali. Nitekim kolayca gorii-
lecegi uizere oyleler.

Dogal sayilarda sadelestirmeyi bildigimizden, ekledigimiz

ad' +b'c + 3b'd" + b'd + bd’
terimlerini sadelestirip istedigimiz
ac+bd+ad +bc'=ac +b'd +ad+ bc

esitligine kavugsuruz. Nihayet! ]

Onsav sayesinde,
[a, bllc, d] = [ac + bd, ad + bc]
islemini (¢carpimini) vicdanimiz rahat tanimlayabiliriz. Artik
Z’de sadece toplama degil, bir de carpma islemimiz var. Carp-
ma islemi af olarak gosterildigi gibi, kimileyin axf ya da a-f
olarak da gosterilir.

Alistirmalar

5.5.1.[3, 5][5, 3] = [0, 4] esitligini gosterin.

5.5.2.[3, 4][2, 3] hangi tamsayiya esittir?

5.5.3.[3, 4][1, 3] = o + a denkleminin tamsayilarda ¢ozii-
mi var midir?

5.5.4. Her a € Z i¢in, a1, 0] = a esitligini kanitlayin.

5.5.5. Her [a, b] € Z icin, [a, b]|0, 1] = [b, a] esitligini kanit-
layin.

5.5.6. Her a € Z igin, o + [0, 1] = [0, 0] esitligini kanitla-
yin.

5.5.7. Her a € Z i¢in, a[0, 0] = [0, 0] esitligini kanitlayin.

5.5.8. Her a € Z i¢in, o + a = [2, O]a esitligini kanitlayin.

5.5.9. [a, b][c, d] = o + a denkleminin tamsayilarda ¢ozimi
olmasi i¢in [a, b] = o + a ya da [c, d] = a + o denkleminin ¢o-
ziimii olmasinin yeter ve gerek kosul oldugunu kanitlayimn. (Ya-
ni iki tamsayinin ¢arpiminin ¢ift olmasi igin iki tamsayidan bri-
inin ¢ift olmasinin yeter ve gerek kosul oldugunu kanitlayin.)
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5.6. Carpmanin Ozellikleri
Onsav 5.6. i. Her o, B, v € Z icin,
(aB)y = a(Py).
ii. [1, O] carpmanin etkisiz elemanmidir, yani her o € Z igin,
a[l, 0] =[1, O]a = o

iii. Her o, B € Z icin, aff = Ba.

Kanut: Birincisi biraz uzun olabilecekse de kanitlar son de-
rece basit. Aynen Onsav 5.3%iin kanitindaki gibi her sey, Z kii-
mesinin ve Z’de ¢arpmanin tanimlarindan ve dogal sayilarin
daha 6nceki bolumlerde kanitlanan 6zelliklerinden ¢ikar. (Eger
dogal sayilarin kanitlamay: unuttugumuz bir 6zelligi varsa,
okur toplamanin tanimina bagvurarak bu ozelligi kolaylikla
kanitlayabilir diye umuyoruz.) O

5.7. Toplamayla Carpmay1 Harmanlayan Ozellik
Toplamayla ¢arpmay1 harmanlayan tek bir 6zellik vardir:
Simdi kanitlayacagimiz dagilma ozelligi. Bir de [0, 0] = [1, 0]
ozelligi vardir ama bu ¢ok basit.

Onsav 5.7. [1, 0] # [0, 0] ve her o, B, y € Z icin,

af +7y)=opf +oay
ve
B+ v)a = Ba + you.

Kanut: Birinci esitsizlik ¢cok basit.

Ikinci esitlik birincisinden ve Onsav 5.6.iii’ten ¢ikar. Birin-
ci esitligi kanitlayalim.

o =la, bl, B =[c, dl,y = le, f] olacak bicimde a, b, ¢, d, e, f
dogal sayilarini bulalim ve kamitlamak istedigimiz esitligin so-
lunu ve sagini bu dogal sayilar cinsinden yazalim:

(B +7) = la, bl([c, d] + [e, f1)
= la, bl[c + e, d + f]
=la(c+e)+bld+ f),ald+ f) + b(c +e)]

ve
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ap + oy = [a, b][C, d] + [a, b][es /]
= lac + bd, ad + bc] + |ae + bf, af + be]
= lac + bd + ae + bf, ad + bc + af + be].
Demek ki
la(c +e) + b(d + f),ald + f) + b(c + e)]
= lac + bd + ae + bf, ad + bc + af + be]
esitligi kanitlanmali, ki, eger dogal sayilarin 6zelliklerini bildi-
gimizi varsayiyorsak bu ¢ok bariz bir sey. O

Asina oldugumuz
—n(m —p) = np — nm,
(—n)(-m) = nm,
(—n)m = n(—m) = —nm
gibi esitliklerin kanitin1 okura birakiyoruz.

Alistirmalar

5.7.1. Eger a, B € Z i¢in aff = [0, 0] ise, o zaman o = [0, O]
ve B = [0, 0] esitliklerinden en az birinin dogru olmasi gerekti-
gini kanitlayin.

5.7.2. Her a, B € Z i¢in, aff = [1, 0] ise

a=B=[1,0lyadaa=p=]0,1]

esitliklerinden birinin dogrulugunu kanitlayin.

5.7.3. Z’de af3 = [2, 0] denklemini ¢oziin.

5.7.4. Z’de oo = [1, 0] denklemini ¢o6zun.

5.7.5. Z’de awa = [0, 1] denkleminin ¢6ztimiiniin olmadigini
kanitlayin.

5.7.6. Z’de aoa = |2, 0] denkleminin ¢6ztimiiniin olmadigini
kanitlayin.

5.7.7. ’de ao = [4, 0] denkleminin ¢6ztim kiimesini bulun.

5.7.8. Z’de oo + o + [1, 0] = [0, O] denkleminin ¢6ziimii
olmadigini kanitlaym.

5.7.8. Z’de oo + o + [0, 6] = [0, 0] denkleminin tim ¢6ztim-
lerini bulun.
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5.8. Buraya Kadar Ozet
Yukardaki Onsav 3.i, ii, iii, 4, 6 ve 7’de kanitladiklarimni-
71 Ozetleyelim:

Teorem 5.8. (Z, +, x, [0, 0], [1, 0]) yapis: su ozellikleri sag-
lar: Her a, B, vy € Z icin,

Tl. (o +B)+y=a+ (B +7).

T2. o + [0, 0] = [0, O] + . = .

T3. o+ o' =o' +a =0, 0] esitligini saglayan bir o/ € Z vardr.

T4. 0+ B =p + a.

CL. (aB)y = o(Py).

C2. a[1, 0] = [1, O]a = a.

C4. of = Boa.

TC1. [1, 0] # [0, O].

TC2. af +v) = af + ay.

Teoremdeki 6zellikleri saglayan bir yapiya degismeli balka
denir. Demek ki (Z, +, x, [0, 0], [1, 0]) degismeli bir halkadir.

Bu bolimiin sonunda [0, 0] yerine 0, [1, O] yerine 1 yaza-
cagiz ve o zaman T2 ve C2 daha dogal goziikecek.

(Z, +, %, [0, 0], [1, 0]) halkasinin her halkada bulunmayan bir
ozelligi vardir: [0, O]’a esit olmayan iki elemanin ¢arpimui [0, 0]
olamaz. (Bkz. Alistirma 5.7.1) Bu tiir halkalara bolge (Ingiliz-
cesi domain) ad verilir.

Teorem Uzerine Notlar. Once 6zelliklerin adlarindan soze-
delim:
T: Toplamayla ilgili,
C: Carpmayla ilgili,
demektir. TC, toplama ve ¢arpmayla ilgili 6zellik anlamina gelir.
T1 ve C1 ozellikleri toplamanin ve ¢carpmanin birlesmeli bir
islem oldugunu soyliiyor. Acik acik yazilmamig ama teoremden
toplamanin ve ¢arpmanin birer iglem oldugu anlagiliyor, yani
o, B € Zise, Z’de o + B ve af olarak yazilan elemanlar vardir.
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T2, [0, O] elemaninin toplamanin, [1, 0] elemaninin da
carpmanin etkisiz elemant oldugunu soyliuyor. Acik acik yazil-
mamig ama teorem aslinda [0, O] ve [1, 0] elemanlarinin Z’de
oldugunu da soyliyor.

T4 ve C4, toplamayla carpmanin degismeli igslemler oldugu-
nu soyluyor.

T3’teki o', a’ya gore degisir ama verilmis bir o igin bu 6zel-
ligi saglayan bir tane o’ vardir. o elemani —a olarak yazilir.

C3 unutulmamustir! Tam C3 olmasa da C3’tun cok benzeri
bir 6zellik ileride tanimlayacagimiz kesirli sayilar i¢in dogru
olacaktir.

T1, T2 ve T3’u saglayan bir (Z, +, [0, 0]) yapisina grup de-
nir. Bu yapi1 bir de T4’ui saglarsa yapiya degismeli ya da abel-
yen grup denir.

Teoremi saglayan bir (Z, +, x, [0, 0], [1, 0]) yapisina degis-
meli ya da komiitatif balka denir. Alistirma 5.7.1°deki 6zelligi-
ni saglayan degismeli halkalara bélge denir. Demek ki

(Z, +, %, [0, 0], [1, O])
yapisi bir bolgedir. Bir bolgede ab = ac ve a # 0 ise b = ¢ olur.
(Neden?)

5.9. Siralama
Tamsayilarda toplama ve ¢arpma disinda bir de bir tamsi-
ralama vardir. Sira Z’de siralamayi tanimlamaya geldi.
la, b] < ¢, d] esitsizliginin, bildigimiz tamsayilarda
a-b<c-d
anlamina gelecegini defalarca soyledik. Ama esitsizligin tanimini
[a,b]<|c,d]| = a-b<c-d
olarak veremeyiz ¢inkii a — b < ¢ — d esitsizligi dogal sayilarla il-
gili bir 6nerme ve dogal sayilarda ¢ikarma islemimiz yok. Buna
benzer bir sorunla daha once karsilagsmistik. a — b < ¢ — d esitsiz-
liginin a + d < ¢ + b esitsizligine denk oldugunu biliyoruz. Bu son
esitsizlikte sadece dogal sayilar ve toplama var. Simdi Z’de esitsiz-
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ligin tanimini 6nerebiliriz:
[a,b]<|c,d]| < a+d<c+b.

Ama daha once iki kez yaptigimiz gibi, bu tanimin gecerli
bir tanim oldugunu kanitlamaliyiz. Nitekim gene soyle bir so-
run olabilir: Ayse’yle Biilent’e o ve B tamsayilarini verip bun-
lardan hangisinin digerinden daha buiyiik oldugunu sorabiliriz.
Bu sorunun yanitini bulmak igin Ayse,

o= [a, b] ve B = [c, d]
olacak bi¢imde a, b, ¢, d dogal sayilarini bulur ve
a+dilec+b
dogal sayilarini kargilastirir. Bulent de ayni yonteme bagvurur
(zaten baska yontem de yok.) Ama Bilent, Ayse’nin sectigi a,
b, ¢, d dogal sayilarini secmek zorunda degil, Biilent
a=[a,b]veP=]c,d]
olacak bi¢imde a’, b', ¢', d' dogal sayilarini secip ve
a' +d'ilec +b'
dogal sayilarini karsilastirabilir. Tanimin gegerli olmasi igin
Ayse’yle Biilent’in kargilagtirmalari uyumlu olmak zorundadir,
yani Ayse, 6rnegin,
a+d<c+b
sonucunu bulmussa, Biilent de
a'+d' <c'+b'
sonucunu bulmalidir. $imdi bunu kanitlayalim.

Onsav 5.9. Her a, b, ¢, d, a', b', ¢c', d' € N icin, eger [a, b]
=la', b’ ve [c,d] = [c', d] ise,
a+d<c+bosa +d <c' +b'.
Kanit: Durum simetrik oldugundan sadece = istikametini
kanitlamak yeterli. Demek ki,
a+b'=a +b
c+d =c'"+d
a+d<c+b

onermelerini kabul edip a’ + d' < ¢’ + b’ 6nermesini kanitlama-
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liyiz. Kanitlanacak 6nermenin sagina ve soluna b + ¢ eklersek
diledigimizi elde edecegiz:
(@ +d)+b+c)=@ +b)+(c+d)=(@+b')+(c'+d)
=(a+d)+ (b +c")<(c+b)+ (b + ')
=" +c")+ (b+ o).
Simdi b + ¢’leri sadelestirip (dogal sayilarla bunu yapabilecegimi-
zi biliyoruz) istenen a’ + d' < ¢’ + b’ esitligini elde ederiz. O

Ancak bu 6nsavdan sonra goniil rahathigiyla
[a,b]<|c,d]| < a+d<c+b
tanimini verebiliriz.

Alistirmalar
5.9.1.10, 3] < [0,2] <[0,1] <[0,0] <[1,0] <[2,0] <[3,0]
esitsizliklerini kanitlayin. (Burada, o < B ifadesi, o < B ve o # B
anlamina gelmektedir.)

° ° ° ° ° > 7
[0,2] [0, 1] [0,0] [1,0] [2,0] -

5.9.2. Hi¢bir 7 dogal sayist igin,
[7,0] <a<[n+1,0]
esitsizliklerini saglayan bir a tamsayisinin olmadigini kanitlayin.
5.9.2. Hicbir 7 dogal sayisi icin, [0, n+1] < a < [0, 7] esit-
sizliklerini saglayan bir o tamsayisinin olmadigini kanitlayin.

5.10. Siralamanin Ozellikleri
Hemen yukarda tanmimladigimizin gergekten bir siralama
oldugunu, hatta bir tamsiralama oldugunu gosterelim.

Onsav 5.10. Her o, B, v € Z icin,
La<ao.
i.a<PBvepB<Laisea=0p.
.o<BveP<yisea<y.
iv. Yaa<PByaB<a.
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Kanmit: Tahmin edildigi iizere her sey tanimlardan ve dogal
sayilarin bilinen 6zelliklerinden ¢ikacak.

o =la, bl, B =[c, d], vy = [e, f] olacak bi¢imde a, b, c, d, e,
f dogal sayilarimi bulalim.

i. Bu, a + b = a + b esitliginden cikiyor!

ii. Varsayimlara gore

a+d<c+bvec+b<a+d.

Demek kia + d = c + b. Yani [a, b] = [c, d].

iii. Varsayimlara gore

a+d<c+bvec+f<e+d.
Bu iki esitsizligi toplarsak,
(@a+d)+(c+ f)<(c+Db)+(e+d),
yani
(@a+f)+(d+c)<(b+e)+(d+c)

elde ederiz. Simdi soldaki d + ¢’leri sadelestirebilmemiz gereki-
yor. Bunu da Teorem 3.19°da yaptik, daha dogrusu okura
alistirma olarak biraktik.

iv.a+d<c+bvec+b<a+ desitsizliklerinden birinin
dogru oldugunu kanitlamamiz gerekiyor ki dogal sayilarla ilgi-
li olan bu 6nermeyi biliyoruz. [l

Tamsayilarin tamsiralanmasi sayesinde tamsayilari soldan
saga dogru siralanmig bicimde temsil edebiliriz. Sagdaki tamsa-
yilarin soldakilerden daha buytk olduklar1 varsayilir.

Tamsayilardaki siralama “ayrik” bir siralamadir. Her tam-
sayidan hemen sonra gelen bir tamsayi ve hemen 6nce gelen bir
tamsay1 vardir. Nitekim eger o € Z ise, a + [1, 0], o’dan daha
buytiktiir ve bu iki tamsay1 arasinda bir bagka tamsay1 yoktur
ve o + [0, 1], o’dan daha kiictiktiir ve bu iki tamsay1 arasinda
bir baska tamsay1 yoktur. (Bunu Onsav 3.18 ile karistirin.) Bu
o + [1, 0] ve o + [0, 1] sayilar1 ilerde sirasiyla oo + 1 ve a0 — 1
anlamina gelecekler. Asagidaki alistirmalarda okurdan bunu
kanitlamasini istiyoruz.
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Alistirmalar

5.10.1. Eger a € Z ise, a + [1, 0] tamsayisinin o’dan daha
biiyiik oldugunu ve bu iki tamsay1 arasinda bir bagka tamsayi
olmadigini kanitlaymn.

5.10.2. Eger a. € Z ise, a + [0, 1] tamsayisinin o’dan daha
kiigiik oldugunu ve bu iki tamsayi arasinda bir baska tamsay1
olmadigini kanitlayin.

5.10.3. Z’de en buyuk ve en kiiciik elemanlarin olmadigini
kanitlayin.

5.10.4. Her o € Z igin, aa 2 [0, 0] esitsizligini kanitlayin.

5.10.5. Her a € Z icin, aa > o esitsizligini kanitlayin.

5.11. Siralamayla Islemlerin Iliskisi
Simdi herhangi bir sayiyla toplamanin ve [0, 0]’dan biiyiik
(yani pozitif) bir sayiyla carpmanin siralamaya saygi duydugu-
nu (yani islem uygulanan elemanlarin siralamasini bozmayaca-
gini) kanitlayalim.

Onsav 5.11. o < B ve y tamsay: olsunlar.
La+y<B+y.
i. Eger y > [0, 0] ise, oy < Py.
Kanit: o = [a, b], B = [c, d], y = [e, f] olacak bicimde a, b, c,
d, e, f dogal sayilarini bulalim. Varsayima gore a + d < ¢ + b.
i. o + y ve B + v tamsayilarini a, b, ¢, d, e, f dogal sayilar
cinsinden yazalim.
oa+y=la,bl+]e fl=[a+e b+ fl,
B+y=lc,d]l + e, fl=[c+e, d+f].
Istedigimiz o + y < B + y esitsizliginin dogru olmasi igin,
(a+e)+(d+f)<(c+e)+(b+f),
yani
(a+d)+(e+f)<(c+b)+(e+f),
esitsizliginin dogru olmasi gerekiyor. Varsayima gorea + d<c + b
esitsizligi dogru oldugundan, bu son esitsizlik de dogrudur [Te-
orem 3.19].
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ii. Varsayimdaki y > [0, 0] esitsizligi e > f demektir. a + d <
¢ + b esitsizligi diginda bir de bunu aklimizda tutalim, her iki-
sini de kullanacagiz.

o + 7y ve B +ytamsayilarini a, b, ¢, d, e, f dogal sayilari cin-
sinden yazalim.

oy = [a, blle, f] = [ae + bf, af + be],
By = [c, dlle, f] = [ce + df, cf + de].
Istedigimiz ay < By esitsizliginin dogru olmasi icin,
(ae + bf) + (cf + de) < (ce + df) + (af + be),
yani
(a+de+ (b+c)f <(b+cle+ (a+df,
esitsizliginin dogru olmasi gerekiyor. e > f oldugundan, bir g
dogal sayisi igin,
e=f+g
esitligi dogrudur. Bunu kullanarak kanitlamak istedigimiz egit-
likteki e’yi yok edelim:
(@a+d)(f+g) +(b+c)f <(b+o)f +g) +(a+df,
esitsizligini kanitlamahiyiz. Esitligin saginda ve solundaki
(a+b+c+df
terimleri var. Demek ki,
(a+d)g<(b+c)g
esitsizligini kamitlamaliyiz. Ama a + d < ¢ + b esitsizligini bili-
yoruz... Istedigimiz kanitlanmugtir. O]

5.12. Ozetle

Teorem 5.12. (Z, +, x, <, [0, 0], [1, O]) yapist Teorem 5.8’de-
ki ozelliklerden baska su ozellikleri de saglar: Her a., B,y € Z icin,

S1. a < o

S2.a<PreP<aisea=p.

S3.a<PBurvef<yiseasy.

S4. Yao <P yaP <o

TS. Egera<Pisea+y<p+7.

CS. Eger a < B vey =0, 0] ise, ay < By.
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Teorem Uzerine Notlar: Once 6zelliklerin adlari:
T: Toplamayla ilgili,
C: Carpmayla ilgili,
S: Siralamayla ilgili
demektir. Ornegin TS, toplama ve siralamayla ilgili 6zellik an-
lamina gelir.
T1, T2, T3, T4, S1, S2, S3, TS’yi saglayan bir
(Z, +, <, 10, 0])
yapisina stralr abelyen grup adi verilir. Teorem 5.8 ve 5.12’yi
saglayan bir (Z, +, x, <, [0, 0], [1, 0]) yapisina da stwrali balka
denir. Sirali halkalar bolge olmak zorundadirlar. (Neden?) Her
sirali halkada -1 < 0 < 1 olmak zorundadir. (Neden?)

5.13. N’yi Z’ye Gommek

[lkokuldan beri bize her dogal sayinin bir tamsay: oldugu
ogretilmistir: Her dogal say1 bir tamsayidir; dogal sayilar, tam
tamina 0’dan buytikesit tamsayilardir... demistir 6gretmen.
Ama burada yaptigimiz insada hi¢ de oyle degil, hicbir dogal sa-
y1 bir tamsayi degil, ¢inkii her tamsayr N x N kiimesinin bir alt-
kiimesi (bkz. asagidaki sekil) ve higbiri N’nin bir elemani degil.
Yani N ¢ Z iligkisi dogru olmadigi gibi, tam tersine, N N Z = &
iligkisi dogru. Asagidaki sekilde goruldign tizere...

N [0,6]eZ [0,1]eZ
oo [0,0] € Z
[ )
[2,0] e Z
(0, 6)

[5,0] e Z

[ )

e o

N
(5,0)

01234567
JEEPNEPEPNEPNEP PP PPN —
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Bu sorunu ilerde ¢ozecegiz ve N kiimesi ger¢ekten Z’nin alt-
kiimesi olacak; ama tabii bunun i¢in Z’yi ya da N’yi (ikisinden
birini) degistirmemiz gerekecek. Simdilik sorunu ¢6zme yolun-
da bir adim atalim ve Z’nin i¢cinde N’ye ¢ok benzeyen bir alt-
kiime bulalim. Sadece kiime olarak degil, toplama ve ¢arpma
islemleri ve siralamalariyla birlikte N ile Z’nin buldugumuz bu
altkiimesi birbirlerine benzeyecekler.

N [0,6]eZ [0,1]eZ
[0,0] € Z
< [2,0] e Z
(0, 6)8
s [5,0] e Z
q N
(5,0)

01234567
—o oo oo 000000 »N

x € N i¢in, Z’nin [x, 0] elemaninin ilerde x — 0, yani x an-
lamina gelecegini soylemistik. Demek ki aslinda Z’nin hangi
altkimesinin N’ye benzeyecegini de sdylemisiz: Z’nin yukarida
resmedilen

{[x, 0] : x € N}
altkimesi N’ye ¢ok benzeyecek.
N’den Z’ye giden ve
i(x) =[x, 0]

kuraliyla tanimlanan i fonksiyonu ele alalim. Bu i fonksiyonu-
nun bir “gomme” oldugunu, yani toplamaya, ¢arpmaya ve
siralamaya saygi duyan birebir bir fonksiyon oldugunu kanit-
layacagiz birazdan.

Once sezgi kazanmak amaciyla fonksiyonu resmedelim.
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i(0)=10,0] € iN) c Z

™~

i(2)=12,0] e i(N)c Z

i(5)=1[5,0] eilN)cZ

TS T 6T 6T &6 6000 >

1
01234567
Onsav 5.13. i, N°den Z’ye giden, toplamaya, carpmaya ve si-

ralamaya saygi duyan birebir bir fonksiyondur; yani her x,y € N
icin,

i(x +y) = ilx) +i(y),

i(xy) = i(x)i(y),

x <y < i(x) <i(y).

e O
e =
[\

S <7 5+7=12 5x7=35 N

v y y 1
> Z

i(5) < i(7) i(S)+i(7)=i(12) i(5)xi(7)=i(35)

Onsav 5.13’iin resmi

Kanit: Once 7'nin birebir oldugunu kanitlayalim. x, y € N

icin, i(x) = i(y) olsun. Demek ki
[x, 0] = [y, O,

yani x + 0 =y + 0, yani x = y. Boylece #’nin birebir oldugu ka-
nitlanmig oldu.

Esitliklerin kanit1 da oldukca bicimsel:

i(x+y)=[x+1v,0]
ve
i(x) +i(y) = [x, 0] + [y, 0] = [x +, O].

Demek ki i(x + y) = i(x) + i(y). Diger iki 6nerme de benzer se-
kilde kanitlanir. [l



5. Tamsayilar 179

Onsav, (N, +, x, <) yapisiyla (i(N), +, x, <) yapisinin birbi-
rine ¢ok benzedigini, aralarindaki tek farkin elemanlarinin ad-
lart oldugunu soyliyor. N’de x dedigimize i(N)’de i(x) diyo-
ruz. Bu, Ali’ye Veli, Ayse’ye Fatma demek gibi bir sey... Tes-
bihte hata olmazmis. Bu benzerlik yiiziinden i’ye gomme ad:
verilir. Gergekten de i fonksiyonu (N, +, x, <) yapisini bir an-
lamda (Z, +, x, <) yapisinin i¢ine gomuyor.

Z’nin i(N) altkiimesi toplama ve carpma islemleri altinda
kapalidir elbet ama Z’nin bu 6zellige sahip baska altkiimeleri
de vardir. Ornegin,

{[2x, 0] : x € N}
ve
{[x,0] : x e Nvex > 35}

kiimeleri Z’nin toplama ve ¢arpma altinda kapali altkiimeler-
dir. Ama i(N) altktimesi gene de Z’nin belli bir 6zellige sahip bi-
ricik altkiimesidir. Ornegin, i(N), Z’nin, [0, 0] ve [1, 0] eleman-
larini iceren ve toplama altinda kapali en kiigiik altkiimesidir.
Bunun kanit1 kolaydir ve okura birakilmistir.

i fonksiyonun dogalligina ikna etmek amaciyla okura su so-
nucu sunalim:

Onsav 5.14. Eger i, N’den 7’ye giden ve toplamaya ve carp-
maya saygi duyan bir fonksiyonsa, o zaman ya ber x € N icin
i(x) = [0, O] olur ya da her x € N icin i(x) = [x, 0] olur.

Konumuzun candamarini tegkil etmediginden bu 6nsavi ka-
nitlamayip okura birakiyoruz. Daha canalici sonuglarimiz var.

Bir sonraki 6nsav, ilerde, Z’nin, dogal sayilarla dogal sayi-
larin eksilerinden olustugunu soyleyecek.

Onsavin kanitina gecmeden 6nce asagidaki resmi inceleme-
nizi ozellikle oneririz.
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™ 3(0) = [0, 0] € i(N)

i(2) = 2, 0] e i(N)

i(5) = [5, 0] e i(N)

01234567

Onsav 5.15. Asagidaki esitlikler gecerlidir.
Z = i(N) U —i(N)
i(N) m=i(N) = {[0, O]},
iN)={la, bl € Z :a>=b},
—i(N) = {[a, b] € Z : a < b},

[0, 0]

—i(N) i(N)

z

Onsav 5.15’in resmi

Kanit: Son iki esitligi kanitlayalim 6nce. Ikinci esitlik birin-
ciden ¢iktigindan (—i(N) kiimesi, tanimi geregi, i(N)’deki ele-
manlarin toplamsal terslerinden olusur), birinci esitligi kanitla-
mak yeterli. Birinci esitligin < kismi ¢cok bariz. Diger yoninu
kanitlayalim. a > b, iki dogal say1 olsun. Dogal sayilarda egit-
sizligin tamimindan dolay1, bir x dogal sayis1 i¢in

b+x=a=a+0
esitlikleri dogrudur. Demek ki
[a, b] =[x, 0] = i(x) € i(N).
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Z = i(N) U —i(N) esitligi son iki esitlikten ¢ikar.
i(N) m —i(N) = [0, 0] esitligini kanitlayalim.
a € i(N) n —i(N)
olsun. Demek ki a > b ve ¢ > d dogal sayilari igin
a = [a, b] = [d, C].
Dolayisiyla a + ¢ = d + b. Bu esitlikten ve a > b ve ¢ > d esitsiz-
liklerinden a = b esitligi ¢ikar. Demek ki
o = [a, b] = [a, a] = [0, 0]. O

Demek ki Z’nin N’ye cok benzeyen #(N) kiimesinin eleman-
larindan ve bu kiimenin elemanlarinin eksilerinden olustugunu
kanitladik. Simdilik

Z:NU—NVCN(\—N:{O}
esitliklerimiz yok ama bunun yerine bu esitliklere cok benzeyen
Z = i(N) U —i(N) ve i(N) n —i(N) = {[0, 0]}
esitliklerimiz var.

Bir sonraki bolimde, gozumiizii karartip i(N) ile N’yi “6z-

deslestirecegiz”. Simdilik genel resim goyle:

5.14. N’yi Z’nin Icinde Bulmak
Bu ve bundan sonraki béliimlerde N ile Z’nin ayrik kiime-

ler olma sorununu ¢ozecegiz. N’yi aslinda Z’nin i¢inde altkiime
olarak bulmak istiyoruz ama simdiye kadar yaptiklarimzdan
tam tersine N ile Z’nin ayrik kiimeler olduklari ¢ikiyor. Bu tizii-
cii duruma son verecegiz.
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Bunu “kesip yapistirma” yontemiyle yapacagiz. Matema-
tikte ¢ok sik kullanilan ve adina “6zdeslestirme” denilen “ke-
sip yapistirma” yontemini agiklayalim simdi. Daha sonra esas
konumuza geri donecegiz.

5.15. Kesip Yapistirma ya da Ozdeslestirme
A ve B iki kiime olsun. B’de A’ya “¢ok benzeyen” bir A’ alt-
kiimesi olsun. “Cok benzemek”ten tam kastimizi agiklamaya-
cagiz, ama bu en azindan A ile A" arasinda bir esleme var anla-
mina gelir. Duruma gore, A ve A’ kiimeleri arasinda bir egleme-

B
A
Q | e

nin varhgindan daha yakin bir iligki de isteyebiliriz, ama arala-
rinda en az bir eslemenin olmasi sart. A kiimesini B kiimesinin
A’ altkimesi olarak gormek istiyoruz. Matematikte bu “A ile
A’ kiimelerini 6zdeslestirelim” bigiminde ifade edilir. Bu bo-
limde bunun tam ne anlama geldigini ve nasil yapilacagim
aciklayacagiz. Ozdeslestirme asag1 yukari sdyle yapilir: A’ kii-
mesi itinayla kesilir ve yerine kendisine ¢ok benzeyen A kiime-
si yapistirilir ya da asagidaki sekildeki gibi dikilir. Boylece B
kiimesinden A’ kaybolur ve yerine A gelir. Bunu matematiksel
olarak yapmak oldukga kolay: B kiimesi yerine,
B'=(B\A)UA
kiimesi almak yeterli.

0(q-(0),
00 =L



5. Tamsayilar 183

Okurun agina oldugunu diustndigimiiz bir 6rnek verelim.

C = R x R olsun. C’nin

R x {0)

altkimesi R’ye cok benzediginden, kimi durumlarda R’yi
Cnin R x {0} altkiimesi olarak gormek isteyebiliriz. Nitekim
Cyi karmagik sayilar kiimesi olarak yorumlarsak, R’yi Cnin
altkiimesi olarak gormek istedigimizde yaptigimiz budur:
Cden R x {0} altkiimesini kesip yerine R yapistiririz, bir bagka
deyisle, C’nin (r, 0) elemanina r adi verilir.

Kimi durumlarda da C’nin

oC)={(r,r) e C:r e R}
altkimesi R’ye ¢ok benzediginden, R’yi Cnin d(C) altkiimesi
olarak gormek isteyebiliriz. Bu durumda R’nin (7, ) elemani »
adini alir.

Tabii gercekte R n C bogkiimedir...

Aslinda 6zdeslestirme ¢ok basit bir konudur, anlasilacak bir
yani yoktur ama iste bazen boyle en basit konular zihinde soru
isaretleri uyandirabilirler. Kigiik sinek mide bulandiri misali.

Ozdeglestirmede biraz daha ayrintiya girelim.

Simdiye kadar A ile A" arasinda var oldugunu varsaydigi-
miz eslemeyi kullanmadik. Esleme simdi gerekecek: Diyelim
B’de + diye yazilan ikili bir iglem var. Bu iglemin bir benzerini
B’ kiimesinde de tanimlamak istiyoruz. Bunun i¢in A ile A" ara-
sindaki bir eslemeden yararlanacagiz. Bu eslemeye tahmin ede-
ceginiz nedenden 7 : A — A’ diyelim.

B’ kiimesinden iki x ve y elemaninin x @ y toplamini tanim-
layalim. Duruma gore birkag sikka ayirmaliyiz:

Eger x,y € B'\ A = B\ A’ ise, 0 zaman x’le y’yi B’de + is-
lemiyle toplayabiliriz. Eger

x+yeB'\A=B\A’
1se,
x@y=x+y
olsun. Eger x + y € A’ ise,
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x®@y=ilx+y)
olsun. Resim asagida.

x,y € B'\ A durumu
x+yeB\Aise x+yeAise

B B’

i
R (x+y)

Egerx e B'\A=B\A'vey e Aise, x ile i(y)’yi B’de + is-

lemiyle toplayabiliriz. Eger
x+i(y) e BPB\A=B\A'

ise,
x®y=x+iy)
olsun. Eger
x +i(y) e A
ise,
x®y=il(x+i(y)
olsun. Resim asagida.

x € B'\Aveye Adurumu

x +i(y) € B\ A’ ise x +1i(y) € A’ ise

(e+i(y))

x®y =il
-

Egerx e Avey e B'\A =B\ Aise, i(x) ile y’yi B’de + is-
lemiyle toplayabiliriz. Eger
i(x) +ye BP\A=B\A’
ise, 0 zaman,
x@y=ilx)+y



5. Tamsayilar 185

olsun. Eger i(x) + y € A’ ise, 0 zaman,
x®y=i1(i(x) +y)
olsun. Resim yapmiyoruz.

Eger x, y € A ise, i(x) ile i(y)’yi B’de + islemiyle toplayabi-
liriz. Eger

i(x) +i(y) e BP\A=B\A’
ise,
x @y =i(x)+ i(y)
olsun. Eger
i(x) +1(y) € A’
ise,
x ®y =il(i(x) +i(y))

olsun. Gene resim yok.

Yapilanlari takip edebildiniz mi bilmiyorum, ama ¢ok basit
bir sey yaptik. B’ kiimesinde B’nin toplamasinin aynisini yap-
mak istiyoruz, zorda kaldigimizda i’yi kullanarak A ile A" ara-
sinda gecis yapiyoruz. Yapilan sey aslinda B’deki a’ € A’ ele-
manlari yerine A’daki a = i~1(a’) elemanlarini kullanmak, yani
birdenbire A’ kiimesinin elemanlarinin adlarini degistirmek.

Bu, matematikte ¢ok sik kullanilan bir yontemdir. Kaliteli
matematik kitaplarinda sik sik buna rastlayacaksiniz.

Cogu zaman A’da da bir toplama islemi vardir ve i, A ile A’
arasinda toplamayi koruyan bir eslemedir. Boylece (A, +) yapi-
sini (A’, +) yapisiyla 6zdeslestirmis oluruz.

Eger A’da ve B’de daha zengin bir matematiksel yap1 varsa,
I’nin bu yapiya saygi duymasini isteriz.

Bir onceki bolimdeki i : N — Z fonksiyonu da aynen boy-
le bir fonksiyon: Birebir, toplamaya ve carpmaya ve siralama-
ya saygl duyuyor. Birazdan yukardaki yontemle N ile i(N)’yi
Ozdeslestirecegiz.
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5.16. Nihayet Yillarin Z’si

i gommesini kullanarak N ile Z’nin {(N) altkiimesini 6zdes-
lestirecegiz ve insanligin yuzyillardir bildigi, hissettigi, kullan-
dig1 Z’ye kavusacagiz.

Bundan boyle her x € N i¢in, Z’nin i(x) = [x, 0] elemanin
x olarak yazacagiz. Boylece N’yi Z’nin i¢inde bulacagiz. Yapay
bir bicimde olsa da...

Boyle yapmakla N’deki toplamayi, ¢carpmayi ve siralamayi
degistirmemis olacagiz, 6rnegin 5 + 7 toplami eski N yapisinda
12 yapiyorsa, Z’de de 12 yapacak, ¢tinkii i toplamaya saygi du-
yuyor. Eski seklimizi bellek tazelemek icin yeniden gosterelim:

S5<7 S+7=12 Sx7=35

® O
o —
[ I\

Demek ki artik [0, 0] = #(0) eleman1 yerine 0, [1, 0] = i(1)
elemani yerine 1, [2, 0] = i(2) eleman1 yerine 2, [0, 1] = —i(1)
elemani yerine —1, [0, 2] = —(2) eleman1 yerine —2 yazacagiz.

Onsav 5.15te kanitladigimiz

Z = i(N) U —i(N) ve i(N) n —i(N) = {[0, 0]}
esitlikleri simdi artik
Z=NuU-NveNNn-N ={0}
esitlikleri halini almis oldu.
Teorem 5.12°de
(Z, +, %, <, 10, 0], [1, 0])
yapisinin sirali bir halka oldugunu kanitlamistik. Artik, dogal sa-
yilar1 da igeren
(Z, +,%,<,0,1)
sirali halkasindan sozedecegiz.
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5.17. Z’yi Belirleyen Ozellik
Ne dedigi anlasildiginda asagidaki teoremin kaniti cok ko-
laydir. (Ama ne dedigini anlamak da kolay degildir!)

Teorem 5.16. Pozitif elemanlar: dogal sayilar yapisina es-
yapisal olan ber sirali halka 7’ye esyapisaldir.

Bu teoremde dogal sayilar yapisini Bolum 2’de insa ettigi-
miz gibi P1 ve P2’yi saglayan (N, 0, S) yapisi olarak alirsak, o
zaman Teorem 3B.1’den dolay1 Z sirali halkasinin kiimeler ku-
raminda biricik oldugu ¢ikar. Ama dogal sayilar yapisini Bo-
lim 4’te insa ettigimiz gibi PA1, PA2, PA3, PA4 6nermelerini
saglayan bir (N, 0, S, +, x) yapist olarak alirsak, o zaman PA
onermelerini saglayan her yapi icin ayr1 bir Z buluruz. Bir bag-
ka deyisle, teoremin anlami, Z’yi insa etmek i¢in hangi dogal
sayilar yapisindan baslandigina gore degisir.

Bu arada (bilinen bir teoreme gore), her dogal say1 en fazla
dort karenin toplami olarak yazilabildiginiden, Z’de siralama
toplama ve ¢carpmayla tanimlanabilir:

x<ye3JaIbIcIdy=x+a?+b?+c?+d2



