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X bir kiime olsun. X’in altkiimelerinden olugan bir kiimeye — bu kiimenin
elemanlarina agik kiime denir — eger su kogullar1 saglhiyorsa X {izerinde bir
topoloji denir:

T1. @ ve X, X’in acik altkiimeleridir.

T2. X’in iki acik altkiimesinin kesigimi X'in gene agik bir altkiimesidir.

T3. X'in acik altkiimelerinden olugan herhangi bir ailenin birlesimi gene X’in
acik bir altkiimesidir.

Daha bicimsel olarak, p(X)’in bir 7 altkiimesine eger su kogullar1 sagliyosa
X {izerinde bir topoloji denir:

ii.

iii.

iv.

Tl. PerveXer.
T2, EgerU,Ver iseUNV er.
T2. Eger o C T, ise Uo € T.

{0, X }’in X {izerine bir topoloji oldugunu gosterin. (2 puan)

Cevap. {0, X} kiimesinin T1, T2 ve T3 ozelliklerini sagladigim1 gosterme-
miz gerekiyor. T1 bariz. T2 and T3, bu durumda, sadece {0, X} kiimesi
kesigim ve birlesim altinda kapalidir anlamina geliyor. Bu da bariz.

p(X)’in X {izerine bir topoloji oldugunu gosterin. (2 puan)

Cevap. Elbette 0, X € p(X). T2 ve T3 de bariz.

A, X’in bir altkimesi olsun. {@), A, X }’in X fiizerine bir topoloji oldugunu
gosterin. (2 puan)

Cevap. Acik.

A ve B, X’in iki altkiimesi olsun. X {izerinde A ve B’yi igeren sonlu bir
topoloji bulun. (3 puan)

A, B ve C, X'in ii¢ altkiimesi olsun. X iizerinde A, B ve C’yi igeren sonlu
bir topoloji bulun. B&yle minimal bir topolojinin en fazla kag¢ eleman
olabilir? (4 puan)



vi.

vii.

viii.

ix.

xi.

xii.

xiii.

Xiv.

7, X tlzerinde bir topoloji olsun. A C X olsun. A’nin i¢inde bir en biiyiik
acik kiime oldugunu gosterin. Bu kiimeyi A° ile gosterecegiz. (6 puan)
X’in her A ve B altkiimesi i¢in sunlar1 gosterin:

a) Eger A C B ise A° C B°. (4 puan)

b) (AN B)° C A°N B°. (5 puan)

c) (AU B)° = A° U B°. (7 puan)

Eger o ve 7, X iizerinde topolojilerse o N 7 kiimesinin de X iizerinde bir
topoloji oldugunu gosterin. (5 puan)

Eger T' X {izerinde herhangi topolojiler kiimesiyse N7"nin de X {tizerinde
bir topoloji oldugunu gésterin. (3 puan)

Eger 0 C p(X) ise o’yi igeren tiim topolojilerin kesigimi (o)’nin, o’yi
igeren en kiigiik topoloji oldugunu gosterin. Bagka bir deyisle, eger A € o
ise A, (o), topolojisinde agik ve (o) bu 6zelligi saglayan X {iizerindeki en
kiiglik topoloji. Bu topolojiye o tarafindan gerilen topoloji denir. (10
puan)

. 0, X'’in tek elemanli altkiimelerinin kiimesi olsun. (o) topolojisini bulun.

(3 puan)

n € N olsun. o de X’in n elemanl altkiimelerinin kiimesi olsun. (o) topo-
lojisini bulun. (5 puan)

o, X’in tiimleyeni sonlu altkiimelerinin kiimesi olsun. (o) topolojisini bu-
lun. (4 puan)

o C p(X) olsun. [o], X’in su ozelligi saglayan A altkiimelerinin kiimesi
olsun:

Her x € A igin sonlu sayida oyle Sy, ..., S, € o var ki
resSn...nS, CU.

a) [o]’nin X tzerinde bir topoloji oldugunu gosterin. (5 puan)

b) (o) C [o] oldugunu goster. (5 puan)

¢) (o) = [o] oldugunu goster. (5 puan)

Yani U € (o) ancak ve ancak her z € (o) i¢in 6yle sonlu sayida Sy, ..., S, €
ocvarkiz e S;N...NS, CU. (15 puan)

o, R'nin tim agik araliklarindan olugan kiime olsun. R kiimesini (o) to-
polojisi altinda gorelim.

a) R’nin bir A altkiimesi bu topolojide agik olmasi igin gerek ve yeter
sartm her a € A i¢in (a — ¢,a + ¢) C A kosulunu saglayan bir e € R>?
olmasi oldugunu kamtlaym. (7 puan)



XV.

XVi.

b) R sonlu ve bog olmayan altkiimelerinin agik olmadigini kanitlaym. (2
puan)

c) [0,1) kiimesinin agik olmadigin kanitlaym. (3 puan)

d) Timleyeni sonlu kiimelerin agik oldugunu kanitlayin. (3 puan)

d) Q acik bir kiime midir? (3 puan)

01, R'nin a < b € R olmak lizere tiim [a,b) formundaki araliklarimin
kiimesi olsun.

a. (o) C {(o1) oldugunu gosterin. (5 puan)

b. Bu topolojide tek elemanlh bir kiime agik olabilir mi? (3 puan)

c. [0, 1] kiimesinin bu topolojide acik olmadiginm gosterin. (3 puan)

o2, R'nin tiim kapali ve siurh araliklarinin kiimesi olsun. (o;) C (o2)

oldugunu gosterin. Burada o1, xv numarali soruda tanimlanan topoloji.
(5 puan)



