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X bir kiime olsun. @ (X), elemanlar1 X in altkiimelerinden olusan kiime olsun. T < £ (X)
olsun ve T'nun elemanlarina X’in acik kiimeleri adin1 verelim. Acik kiimeerin su ozellikleri
sagladigini varsayalim.

T1. O ve X acik altkiimelerdir.

T2. ki acik altkiimenin kesisimi aciktir.

T3. Acik kiimelerin birlesiminden olusan altkiime agiktir.

Yani

TI.DetveXe

T2.EgerU,Ve tiseUNnVe T

T3. Eger 6 C Tise UG € T.

O zaman (X, 1) ciftine topolojik uzay denir. Eger T’ nun ne oldugu konunun gelisinden
belliyse, (X, T) yerine sadece X topolojik uzayindan sézedecegiz. Ayni kiime iizerine degisik
topolojiler kurulabilecegine dikkat edin.

Bu arada T ¢ $(X) yani T € ©((X)) oldugunu unutmamak gerekir.

Eger T, ve T, ayn1 X kiimesi lizerinde topolojiler ve T; € T, ise T;’in, T;'den daha kaba ya
da T, nin, T;-den daha zengin ya da daha ince bir topoloji oldugu soylenir.

1. X herhangi bir kiime olsun.

la. X iizerinde biitiin topolojilerden daha kaba tek bir topoloji oldugunu gosterin (buna X
izerine en kaba topoloji denir) (2 pts.)

1b. X iizerinde biitiin topolojilerden daha zengin tek bir topoloji oldugunu gosterin (buna
X lizerine ayrik ya da en ince ya da en zengin topoloji) (2 pts.)..

1c. Eger ¥, X iizerine topolojilerden olusan bir kiime ise MY kiimesinin de X iizerine bir
topoloji oldugunu gosterin. (3 pts.)

1d. Bir X kiimesi ve T < £ (X) verilmis olsun, X iizerinde T’yi altkiime olarak iceren ve
T'yi iceren biitiin topolojilerden daha kaba olan tek bir topoloji oldugunu gosterin. (5 pts.)
Bu topolojiye 1 ile gerilmis topoloji denir ve bu topoloji (T) ile gosterilir.

le. T = {A, B, C} < #(X) olsun (t) topolojisinin elemanlarini bulun. (2 pts.)

1f. () topolojisinin elemanlarini bulun. (2 pts.)

1g. T < o (X) altkiimesinin su Ozelligi olsun: Her A, B € tTicin A N B, Tnun baz
elemanlarinin bilesimidir. (t) = {UG : 6 < T} esitligini gosterin.(4 pts.)

1h. t; C 1 ise (T;) < (T») oldugunu gosterin. (2 pts.)

litc pXiginTy={A1N..NA,:ne NveA;e theri=1, .., n} olsun. Ty'in 1g'de
belirttigimiz kosullart sagladigini ve (T) = (Tiny) esitligini gosterin.(4 pts.)

2. Y topolojik bir uzay ve X, Y'nin bir altkiimesi olsun. X'in bir altkiimesi eger Y'nin bir
acik kiimesiyle X'in kesisimi olarak yazilabiliyorsa, bu altkiimeye X'te acik ya da
X-acik diyelim. Bagka bir deyisle U < X altkiimesi X'te aciktir ancak ve ancak U =
V N X esitligini saglayan acik bir V < Y altkiimesi varsa. Bu tanimin X'te bir
topoloji tanimladigimi gosterin. X {izerinde tanimladiimiz bu yeni topolojiye
kisitlanmus topoloji denir (Y'nin topolojisinden kisitlanmis topoloji). (4 pts.)

3. X ve Y topolojik uzaylar olsun. X X Y'nin, sirasiyla X'in ve Ynin U ve V acik
altkiimeleri i¢cin U X V bi¢ciminde yazilan altkiimelerine ve bunlarin her tiirli



bilesimlerine agik diyelim. Boylece X X Y ilizerinde bir topoloji tanimladigimizi
gosterin. (3 pts.) X X Y iizerindeki bu topolojiye carpim topolojisi denir .

4. Bir X topolojik uzaymndan Y topolojik uzayma giden bir f : X — Y fonksiyonu
alalim. Eger Y'nin her V acik altkiimesi icin, £ ~'(V), X'in acik bir altkiimesiyse, / ye
stirekli denir. (Dolayisyla bir f : X — Y fonksiyonunun siirekli olast X ve Y nin
topolojilerine baglidir.)

4a. X, Y, Z topolojik uzaylar olsun. Eger f: X — Y ve g : Y — Z siirekli fonksiyonlar ise,

g o f: X — Z bileske fonksiyonun da siirekli oldugunu gosterin. (2 pts.)

4b. iki topolojik uzay arasindaki sabit bir fonksiyonun her zaman siirekli oldugunu

gosterin. (3 pts.)

4c. X bir topolojik uzay olsun. Idy : X — X fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterin.

(Burada tamim ve goriintii kiimelerindeki topolojinin ayni oldugu kabul edilmelidir.) (1

pt.)

4d. X en az iki eleman1 olan bir kiime olsun. Eger tamim kiimesinde en kaba topoloji,

deger kiimesinde ise en zengin topoloji alinirsa Idy : X — X fonksiyonunun siirekli

olmadigini gosterin. (2 pts.)

4e. Y topolojik uzay ve X < Y olsun. X iizerinde Y'den kisitlanmis topolojiyi alirsak (bkz

#2)i: X — Y, i(x) = x ile verilen fonksiyonun siirekli oldugunu gosterin. (4 pts.)

4f. X ve Y iki topolojik uzay olsun. X X Y carpim topolojisini alirsak (see #3)

T : XXY—=>Xvem: XXY—>Y

izdiisiim fonksiyonlarinin siirekli oldugunu gosteriniz. (3 pts.)

4g. Eger Y iizerinde en kaba topolojiyi alirsak (bkz 1a) herhangi bir topolojik uzaydan

Y'ye giden biitiin fonksiyonlarin siirekli oldugunu gosteriniz. (2 pts.)

4h. Eger X ilizerinde ayrik topolojiyi alirsak (bkz 1b) X'ten herhangi bir Y topolojik

uzayina giden biitiin f fonksiyonlarinin siirekli oldugunu gosteriniz. (2 pts.)

4i. X bir kiime, Y topolojik bir uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. T ve T;, X iizerinde

iki topoloji ve T; de t'dan daha zengin olsun. X'i Tile bir topolojik uzay olarak

diistindiigiimiizde f fonksiyonu siirekli oluyorsa, X'i t; ile bir topolojik uzay olarak
diistindiigiimiizde de f fonksiyonunun siirekli olacagini gosteriniz. (2 pts.)

4j. X bir kiime, Y bir topolojik uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olsun. X, X iizerinde f

fonksiyonunu siirekli yapan biitiin topolojilerin kiimesi olsun. X'i NX ile bir topolojik uzay

olarak diislindiigiimiizde f fonksiyonunun siirekli olacagini gosteriniz. (2 pts.)
N ={f '(V): V, Ynin acik kiimesi)

oldugunu gosteriniz. (6 pts.) Buradan NX topolojisinin X iizerinde f fonksiyonunu siirekli

kilan en kii¢iik topoloji oldugunu gosteriniz. (3 pts.)

4k. Y bir topolojik uzay ve X < Y bir altkiime olsun. i : X — Y, i(x) = x ile verilen

fonksiyon olsun. T da X {iizerinde i'yi siirekli yapan en kiiciik topoloji olsun. T'nin X

tizerinde kisitlanmis topoloji (Y'nin topolojisinden kisitlanmis topoloji) oldugunu

gosteriniz. (8 pts.)

41. X bir kiime, Y bir topolojik uzay ve & de X 'den Y'ye giden fonksiyonlardan olusan bir

kiime olsun. X iizerinde F 'deki biitiin fonksiyonlar siirekli yapan bir enkiigiik topoloji
oldugunu gosteriniz. (4 pts.)

4m. X ve Y topolojik uzaylar olsun. X X Y lizerinde, @} : X XY > Xvem : X XY > Y
projeksiyon fonkisyonlarim siirekli yapan en kiigiik topolojinin X X Y {izerindeki ¢arpim
topolojisi oldugunu gosteriniz. (bkz #3). (10 pts.)

4n. X bir topolojik uzay, I da bir kiime olsun. I1; X, 7 'dan X'e giden biitiin fonksiyonlarin
kiimesi olsun. fe Il; X ve i € I verildiginde m,(f) = f(i) olarak tanimlansin. Bu durumda 7,



Il; X den X 'e bir fonksiyon olur (i’inci projeksiyon fonksiyonu). IT; X tizerindeki biitiin
projeksiyon fonksiyonlarini siirekli yapan en kiiciik topolojiyi bulun. (10 pts.)

5. X bir topolojik uzay ve K < X. (U;)ic;, X'in bir altkiimeler ailesi olsun. K < Uje; U;
icindeligi saglaniyorsa, (U,;)ic, ailesine X’in ortiisiiad1 verilir. Eger her U; kiimesi
acik ise acik ortiiden sozedilir ve eger I sonluysa sonlu ortiiden sozedilir. J < I ise
ve (U))je; hala daha K’nin bir ortiisiiyse, (Uj)je, Ortiisiine (U;);e; Ortiisiiniin altortiisii
denir. Eger K 'nin her acik ortiisiiniin sonlu bir altortiisii varsa,K’ ya tikiz denir.

Sa. Sonlu sayida tikiz kiimenin birlesiminin de tikiz oldugunu gosteriniz. (4 pts.)

Sb. Sonlu bir kiimenin tikiz oldugunu gosteriniz. (4 pts.)

Sc. Eger f: X — Y iki topolojik uzay arasinda siirekli bir fonksiyonsa X’in her tikiz

altkiimesinin f altindaki goriintiisiiniin Y’de tikiz oldugunu gosteriniz . (6 pts.) Y'de tikiz

bir altkiimesinin f altindaki 6nimgesi her zaman X 'te tikiz olmak zorunda midir? (3 pts.)
3d. C, X topolojik uzayimn bir altkiimesi olsun. Eger X \ C acik bir kiimeyse C'ye kapah
denir. Tikiz bir kiimenin kapal1 bir altkiimesinin de tikiz oldugunu gosteriniz. (6 pts.)

Se. Eger bir topolojik uzay kendi kendisinin tikiz bir altkiimesi ise, o topolojik uzaya tikiz

denir. X bir topolojik uzay, Y de X'in bir altkiimesi olsun. Y'nin X'in tikiz bir altkiimesi

olmast i¢in Y'nin kisitlanmis topoloji ile tikiz olmasinin gerekli ve yeterli oldugunu
gosteriniz. (bkz #2). (6 pts.)

Sf. X ve Y topolojik uzaylar olsun. X X Y kiimesinin ¢arpim topolojisi ile tikiz olmasi icin

(bkz #3) hem X hem de Y nin tikiz olmasinin gerekli ve yeterli oldugunu gosteriniz. (10

pts.)



