Birinci Kisim:

Biraz Kiimeler Kuram ve Dogal Sayilar



0A. Gercek Nedir Ne Degildir?

ercek nedir, var midir, varsa benden bagimsiz midir ve
{ ona nasil ulasilir? Dogru nedir? “Anlamak” ne demek-

tir? Bir seyi nasil anlariz ve anladigimizi nasil anlariz?
Diisinmek ne demektir? Bazi verilerden bir baska sonug nasil,
hangi kurallara gore c¢ikarilir? Kanit nedir? Bu ve benzeri soru-
lart siirekli sormadan, verilen yanitlari stirekli sorgulamadan
tam anlamiyla aydin olunamaz.

Her aydin bu sorularin yanitlarin1 vermelidir demiyoruz,
ctinkt bunlar yanitsiz sorular da olabilir, biz sadece aydinin bu
konularda siirekli dustinmesi ve kendi kendine tartigmasi ge-
rektigini soyliyoruz.

Aydin, kendi ¢ikarlarini gozard: ederek ve toplumun ¢ikarla-
rin1 diigtinerek toplumu yonlendirmek ve degistirmek isteyen kisi-
dir. Bizce... Aydin bu gorevini yazarak, cizerek, ¢calip soyleyerek,
konusarak yerine getirir, dolayisiyla aydin topluma mesaj iletir.
Eger sorumluluk sahibiyse, ki 6yle olmasi gerekir, aydinin toplu-
ma verdigi mesaj hakkinda diisinmesi gerekir. Bu da ister istemez
yukardaki sorulari sordurtur.

Ahmet’in ya da Ayse’nin gercegi (ya da dogrusu) degisik
olabilir, Ahmet ve Ayse olaylar1 degisik yasayabilirler. Gergek,
kisiden kisiye degistigi gibi cografyadan cografyaya da degisir:
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Turkiye’nin ger¢egiyle ABD’nin gercegi bir olamaz. Gergek, ki-
siye ve cografyaya gore degistigi gibi zamana gore de degisir:
Ortacag’in gergegiyle bugiiniin gergegi bir degildir.

Bunlar herkesin bildigi, kahvede bile duyabilecegimiz bey-
lik sozler. Herhalde bunlardan s6z edecegimi sanmiyorsunuz
bir matematik kitabinda!

Gergegin ve dogrunun kisiye, cografyaya ve tarihe gore de-
gisecegini soylerken, soziint ettigimiz gercegin ya da dogrunun
ne oldugunu biliyor muyuz? Gercek ya da dogru tizerine her-
hangi bir s6z edebilmek i¢in 6nce bu kavramlarin ne olduklari-
ni bilmeliyiz. Tanimi bilinmeyen bir kavram tizerine ne soyle-
yebiliriz ki?

Demokrasi en iyi yonetim bicimidir timcesini ele alalim. Bu
tiumce ne kadar dogrudur? Boyle bir ifadenin dogru olmasi icin
her seyden Once “demokrasi”nin tamimlanmasi gerekir. De-
mokrasi tanimlandiktan sonra “y6netim bi¢imi” tanimlanmal.
Arkasindan “en iyi” tamlamasi tanimlanmali. Ve tiim bu ta-
nimlar yapildiktan sonra “demokrasi en iyi yonetim bi¢imidir”
tiimcesi kanitlanmali. Iste ancak o zaman “demokrasi en iyi
yonetim bi¢imidir” tiimcesi dogru olabilir.

Tabii, bir baskasi, “benim ‘demokrasi’, ‘yonetim bi¢imi’ ve
‘en iyi’ tamimlarim degisik” deyip sizin gercek diye sundugunuz
onermeyi reddedebilir. Ama siz de buna karsi, “Bu kavramlara
benim verdigim tamimlarla 6nerme dogrudur” diyebilirsiniz.
Eger kanitiniz dogruysa kimse buna karsi ¢ikamaz. (Kanitin ne
oldugu, bir kanitta hangi akil yirutmelerin yapilabilecegi de
ger¢egin ne oldugu konusuyla yakindan iligkili bir sorudur.)

“Demokrasi”nin tanimi ne olmalidir tartigmasi baska bir
tartismadir, “dogru/gercek nedir?” tartigmasina dahil degildir,
ya da ¢ok ucundan, cok dolayl olarak dahildir.

Yukarda tanimlardan ve kanittan sozettik. Ancak
kullanilan sozciiklerin tanimlari verildikten ve tiimcenin ya da
onermenin anlami iyice anlagildiktan sonra tiimcenin kanitlan-
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masi gerektigini soyledik. Kanit tizerine daha ¢cok yogunlasmak
icin anlamu bilinen bir timceyi ele alalim: Ankara Tiirkiye'nin
baskentidir. Bu timcenin dogru oldugundan kugkumuz yok
herhalde. Ankara’nin, Turkiye’nin ve “bagkent”in tanimlari
belli. Peki nasil kanitlarsiniz dogru oldugunu bildiginiz bu tiim-
ceyi? “Anayasa’da oyle yaziyor” demeniz yeterli midir? Eger
“bagkent”in tamiminda boyle yaziyorsa yeterlidir elbet. Ben de
size “Gosterin Anayasa’y1” derim. Diyelim Anayasa’yr buldu-
nuz, dogru sayfayi a¢ip éntime koydunuz. “Nerden belli bunun
gercek Anayasa oldugu” diye sorabilirim size. O zaman birlik-
te Ankara’ya gideriz, TBMM tutanaklarina bakariz. Milletve-
killerinin imzalar1 orada, hepsi Ankara’y: baskent ilan etmisler.
Bu kez “Nerden belli bu imzalarin sahte olmadigi?” diye sora-
rim size...

Higbir bigimde Ankara’min Turkiye’nin baskenti oldugunu
kanitlayamazsiniz. Tum Tiurkiye tek agizdan “Ankara Turki-
ye’nin bagkentidir” diye bagirsa, gene de ikna olmam. Biiyiik bir
olasilikla 6yledir, Ankara gercekten Tiirkiye’nin bagkentidir ama
yuzde yiiz ikna edilemem. Belki benim tuhaf bir hastaligim var-
dir, bu 6yle bir hastaliktir ki, Tiirkiye’nin baskentinin Ankara ol-
madigini 6grendigim anda Slecegim... Herkes bunu biliyor ama
ben bilmiyorum. Isterseniz paranoya deyin, ama icime dyle bir
kusku diisiiverdi birden. Olecegimi bildiginizden ve 6lmemi iste-
mediginizden bana numara yapiyorsunuz, oyun oynuyorsunuz.
Cocuklugumdan beri kandirilmigim... Benim i¢in 6zel gazeteler
basilmis, 6zel haritalar ¢izilmis... Hala daha kandiriyorsunuz...
Yutmam!

Elinize bir elma alin. Bu elmay: birakirsaniz ne olur? Elma
diiser. Oyle mi? Nerden biliyorsunuz elmanin diisecegini?

Birakirsiniz elmayi, elma gercekten diiser.

— Iste, dersiniz bana, elma diistii.

Gergekten de elma dustii. Gozlerimle gordim. Hakliymigsi-
niz.
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— Peki... Bir daha biraksaniz ne olur acaba?

— Gene duger elbet!

— Nerden belli?

— Cunki hep distii!

— Biliyorum hep diistigtinii, ama bundan sonra ne olacak
acaba?

— Gene dusecek...

— Nerden biliyorsunuz hep disecegini?

— Bugtine kadar hep diistii, bundan sonra da hep dusecek...

— Bugiine kadar elmanin hep diismesi bundan sonra da el-
manin hep diisecegi anlamina gelmez ki!

- Gelir...

— Neden?

— Cuinkii ayn1 kogullarda tekrarlanan deneyler ayni sonuglari
verir...

— Neden?

— Bu bir ilkedir, fizik ilkesi! Bunu da mi bilmiyorsun!

— Biliyorum ya da bilmiyorum... Ama siz nerden biliyorsu-
nuz bu ilkeyi? Bu ilkeye gore ben hi¢ 6lmeyecegim, clinkii bugii-
ne dek hi¢ 6lmedim!

Iste burada cuvallarsiniz. Ayni kosullarda tekrarlanan de-
neylerin ayni sonuglari verdigini kanitlayamazsiniz. Dolayisiy-
la elmanin da hep yere diisecegini kanitlayamazsiniz.

Bir giin bir icki masasinda bu konulardan s6z ederken, hat-
ta 6nimuzdeki sisenin var olup olmadigindan bile emin olama-
yacagimizi soylerken, bir arkadasim,

— Simdi, dedi, kafana gegiririm bu siseyi, anlarsin sigenin
gercek olup olmadigini!

Cok komik! Ben dahil hepimiz giildik. Konunun derinligi-
ne yakisan ciddiyete gegtigimizde soyle yanitladim arkadagimi:

— Kafama bir sey gecirmigsindir ve ben sersemlemisimdir.
Bundan benim kuskum olmayabilir. Ama, bir, kafama gercekten
sise mi gecirdin? Iki, kafama gercekten bir sise gecirmis olsan bi-
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le, bunu bagkalarina kanitlayabilir miyiz? Senin bu eylemini filme
alip ciimle aleme gostersek bile, filmin sahte oldugunu 6ne siiriip
inanmayanlar olabilir. Saddam’in yakalandigina bile inanmayan-
lar var, sahtesinin yakalanmig olacagini 6ne suriiyorlar! Bagkasi-
n1 ikna edemedigin bir 6nerme gergek addedilebilir mi? Gergek,
bagkasini ikna edebildigin 6l¢tide gergektir!

Bu son soyledigim gercegin bir tanimi olabilir mi? Felsefi
anlamda bilmiyorum ama matematiksel anlamda “gercek”, is-
tisnasiz herkesi dogruluguna yuzdeyuz ikna edebilecegimiz
onermedir.

Bu anlamda tek bir gercek vardir, o da matematiksel ger-
cektir. Bu anlamda bagka gercek yoktur, olamaz. Matematik-
sel gercegi de sadece zihnimizde algilariz.

Bu kitapta, 6rnegin, 2 + 2 = 4 “gercegi”nin matematiksel
anlamda nasil gercek oldugunu gorecegiz, diger tir gerceklerle
arasindaki fark: irdeleyecegiz.



0B. Dogal Sayilar
Ne Kadar Dogaldir?

u kitapta sayilar1 “anlayacagiz.” Mesela dogal sayilari an-
Blayacaglz. “Sayilar1 anlamak” deyince, sanki bizim disi-
mizda bir yerde, ¢ok belirgin ve fiziksel bir bigimde sayi-
lar var da biz onlari anlamak istiyoruz gibi bir anlam ¢ikabilir.
“Anlamak” uzerine dusunelim biraz. Anlamak ne demek-
tir? Neyi, nasil ve ne dereceye kadar anlayabiliriz? Anlama ¢e-
sitleri nelerdir? Bu tur sorularla ilgilenecegiz bu boéliimde. De-
rin felsefe... Daha derini yok! Ya da ben bilmiyorum.

“Sayilari anlamak”la “ziirafalari anlamak” arasinda bir ay-
rim var mi1? Var gibi... Zurafalar orada. Karsimdalar. Otluyor-
lar, geziniyorlar, kosusuyorlar. Gortiyorum onlari. Zurafalarin
sindirim sistemini anlamaya c¢alisabilirim 6rnegin. Ciinkii o sin-
dirim sistemi orada. Benden bagimsiz bir bigimde var.

Oysa sayilar ortalikta goriinmiiyorlar. Ben hi¢ bes gorme-
dim hayatimda, bundan sonra da gormeyecegim. Simdiye ka-
dar kimse “cok giizel bir bes gecti kapimin 6niinden” dememis-
tir, cinki bes gecmez, beg ytirimez, beg kirilmaz, bes u¢maz,
bes susamaz, actkmaz, yaglanmaz, 6lmez... Bes hi¢bir sey yap-
maz! Oysa zurafa bir seyler yapar...

Zirafa orada. Bu c¢ok belli. Oysa bes’in ne kadar orada ol-
dugu pek belli degil.
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Zirafay: alir karsima incelerim, ama ya bes’i?

Her ne kadar “bes ziirafa” bir anlam ifade ediyorsa da, tek
basina “beg”in ne anlama geldigi o kadar belli degil.

“Bes zurafa” bir anlam ifade ediyor mu dedim? Yanildim
galiba... “Bir ziirafa”nin anlami ve hatta fiziksel varhigi bile tar-
tisilabilir, ¢iinkii o “bir ziirafa” durmadan degismektedir. O
durmadan degisen zirafaya sanki hi¢ degismezmis, sanki sabit
bir varlikmus gibi “ziirafa” denmesi tam gercegi yansitmaz. Her
ziirafa bir digerinden degisiktir ve her ziirafa her an degisir.
“Bir ziirafa” degil, durmadan degisen ziirafalar vardir! Hatta
daha dogmamug zurafalar bile vardir! Dolayisiyla aslinda “zii-
rafa” da bir kavramdir. “ziirafa”, “zirafa” adin verdigimiz
durmadan degisen varliklarin ortak adidir. “Zirafa” sanildi-
gindan daha soyut bir seydir.

Peki ziirafa bir kavramsa, “bes ztrafa” ne demektir? Ayni
kavramdan bes tane olur mu? Galiba “bes ziirafa”, “ziirafa
kavraminin kapsamina giren varliklarin begi” anlamina geli-
yor... O varliklar da durmadan degistiklerinden timiyle kav-
rayamayacagimiz, butiintiyle algilayamayacagimiz seyler. Biri-
ni bile kavrayamazken biz besinden so6zediyoruz...

Hayvan zuirafa oliir, kavram ziirafa 6lmez. Hayvan ziirafa
durmadan degisir, kavram ziirafa hi¢ degismez. Hayvan ziira-
fayla kavram ziirafay1 birbirine karigtirmamak lazim. Kavram
zurafa beg’e cok daha yakin.

Konu gittikce karmasiklasiyor ve icinden ¢ikilmaz bir hal
alhiyor.

Neyse ne!.. Sonug olarak ziirafa ne de olsa ziirafadir. Ora-
dadir. Yadsinamaz bir bigimde, ya da ¢ok zor yadsinir bir bi-
¢imde... Oysa sayilar bir ziirafa kadar orada degiller.

Sayilar1 goremiyoruz diye sayilar yok diyebilir miyiz? Belli
ki sayilar var. Bakin, soziinii ediyorum simdi ve anlagiyoruz.
Sayilar, hicbir yerde olmasalar beynimizde varlar. Zihinsel bile
olsalar varlar. Zirafalarla ayni diizlemde degil belki ama “beg”
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de var. Descartes yazsaydi bu satirlari, “beg’i distiniiyorum de-
mek ki bes var” derdi. Hakli olarak...

Cogu insanin bir elinde bes parmak vardir. Bunu herkes bi-
lir. Demek ki hepimizin uzlastigi bir bes kavrami var. I¢inde
“bes” gecen bu 6nermeyi hepimiz anliyoruz ve dogru buluyo-
ruz. Demek ki “bes”e ortak bir anlam verebiliyoruz. Tim in-
sanlarin beg’e ortak bir anlam vermeleri, herhalde ancak beg’in
bizden bagimsiz bir bi¢cimde var olmasiyla olabilir.

Kald: ki, bes kavrami birbiriyle hig iligkisi olmamis uygar-
liklar tarafindan birbirinden bagimsiz olarak da bulunmustur.
Demek ki bizim disimizda bir yerde var bu “bes”... Oyle olma-
li... Bes var ki, biraz diisiinebilen her uygarlik belli bir seviye-
ye gelince bes’i kavriyor ve kavram olarak benimsiyor.

Akilli uzaylilar varsa, onlar da bes kavramini bir siire son-
ra yaratirlar/bulurlar. Mutlaka... Oyle saniyorum. Bes kavrami
sadece diinyamiza 0zgu degil. Tum evrende, dogada, her yerde
olan bir kavram.

Galiba “beg” salt zihinsel degil... O da orada, bizim disi-
mizda bir yerde. Tam nerede bilmiyorum ama oralarda bir yer-
lerde bir “bes” olmali. Gérmesek de, dokunmasak da o beg bi-
zim besimizdir. Beg’in kendisi olmasa (“beg’in kendisi” ne de-
mekse!) bile bes kavrami benim disimda bir yerde var. Sadece
dustince olarak var — baska tiirlii var olamaz — ama var... (Ben-
den bagimsiz diigiince olabilir mi dogada? Felsefi sorularin sa-
hi!) Var ki hepimiz anlagiyoruz bes konusunda.

Belki de doga bana “bes beg bes” diye fisildiyor ve ben bey-
nimi kullanarak o bes kavramini yaratiyorum/buluyorum.

Sayilar1 anlamak gibi son derece masum bir ugras bizi var-
lik ve yokluk gibi ¢cok derin felsefi sorulara gotiirdii...

Sorularima tam yanit veremedim. Birtakim ¢ikarimlarda
bulunup sayilarin orada bir yerde olduklari sonucunu ¢ikardim
ama bu ¢ikarimlarimdan ben de pek emin degilim, ylizde yiiz
ikna olmadim, ben ikna olsam da sizi ikna edemiyor olabilirim.
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Matematik diinyasindan c¢ok ¢iktik...

Yanitini bulamadigimiz sorularla zaman harcamayip de-
vam edelim...

Dogada var ya da yok, beg’i anlamak istiyorum. Bes’i anla-
mak i¢in 6nce beg’in ne oldugunu bilmeliyim. Yani beg’i tanim-
lamaliyim.

Bir deneme yapalim: Beg’i bir elin parmak sayisi olarak ta-
nimlayalim. Bir an i¢in bu tanim1 kabul edip bes’i anlamaya ¢a-
lisalim...

Bes’i tammladiktan sonra beg’i anlamak ne demektir soru-
su geliyor akla. Beg’in nesini anlayacagim? Bes’i tek bagina de-
gil, beg’in 6biir sayilarla olan iliskisini anlamak istiyorum. Or-
negin 5 + 3’ii bulmak istiyorum. “Uc parmak”1 da tanimladigi-
miz1 varsayarak, 5 + 3 sayisini bes parmagin yanina 6biir elin
u¢ parmagi daha geldiginde elde edilen parmak sayisi olarak
tanimlayabiliriz.

Nitekim bes parmaginizin yanina 6biir elinizin ti¢ parmagi-
ni1 getirseniz sekiz parmak elde edersiniz. Deneyin goreceksiniz.
Tekrar tekrar deneyin, hep ayni sonucu, “sekiz parmak” sonu-
cunu alacaksiniz. Ancak bir sorun var burada. Deneyerek gor-
dugiintizt kanitlayamazsiniz. Bes elmayla ¢ elmayi yanyana
koydugunuzda sekiz elma elde edeceginizi hi¢cbir zaman kanit-
layamazsiniz. Ciinki 6nermeniz deneye bagli. O deneyin son-
suza kadar aymi sonucu verecegini kanitlayamazsiniz. Dikkati-
nizi ¢cekerim: Beg elmayla ti¢ elmay1 yanyana koyarsaniz sekiz
elma elde etmezsiniz demiyorum, sadece bu 6nermenizi kanit-
layamazsiniz diyorum. Fiziksel deneyler matematiksel anlamda
kanitlanamazlar. “Bes elmanin yanina ti¢ elma daha koyarsam
sekiz elma elde ederim” Onermesi olsa olsa (yapilmis) her bir
deney icin kanitlanir, tim genelligiyle, gelecekte yapilacak de-
neyler icin kanitlanamaz. “Boyle gelmis boyle gider” gecerli bir
kanit yontemi degildir. En azindan matematikte...
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Oysa matematik kanitlar. 5 + 3 = 8 esitligini kanitlamali-
yiz... Kanitlamadan olmaz.

Ayrica “bes”i bir eldeki parmak sayisi olarak tanimlasam,
cok cok buiyiik sayilari nasil tanimlayacagim? Hatta genel ola-
rak “say1” kavraminin kendisini nasil tanimlayacagim? Bir, iki,
g, dort, bes tanimlandi. Altiyr da tamimladik, yediyi de... Gu-
niin birinde durmam gerekecek, sonsuza kadar say1 tanimlaya-
cak degilim ya... Sayilar teker teker tanimlamakla say1 kavra-
mini tanimlamak arasinda da bir ayrim vardir.

Ne yapacagiz?

Once sunu yapacagiz: Giinliik dilde kullandigimiz ve aslinda
ne demek oldugunu bilmedigimiz beg’le daha sonraki yazilarda
tanimlayacagimiz bes’i birbirinden ayiracagiz. Ikincisi matema-
tiksel bes olacak. Matematiksel beg’in sizin elinizin parmak say-
styla hicbir ilgisi olmayacak, ya da ¢ok az ilgisi olacak.

Yepyeni bir bes kavrami tanimlayacagiz. Matematiksel ola-
rak...

Nasil yapacagiz bunu?

Nasil yapacagimiz hi¢ 6nemli degil! Bes’i nasil tanimladigi-
mizin hi¢ mi hi¢ 6nemi olmayacak. Bes’i, Gi¢’i, sekiz’i ve top-
lamay1 6yle tamimlayacagiz ki 5 + 3 = 8 esitligi dogru olacak.
Onemli olan, sayilar1 ve islemleri nasil tanimladigimiz degil,
tanimladigimiz say1 ve islemlerin istedigimiz ozellikleri sagla-
malari... Iste bu, matematigi matematik yapan niteliklerin en
onemlilerinden biridir. Daha dogrusu modern matematigi mo-
dern matematik yapan budur. Matematikte kavramlarin nasil
tanimlandiklar1 degil, kavramlarin hangi o6zellikleri sagladi-
klar1 6nemlidir.

Matematigin bu bakis acisi sadece sayilar igin degil, her
kavram icin gegerlidir. Noktalarin, dogrularin, diizlemlerin na-
sil tammlandiklari 6nemli degildir, nasil tanimlanirlarsa tanim-
lansinlar, 6nemli olan bu kavramlarin istedigimiz 6zellikleri
saglamalaridir.
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Ik birkag béliimde sifir, bir, iki, ii¢ gibi birka¢ dogal sayiy1
teker teker tamimladiktan sonra, ilerki boliimlerde genel olarak
dogal say1 kiimesini tanimlayacagiz. Bu daha zor olacak.

Iste boyle... Dogal sayilar1 ve toplamay1 tanimlayacagz.
Tanimimiz bize 2 + 2 = 4 esitligini verecek. Ayrica

X+y=y+x
esitligini de verecek. Carpmayi da tanimlayacagiz. Gorecegiz ki
XX(Y+2)=xxy+xx2
esitligi gecerli. Ayrica 2 x 2 = 4 esitligini de kanitlayacagiz.

Goruldigi gibi okurun bilmedigi seyler kanitlanmayacak.
Yani kanitladigimiz olgular degil bu ders notlarinda 6nemli
olan. Onemli olan yéntem, konuya yaklasim, diisiinme bicimi,
tanimlarin ve kanitlarin nasil yapildig vs.
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ogal sayilari, yani 0, 1, 2, 3, ... gibi sayilar1 anlamak is-
D tiyoruz. Elbette dogal sayilar1 anlamak icin 6nce dogal
sayilarin matematiksel tanimini vermeliyiz. Ama mate-

matiksel tanimi vermeden 6nce de dogal sayilarin nesini anla-
mak istedigimizi bilmeliyiz. Ciinkii tanimi ona gore yapacagiz.

Herhalde, en azindan bir dogal sayidan sonra hangi dogal
sayinin gelecegini (verilen dogal sayinin ardilini) bilmek istiyo-
ruz, yani x verilmigse x + 1 sayisin1 bulabilmek ve x - x + 1
fonksiyonunun ozelliklerini bilmek istiyoruz. Sonra, sanirim
dogal sayilar1 toplamayi ve ¢arpmayi anlamak istiyoruz. Top-
lamay1 ve carpmay1 anlamadan olmaz. Ta ilkokuldan beri ba-
simizin eti yendi toplama ve carpma icin... Ornegin

XX (Y+2)=xXy+xx%xg

esitligini kanitlayabilmek istiyoruz. Hatta belki 53 gibi bir sa-
yinin asstinii almay1 da becerebilmeliyiz. Ayrica hangi sayinin
kiigtik, hangi saymin biiyiik oldugunu da anlamaliyiz, 6rnegin
x2 > x esitsizligini kanitlayabilmeliyiz.

Dogal sayilarla ilgili anlamak istediklerimizi yazalim: x + 1 is-
lemi, toplama, ¢arpma, tis alma islemleri ve siralama.

Siralamadan baslayalim. Dogal sayilardaki x <y esitsizligi-
ni toplama cinsinden yazabiliriz:
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x <y ancak ve ancak x + z = vy esitligini saglayan
bir z dogal sayisi varsa
ya da daha matematiksel bir dille,
x<yeoIRx+z=Yy).

Goruldugu gibi esitsizligi toplamadan hareketle bedavadan
elde ettik. Dolayisiyla, eger toplamayi anlarsak esitsizligi de an-
lariz. Boylece anlamak istediklerimizin listesinden esitsizligi si-
lebiliriz. Artik sadece x + 1 islemini, toplamayi, carpmay1 ve iis
almay1 anlamak istiyoruz.

Simdi ts almaya bakalim.

x0=1vexy+l = x¥ x x
esitliklerinden, ¢carpmay1 ve x + 1 islemini biliyorsak gii¢c almayi
da bildigimizi anlariz. Nitekim bu esitliklerden 6rnegin su ¢ikar:

23 =22+1 22250 = 21+1x2 = (21x2)x2 = (20+1x2)x2
= ((20x2)x2)x2 = ((1x2)x2)x2.

Carpmayt biliyorsak, sag taraftaki carpmay1 hesaplayip 23 isle-
minin sonucunu bulabiliriz. Demek ki anlamak istediklerimizin
listesinden tis almay1 da silebiliriz. Artik sadece x + 1 iglemini,
toplamay1 ve ¢arpmayi anlamak istiyoruz.

Sira geldi carpmaya... Carpmayi da toplama cinsinden ya-
zabiliriz:

xx0=0vexx(y+1)=xxy+x.
Nitekim, yukardaki esitlikleri kullanarak ve toplamayi ve x + 1
islemini bildigimizi varsayarak, 6rnegin 2 x 3 isleminin sonucu-
nu bulabiliriz:
2x322x(2+1)=2x2+2=2x(1+1)+2
=2x1+2)+2=2x0+1)+2)+2
=(2x0+2)+2)+2=((0+2)+2)+2.

Toplamayi biliyorsak, en sagdaki islemi hesaplayip 2 x 3 is-
leminin sonucunu bulabiliriz. Demek ki ¢arpmay1 da bilmek is-
tediklerimizin listesinden silebiliriz. Artik sadece x + 1 iglemini
ve toplamay1 anlamak istiyoruz.
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Simdi de toplamaya bakalim. Eger x + 1 islemini yapabili-
yorsak, toplamay1 da yapabiliriz. Nitekim
x+0=xvex+(y+1)=(x+y)+1
esitlikleri bize toplama yapmamizi saglar. Ornegin,
2+3=2+2+1)=2+2)+1
S2+(1+1)+1
=((2+1)+1)+1.

Eger x verildiginde x + 1 islemini yapabiliyorsak, o zaman
sagdaki iglemi yapip 2 + 3 igleminin sonucunu bulabiliriz. De-
mek ki toplamay:1 da bilmek istediklerim listesinden silebiliriz.
Artik sadece x + 1 islemini anlamak istiyoruz.

Geriye fazla bir sey kalmadi. Toplamayi, ¢arpmayi, s al-
mayi, esitsizligi anlamak icin x + 1 iglemini anlamahyiz. x + 1
isleminin ozellikleri bize toplamanin, ¢arpmanin, iis almanin,
esitsizligin tim ozelliklerini verecek.

Toplamanin, ¢arpmanin, iis almanin ve esitsizligin ozellik-
lerini kanitlayabilmek i¢in x + 1 igsleminin hangi 6zelliklerini
bilmeliyim? Iste énemli ve canalict soru bu. Ancak bu soruyu
yanitladiktan sonra tamimlara gecebiliriz. x > x + 1 isleminin
hangi 6zelliklerine ihtiyacimiz oldugunu bir sonraki boliimde
soyleyecegiz.

Bir nokta okurun dikkatinden ka¢mis olabilir: x + 1 islemini
anlamak icin 1 diye bir sayiy1 anlamak gerekmiyor. Biz sadece
“art1 bir” igleminden s6zediyoruz, 1 sayisindan sozetmiyoruz.
belki de “arti1 bir” degil, tek kelimeyle yazip “artibir” iglemin-
den/fonksiyonundan sézetmeliydik. Bundan sonra x + 1 yerine
S(x), hatta Sx yazalim ve “art1 bir” yerine “bir sayinin ardili” te-
rimini kullanalim. Boylece kafa karistiran 1’den kurtulmus olu-
ruz. Daha sonra, ilerde, toplamay1 ve 1’i tammladigimizda Sx’in
gercekten x + 1’e esit oldugunu gorecegiz.
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Derin Not: Yukarda soylediklerimiz, yani toplama, carpma ve esitsizligin
“artibir” fonksiyonu kullanilanarak tanimlanabilmesi sadece bir anlamda
dogrudur ve bir baska anlamda yanhstir. Soylediklerimizin hangi anlamda
dogru, hangi anlamda yanlis oldugu konusu bu kitabin kapsamina girmemesi
gerekir, hele bu kadar erken bir boliime hi¢ girmemeli, ¢iinkii bu son derece
ilging ve derin konu bu ders notlarinda hedeflenen okurun matematiksel dii-
zeyini astyor olmali. Ama biz gene de soylediklerimizin hangi anlamda dogru
hangi anlamda yanls oldugunu metin boyunca anlatmaya ¢alisacagiz. Olum-
lu sonuglar1 kanitlayacagiz ama olumsuz sonuglari kanitlamada yetersiz kala-
cagiz. Okur ileride bu satirlara geri donerse konunun biraz daha aydinlanaca-
gin1 umuyoruz. Konuyla ilgilenenler ¢cok daha ileri seviyede bir mantik kitabi-
na bagvurmalilar.

Toplama ve ¢arpmay: bir formiille tanimlamak igin S (yani artibir fonksi-
yonu) ve 0 terimleri yetmez, ayrica kiimeler kuraminin tiim giictinii kullanmak
gerekir. Ileride bunu yapacagiz.

Konuya biraz asina olanlar icin tanimlanabilme problemini biraz agalim.
Presburger’in bir teoremine gore, dogal sayilarda toplamayla ve (altkiimelerle
degil) dogal sayilarla (elemanlarla yani) ilgili her tiirlii sorunun dogru olup ol-
madig1 bir bilgisayar programi yardimiyla anlagilabilir. Eger carpma toplama-
dan hareketle tanimlanabilseydi, o zaman toplama ve ¢arpmayla ilgili tiim so-
rularin da bir bilgisayarla yanitlanabilir olmasi gerekirdi, ki Godel’in ikinci
eksiklik teoreminden bunun boéyle olmadigini biliyoruz. Demek ki ¢arpma
toplamadan hareketle, dolayisiyla S’den hareketle de tanimlanamaz.

S fonksiyonundan hareketle esitsizligin tanimlanamayacagi biraz model
teorisi bilgisiyle oldukga kolay bir kanitla gosterilebilir. (S’nin teorisinin bir
modelini iki degisik bicimde (S, <)’in modeli olacak bi¢cimde - 6rnegin x < Sx
olacak bigimde - tamsiralamak yeterli.)

Ote yandan esitsizligin toplama yardimiyla tanimlanabilecegi bariz:

x<y<dzx+z=y.

Verilmis bir # dogal sayisiyla toplama, yani f,(x) = x + n fonksiyonu, “ar-
tibir” fonksiyonuyla tanimlanabilir elbette, bunun i¢in “artibir” fonksiyonu-
nu 7 defa uygulamak yeterlidir, yani $” = f,,.

Ama her x ve y i¢in f(x, y) = x + y degerini veren bir fonksiyon S ve 0 ile
tanimlanamadigi gibi, S, 0 ve esitsizlikle de tanimlanamaz (bkz. Karlis Podni-
eks’in http://www.ltn.Iv/gt3.htmI#BM3_1 sayfasi). Bir baska deyisle, yaygin
bir inancin tersine,

x+0=xvex+Sy=S8x+y)
formiilleri (N, 0, S) yapisinda toplama fonksiyonunu tanimlamaz. Benzer sorun
¢arpmada da yasanir.

Ote yandan S fonksiyonuyla yetinmeyip, kiimeler kuraminin tiim giiciinii
kullanma yetkisini alirsak, o zaman bu béliimde soylediklerimizin istisnasiz
her biri dogrudur ve elinizin altindaki ders notlarinin birinci kisminda her sey
kanitlanacaktur.

Bu satirlar1 hi¢ yazmamugiz gibi devam ediyoruz.
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ir onceki bolimde, dogal sayilarda toplamayi, carpmayi, iis
Balmayl ve esitsizligi anlayabilmek igin

x> x+1
kuraliyla tanimlanan “arti bir” ya da “ardili” iglemini anlama-
mizin yeterli oldugunu gordiik.

Burada, su soruyu sorup yanitlayacagiz: “Ardili” igleminin
nesini bilmeliyiz ki dogal sayilarla ilgili anlamak istedigimiz
“her seyi” anlayalim? Bu soruyu bir¢ok unli matematikgi,
mantik¢t ve filozof sormustur. Biz burada Dedekind ve Pe-
ano’nun izinden yiriiyecegiz.

Bundan béyle x + 1 yerine Sx yazaliml, ki x + 1 isleminin
1’le ilgili bir iglem oldugu gibi aslinda pek de yanlis olmayan
ama baglangigta bizi yanlis yonlendirebilecek bir fikre saplan-
mayalim. Sx’e x’in ardili adini verecegiz.

Bu boliimde ¢nce dogal sayilar kiimesi N’nin ne oldugunu
bildigimizi varsayip, S fonksiyonunun basat 6zelliklerini bula-
cagiz. “N’nin ve $’nin ne olmasi gerektigini” boliimiin en so-
nunda gorecegiz.

1 Bu S, “sonraki” anlamina gelen Ingilizce “successor” ve Fransizca “successe-
ur” sozcuklerinin bag harfidir, rastlanti Turkce “sonraki” sézctiguntniin deg
basharfidir!
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Ik Ozellik. Her seyden once S, dogal sayilar kiimesinden
gene dogal sayilar kiimesine giden bir fonksiyondur?, daha
s s s S s § S s S

| 1 |||“.'
o 1 2 3 4 5 6 7 8

dogrusu olmalidir. $’nin dogal sayilara ne yaptiginin resmini
yukarda ¢izdik.

Ayrica, S birebir bir fonksiyondur, yani eger x ve y dogal
sayilart icin Sx = Sy esitligi gecerliyse x = vy esitligi de gegerli-
dir3. Bir baska deyisle ardillar: esit olan sayilar esittir.

Peki S, 6rten* midir, yani her dogal sayi, bir dogal sayinin
ardili midir? Hayir degildir. O sayisi hi¢bir dogal saymin ardili
degildir. (Ama S fonksiyonu neredeyse ortendir, orten olmasi-
na ramak kalmistir: 0 diginda her saymin bir 6ncesi vardir ve 0
disinda her say1 kendisinden hemen 6nce gelen sayinin ardili-
dir...) Yani S fonksiyonu N kiimesinden N kiimesine giden ve
hi¢ 0 degerini almayan birebir bir fonksiyondur.

Ikinci Ozellik. S fonksiyonunun bir baska énemli 6zelligi
daha vardir: A, dogal sayilar kiimesi N’nin bir altkiimesi olsun.
Eger 0, A’nin bir elemaniysa ve A’daki her x elemani i¢in x’in
ardili olan Sx elemani da A’daysa o zaman A = N olur. Bir bag-
ka deyisle, N’nin, 0’1 iceren ve igerdigi her elemanin ardilin1 da
iceren her A altkiimesi N’ye esittir, yani,

(i) 0 e A, ve
(ii) her x € A icin, Sx € A

2 Heniiz dogal sayilar kiimesi N’yi tanimlamadik. Bunu daha sonraki yazilarda
yapacagiz. Simdilik, N diye bir kiimemiz oldugunu varsayip sezgisel takiliyo-
ruz. Yani diistiniiyoruz. Boliimiin sonunda N’nin ne olmasi gerektigini gorece-
giz. N’nin ne olmasi gerektigini gordiikten sonra N’nin varhigini kanitlamali-
yiz. Bunu da daha sonraki bolumlerde yapacagiz.

3 Egerx+1=1y+1isex =y esitligi de dogrudur, bunu herkes bilir!

4 f:X — Y bir fonksiyon olsun. Eger her y € Y icin f(x) = y esitligini saglayan
bir x € X varsa, f fonksiyonuna 6rfen denir.
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ise 0 zaman A = N olur. Nitekim, bu iki kosulu saglayan bir A
kiimesi alalim. 0’in A’da oldugunu (i)’den dolay1 biliyoruz.
(ii)’de x yerine 0 alirsak, 0 € A oldugundan, 0’in ardili olan SO
saysinin, yani 1’in de A’da oldugunu anlariz. Ikinci 6nermede
bu kez x yerine 1 alalim; demek ki 1’in ardili S1, yani 2 de
A’da. Simdi, ikinci 6nermede x yerine 2 alalim, boylece 3’tin de
A’da oldugunu goriiriiz. Bunu boyle stirdiirursek, 4, 5, 6, ... sa-
yilarinin, yani her dogal sayinin N’de oldugunu anlariz.

Yukarda verdigimiz bir kanit degildir, sadece okuru ikna
etmeye yarayan bir nevi akil yirtitmedir. Clinkt dogal sayilar
matematiksel olarak heniiz tanimlamadik ve tanimlamadigimiz
bir nesne hakkinda herhangi bir sey kanitlayamayiz. Simdilik
sadece dogal sayilar kiimesinin ve artibir fonksiyonunun ne
menem seyler olmasi gerektigini anlamaya caligiyoruz.

Bu iki 6zellik dogal sayilari, toplamayi, carpmayi, iis alma-
y1 ve esitsizligi (kimeler kuraminda) tanimlamamiz igin yeter-
lidir. Bunu ilerki bolimlerde gorecegiz.

Simdi dogal sayilar yapisinin kiimeler kuraminda genel ka-
bul goren tanimini verelim.

Dogal sayilar yapisi (ya da sistemi) sadece bir kiime degil-
dir. Tanimda N adi verilen bir kiime vardir, ama bir de ayrica
0 adi verilen bir eleman ve S adi verilen bir fonksiyon da var-
dir. Yani aslinda “dogal sayilar kimesi” N degil, dogal sayilar
yapist (N, 0, S) tanimlanmalidir.

Dogal sayilar1 sadece bir kiime olarak tanimlamak ¢ocuk
oyuncagidir. Mesele, dogal sayilarla ilgili gergekleri biinyesinde
barindiran bir aksiyom sistemi ve bu aksiyomlarin dogru oldu-
gu bir (N, 0, S) evreni ya da daha yaygin tabiriyle modeli yarat-
maktir. (Konu simdilik karmagik gibi goriinse de birkag bolim
sonra acikliga kavusacagina inaniyoruz; okumaya devam edin.)

Dogal sayilar “yapisi” (kimesi degil), hemen asagida agik-
layacagimiz P1 ve P2 6zelliklerini saglayan bir (N, 0, S) t¢lisu-
dir. Buradaki N bir kiimedir. 0, N’nin bir elemanidir. S ise,
N’den N’ye giden bir fonksiyondur.
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P1. S, 0 degerini almayan birebir bir fonksiyondur.
P2. A, dogal sayilar kiimesi N’nin,

(1) 0 € A, ve

(i) x € Aise Sx € A

ozelliklerini saglayan bir altkiimesiyse o zaman A = N olur.

Bicimsel dilde P1 soyle yazilir:
Vx Vy (Sx =Sy > x =y) A Vx Sx = 0.
Formuliin ilk kismi $’nin birebir oldugunu, ikinci kismi ise 0 de-
gerini almadigini soyler.
P2 ise bicimsel dilde soyle yazilir:
VA(AcNAOeAAVx(xe A—>Sx e A) > A=N).

Yukardaki 6zelliklerden S’nin nerdeyse 6rten olmasi gerek-
tigi olduk¢a kolay bi¢imde ¢ikar:

Onsav. P1 ve P2 ézelliklerini saglayan bir S : N — N fonk-
siyonu, O disinda tiim degerleri alir, yani S(N) = N\ {0} olur.

Kanmit: P2’de A = {0} U S(N) alalim. P2’nin her iki 6nkosulu
da A icin bariz bi¢cimde saglandigindan, A = N olur. P1’de soyle-
nen 0 ¢ S(N) ile birlikte istedigimizi elde ederiz. [

Her seyi kiimeler kuraminda yapacagimizdan, tam ne iste-
digimizi daha dogru bicimde soyle ifade edelim: Oyle bir

a) N kiimesi,

b) N’nin 0 adini verecegimiz bir elemanini ve

¢) Kiimeler kuraminin dilinde yazilmis iki degiskenli bir

o(x, y) formiilii®

bulacagiz ki, her x € N i¢in, o(x, y)’nin dogru oldugu bir ve bir
tek y € N olacak ve eger bu y € N elemanina Sx adini verirsek
(ki verilmis bir x € N i¢in y biricik oldugundan buna hakkimiz

5 Standart mantiksal simgeler diginda e simgesini de kullanan sonlu uzunlukta ve
“anlamli” simge dizisi. Bkz. Bolum 4A.
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var ve bu durumda S, N’den N’ye giden bir fonksiyon olur), el-
de edilen (N, 0, S) yapisi P1 ve P2 o6zelliklerini saglayacak.

Gelistirecegimiz ve aksiyomlarini yazacagimiz kiimeler ku-
raminda, P1 ve P2 ozelliklerini saglayan (N, 0, S) yapisinda top-
lama, ¢arpma ve tis alma gibi islemler tamimlanabilir ve bu is-
lemler tahmin edilen 6zellikleri saglarlar. Ayrica boyle bir yapi-
da bir siralama da tanimlayabiliriz. Bittin bunlari 6niimiizdeki
birka¢ bolimde yapacagiz. Ama 6nce ¢cok daha temel bir soru
soralim: Yukardaki P1 ve P2 ozelliklerini saglayan (N, 0, S) ti¢-
listi var midir?

Evet vardir! Istenirse (ama ancak istenirse) bulunur.

Vardir da nerdedir?

Bu ilk kismin bundan sonraki bélimlerinde bunun 6ykusi-
ni okuyacaksiniz. Yukardaki ozellikleri saglayan bir (N, 0, S)
yapisini hep birlikte var edecegiz. Sabirla. Ardindan, dogal sayi-
larda toplamayi, ¢arpmayi, siralamayi tamimlayip bunlarin ¢ok
bilinen temel 6zellikleri sagladigini kanitlayacagiz.

Plan Program. Bir sonraki bolimde kiimeler kuraminin en temel, en basit
aksiyomlarindan yararlanarak birka¢ dogal say1 ve bu dogal sayilari toplayip
¢arpmay1 Ogrenecegiz. Bu bolimii isinma hareketleri olarak kabul etmek gere-
kir. Asil konu daha sonra baslayacak.

Daha sonra Bolim 1’de bicimsel matematikte uzunca bir geziye ¢ikacagiz.
Basit birkag¢ aksiyom kullanarak, kiimeler kuraminin en temel ve en basat kav-
ramlarini tanimlayacagiz.

Boliim 2°de P1 ve P2 6zellikleri saglayan bir (N, 0, S) yapisi insa edecegiz.
Boliim 3’te bu yapida toplama ve ¢arpma iglemlerini ve siralamay: tanimlaya-
cagiz ve temel ozelliklerini ortaya koyacagiz.

Bolim 3B*’da, P1 ve P2 6zelliklerini saglayan iki dogal say: yapisinin bir
anlamda biricik oldugunu gosterecegiz, yani P1 ve P2 ozelliklerini saglayan iki
dogal say1 yapisinin elemanlarinin adlari diginda birinin digerinden fark: ol-
madigini gosterecegiz. (Tam tanimlari yeri geldiginde verecegiz.) Boylece do-
gal sayilar yapisinin bir anlamda dogal bir yap1 oldugu, P1 ve P2’nin dogal sa-
yilara pek fazla hareket sahasi tanimadigi anlagilacak.

Yolumuz uzun yani.

Soyle bir benzetme yaparak sorunu anlamaya ¢aligabiliriz: Diyelim evlen-
mek istiyorsunuz ve evinizde masa baginda ideal eginizin 6zelliklerini bir liste
halinde yazdiniz: Zeki, ¢aligkan, namuslu, saygili, sefkatli, hos goriiniimli,
hosgoriilii, hogsohbet, esprili, kiiltiirlii, zevk sahibi ve hali vakti yerinde ola-
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cak ve elbette size tapacak... Bu liste bir teoridir, bir arzular listesidir. Bu lis-
teyi herkes hazirlar... Bundan kolay ne var! Onemli olan bu teoride (yani ar-
zular listesinde) yazan ozellikleri saglayan birinin varligimi kanitlamak, hatta
miimkiinse bulmak! Istediginiz 6zelliklere sahip kisiye de teorinin modeli de-
nir! (Model sozciigii cuk oturdu!)

Yukardaki P1 ve P2 bir teoridir, bir arzular listesidir. N’nin varligini ver-
mez, sadece miistakbel N’lerden beklentilerimizi listeler.

Dikkat ederseniz, P2, altkiimelerle ilgili bir nermedir. (Ama P1 eleman-
larla ilgilidir.) Mantikcilar kendilerine gore hakli nedenlerden altkiimelerden
sozeden teorilerden hoglanmazlar, altkiimeler yerine elemanlarla ilgili 6ner-
melerden olusan teorileri tercih ederler. Boliim 4’te P1 ve P2’yi, e simgesini
ve kiimeler kuramini tamamiyla terkedip sadece elemanlardan sozeden ve 0,
S, + ve x simgelerini kullanan Peano Aksiyomlarr’yla ¢alisacagiz.

Tarihce. Dogal sayilarla ilgili bir¢ok olgunun “artibir” iglemi ve “tiimeva-
rim”la kanitlanabildigini ilk olarak 1860’larda Hermann Grassman farketmis-
tir. 1888’de Richard Dedekind dogal sayilart asag: yukari bu bolimde yaptigi-
miz gibi aksiyomlastirmigtir. 1889°da bu aksiyomlarin biraz daha rafine bir
versiyonu Italyan matematik¢i Giuseppe Peano tarafindan Yeni Bir Yontemle
Aritmetigin Ilkeleri adli kitabinda yayimlanmistir. Ama daha sonra Peano Ak-
siyomlari ad1 ileride s6ziinii edecegimiz (Boliim 4) bir baska aksiyom sistemine
verilmigtir. Bu bolimdeki aksiyomlara Dedekind-Peano Aksiyomlar: adi veri-
lebilir.
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Birka¢ Dogal Sayi

er toplulugu kiime sanmanin matematikte celigki dogur-
H dugunu okur biliyor olmali (Bkz. [SKK], Russell Para-

doksu yazisi). Demek ki daha dikkatli olmaliyiz, 6nii-
miize ¢ikan her topluluga kiime dememeliyiz. Neyin kiime oldu-
guna aksiyomlarla karar verecegiz. Bu boliimde kiimeler kurami-
nin kolay birkag aksiyomunu sunacagiz.

Asil amacimiz kiimeler kurami degil. Asil amacimiz dogal
sayilar. Dogal sayilari matematiksel olarak tamimlamak istiyo-
ruz. Bu ve sonraki birka¢ bolimde, dogal sayilar1 tanimlamak
icin ne kadar kiimeler kurami gerekiyorsa o kadar kiimeler ku-
rami sunacagiz. Kimeler kuraminin diger aksiyomlarini [AKK]
adli ders notlarimizda bulabilirsiniz.

Dogal sayilar diginda ayrica toplamay1 ve ¢arpmayi tanim-
layip 2 + 2 = 4 ve 2 x 2 = 4 esitliklerini kanitlayacagiz.

Basliyoruz... Matematigin daha en bagindayiz... Elimizde
hi¢ kiime yok... Kiimeleri yavas yavas var edecegiz.

Kiimeler nasil var olacaklar? Kiimelere “var olun!” diyece-
giz ve kiimeler var olacaklar. Kiimelere “var olun!” emrini ak-
siyomlarla verecegiz. Ama bunu yaparken biitiin kiimeleri ice-
ren bir kiimenin varhginin da kanitlanamamasina dikkat ede-
cegiz, cunkii boyle bir kiimenin bizi ¢eliskiye (paradoksa) go-
turdugiunt [SKK]’dan biliyoruz.

25
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1. Boskiime Aksiyomu. Hi¢ elemani olmayan bir kiime vardir.

Yukardaki aksiyomu okuyan okur, “eleman” ne demektir,
“elemani var ya da yok” ne demektir, “kiime” ne demektir di-
ye sorabilir... Ne de olsa ilk bolumde (Bolim 0A’da!) aynen
bundan sozettik. Ama bu sorular sorulabilecek sorular olsa da
yanitlanamayacak sorulardir. “Kiime” ve “elemani olmak”
kavramlarini tanimlamayacagiz. Bu kavramlari tanimlamadan
kabul edecegiz. Matematikte mutlaka tanimlanmamig kavram-
lar olmalidir. Iste “kiime” ve “elemani olmak” kavramlari ma-
tematigin tanimlanmayan iki kavramidir. Diger tiim kavramla-
r1 tammlayacagiz.

“Kime” adini verecegimiz bazi soyut, anlamsiz ve tanim-
lanmamis nesnelerin “elemanlar1” olacak. Sezgisel kiimeler ku-
raminda [SKK] “kime” ve “elemani olmak” kavramlarina sez-
gisel bir anlam yuiklemistik ama burada sadece matematik hiik-
medecek.

Okurun sasiracagini sandigimiz bir sey soyleyelim simdi: Ele-
manlar da bir kiime olacaklar!. Her sey kiime olacak... Eleman-
lar da, 0, 1, 2, V2, 7 gibi sayilar da, fonksiyonlar da, toplama ve
¢arpma da, < iligkisi de... Kiimeler kuraminin tiim nesneleri k-
medir, en azindan bu ders notlarinda agiklayacagimiz kiimeler
kuraminda.

Baz1 kiimeler baz1 kiimelerin elemanlar: olacaklar, “elema-
n1 olmak” ne demekse...

Eger x ve y kiimeyseler ve y kiimesi x kiimesinin bir elema-
niysa, o zaman bunu

y €x
yazilimiyla gosteririz. Eger, tam tersine, y kiimesi x kiimesinin
bir elemani degilse bunu,

1 1Ilk ve orta 6gretimde elemanlarin da kiime olduklar1 6gretilmez. Ama yledir.
Kiimeler kuraminin (en azindan bu ders notlarinda sézedecegimiz kiimeler ku-
raminin) tim nesneleri kiimedir.
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y &X
olarak gosteririz.

“Kiime” ve “elemani olmak” kavramlarinin hicbir anlami
olmayacak ama bu kavramlar: siz gene de sezgisel olarak istedi-
giniz gibi yorumlayabilirsiniz. Yorum serbest... Isterseniz “ele-
mani olmak”1 “¢ocugu olmak” olarak yorumlayin, yani “y € x”
timcesini “y, x’in ¢cocugu” olarak yorumlayin, bu size kalmig bir
sey... Biz yorum yapmiyoruz.

Biitiin bunlar1 yaziyoruz ama, daha elimizde bir tek kiime
var ve o kiimenin de hi¢ elemani yok... Simdilik bagka kiime
var mi yok mu bilmiyoruz. Bir tek kiime tizerine, tistelik hig ele-
mani olmayan bir kiime tizerine koca bir sayfa yazdik...

Yukardaki aksiyom, hi¢ elemani olmayan bir kiimenin var-
ligini soyliiyor. Yani oyle bir x kiimesi vardir ki, y hangi kiime
olursa olsun, y ¢ x diyor...

Simdi soru su: Hi¢ elemani olmayan kag kiime vardir? Bir?
[ki? Ug? Sonsuz tane? Ya da boyle bir soru sormaya hakkimiz
var m1? Hig¢ elemani olmayan kiimelerden bir ya da birkag ta-
ne olmasi bizim elimizde mi? Yoksa bu doganin bir geregi mi?

Hig¢ elemani olmayan tek bir kiime oldugunu kanitlamaya
calisalim, bakalim basaracak miyiz? Bence basaramayacagiz...
Deneyelim ama:

2. Teorem. Hi¢ elemani olmayan tek bir kiime vardir.

Kanit: x ve x; hi¢ elemani olmayan iki kiime olsun. x’in
x’e esit oldugunu gostermek istiyoruz...

Ama simdiye kadar iki kiimenin ne zaman birbirine esit ol-
duklarina dair herhangi bir sey soylemedik... Kiimenin ne de-
mek oldugunu bilmiyoruz ki iki kiimenin esitligi hakkinda bir
sey bilebilelim...

Eger iki kiime birbirine esitse o iki kiimenin ayni elemanla-
r1 vardir, yani birinde olan bir eleman digerinindedir de; yani,
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her x, x; ve y kiimeleri icin,
X=X =>(yex<y € x)
onermesi ya da her x ve x; kiimeleri i¢in,
x=x1=>Vy(yex<yeux)

dogrudur. Bu, matematigin dayanagi ve temeli olan matema-
tiksel mantigin kolay bir sonucudur: x = x ise, x’le ilgili her
dogru 6nerme (6rnegimizde y € x Onermesi) x yerine x; alirsak
da dogrudur (6rnegimizde y € x; Onermesi).

Bir sonraki aksiyom esitlik i¢in gerekli olan bu kosulun ay-
n1 zamanda yeterli oldugunu soyliyor:

3. Kiime Esitligi Aksiyomu. Ayni elemanlari olan iki kiime
birbirine esittir.

Bu, her x, x; ve y kiimeleri icin,
(Vylyexoyex)) =x=x
demektedir, yani
Vx Vx; (Vy(yex <o yex))) =x=x)
demektedir. (Yukardaki onermelerde parantezlerin rastgele
serpistirilmedigine dikkatinizi ¢ekeriz!) Simdi Teorem 2’nin ka-
nitina devam edebiliriz:

Teorem 2’nin kamitinin devami: Hi¢ elemani olmayan iki
kiime aldik, x ve x;. Bu iki kiimenin birbirine esit olduklarini
kanitlamak istiyoruz. Kiime Esitligi Aksiyomu’na gore her ikisi-
nin de ayni elemanlara sahip olduklarini gostermek gerekiyor,
yani birinin elemaninin digerinde de oldugunu gostermeliyiz. Bu
dogru olmasaydi, yani iki kiimeden birinde digerinde olmayan
bir eleman olsaydi, o zaman iki kiimeden birinde (digerinde ol-
mayan) bir eleman olacakti. Oysa kiimelerde eleman yok... Bir
celigki. Demek ki hi¢ elemani olmayan tek bir kiime var. H
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Madem ki hi¢ elemani olmayan tek bir kiime var, o zaman
bu kiimeye bir ad verebiliriz. Hi¢ elemani olmayan kiimeye
boskiime adini verelim. Bogkime & simgesiyle gosterilir.

Buraya kadar sadece bir tek kiimenin varhigini gosterebil-
dik, &, onu da bir aksiyomun yardimiyla yaptik. Bagka kiime-
ler de vardir belki evrende, ama bundan simdilik hi¢bir bigim-
de emin olamayiz.

Simdi ilk sayimiz olan 0’1 tanimlayalim:

4, Tanim. 0 = &.

Bu tanimladigimiz 0 matematiksel 0’dir, giinliik yasamda
kullandigimiz 0 degil. Ornegin, “0’1n 0 elemani vardir” tiimce-
sindeki birinci 0 matematiksel 0°dir, ikincisiyse Tuirkce 0’dir.

1’1 {0} olarak tamimlamak istiyoruz ama boyle bir kiimenin
varhigindan emin degiliz. Hemen bu sorunumuzu halledelim:

5. Iki Elemanh Kiime Aksiyomu. Eger x ve y birer kiimey-
se, eleman olarak sadece x ve y’yi iceren bir kiime vardir.

{x, v} kiimesinin temsili sekli

Kiime Esitligi Aksiyomu’na gore sadece ve sadece x ve y kii-
melerini eleman olarak iceren sadece bir tane kiime vardir. Ele-
man olarak sadece x ve y’yi iceren bu kiimeyi

{x, y}
olarak yazariz. Eger x = y ise, {x, y} yerine {x} yazariz, iki defa
x yazmanin ne anlami olabilir ki?
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Yukaridaki aksiyomda x = y = 0 alirsak, {0} kiimesinin var-
ligim gostermis oluruz ve boylece 1°i de {0} kiimesi olarak ta-
nimlama hakkini elde ederiz.

6. Tanim. 1 = {0}.

Eger x = 0, y = 1 alirsak, o zaman Iki Elemanl Kiime Aksi-
yomu’ndan {0, 1} kiimesinin varhig1 anlasilir ve 2’yi de bu kiime
olarak tanimlayabiliriz.

7. Tamim. 2 = {0, 1}.

Ayni aksiyomdan {0, 2} ve {1, 2} kiimelerinin de varlig1 anla-
silir. Bundan da {{0, 2}, {1, 2}} kiimesinin varhg: ¢ikar. Bu aksi-
yom sayesinde 1 ve 2 elemanli sonsuz sayida kiime yaratabiliriz.

Daha once {{0, 2}, {1, 2}} diye bir sey vardi, yok degildi,
ama adina kiime denmeye hak kazanmamusti. Iki Elemanli Kii-
me Aksiyomu bu seye kiime payesini veriyor. Kolay degildir
kiime olmak.

0’1n sifir, 1’in de bir eleman1 oldugundan, 0 # 1. Ne mutlu
bize! Dolayisiyla 2’nin iki elemani var ve 0 # 2, 1 # 2. Biitiin bu
esitsizlikler Esitlik Aksiyomu’nun yardimiyla kanitlanabilir.

Iki Elemanli Kiime Aksiyomu sayesinde elde edilen tiim kii-
melerin en fazla iki elemani oldugundan, yukarda verdigimiz
ti¢ aksiyom {0, 1, 2} kiimesinin varhgini kanitlamaya yeterli de-
gildir. Boyle bir kiimenin varligini kanitlamak i¢in yeni bir ak-
siyoma ihtiyacimiz var. Ama 6nce biraz edebiyat yapalim.

[SKK]’da iki ya da daha ¢ok kiimenin bilesimini almay1 6g-
rendik. Yalniz kimelerinin bilesimini alirken daha dikkatli ol-
mak gerekir, yanlis bir bilesim bizi celiskiye gotirebilir.

Genellikle, bilesim alirken sokaktaki 6grencinin gozden ka-
cirdigr ince bir nokta vardir: Kiimelerin bilegiminin bir kiime ol-
mast igin bilegimi alinacak kiimelerin bir kiime olusturmasi ge-
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rekmektedir, yoksa bilesim kiime olmayabilir. Ornegin a, b, ¢
kiimelerinin bilesiminden bir kiime olarak s6z edebilmek igin
{a, b, ¢}
diye bir kiime olmahdir. Eger {a, b, ¢} diye bir kiime yoksa,
aubuc

bir kiime olmayabilir, bir sey olur ama bu sey bagka bir sey ola-

bilir, kiime adini almaya daha hak kazanmamus bir sey olur. Eger

bilesimi dikkatsizce alirsak bir celigki elde ederiz ve sik olmaz.
Bir sonraki aksiyomla, bir kiimenin elemanlarinin bilesimini

alip yeni bir kiime elde etmemize olanak saglayacagiz. Aksiyomu

yazmadan Once tam ne istedigimizi biraz daha agik bir bicimde

aciklayalim.

{a, b, ¢} kiimesinin bgelerinin bilesimi

x, yukardaki resimdeki gibi bir kiime olsun. x’in birtakim
elemanlari var, diyelim x’in ti¢ elemani var: a, b ve c. Eleman sa-
yis1 sonsuz da olabilir, biz sadece ti¢c elemanl bir kiime aldik. Her
eleman gibi bu a, b, ¢ elemanlari da birer kiime. Yukardaki re-
simde a, b ve ¢ hem bir eleman olarak (bir nokta), hem de bir ku-
me olarak resmedilmis (gri yumurtalar). Iste bir sonraki aksi-
yomla, x kiimesini olusturan bu a4, b, ¢ elemanlarinin bilesimini
alarak yeni bir kiime elde etmenin yolunu agacagiz. Bu bilegim,
x’in elemanlarinin (a, b ve ¢’nin yani) elemanlarindan olusacak.

Yani aksiyom sunu diyecek: x hangi kiime olursa olsun, oy-
le bir y kiimesi vardir ki, her z kiimesi i¢in, z € y ancak ve an-
cak z € t € x kosullarini saglayan bir # varsa.
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Eger bir kiimenin elemanlarini o kiimenin ¢ocuklari olarak
yorumlarsak, bir kimenin elemanlarinin bilegiminin elemanla-
r1, bilesimi alinan kiimenin torunlari olur. Resimde, a, x’in bir
cocugu; z de @’nin bir ¢cocugu. Yani z, x’in bir torunu. Bu me-
taforla, x’in elemanlarinin bilesimi x’in torunlarindan olusan
kiime demektir.

8. Bilesim Aksiyomu. Eger x bir kiimeyse, sadece ve sadece
x’in elemanlarimin elemanlarimdan olusan bir kiime vardir.

Bu kiimeye x’in (elemanlarinin) bilesimi adi verilir. Kiime
Esitligi Aksiyomundan dolay:r bu bilesim biriciktir. x’in bilesi-

Utext

olarak yazilir. Eger x’in sonlu sayida elemani varsa, daha alisik

mi Ux ya da

oldugumuz yazilimi kullanabiliriz:

Ula, by, cl=a Vb c,

{0, 1} {0, 2}, {1, 2}} = {0, 1} U {0, 2} U {1, 2} = {0, 1, 2},

Ufa} = a.

Simdi, yukardaki aksiyomlari kullanarak {0, 1, 2} diye bir
kiimenin varligim kanitlayabiliriz:

i. 0 = & oldugundan, 0 bir kiimedir.

ii. 1 = {0} oldugundan, Aksiyom 5’e ve i’e gore 1 bir kiime-
dir.

iii. 2 = {0, 1} oldugundan, Aksiyom 5’e, i ve ii’ye gore 2 bir
kiimedir.

iv. Aksiyom 5’e ve iii’e gore {2} bir kiimedir.

v. Aksiyom 5’e, iii’e ve iv’e gore {2, {2}} bir kiimedir.

vi. Aksiyom 8’e gore, U{2, {2}}, yani

202} = (0,1} U2} = {0, 1, 2)

bir kiimedir.

Bundan boyle 3’u {0, 1, 2} kiimesi olarak tanimliyoruz.
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Okur aligtirma olarak {0, 1, 2, 3}’tn de bir kiime oldugunu
kanitlayabilir.
Dogal sayilari tanimlamaya devam edelim:

9. Tanim. 3 = {0, 1, 2}
10. Tamum. 4 = {0, 1, 2, 3}
11. Tanum. 5 = {0, 1, 2, 3, 4}.

Bu tanimlari siirdurtip 6’y1, 7’yi, 8’i tamimlayabiliriz. Ama
sayilari tek tek sonsuza dek tanimlamaya zamanimiz olmadigi-
na gore, durup, genel bir tanim vermenin yollarini aramaliyiz.

Bu tanimlara bir kez daha dikkatlice bakalim:
={0, 1,2, 3} u {4} =104 U {4},
0,1,2} u {3} =23 U {3},
Ju2)=720 {2},

2=71{0,1} = {0} U {1} =6 1 U {1},
1=6{0} =@ U {0} =4 0 U {0)
Ozetle
5=40U(4),
4 =3 v {3},
3=2uv {2},
2=1u {1},
1=0u {0}

Goruldigi gibi “bir sayinin ardili” (her ne demekse!), o sa-
yiyla sadece o sayidan olusan kiimenin bilesimi. Ornegin, 5, 4
kiimesiyle sadece 4 elemanindan olusan {4} kiimesinin bilesimi.

Yukardaki yontemi 5’e uygulayip 6’y1 tanimlayalim:

12. Tamm. 6 = 5 U {5}.
Bakalim elemanlariyla yazinca 6 ne oluyor?

6=1250{5}=11{0,1,2,3,4}u {5} ={0, 1, 2, 3, 4, 5}.
yani
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6=1{0,1,2,3,4,S5)}. (12.1)
6 da kendisinden Once gelen sayilar kiimesi oldu.
Eger x bir kimeyse, Sx’i soyle tanimlayalim:

13. Tanim. Sx = x U {x}.

Her sey kiime olmak zorunda oldugundan, x bir kiimeyse,
S(x) de bir kiime olmali. Hemen kanitlayalim bunu:

Teorem. x bir kiimeyse Sx de bir kiimedir.

Kanit: U¢ adimda kanitlayacagiz:

a. x bir kiime oldugundan 1ki Elemanl Kiime Aksiyomu’na
gore {x} bir kiimedir.

b. x ve {x} birer kiime oldugundan, gene Iki Elemanh Kii-
me Aksiyomu’na gore {x, {x}} bir kiimedir.

c. Bilesim Aksiyomu’na ve (b)’ye gore U{x, {x}} toplulugu,
yani x U {x}, yani Sx bir kiimedir. [

Eger n bir tamimlanmus bir “dogal sayiysa”, Sn’ye n’nin ar-
dili adini verelim. Yukarda da goruldugu uzere, 6, 5’in ardili.
6’nin ardili, tanimi geregi S(6)’dir:
$6 =136 U (6} =121 (0, 1, 2, 3, 4, 5} U {6)
={0,1,2,3, 4,5, 6).
Bundan boyle S(6)’ya 7 adini verelim.
Goruldugu gibi,

SO =1, (13.1)
S1=2, (13.2)
S2 =3, (13.3)
S3 = 4, (13.4)
S4 =5, (13.5)
S5 = 6, (13.6)
S6 = 7. (13.7)
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Dikkat edilirse hentiz genel bir dogal say1 kavrami tanim-
lamadik. Bunu daha sonraki bolimlerde yapacagiz. Simdilik
su kavramlar: tanimladik:

0,1,2,3,4,5,6,7, Sx.

Sn =n + 1 esitligini su anda kanitlayamayiz. Cunki + diye
bir islem daha tanimlamadik. Hemen tanimlayalim. Once 7 + 0
islemini tanimlayalim:

14. Tanim. 7 + 0 = n.

Dikkat: Bu tanimdan 0 + 7z = n esitligi ¢ctkmaz. Simdilik ka-
nitlayamayiz bu esitligi. Ama daha sonra kanitlayacagiz.

0’la (sagdan) toplamasini yukardaki tanimda ogrendik.
Toplamay: tanimlamaya devam edelim. Bir sonraki tanim sa-
yesinde, 7 + m igleminin sonucunu biliyorsak, 7 + Sm iglemi-
nin sonucunu da bilecegiz, yani m dogal sayisiyla (sagdan)
toplamasini biliyorsak, »’nin ardili olan S ile de (sagdan)
toplamasini bildigimizi gorecegiz:

15. Tamim. Eger n + m tammlannugsa, n + Sm = S(n + m).

Sn =n + 1 esitligini kanitladigimizda (bir sonraki teorem),
yukardaki tanim
n+(m+1)=(n+m)+1
anlamina gelecek?2.
Simdi S#’nin 7 + 1’e esit oldugunu kanitlayabiliriz.

2 Tamim 15’in gecerli olmasi igin bir seyin kontrol edilmesi gerekmektedir. Eksik-
ligi Bolim 1E’de agiklayacagiz v e eksikligi giderecegiz. Bolim 3’te ise aslinda
giderecek bir sorun olmadigini gosterecegiz! Bu tanimin kabul edilebilir bir ta-
nim olmast igin 6zellikle gozden uzak tutmaya calistigimiz bir olgu vardir ve bu
olgu tanimin gegerli oldugunun gosterilmesi i¢in kanitlanmalidir. Sorunu fisil-
dayalim: Sm = Sm’ ise S(n + m) = S(n + m') olur mu? Aksi halde 7 + Sm iyi
tanmimli degildir.
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16. Teorem. Sn = n + 1.
Kanmt: 7 + 1 =131 5 4+ S0 =15 S(n + 0) =14 Sn. L]

Yukardaki teoremi 0’a, 1’e, 2’ye ve tanimladigimiz diger sa-
yilara uygularsak (13) esitliklerinden su sonuglar ¢ikar:
0+1=1680=1311 (16.1)
1+1=1681=1322 (16.2)
2+1=1652=-1333 (16.3)
3+1=1683=1344 (16.4)
44+1=16854=1355 (16.5)
5+1=1685=136¢ (16.6)

6 +1=1686=1377 (16.7)

Artik 2 + 2 = 4 esitligini kanitlama zamani geldi:

17. Teorem. 2 + 2 = 4.
Kamit: Basit bir hesap:
24+2=1322 481 =1582 +1) =163 83 =13.4 4,
Istedigimiz esitlik kanitlanmugtir. [l

Simdi carpmaya gecelim. Once 0’la carpmay 6grenecegiz,
ardindan, m’yle carpmasini ve toplamayi bildigimizi varsaya-
rak, Sm ile carpmasini 6grenecegiz.

18. Tanim. 7 x 0 = 0.
19. Tanim. Eger n x m ve n x m + n tanumlanmissa,
nx8Sm)=nxm+n.

Teorem 16 ve yukardaki tanimdan
nx(m+1l)=nxm+n

esitligi cikar3.

3 Toplama i¢in ¢itlattigimiz sorun ¢arpmanin taniminda da var. Bu sorunlar
Bolim 3’te ortaya koyup c¢ozecegiz.
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Simdi 7 x 1 = 7 esitligini kanitlamaya ¢aligalim:
nx1=B1pxS0=9nux0+n=1804+n=..
Takildik. Ciinkii O + 7 = 7 esitligini bilmiyoruz. Bizim bildigimiz
sadece 7 + 0 = n esitligi, 0 + 7 = n esitligi degil. 0 + #n = n esitli-
gini daha sonra kanitlayacagiz, simdi kanitlayamayiz. Bu egit-
ligi simdilik kanitlayamayiz ama, 16.1’den 0 + 1 = 1 esitligini

bildigimizden, 1 x 1 = 1 esitligini kanitlayabiliriz:

20. Teorem. 1 x 1 = 1.
Kamt: Iste esitligi kanitlayan kiigiik hesap:
1x1=811x80=191x0+1=180+1=l6171, L]

Simdi 2 x 2 = 4 esitligini kanitlamaya ¢aligalim:
2x2=1322x81=192x1+2.
Demek ki sonuca ulagsmak i¢in 6nce 2 x 1 = 2 esitligini kanitla-
maliyiz. Kanitlayalim:
2x1=1312%x80=2x%x0+2=180+2.
Demek ki daha 6nce 0 + 2 = 2 esitligini kanitlamamiz gereki-
yormus:
0+2=13204+581=1550+1)=l6181=1322
Simdi artik 2 x 2 = 4 esitligi kanitlanmistir. Teoremi ve kaniti-
ni bir defa daha ama bu sefer derli toplu bir halde yazalim.

21. Teorem. 2 x 2 = 4.
Kanit: Hesaplar soyle:
2x2=1322x81=192x14+2
=1312x80+2=192x0+2)+2
=18 (0+2)+2=1320+51)+2
=1580+1)+2=161814+2
=1327 .2 =174,
Kanitimiz bitmistir. [l
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22. Sonug. Bu boliumde 0, 1, 2, 3, 4 sayilarini, Sx’i ve + ve x
islemlerini tanimlayip 2 + 2 = 4 ve 2 x 2 = 4 esitliklerini kanitla-
dik. Goruldigi gibi tanimlarimizin elmalarla armutlarla, deney-
le, dis diinyayla higbir ilgisi yok. Her sey zihinsel ve en soyut dii-
zeyde.

Yine de yukarda yapilanlarda 6nemli bir eksik var: 0, 1, 2,
3,4, 5, 6, 7 sayilarini teker teker tanimladik. Tanimlanacak da-
ha ¢ok say1 var... Omiir biter, sayilar bitmez! Biitiin sayilar: te-
ker teker tanimlayamayiz. Matematik sonlu zaman iginde ya-
pilmali. Bu sorunun ustesinden gelecegiz. Dogal sayilar teker
teker degil, hepsini birden, daha dogrusu dogal sayilar kiimesi
N’yi bir anda, tek bir hareketle yaratacagiz. Her sey zamanla...

Bu bolimde yapilanlar ¢ocuk oyuncagi. Konu ¢ok daha il-
ginclesecek.

Alistirmalar

1. aq, a5, a3 kiime olsunlar. {a, a,, a3} toplulugunun bir ki-

me oldugunu kanitlayin. Genel olarak aq, ..., a, kimeyse
lagy ..y a,}

toplulugunun kiime oldugunu kanitlayn.

2. VD = O esitligini kanitlayin.

3.4+ 3 =7ve3 +4 =7 esitliklerini kanitlayin.

4.3 x 2 =6ve 2 x 3 =6 esitliklerini kanitlayin.

5. " iglemini ve 8 sayisini bu bolimdeki yontemlerle ta-
nimlayip 23 = 8 esitligini kanitlayin.

6". Buraya kadar verilen aksiyomlarla sonsuz sayida elema-
ni1 olan bir kiimenin varhiginin kanitlanamayacagini kanitlayin.



1D. Giuseppe Peano
(1858-1932)

Bugiin ilkokulda bile 6gretilen U, N, <, €, & gibi simgeleri
bor¢lu oldugumuz Giuseppe Peano bir ciftci ailesinin ¢ocuguy-
du. Giuseppe 6nce koy okuluna gitti. Sonra her giin 5 + 5 = 10
km’lik yolu goze alarak kasaba okuluna

devam etti. Avukat ve papaz olan aga-
beyi (daha ¢ok koylerde gecerli olan
Katolik gelenegine gore en biuyuk kar-
des papaz olmak zorundadir) kardesi-
nin yetenegini goriince onu lise siavla-
rina soktu. Sinavi kazanip liseden sonra
Torino Universitesi’nde (daha sonra

mithendislige gecmek tizere) matematik

okuyan Peano, t¢lncii yilinda sinifinin
I T T Lo . Giuseppe Peano gencliginde
birincisiydi, ¢linki sinifta baska 6grenci
yoktu, digerleri matematigi birakip miihendislige ge¢miglerdi!
Peano’nun okul arkadaslarinin adlarini bugiin kimse bilmez!
Caginin ¢ok ilerisinde bir matematik anlayisina sahipti Giusep-
pe Peano. Geligmis analitik yetenegiyle digerlerinin makalele-
rinde yanls bulmasiyla tnliiydi. Analizden mantiga bircok
onemli buluslari olmustur. Bir¢ok tarihgi tarafindan matema-

tiksel mantigin kurucusu olarak kabul edilir.
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Dogal sayilarin bugiin bilinen (ve bu kitapta aciklayacagi-
miz) matematiksel tanimini ilk bulan Giuseppe Peano, dilbili-
me de merakliydi.

Bilindigi gibi Esperanto tamamuiyla ya-
pay, dilbilgisi olduk¢a kolay, daha ¢ok La-
tince, yapay, yani insan bulusu bir dildir.
“Umut eden” anlamina gelen Esperanto,
Polonyali Zamenhof (1859-1917) tarafin-
dan hentz bir lise 6grencisiyken 1878’de
bulunmus ve yeni bir dil olarak ilk kez

1887°de yayimlanmistir. Zamenhof’un
amaci insanlarin bu evrensel dilde konusa- Giuseppe Peano,
rak degil, yazisarak anlasmalariydi. yashhgnda

1903’te Peano, Zamenhof gibi, Latinceyi sadelestirerek
“buikimstiz Latince” demek olan Latino sine flexione yapay di-
lini bulmustur. Latine sine flexione, Latin-
ce sozcukleri korumus, ancak ekleri ve ce-
kimleri (yani “flexione/biikkiim™leri) tama-
miyla kaldirmistir, ¢inkt bukiimler bir dili
zorlastiran elemanlardir. Bir kizilderili dili
olan Navajo dili o kadar bukimli ve zor-
dur ki, ABD, Ikinci Diinya Savagi’nda sifre
olarak bu dili kullanmigtir. Navajo dilinde

Wasakotyatawitserahekvhtha’se, “ona bir L.L. Zamenhof
kadin viicudunu ¢irkinlegtiren tiste giyilen
seyler yapt1” anlamina gelir... Ornegin Ingilizce gorece az bii-
kimli dil oldugundan 6grenmesi oldukg¢a kolaydir.

Latine sine Flexione’yi http://www.geocities.com/Athens/
Olympus/2948/index2.html adresinden 6grenebilirsiniz.



1E*. Temellendirme Aksiyomu

Béliim 1C’de toplamayi su iki formiille tanimlamigtik:

Tanm. x + 0 = x, ve eer x + y biliniyorsa, x + Sy = S(x + ).

Animsatiriz: Sx, x U {x} anlamina geliyordu.

Yukardaki ikinci tanimda ilk anda dikkat ¢cekmeyebilecek
cok onemli bir sorun var. O da su: x ile Sy’nin toplaminin so-
nucunun S(x + y) olacagini sdylilyoruz. Buna hakkimiz var mi?
Olmayabilir... Soyle bir durum ortaya ¢ikabilir:

Sy = Sz esitligi gegerli olabilir ve x + y ve x + z de biliniyor-
dur, ama

S(x +y) #S(x + 2)
olur. O zaman,
Sx+y)=x+Sy=x+Sz=5(x+2)
esitliklerinden bir ¢eligki elde ederiz.

Bir baska deyisle, Sy ile ilgili olan

x+8y=S8x+y)
esitliginin sadece Sy’ye gore degismesi gerekir, y degistiginde Sy
degismiyorsa, x + Sy’nin Onerilen taniminin da, yani S(x+y)’nin
de degismemesi gerekir.
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Sorun tam anlagilamayabilir, ¢iinkii kolay kolay anlasila-
cak bir sorun degil parmak bastigimiz, ama anlasildiginda da
boy uzatir. Bir bagka yolla anlatmaya ¢aligalim:

Diyelim ki x + B toplamini yapmak istiyorsunuz... Dugiinii-
yorsunuz... Kisa bir zaman icinde f’nin Sy’ye esit oldugunu an-
liyorsunuz. Hemen ardindan da, tanimdan,

x+PB=x+Sy=S8x+y)
esitliklerini ¢ikariyorsunuz. Simdi x + y sayisini hesaplamaniz
gerekiyor. Diyelim hesapladiniz... Sonra $’nin tanimindan ha-
reketle S(x + y)’yi kolayca
(x+y) U {x+y}
olarak buluyorsunuz. Her sey yolunda. Simdilik...

Ertesi giin bu bulusunuzu bir arkadasiniza gostermek isti-
yorsunuz. Ne var ki kanitinizi unutmussunuz. Kanitinizi unut-
mugsunuz ama kafaniz yerinde. Gene dusiintiyorsunuz. Kisa
bir zaman icinde B’nin Sz oldugunu anliyorsunuz. Bir 6nceki
giin B’nin Sy oldugunu bulmustunuz ama bunu unutmussunuz,
bugitin B’y1 Sz olarak buldunuz... Tabii bunun boyle olmasi igin
Sy = Sz olmali. Demek 0yle, neden olmasin!.. Aynen bir 6nce-
ki giin oldugu gibi hesapliyorsunuz:

x+PB=x+Sz=S8x+2).
Simdi x + z sayisim1 hesaplamaniz gerekiyor. Diyelim hesapla-
diniz... Ve iste buldugunuz sonug:
x+p=S8kx+2)

Bir 6nceki giin x + B sayisini S(x + y) olarak hesaplamigtiniz,
bugiinse S(x + z) olarak... Toplamin zamanla degismemesi gere-
kir elbet, yani

S(x +vy)=S(x +2)
olmali. Eger bu esitlik dogru degilse, toplamanin tanimi yanlig-
tir, boyle bir tamim kabul edilemez.

Iste bu yiizden toplamanin taniminin gegerli ve kabul edile-
bilir bir tanim olmasi i¢in asagidaki teoremin kanitlanmasi ge-
rekmektedir.
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Teorem 1. Sy = S(z) ise S(x + y) = S(x + 2).

Eger y bir dogal sayiysal, Sy, y + 1 anlamna geleceginden,
aslinda Sy = Sz esitliginden y = z esitliginin ¢ikmasini istiyoruz.
Yani aslinda asagidaki teoremi kanitlamak istiyoruz:

Teorem 2. Sy = Sz ise y = z.

Teorem 1 elbette Teorem 2’nin bir sonucudur. Bundan boy-
le amacimiz Teorem 2’yi kanitlamak olacak.

Teorem 2’yi kanitlayabilir miyiz? Bunu kanitlayamasak da,
bu esitlige ne derece yaklasabiliriz? Yani Sy = Sz ise, vy ile z ara-
sinda nasil bir iliski vardir? Once bu soruyu yanitlayalim:

Teorem 3. Eger Sy = Szise yay =z diryaday € z € y olur.
Kanit: Sy = Sz olsun. Demek ki
yu {yl=zu{z}.

Simdi, y € {y} oldugundan, y, bu esitligin solundaki y U {y} k-
mesinin bir elemani. Demek ki y sagdaki z U {z} kiimesinin de bir
elemani. Dolayisiyla ya y € z ya da y e {z}. Ikinci sikta y = z ol-
mak zorunda. Sonug olarak yay e zyaday =z.

Ayni nedenden? yaz € yyadaz =1.

Teorem kanitlanmistir. []

Simdi y € z € y secenegini (bir kiimenin kendisinin bir elema-
ninin elemani olma secenegini) ortadan kaldirirsak Teorem 3’ten
Teorem 2 ¢ikar, dolayisiyla Teorem 1 de kanitlanmig olur ve
toplamanin taniminda farkettigimiz sorun giderilmis olur. Ne ya-
zik ki bu olasiligi ortadan kaldirmak kolay degildir. Cok bilinen
yontemlerle y € z € y sikkinin varolmasini yasaklayamayiz.

1 Ki daha dogal say1 kavramini tanimlamadik. Sadece gecen boliimde 0, 1, 2 gi-
bi birka¢ dogal sayiy1 tanimladik.
2 Yukardaki kanitta y ile z’nin yerlerini degistirin.
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Bir kiime, bir elemaninin elemani olabilir mi? Daha dogru-
su olmal mr?

Hatta bir kiime kendi kendisinin elemani olabilir mi?

Bir basgka soru:

XEYyEZEX
iligkilerini saglayan x, y, z kiimeleri var mudir? Daha dogrusu bu
tiir kimelerin var olmasi dogru mudur? Boyle bir durumun ola-
mayacagini gosteremiyorsak, boyle bir durumun olmamasi icin
bir aksiyom kabul etmeli miyiz?

Aksiyom kabul etmek, son tahlilde felsefi bir sorudur, ya da
inanca iligkindir. Doganin yasalarinin ne oldugunu, doganin
hangi kurallarla yonetildigini distindiigiimiizle ilgili bir soru.

Matematikgilerin bir¢ogu,

X ex

Xeyex

Xeyezex

xXeyezetex
gibi iligkileri saglayan kiimelerin olmamasi gerektigini disii-
niir, ¢ciinkii bir kiimenin tanimlanmasi i¢in kiimenin elemanla-
rinin bilinmesi gerektigini dustiniirler (ki bu bile dogru dgildir).
Yukardaki orneklerin herbirinde x’in elemanlarindan birinin
bilinmesi i¢in x kiimesinin bilinmesi gerekiyor. Genelde boyle
“sagma” bir durumun olmamasi gerektigi diigtnilir.

Matematigin ¢ok bilinen aksiyomlariyla yukardaki durum-
larin olamayacagi gosterilemez. Bunun icin su aksiyoma ihtiyag
vardir:

Temellendirme Aksiyomu3. Eger x bos olmayan bir kiimeyse,
o zaman x’in x Ny = O esitligini saglayan bir y elemani vardir.

Bir 6rnek ve bir karsiornekle Temellendirme Aksiyomu’nu
aciklamaya calisalim.

3 Ingilizcesi “Axiom of Regularity” ya da “Axiom of Foundation”.
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Yukaridaki sekildeki x kiimesinde ti¢ eleman var: y, z ve .
Bu ti¢ elemanin herbiri birer kiime. Sekilde bu ti¢ eleman hem
bir eleman olarak (noktayla), hem de bir kiime olarak (ovalle)
gosterilmis. x’in bu ¢ elemaniyla x’i teker teker kesistirelim:
texnz#d,
yexnt#J,
xNy=d.
Demek ki x’in ti¢ elemanindan sadece y’nin x’le kesisimi bos-
kiime. Temellendirme Aksiyomu, bog olmayan her x kiimesin-
de boyle bir y elemaninin mutlaka olmasi gerektigini soyliiyor.
Bir baska deyisle asagidaki sekildeki gibi bir durum Temel-
lendirme Aksiyomu’na gore olmamali.

Burada da x kiimesinin ti¢ elemani var: y, z ve #. Ancak,
texnzg#d,
yexnt#d,
zexny=#d.
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Bu durum Temellendirme Aksiyomu’yla celisir. Temellendir-
me Aksiyomu’nun kabul edildigi bir sistemde boyle bir x kiime-
si olamaz.

Temellendirme Aksiyomu’ndan soziinii ettigimiz sonuglari
cikarabiliriz.

Sonug 1. Eger a bir kiimeyse, a ¢ a.

Kanit: a bir kiime olsun. Diyelim ki a kendi kendisinin bir
elemani, yani a € a. Simdi x kiimesini sadece a’dan olusan kii-
me olarak tanimlayalim, yani

X = {a}

olsun. Temellendirme Aksiyomu’na gore x kiimesinde Oyle bir
y elemani vardir ki,

xNy=9
esitligi saglanmalidir. Ama x kiimesinin tek bir elemani var, o
da a. Demek ki y = a olmali. Dolayisiyla

xNna=9
olmali. Ama a hem x’in hem de a’nin bir elemani, yania € x N a.
Bu bir ¢eliskidir. Demek ki “a € a” 6nermesi yanls, yani a ¢ a.
Istedigimiz kanitlanmstir. [l

Sonug 2. Eger a ve b birer kiimeyse, ya a ¢ b yada b ¢ a.
Kanit: Bir celiski elde etmek amaciyla, yanitlamak istedigi-
miz sonucun yanlis oldugunu varsayalim. Demek ki
aebea
iligkilerini saglayan a ve b kiimeleri vardir.
x = {a, b}
olsun. Temellendirme Aksiyomu’na gore x’te
xNy=9J
esitligini saglayan bir y elemani olmali. Ama x’in sadece iki ele-
mani var: a ve b. Demek ki y, ya a ya da b olmak zorunda.
Diyelim y = a. O zaman b € cna = c Ny = I, celiski.
Egery=bise, 0 zaman,a e cnb=cny=,eliski. [
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Sonug 3. Eger a, b ve ¢ birer kiimeyse, yaa ¢ b yab ¢ c ya
dacga.

Kanit: Okura alistirma olarak birakilmistir. Yukardaki ka-
nitlara ¢cok benzer. ]

Simdi Sonug 2’den Teorem 3, Teorem 3’ten Teorem 2, Te-
orem 2’den Teorem 1 ¢ikar. Madem ki Teorem 1 dogru, simdi ar-
tik hi¢ cekinmeden, eger x + y tanimlanmuissa,

x+Sy=S8x+y)
esitligini x + Sy’nin tanimi olarak verebiliriz.

Biitiin Bunlar Gereksiz! Bir tanim i¢in bunca patirti kopardik-
tan sonra, okuru kizdirmak pahasina da olsa, aslinda Temellendir-
me Aksiyomu’na toplamay1 tanimlamak icin gereksinim olmadigi-
ni1 soyleyecegim...

Temellendirme Aksiyomu (ya da benzeri bir aksiyom) ol-
madan Teorem 3’iin kanitlanamayacag1 dogru. Ote yandan biz
Teorem 3’4 tum kumeler i¢in degil, dogal sayilar i¢in kanitla-
mak istiyoruz. Teorem 3 dogal sayilar i¢in Temellendirme Ak-
siyomu’na gerek kalmadan kanitlanabilir. Ama boyle bir te-
orem kanitlamak i¢in 6nce dogal sayinin ne demek oldugunu
bilmemiz lazim. Oysa biz daha boyle bir tanim yapmadik. Bo-
lim 2’de dogal sayilari tanimlayacagiz. Dogal sayilari tanimla-
mak icinse kiimeler kuramini biraz daha gelistirmemiz gereke-
cek. Bunu da bir sonraki boliimde yapacagiz.



