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Biraz Kümeler Kuram› ve Do¤al Say›lar



0A. Gerçek Nedir Ne De¤ildir?

G
erçek nedir, var m›d›r, varsa benden ba¤›ms›z m›d›r ve

ona nas›l ulafl›l›r? Do¤ru nedir? “Anlamak” ne demek-

tir? Bir fleyi nas›l anlar›z ve anlad›¤›m›z› nas›l anlar›z?

Düflünmek ne demektir? Baz› verilerden bir baflka sonuç nas›l,

hangi kurallara göre ç›kar›l›r? Kan›t nedir? Bu ve benzeri soru-

lar› sürekli sormadan, verilen yan›tlar› sürekli sorgulamadan

tam anlam›yla ayd›n olunamaz.

Her ayd›n bu sorular›n yan›tlar›n› vermelidir demiyoruz,

çünkü bunlar yan›ts›z sorular da olabilir, biz sadece ayd›n›n bu

konularda sürekli düflünmesi ve kendi kendine tart›flmas› ge-

rekti¤ini söylüyoruz.

Ayd›n, kendi ç›karlar›n› gözard› ederek ve toplumun ç›karla-

r›n› düflünerek toplumu yönlendirmek ve de¤ifltirmek isteyen kifli-

dir. Bizce... Ayd›n bu görevini yazarak, çizerek, çal›p söyleyerek,

konuflarak yerine getirir, dolay›s›yla ayd›n topluma mesaj iletir.

E¤er sorumluluk sahibiyse, ki öyle olmas› gerekir, ayd›n›n toplu-

ma verdi¤i mesaj hakk›nda düflünmesi gerekir. Bu da ister istemez

yukardaki sorular› sordurtur.

Ahmet’in ya da Ayfle’nin gerçe¤i (ya da do¤rusu) de¤iflik

olabilir, Ahmet ve Ayfle olaylar› de¤iflik yaflayabilirler. Gerçek,

kifliden kifliye de¤iflti¤i gibi co¤rafyadan co¤rafyaya da de¤iflir:



Türkiye’nin gerçe¤iyle ABD’nin gerçe¤i bir olamaz. Gerçek, ki-

fliye ve co¤rafyaya göre de¤iflti¤i gibi zamana göre de de¤iflir:

Ortaça¤’›n gerçe¤iyle bugünün gerçe¤i bir de¤ildir. 

Bunlar herkesin bildi¤i, kahvede bile duyabilece¤imiz bey-

lik sözler. Herhalde bunlardan söz edece¤imi sanm›yorsunuz

bir matematik kitab›nda!

Gerçe¤in ve do¤runun kifliye, co¤rafyaya ve tarihe göre de-

¤iflece¤ini söylerken, sözünü etti¤imiz gerçe¤in ya da do¤runun

ne oldu¤unu biliyor muyuz? Gerçek ya da do¤ru üzerine her-

hangi bir söz edebilmek için önce bu kavramlar›n ne olduklar›-

n› bilmeliyiz. Tan›m› bilinmeyen bir kavram üzerine ne söyle-

yebiliriz ki?

Demokrasi en iyi yönetim biçimidir tümcesini ele alal›m. Bu

tümce ne kadar do¤rudur? Böyle bir ifadenin do¤ru olmas› için

her fleyden önce “demokrasi”nin tan›mlanmas› gerekir. De-

mokrasi tan›mland›ktan sonra “yönetim biçimi” tan›mlanmal›.

Arkas›ndan “en iyi” tamlamas› tan›mlanmal›. Ve tüm bu ta-

n›mlar yap›ld›ktan sonra “demokrasi en iyi yönetim biçimidir”

tümcesi kan›tlanmal›. ‹flte ancak o zaman “demokrasi en iyi

yönetim biçimidir” tümcesi do¤ru olabilir.

Tabii, bir baflkas›, “benim ‘demokrasi’, ‘yönetim biçimi’ ve

‘en iyi’ tan›mlar›m de¤iflik” deyip sizin gerçek diye sundu¤unuz

önermeyi reddedebilir. Ama siz de buna karfl›, “Bu kavramlara

benim verdi¤im tan›mlarla önerme do¤rudur” diyebilirsiniz.

E¤er kan›t›n›z do¤ruysa kimse buna karfl› ç›kamaz. (Kan›t›n ne

oldu¤u, bir kan›tta hangi ak›l yürütmelerin yap›labilece¤i de

gerçe¤in ne oldu¤u konusuyla yak›ndan iliflkili bir sorudur.)

“Demokrasi”nin tan›m› ne olmal›d›r tart›flmas› baflka bir

tart›flmad›r, “do¤ru/gerçek nedir?” tart›flmas›na dahil de¤ildir,

ya da çok ucundan, çok dolayl› olarak dahildir.

Yukarda tan›mlardan ve kan›ttan sözettik. Ancak

kullan›lan sözcüklerin tan›mlar› verildikten ve tümcenin ya da

önermenin anlam› iyice anlafl›ld›ktan sonra tümcenin kan›tlan-
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mas› gerekti¤ini söyledik. Kan›t üzerine daha çok yo¤unlaflmak

için anlam› bilinen bir tümceyi ele alal›m: Ankara Türkiye’nin

baflkentidir. Bu tümcenin do¤ru oldu¤undan kuflkumuz yok

herhalde. Ankara’n›n, Türkiye’nin ve “baflkent”in tan›mlar›

belli. Peki nas›l kan›tlars›n›z do¤ru oldu¤unu bildi¤iniz bu tüm-

ceyi? “Anayasa’da öyle yaz›yor” demeniz yeterli midir? E¤er

“baflkent”in tan›m›nda böyle yaz›yorsa yeterlidir elbet. Ben de

size “Gösterin Anayasa’y›” derim. Diyelim Anayasa’y› buldu-

nuz, do¤ru sayfay› aç›p önüme koydunuz. “Nerden belli bunun

gerçek Anayasa oldu¤u” diye sorabilirim size. O zaman birlik-

te Ankara’ya gideriz, TBMM tutanaklar›na bakar›z. Milletve-

killerinin imzalar› orada, hepsi Ankara’y› baflkent ilan etmifller.

Bu kez “Nerden belli bu imzalar›n sahte olmad›¤›?” diye sora-

r›m size...

Hiçbir biçimde Ankara’n›n Türkiye’nin baflkenti oldu¤unu

kan›tlayamazs›n›z. Tüm Türkiye tek a¤›zdan “Ankara Türki-

ye’nin baflkentidir” diye ba¤›rsa, gene de ikna olmam. Büyük bir

olas›l›kla öyledir, Ankara gerçekten Türkiye’nin baflkentidir ama

yüzde yüz ikna edilemem. Belki benim tuhaf bir hastal›¤›m var-

d›r, bu öyle bir hastal›kt›r ki, Türkiye’nin baflkentinin Ankara ol-

mad›¤›n› ö¤rendi¤im anda ölece¤im... Herkes bunu biliyor ama

ben bilmiyorum. ‹sterseniz paranoya deyin, ama içime öyle bir

kuflku düflüverdi birden. Ölece¤imi bildi¤inizden ve ölmemi iste-

medi¤inizden bana numara yap›yorsunuz, oyun oynuyorsunuz.

Çocuklu¤umdan beri kand›r›lm›fl›m... Benim için özel gazeteler

bas›lm›fl, özel haritalar çizilmifl... Hâlâ daha kand›r›yorsunuz...

Yutmam!

Elinize bir elma al›n. Bu elmay› b›rak›rsan›z ne olur? Elma

düfler. Öyle mi? Nerden biliyorsunuz elman›n düflece¤ini? 

B›rak›rs›n›z elmay›, elma gerçekten düfler. 

" ‹flte, dersiniz bana, elma düfltü.

Gerçekten de elma düfltü. Gözlerimle gördüm. Hakl›ym›fls›-

n›z. 
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" Peki... Bir daha b›raksan›z ne olur acaba? 

" Gene düfler elbet!

" Nerden belli? 

" Çünkü hep düfltü! 

" Biliyorum hep düfltü¤ünü, ama bundan sonra ne olacak

acaba? 

" Gene düflecek... 

" Nerden biliyorsunuz hep düflece¤ini? 

" Bugüne kadar hep düfltü, bundan sonra da hep düflecek...

" Bugüne kadar elman›n hep düflmesi bundan sonra da el-

man›n hep düflece¤i anlam›na gelmez ki!

" Gelir...

" Neden?

" Çünkü ayn› koflullarda tekrarlanan deneyler ayn› sonuçlar›

verir...

" Neden?

" Bu bir ilkedir, fizik ilkesi! Bunu da m› bilmiyorsun!

" Biliyorum ya da bilmiyorum... Ama siz nerden biliyorsu-

nuz bu ilkeyi? Bu ilkeye göre ben hiç ölmeyece¤im, çünkü bugü-

ne dek hiç ölmedim!

‹flte burada çuvallars›n›z. Ayn› koflullarda tekrarlanan de-

neylerin ayn› sonuçlar› verdi¤ini kan›tlayamazs›n›z. Dolay›s›y-

la elman›n da hep yere düflece¤ini kan›tlayamazs›n›z.

Bir gün bir içki masas›nda bu konulardan söz ederken, hat-

ta önümüzdeki fliflenin var olup olmad›¤›ndan bile emin olama-

yaca¤›m›z› söylerken, bir arkadafl›m,

" fiimdi, dedi, kafana geçiririm bu flifleyi, anlars›n fliflenin

gerçek olup olmad›¤›n›!

Çok komik! Ben dahil hepimiz güldük. Konunun derinli¤i-

ne yak›flan ciddiyete geçti¤imizde flöyle yan›tlad›m arkadafl›m›:

" Kafama bir fley geçirmiflsindir ve ben sersemlemiflimdir.

Bundan benim kuflkum olmayabilir. Ama, bir, kafama gerçekten

flifle mi geçirdin? ‹ki, kafama gerçekten bir flifle geçirmifl olsan bi-
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le, bunu baflkalar›na kan›tlayabilir miyiz? Senin bu eylemini filme

al›p cümle âleme göstersek bile, filmin sahte oldu¤unu öne sürüp

inanmayanlar olabilir. Saddam’›n yakaland›¤›na bile inanmayan-

lar var, sahtesinin yakalanm›fl olaca¤›n› öne sürüyorlar! Baflkas›-

n› ikna edemedi¤in bir önerme gerçek addedilebilir mi? Gerçek,

baflkas›n› ikna edebildi¤in ölçüde gerçektir!

Bu son söyledi¤im gerçe¤in bir tan›m› olabilir mi? Felsefi

anlamda bilmiyorum ama matematiksel anlamda “gerçek”, is-

tisnas›z herkesi do¤rulu¤una yüzdeyüz ikna edebilece¤imiz

önermedir.

Bu anlamda tek bir gerçek vard›r, o da matematiksel ger-

çektir. Bu anlamda baflka gerçek yoktur, olamaz. Matematik-

sel gerçe¤i de sadece zihnimizde alg›lar›z. 

Bu kitapta, örne¤in, 2 + 2 = 4 “gerçe¤i”nin matematiksel

anlamda nas›l gerçek oldu¤unu görece¤iz, di¤er tür gerçeklerle

aras›ndaki fark› irdeleyece¤iz.



0B. Do¤al Say›lar 
Ne Kadar Do¤ald›r?

B
u kitapta say›lar› “anlayaca¤›z.” Mesela do¤al say›lar› an-

layaca¤›z. “Say›lar› anlamak” deyince, sanki bizim d›fl›-

m›zda bir yerde, çok belirgin ve fiziksel bir biçimde say›-

lar var da biz onlar› anlamak istiyoruz gibi bir anlam ç›kabilir.

“Anlamak” üzerine düflünelim biraz. Anlamak ne demek-

tir? Neyi, nas›l ve ne dereceye kadar anlayabiliriz? Anlama çe-

flitleri nelerdir? Bu tür sorularla ilgilenece¤iz bu bölümde. De-

rin felsefe... Daha derini yok! Ya da ben bilmiyorum.

“Say›lar› anlamak”la “zürafalar› anlamak” aras›nda bir ay-

r›m var m›? Var gibi… Zürafalar orada. Karfl›mdalar. Otluyor-

lar, geziniyorlar, koflufluyorlar. Görüyorum onlar›. Zürafalar›n

sindirim sistemini anlamaya çal›flabilirim örne¤in. Çünkü o sin-

dirim sistemi orada. Benden ba¤›ms›z bir biçimde var.

Oysa say›lar ortal›kta görünmüyorlar. Ben hiç befl görme-

dim hayat›mda, bundan sonra da görmeyece¤im. fiimdiye ka-

dar kimse “çok güzel bir befl geçti kap›m›n önünden” dememifl-

tir, çünkü befl geçmez, befl yürümez, befl k›r›lmaz, befl uçmaz,

befl susamaz, ac›kmaz, yafllanmaz, ölmez… Befl hiçbir fley yap-

maz! Oysa zürafa bir fleyler yapar…

Zürafa orada. Bu çok belli. Oysa befl’in ne kadar orada ol-

du¤u pek belli de¤il.



Zürafay› al›r karfl›ma incelerim, ama ya befl’i?

Her ne kadar “befl zürafa” bir anlam ifade ediyorsa da, tek

bafl›na “befl”in ne anlama geldi¤i o kadar belli de¤il.

“Befl zürafa” bir anlam ifade ediyor mu dedim? Yan›ld›m

galiba... “Bir zürafa”n›n anlam› ve hatta fiziksel varl›¤› bile tar-

t›fl›labilir, çünkü o “bir zürafa” durmadan de¤iflmektedir. O

durmadan de¤iflen zürafaya sanki hiç de¤iflmezmifl, sanki sabit

bir varl›km›fl gibi “zürafa” denmesi tam gerçe¤i yans›tmaz. Her

zürafa bir di¤erinden de¤ifliktir ve her zürafa her an de¤iflir.

“Bir zürafa” de¤il, durmadan de¤iflen zürafalar vard›r! Hatta

daha do¤mam›fl zürafalar bile vard›r! Dolay›s›yla asl›nda “zü-

rafa” da bir kavramd›r. “zürafa”, “zürafa” ad›n› verdi¤imiz

durmadan de¤iflen varl›klar›n ortak ad›d›r. “Zürafa” san›ld›-

¤›ndan daha soyut bir fleydir.

Peki zürafa bir kavramsa, “befl zürafa” ne demektir? Ayn›

kavramdan befl tane olur mu? Galiba “befl zürafa”, “zürafa

kavram›n›n kapsam›na giren varl›klar›n befli” anlam›na geli-

yor… O varl›klar da durmadan de¤ifltiklerinden tümüyle kav-

rayamayaca¤›m›z, bütünüyle alg›layamayaca¤›m›z fleyler. Biri-

ni bile kavrayamazken biz beflinden sözediyoruz…

Hayvan zürafa ölür, kavram zürafa ölmez. Hayvan zürafa

durmadan de¤iflir, kavram zürafa hiç de¤iflmez. Hayvan züra-

fayla kavram zürafay› birbirine kar›flt›rmamak laz›m. Kavram

zürafa befl’e çok daha yak›n. 

Konu gittikçe karmafl›klafl›yor ve içinden ç›k›lmaz bir hal

al›yor.

Neyse ne!.. Sonuç olarak zürafa ne de olsa zürafad›r. Ora-

dad›r. Yads›namaz bir biçimde, ya da çok zor yads›n›r bir bi-

çimde... Oysa say›lar bir zürafa kadar orada de¤iller.

Say›lar› göremiyoruz diye say›lar yok diyebilir miyiz? Belli

ki say›lar var. Bak›n, sözünü ediyorum flimdi ve anlafl›yoruz.

Say›lar, hiçbir yerde olmasalar beynimizde varlar. Zihinsel bile

olsalar varlar. Zürafalarla ayn› düzlemde de¤il belki ama “befl”
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de var. Descartes yazsayd› bu sat›rlar›, “befl’i düflünüyorum de-

mek ki befl var” derdi. Hakl› olarak…

Ço¤u insan›n bir elinde befl parmak vard›r. Bunu herkes bi-

lir. Demek ki hepimizin uzlaflt›¤› bir befl kavram› var. ‹çinde

“befl” geçen bu önermeyi hepimiz anl›yoruz ve do¤ru buluyo-

ruz. Demek ki “befl”e ortak bir anlam verebiliyoruz. Tüm in-

sanlar›n befl’e ortak bir anlam vermeleri, herhalde ancak befl’in

bizden ba¤›ms›z bir biçimde var olmas›yla olabilir.

Kald› ki, befl kavram› birbiriyle hiç iliflkisi olmam›fl uygar-

l›klar taraf›ndan birbirinden ba¤›ms›z olarak da bulunmufltur.

Demek ki bizim d›fl›m›zda bir yerde var bu “befl”… Öyle olma-

l›… Befl var ki, biraz düflünebilen her uygarl›k belli bir seviye-

ye gelince befl’i kavr›yor ve kavram olarak benimsiyor.

Ak›ll› uzayl›lar varsa, onlar da befl kavram›n› bir süre son-

ra yarat›rlar/bulurlar. Mutlaka… Öyle san›yorum. Befl kavram›

sadece dünyam›za özgü de¤il. Tüm evrende, do¤ada, her yerde

olan bir kavram.

Galiba “befl” salt zihinsel de¤il... O da orada, bizim d›fl›-

m›zda bir yerde. Tam nerede bilmiyorum ama oralarda bir yer-

lerde bir “befl” olmal›. Görmesek de, dokunmasak da o befl bi-

zim beflimizdir. Befl’in kendisi olmasa (“befl’in kendisi” ne de-

mekse!) bile befl kavram› benim d›fl›mda bir yerde var. Sadece

düflünce olarak var " baflka türlü var olamaz " ama var… (Ben-

den ba¤›ms›z düflünce olabilir mi do¤ada? Felsefi sorular›n fla-

h›!) Var ki hepimiz anlafl›yoruz befl konusunda.

Belki de do¤a bana “befl befl befl” diye f›s›ld›yor ve ben bey-

nimi kullanarak o befl kavram›n› yarat›yorum/buluyorum.

Say›lar› anlamak gibi son derece masum bir u¤rafl bizi var-

l›k ve yokluk gibi çok derin felsefi sorulara götürdü…

Sorular›ma tam yan›t veremedim. Birtak›m ç›kar›mlarda

bulunup say›lar›n orada bir yerde olduklar› sonucunu ç›kard›m

ama bu ç›kar›mlar›mdan ben de pek emin de¤ilim, yüzde yüz

ikna olmad›m, ben ikna olsam da sizi ikna edemiyor olabilirim. 
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Matematik dünyas›ndan çok ç›kt›k…

Yan›t›n› bulamad›¤›m›z sorularla zaman harcamay›p de-

vam edelim…

Do¤ada var ya da yok, befl’i anlamak istiyorum. Befl’i anla-

mak için önce befl’in ne oldu¤unu bilmeliyim. Yani befl’i tan›m-

lamal›y›m.

Bir deneme yapal›m: Befl’i bir elin parmak say›s› olarak ta-

n›mlayal›m. Bir an için bu tan›m› kabul edip befl’i anlamaya ça-

l›flal›m…

Befl’i tan›mlad›ktan sonra befl’i anlamak ne demektir soru-

su geliyor akla. Befl’in nesini anlayaca¤›m? Befl’i tek bafl›na de-

¤il, befl’in öbür say›larla olan iliflkisini anlamak istiyorum. Ör-

ne¤in 5 + 3’ü bulmak istiyorum. “Üç parmak”› da tan›mlad›¤›-

m›z› varsayarak, 5 + 3 say›s›n› befl parma¤›n yan›na öbür elin

üç parma¤› daha geldi¤inde elde edilen parmak say›s› olarak

tan›mlayabiliriz.

Nitekim befl parma¤›n›z›n yan›na öbür elinizin üç parma¤›-

n› getirseniz sekiz parmak elde edersiniz. Deneyin göreceksiniz.

Tekrar tekrar deneyin, hep ayn› sonucu, “sekiz parmak” sonu-

cunu alacaks›n›z. Ancak bir sorun var burada. Deneyerek gör-

dü¤ünüzü kan›tlayamazs›n›z. Befl elmayla üç elmay› yanyana

koydu¤unuzda sekiz elma elde edece¤inizi hiçbir zaman kan›t-

layamazs›n›z. Çünkü önermeniz deneye ba¤l›. O deneyin son-

suza kadar ayn› sonucu verece¤ini kan›tlayamazs›n›z. Dikkati-

nizi çekerim: Befl elmayla üç elmay› yanyana koyarsan›z sekiz

elma elde etmezsiniz demiyorum, sadece bu önermenizi kan›t-

layamazs›n›z diyorum. Fiziksel deneyler matematiksel anlamda

kan›tlanamazlar. “Befl elman›n yan›na üç elma daha koyarsam

sekiz elma elde ederim” önermesi olsa olsa (yap›lm›fl) her bir

deney için kan›tlan›r, tüm genelli¤iyle, gelecekte yap›lacak de-

neyler için kan›tlanamaz. “Böyle gelmifl böyle gider” geçerli bir

kan›t yöntemi de¤ildir. En az›ndan matematikte...
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Oysa matematik kan›tlar. 5 + 3 = 8 eflitli¤ini kan›tlamal›-

y›z… Kan›tlamadan olmaz.

Ayr›ca “befl”i bir eldeki parmak say›s› olarak tan›mlasam,

çok çok büyük say›lar› nas›l tan›mlayaca¤›m? Hatta genel ola-

rak “say›” kavram›n›n kendisini nas›l tan›mlayaca¤›m? Bir, iki,

üç, dört, befl tan›mland›. Alt›y› da tan›mlad›k, yediyi de... Gü-

nün birinde durmam gerekecek, sonsuza kadar say› tan›mlaya-

cak de¤ilim ya... Say›lar› teker teker tan›mlamakla say› kavra-

m›n› tan›mlamak aras›nda da bir ayr›m vard›r.

Ne yapaca¤›z?

Önce flunu yapaca¤›z: Günlük dilde kulland›¤›m›z ve asl›nda

ne demek oldu¤unu bilmedi¤imiz befl’le daha sonraki yaz›larda

tan›mlayaca¤›m›z befl’i birbirinden ay›raca¤›z. ‹kincisi matema-

tiksel befl olacak. Matematiksel befl’in sizin elinizin parmak say›-

s›yla hiçbir ilgisi olmayacak, ya da çok az ilgisi olacak.

Yepyeni bir befl kavram› tan›mlayaca¤›z. Matematiksel ola-

rak…

Nas›l yapaca¤›z bunu?

Nas›l yapaca¤›m›z hiç önemli de¤il! Befl’i nas›l tan›mlad›¤›-

m›z›n hiç mi hiç önemi olmayacak. Befl’i, üç’ü, sekiz’i ve top-

lamay› öyle tan›mlayaca¤›z ki 5 + 3 = 8 eflitli¤i do¤ru olacak.

Önemli olan, say›lar› ve ifllemleri nas›l tan›mlad›¤›m›z de¤il,

tan›mlad›¤›m›z say› ve ifllemlerin istedi¤imiz özellikleri sa¤la-

malar›… ‹flte bu, matemati¤i matematik yapan niteliklerin en

önemlilerinden biridir. Daha do¤rusu modern matemati¤i mo-

dern matematik yapan budur. Matematikte kavramlar›n nas›l

tan›mland›klar› de¤il, kavramlar›n hangi özellikleri sa¤lad›-

klar› önemlidir.

Matemati¤in bu bak›fl aç›s› sadece say›lar için de¤il, her

kavram için geçerlidir. Noktalar›n, do¤rular›n, düzlemlerin na-

s›l tan›mland›klar› önemli de¤ildir, nas›l tan›mlan›rlarsa tan›m-

lans›nlar, önemli olan bu kavramlar›n istedi¤imiz özellikleri

sa¤lamalar›d›r.
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‹lk birkaç bölümde s›f›r, bir, iki, üç gibi birkaç do¤al say›y›

teker teker tan›mlad›ktan sonra, ilerki bölümlerde genel olarak

do¤al say› kümesini tan›mlayaca¤›z. Bu daha zor olacak.

‹flte böyle… Do¤al say›lar› ve toplamay› tan›mlayaca¤›z.

Tan›m›m›z bize 2 + 2 = 4 eflitli¤ini verecek. Ayr›ca 

x + y = y + x

eflitli¤ini de verecek. Çarpmay› da tan›mlayaca¤›z. Görece¤iz ki 

x # (y + z) = x # y + x # z

eflitli¤i geçerli. Ayr›ca 2 # 2 = 4 eflitli¤ini de kan›tlayaca¤›z.

Görüldü¤ü gibi okurun bilmedi¤i fleyler kan›tlanmayacak.

Yani kan›tlad›¤›m›z olgular de¤il bu ders notlar›nda önemli

olan. Önemli olan yöntem, konuya yaklafl›m, düflünme biçimi,

tan›mlar›n ve kan›tlar›n nas›l yap›ld›¤› vs.
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1A. Do¤al Say›lardan Ne ‹stiyoruz?

D
o¤al say›lar›, yani 0, 1, 2, 3, ... gibi say›lar› anlamak is-

tiyoruz. Elbette do¤al say›lar› anlamak için önce do¤al

say›lar›n matematiksel tan›m›n› vermeliyiz. Ama mate-

matiksel tan›m› vermeden önce de do¤al say›lar›n nesini anla-

mak istedi¤imizi bilmeliyiz. Çünkü tan›m› ona göre yapaca¤›z.

Herhalde, en az›ndan bir do¤al say›dan sonra hangi do¤al

say›n›n gelece¤ini (verilen do¤al say›n›n ��������) bilmek istiyo-

ruz, yani x verilmiflse x + 1 say›s›n› bulabilmek ve x ! x + 1

fonksiyonunun özelliklerini bilmek istiyoruz. Sonra, san›r›m

do¤al say›lar› toplamay› ve çarpmay› anlamak istiyoruz. Top-

lamay› ve çarpmay› anlamadan olmaz. Ta ilkokuldan beri ba-

fl›m›z›n eti yendi toplama ve çarpma için... Örne¤in 

x # (y + z) = x # y + x # z

eflitli¤ini kan›tlayabilmek istiyoruz. Hatta belki 53 gibi bir sa-

y›n›n üssünü almay› da becerebilmeliyiz. Ayr›ca hangi say›n›n

küçük, hangi say›n›n büyük oldu¤unu da anlamal›y›z, örne¤in

x2 $ x eflitsizli¤ini kan›tlayabilmeliyiz.

Do¤al say›larla ilgili anlamak istediklerimizi yazal›m: x + 1 ifl-

lemi, toplama, çarpma, üs alma ifllemleri ve s›ralama.

S›ralamadan bafllayal›m. Do¤al say›lardaki x % y eflitsizli¤i-

ni toplama cinsinden yazabiliriz:



x % y ancak ve ancak x + z = y eflitli¤ini sa¤layan 

bir z do¤al say›s› varsa

ya da daha matematiksel bir dille,

x % y &'(z (x + z = y).

Görüldü¤ü gibi eflitsizli¤i toplamadan hareketle bedavadan

elde ettik. Dolay›s›yla, e¤er toplamay› anlarsak eflitsizli¤i de an-

lar›z. Böylece anlamak istediklerimizin listesinden eflitsizli¤i si-

lebiliriz. Art›k sadece x + 1 ifllemini, toplamay›, çarpmay› ve üs

almay› anlamak istiyoruz. 

fiimdi üs almaya bakal›m. 

x0 = 1 ve xy+1 = xy # x

eflitliklerinden, çarpmay› ve x + 1 ifllemini biliyorsak güç almay›

da bildi¤imizi anlar›z. Nitekim bu eflitliklerden örne¤in flu ç›kar:

23 = 22+1 = 22#2 = 21+1#2 = (21#2)#2 = (20+1#2)#2 

= ((20#2)#2)#2 = ((1#2)#2)#2.

Çarpmay› biliyorsak, sa¤ taraftaki çarpmay› hesaplay›p 23 iflle-

minin sonucunu bulabiliriz. Demek ki anlamak istediklerimizin

listesinden üs almay› da silebiliriz. Art›k sadece x + 1 ifllemini,

toplamay› ve çarpmay› anlamak istiyoruz.

S›ra geldi çarpmaya... Çarpmay› da toplama cinsinden ya-

zabiliriz:

x # 0 = 0 ve x # (y + 1) = x # y + x.

Nitekim, yukardaki eflitlikleri kullanarak ve toplamay› ve x + 1

ifllemini bildi¤imizi varsayarak, örne¤in 2 # 3 iflleminin sonucu-

nu bulabiliriz:

2 # 3 = 2 # (2 + 1) = 2 # 2 + 2 = 2 # (1 + 1) + 2

= (2 # 1 + 2) + 2 = (2 # (0 + 1) + 2) + 2

= ((2 # 0 + 2) + 2) + 2 = ((0 + 2) + 2) + 2.

Toplamay› biliyorsak, en sa¤daki ifllemi hesaplay›p 2 # 3 ifl-

leminin sonucunu bulabiliriz. Demek ki çarpmay› da bilmek is-

tediklerimizin listesinden silebiliriz. Art›k sadece x + 1 ifllemini

ve toplamay› anlamak istiyoruz.
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1A. Do¤al Say›lardan Ne ‹stiyoruz? 17

fiimdi de toplamaya bakal›m. E¤er x + 1 ifllemini yapabili-

yorsak, toplamay› da yapabiliriz. Nitekim

x + 0 = x ve x + (y + 1) = (x + y) + 1

eflitlikleri bize toplama yapmam›z› sa¤lar. Örne¤in,

2 + 3 = 2 + (2 + 1) = (2 + 2) + 1

= (2 + (1 + 1)) + 1

= ((2 + 1) + 1) +1.

E¤er x verildi¤inde x + 1 ifllemini yapabiliyorsak, o zaman

sa¤daki ifllemi yap›p 2 + 3 iflleminin sonucunu bulabiliriz. De-

mek ki toplamay› da bilmek istediklerim listesinden silebiliriz.

Art›k sadece x + 1 ifllemini anlamak istiyoruz.

Geriye fazla bir fley kalmad›. Toplamay›, çarpmay›, üs al-

may›, eflitsizli¤i anlamak için x + 1 ifllemini anlamal›y›z. x + 1

iflleminin özellikleri bize toplaman›n, çarpman›n, üs alman›n,

eflitsizli¤in tüm özelliklerini verecek.

Toplaman›n, çarpman›n, üs alman›n ve eflitsizli¤in özellik-

lerini kan›tlayabilmek için x + 1 iflleminin hangi özelliklerini

bilmeliyim? ‹flte önemli ve canal›c› soru bu. Ancak bu soruyu

yan›tlad›ktan sonra tan›mlara geçebiliriz. x ! x + 1 iflleminin

hangi özelliklerine ihtiyac›m›z oldu¤unu bir sonraki bölümde

söyleyece¤iz.

Bir nokta okurun dikkatinden kaçm›fl olabilir: x + 1 ifllemini

anlamak için 1 diye bir say›y› anlamak gerekmiyor. Biz sadece

“art› bir” iflleminden sözediyoruz, 1 say›s›ndan sözetmiyoruz.

belki de “art› bir” de¤il, tek kelimeyle yaz›p “art›bir” ifllemin-

den/fonksiyonundan sözetmeliydik. Bundan sonra x + 1 yerine

S(x), hatta Sx yazal›m ve “art› bir” yerine “bir say›n›n ard›l›” te-

rimini kullanal›m. Böylece kafa kar›flt›ran 1’den kurtulmufl olu-

ruz. Daha sonra, ilerde, toplamay› ve 1’i tan›mlad›¤›m›zda Sx’in

gerçekten x + 1’e eflit oldu¤unu görece¤iz.



Derin Not: Yukarda söylediklerimiz, yani toplama, çarpma ve eflitsizli¤in
“art›bir” fonksiyonu kullan›lanarak tan›mlanabilmesi sadece bir anlamda
do¤rudur ve bir baflka anlamda yanl›flt›r. Söylediklerimizin hangi anlamda
do¤ru, hangi anlamda yanl›fl oldu¤u konusu bu kitab›n kapsam›na girmemesi
gerekir, hele bu kadar erken bir bölüme hiç girmemeli, çünkü bu son derece
ilginç ve derin konu bu ders notlar›nda hedeflenen okurun matematiksel dü-
zeyini afl›yor olmal›. Ama biz gene de söylediklerimizin hangi anlamda do¤ru
hangi anlamda yanl›fl oldu¤unu metin boyunca anlatmaya çal›flaca¤›z. Olum-
lu sonuçlar› kan›tlayaca¤›z ama olumsuz sonuçlar› kan›tlamada yetersiz kala-
ca¤›z. Okur ileride bu sat›rlara geri dönerse konunun biraz daha ayd›nlanaca-
¤›n› umuyoruz. Konuyla ilgilenenler çok daha ileri seviyede bir mant›k kitab›-
na baflvurmal›lar.

Toplama ve çarpmay› bir formülle tan›mlamak için S (yani art›bir fonksi-
yonu) ve 0 terimleri yetmez, ayr›ca kümeler kuram›n›n tüm gücünü kullanmak
gerekir. ‹leride bunu yapaca¤›z.

Konuya biraz aflina olanlar için tan›mlanabilme problemini biraz açal›m.
Presburger’›n bir teoremine göre, do¤al say›larda toplamayla ve (altkümelerle
de¤il) do¤al say›larla (elemanlarla yani) ilgili her türlü sorunun do¤ru olup ol-
mad›¤› bir bilgisayar program› yard›m›yla anlafl›labilir. E¤er çarpma toplama-
dan hareketle tan›mlanabilseydi, o zaman toplama ve çarpmayla ilgili tüm so-
rular›n da bir bilgisayarla yan›tlanabilir olmas› gerekirdi, ki Gödel’in ikinci
eksiklik teoreminden bunun böyle olmad›¤›n› biliyoruz. Demek ki çarpma
toplamadan hareketle, dolay›s›yla S’den hareketle de tan›mlanamaz.

S fonksiyonundan hareketle eflitsizli¤in tan›mlanamayaca¤› biraz model
teorisi bilgisiyle oldukça kolay bir kan›tla gösterilebilir. (S’nin teorisinin bir
modelini iki de¤iflik biçimde (S, <)’in modeli olacak biçimde - örne¤in x < Sx
olacak biçimde - tams›ralamak yeterli.)

Öte yandan eflitsizli¤in toplama yard›m›yla tan›mlanabilece¤i bariz:
x ≤ y & (z x + z = y.

Verilmifl bir n do¤al say›s›yla toplama, yani ƒn(x) = x + n fonksiyonu, “ar-

t›bir” fonksiyonuyla tan›mlanabilir elbette, bunun için “art›bir” fonksiyonu-
nu n defa uygulamak yeterlidir, yani Sn = ƒn. 

Ama her x ve y için ƒ(x, y) = x + y de¤erini veren bir fonksiyon S ve 0 ile
tan›mlanamad›¤› gibi, S, 0 ve eflitsizlikle de tan›mlanamaz (bkz. Karlis Podni-
eks’in http://www.ltn.lv/gt3.html#BM3_1 sayfas›). Bir baflka deyiflle, yayg›n
bir inanc›n tersine,

x + 0 = x ve x + Sy = S(x + y)
formülleri (!, 0, S) yap›s›nda toplama fonksiyonunu tan›mlamaz. Benzer sorun
çarpmada da yaflan›r.

Öte yandan S fonksiyonuyla yetinmeyip, kümeler kuram›n›n tüm gücünü
kullanma yetkisini al›rsak, o zaman bu bölümde söylediklerimizin istisnas›z
her biri do¤rudur ve elinizin alt›ndaki  ders notlar›n›n birinci k›sm›nda her fley
kan›tlanacakt›r.

Bu sat›rlar› hiç yazmam›fl›z gibi devam ediyoruz.
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1B. Do¤al Say›lar Ne Olmal›?

Bir önceki bölümde, do¤al say›larda toplamay›, çarpmay›, üs

almay› ve eflitsizli¤i anlayabilmek için

x ! x + 1

kural›yla tan›mlanan “art› bir” ya da “ard›l›” ifllemini anlama-

m›z›n yeterli oldu¤unu gördük.

Burada, flu soruyu sorup yan›tlayaca¤›z: “Ard›l›” iflleminin

nesini bilmeliyiz ki do¤al say›larla ilgili anlamak istedi¤imiz

“her fleyi” anlayal›m? Bu soruyu birçok ünlü matematikçi,

mant›kç› ve filozof sormufltur. Biz burada Dedekind ve Pe-

ano’nun izinden yürüyece¤iz.

Bundan böyle x + 1 yerine Sx yazal›m1, ki x + 1 iflleminin

1’le ilgili bir ifllem oldu¤u gibi asl›nda pek de yanl›fl olmayan

ama bafllang›çta bizi yanl›fl yönlendirebilecek bir fikre saplan-

mayal›m. Sx’e x’in ������ad›n› verece¤iz.

Bu bölümde çnce do¤al say›lar kümesi !’nin ne oldu¤unu

bildi¤imizi varsay›p, S fonksiyonunun baflat özelliklerini bula-

ca¤›z. “!’nin ve S’nin ne olmas› gerekti¤ini” bölümün en so-

nunda görece¤iz.

1 Bu S, “sonraki” anlam›na gelen ‹ngilizce “successor” ve Frans›zca “successe-
ur” sözcüklerinin bafl harfidir, rastlant› Türkçe “sonraki” sözcü¤ününün de¤
baflharfidir!



‹lk Özellik. Her fleyden önce S, do¤al say›lar kümesinden

gene do¤al say›lar kümesine giden bir fonksiyondur2, daha

do¤rusu olmal›d›r. S’nin do¤al say›lara ne yapt›¤›n›n resmini

yukarda çizdik.

Ayr›ca, S birebir bir fonksiyondur, yani e¤er x ve y do¤al

say›lar› için Sx = Sy eflitli¤i geçerliyse x = y eflitli¤i de geçerli-

dir3. Bir baflka deyiflle ard›llar› eflit olan say›lar eflittir.

Peki S, örten4 midir, yani her do¤al say›, bir do¤al say›n›n

ard›l› m›d›r? Hay›r de¤ildir. 0 say›s› hiçbir do¤al say›n›n ard›l›

de¤ildir. (Ama S fonksiyonu neredeyse örtendir, örten olmas›-

na ramak kalm›flt›r: 0 d›fl›nda her say›n›n bir öncesi vard›r ve 0

d›fl›nda her say› kendisinden hemen önce gelen say›n›n ard›l›-

d›r...) Yani S fonksiyonu ! kümesinden ! kümesine giden ve

hiç 0 de¤erini almayan birebir bir fonksiyondur.

‹kinci Özellik. S fonksiyonunun bir baflka önemli özelli¤i

daha vard›r: A, do¤al say›lar kümesi !’nin bir altkümesi olsun.

E¤er 0, A’n›n bir eleman›ysa ve A’daki her x eleman› için x’in

ard›l› olan Sx eleman› da A’daysa o zaman A = ! olur. Bir bafl-

ka deyiflle, !’nin, 0’› içeren ve içerdi¤i her eleman›n ard›l›n› da

içeren her A altkümesi !’ye eflittir, yani,

(i) 0 ) A, ve

(ii) her x ) A için, Sx ) A

0 1 2 3 4 5 6 7 8

...

S S S S S S S S S

2 Henüz do¤al say›lar kümesi !’yi tan›mlamad›k. Bunu daha sonraki yaz›larda
yapaca¤›z. fiimdilik, ! diye bir kümemiz oldu¤unu varsay›p sezgisel tak›l›yo-
ruz. Yani düflünüyoruz. Bölümün sonunda !’nin ne olmas› gerekti¤ini görece-
¤iz. !’nin ne olmas› gerekti¤ini gördükten sonra !’nin varl›¤›n› kan›tlamal›-
y›z. Bunu da daha sonraki bölümlerde yapaca¤›z.

3 E¤er x + 1 = y + 1 ise x = y eflitli¤i de do¤rudur, bunu herkes bilir!
4 ƒ : X * Y bir fonksiyon olsun. E¤er her y ) Y için ƒ(x) = y eflitli¤ini sa¤layan

bir x ) X varsa, ƒ fonksiyonuna örten denir.
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ise o zaman A = ! olur. Nitekim, bu iki koflulu sa¤layan bir A

kümesi alal›m. 0’›n A’da oldu¤unu (i)’den dolay› biliyoruz.

(ii)’de x yerine 0 al›rsak, 0 ) A oldu¤undan, 0’›n ard›l› olan S0

say›s›n›n, yani 1’in de A’da oldu¤unu anlar›z. ‹kinci önermede

bu kez x yerine 1 alal›m; demek ki 1’in ard›l› S1, yani 2 de

A’da. fiimdi, ikinci önermede x yerine 2 alal›m, böylece 3’ün de

A’da oldu¤unu görürüz. Bunu böyle sürdürürsek, 4, 5, 6, ... sa-

y›lar›n›n, yani her do¤al say›n›n !’de oldu¤unu anlar›z.

Yukarda verdi¤imiz bir kan›t de¤ildir, sadece okuru ikna

etmeye yarayan bir nevi ak›l yürütmedir. Çünkü do¤al say›lar›

matematiksel olarak henüz tan›mlamad›k ve tan›mlamad›¤›m›z

bir nesne hakk›nda herhangi bir fley kan›tlayamay›z. fiimdilik

sadece do¤al say›lar kümesinin ve art›bir fonksiyonunun ne

menem fleyler olmas› gerekti¤ini anlamaya çal›fl›yoruz.

Bu iki özellik do¤al say›lar›, toplamay›, çarpmay›, üs alma-

y› ve eflitsizli¤i (kümeler kuram›nda) tan›mlamam›z için yeter-

lidir. Bunu ilerki bölümlerde görece¤iz.

fiimdi do¤al say›lar yap›s›n›n kümeler kuram›nda genel ka-

bul gören tan›m›n› verelim.

Do¤al say›lar yap›s› (ya da sistemi) sadece bir küme de¤il-

dir. Tan›mda ! ad› verilen bir küme vard›r, ama bir de ayr›ca

0 ad› verilen bir eleman ve S ad› verilen bir fonksiyon da var-

d›r. Yani asl›nda “do¤al say›lar kümesi” ! de¤il, do¤al say›lar

yap›s› (!, 0, S) tan›mlanmal›d›r.

Do¤al say›lar› sadece bir küme olarak tan›mlamak çocuk

oyunca¤›d›r. Mesele, do¤al say›larla ilgili gerçekleri bünyesinde

bar›nd›ran bir aksiyom sistemi ve bu aksiyomlar›n do¤ru oldu-

¤u bir (!, 0, S) evreni ya da daha yayg›n tabiriyle modeli yarat-

makt›r. (Konu flimdilik karmafl›k gibi görünse de birkaç bölüm

sonra aç›kl›¤a kavuflaca¤›na inan›yoruz; okumaya devam edin.)

Do¤al say›lar “yap›s›” (kümesi de¤il), hemen afla¤›da aç›k-

layaca¤›m›z P1 ve P2 özelliklerini sa¤layan bir (!, 0, S) üçlüsü-

dür. Buradaki ! bir kümedir. 0, !’nin bir eleman›d›r. S ise,

!’den !’ye giden bir fonksiyondur.
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P1. S, 0 de¤erini almayan birebir bir fonksiyondur.

P2. A, do¤al say›lar kümesi !’nin,

(i) 0 ) A, ve

(ii) x ) A ise Sx ) A

özelliklerini sa¤layan bir altkümesiyse o zaman A = ! olur.

Biçimsel dilde P1 flöyle yaz›l›r:

∀x ∀y (Sx = Sy * x = y) + ∀x Sx , 0.

Formülün ilk k›sm› S ’nin birebir oldu¤unu, ikinci k›sm› ise 0 de-

¤erini almad›¤›n› söyler.

P2 ise biçimsel dilde flöyle yaz›l›r:

∀A ((A ! ! + 0 ) A + ∀x (x ) A * Sx ) A)) * A = !).

Yukardaki özelliklerden S ’nin nerdeyse örten olmas› gerek-

ti¤i oldukça kolay biçimde ç›kar:

Önsav. P1 ve P2 özelliklerini sa¤layan bir S : ! * ! fonk-

siyonu, 0 d›fl›nda tüm de¤erleri al›r, yani S(!) = ! \ {0} olur.

Kan›t: P2’de A = {0} - S(!) alal›m. P2’nin her iki önkoflulu

da A için bariz biçimde sa¤land›¤›ndan, A = ! olur. P1’de söyle-

nen 0 . S(!) ile birlikte istedi¤imizi elde ederiz. n

Her fleyi kümeler kuram›nda yapaca¤›m›zdan, tam ne iste-

di¤imizi daha do¤ru biçimde flöyle ifade edelim: Öyle bir

a) ! kümesi,

b) !’nin 0 ad›n› verece¤imiz bir eleman›n› ve

c) Kümeler kuram›n›n dilinde yaz›lm›fl iki de¤iflkenli bir 

/(x, y) formülü5

bulaca¤›z ki, her x ) ! için, /(x, y)’nin do¤ru oldu¤u bir ve bir

tek y ) ! olacak ve e¤er bu y ) ! eleman›na Sx ad›n› verirsek

(ki verilmifl bir x ) ! için y biricik oldu¤undan buna hakk›m›z
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var ve bu durumda S, !’den !’ye giden bir fonksiyon olur), el-

de edilen (!, 0, S) yap›s› P1 ve P2 özelliklerini sa¤layacak.

Gelifltirece¤imiz ve aksiyomlar›n› yazaca¤›m›z kümeler ku-

ram›nda, P1 ve P2 özelliklerini sa¤layan (!, 0, S ) yap›s›nda top-

lama, çarpma ve üs alma gibi ifllemler tan›mlanabilir ve bu ifl-

lemler tahmin edilen özellikleri sa¤larlar. Ayr›ca böyle bir yap›-

da bir s›ralama da tan›mlayabiliriz. Bütün bunlar›  önümüzdeki

birkaç bölümde yapaca¤›z. Ama önce çok daha temel bir soru

soral›m: Yukardaki P1 ve P2 özelliklerini sa¤layan (!, 0, S) üç-

lüsü var m›d›r?

Evet vard›r! ‹stenirse (ama ancak istenirse) bulunur.

Vard›r da nerdedir?

Bu ilk k›sm›n bundan sonraki bölümlerinde bunun öyküsü-

nü okuyacaks›n›z. Yukardaki özellikleri sa¤layan bir (!, 0, S)

yap›s›n› hep birlikte var edece¤iz. Sab›rla. Ard›ndan, do¤al say›-

larda toplamay›, çarpmay›, s›ralamay› tan›mlay›p bunlar›n çok

bilinen temel özellikleri sa¤lad›¤›n› kan›tlayaca¤›z.

Plan Program. Bir sonraki bölümde kümeler kuram›n›n en temel, en basit
aksiyomlar›ndan yararlanarak birkaç do¤al say› ve bu do¤al say›lar› toplay›p
çarpmay› ö¤renece¤iz. Bu bölümü ›s›nma hareketleri olarak kabul etmek gere-
kir. As›l konu daha sonra bafllayacak.

Daha sonra Bölüm 1’de biçimsel matematikte uzunca bir geziye ç›kaca¤›z.
Basit birkaç aksiyom kullanarak, kümeler kuram›n›n en temel ve en baflat kav-
ramlar›n› tan›mlayaca¤›z.

Bölüm 2’de P1 ve P2 özellikleri sa¤layan bir (!, 0, S) yap›s› infla edece¤iz.
Bölüm 3’te bu yap›da toplama ve çarpma ifllemlerini ve s›ralamay› tan›mlaya-
ca¤›z ve temel özelliklerini ortaya koyaca¤›z.

Bölüm 3B*’da, P1 ve P2 özelliklerini sa¤layan iki do¤al say› yap›s›n›n bir
anlamda biricik oldu¤unu gösterece¤iz, yani P1 ve P2 özelliklerini sa¤layan iki
do¤al say› yap›s›n›n elemanlar›n›n adlar› d›fl›nda birinin di¤erinden fark› ol-
mad›¤›n› gösterece¤iz. (Tam tan›mlar› yeri geldi¤inde verece¤iz.) Böylece do-
¤al say›lar yap›s›n›n bir anlamda do¤al bir yap› oldu¤u, P1 ve P2’nin do¤al sa-
y›lara pek fazla hareket sahas› tan›mad›¤› anlafl›lacak.

Yolumuz uzun yani.
fiöyle bir benzetme yaparak sorunu anlamaya çal›flabiliriz: Diyelim evlen-

mek istiyorsunuz ve evinizde masa bafl›nda ideal eflinizin özelliklerini bir liste
halinde yazd›n›z: Zeki, çal›flkan, namuslu, sayg›l›, flefkatli, hofl görünümlü,
hoflgörülü, hoflsohbet, esprili, kültürlü, zevk sahibi ve hali vakti yerinde ola-



cak ve elbette size tapacak... Bu liste bir teoridir, bir arzular listesidir. Bu lis-
teyi herkes haz›rlar... Bundan kolay ne var! Önemli olan bu teoride (yani ar-
zular listesinde) yazan özellikleri sa¤layan birinin varl›¤›n› kan›tlamak, hatta
mümkünse bulmak! ‹stedi¤iniz özelliklere sahip kifliye de teorinin modeli de-
nir! (Model sözcü¤ü cuk oturdu!)

Yukardaki P1 ve P2 bir teoridir, bir arzular listesidir. !’nin varl›¤›n› ver-
mez, sadece müstakbel !’lerden beklentilerimizi listeler.

Dikkat ederseniz, P2, altkümelerle ilgili bir önermedir. (Ama P1 eleman-
larla ilgilidir.) Mant›kç›lar kendilerine göre hakl› nedenlerden altkümelerden
sözeden teorilerden hofllanmazlar, altkümeler yerine elemanlarla ilgili öner-
melerden oluflan teorileri tercih ederler. Bölüm 4’te P1 ve P2’yi, ) simgesini
ve kümeler kuram›n› tamam›yla terkedip sadece elemanlardan sözeden ve 0,
S, + ve # simgelerini kullanan Peano Aksiyomlar›’yla çal›flaca¤›z. 

Tarihçe. Do¤al say›larla ilgili birçok olgunun “art›bir” ifllemi ve “tümeva-
r›m”la kan›tlanabildi¤ini ilk olarak 1860’larda Hermann Grassman farketmifl-
tir. 1888’de Richard Dedekind do¤al say›lar› afla¤› yukar› bu bölümde yapt›¤›-
m›z gibi aksiyomlaflt›rm›flt›r. 1889’da bu aksiyomlar›n biraz daha rafine bir
versiyonu ‹talyan matematikçi Giuseppe Peano taraf›ndan Yeni Bir Yöntemle
Aritmeti¤in ‹lkeleri adl› kitab›nda yay›mlanm›flt›r. Ama daha sonra Peano Ak-
siyomlar› ad› ileride sözünü edece¤imiz (Bölüm 4) bir baflka aksiyom sistemine
verilmifltir. Bu bölümdeki aksiyomlara Dedekind-Peano Aksiyomlar› ad› veri-
lebilir.

24 1B. Do¤al Say›lar Ne Olmal›?



1C. Biraz Kümeler Kuram› ve
Birkaç Do¤al Say›

25

H
er toplulu¤u küme sanman›n matematikte çeliflki do¤ur-

du¤unu okur biliyor olmal› (Bkz. [SKK], Russell Para-

doksu yaz›s›). Demek ki daha dikkatli olmal›y›z, önü-

müze ç›kan her toplulu¤a küme dememeliyiz. Neyin küme oldu-

¤una aksiyomlarla karar verece¤iz. Bu bölümde kümeler kuram›-

n›n kolay birkaç aksiyomunu sunaca¤›z.

As›l amac›m›z kümeler kuram› de¤il. As›l amac›m›z do¤al

say›lar. Do¤al say›lar› matematiksel olarak tan›mlamak istiyo-

ruz. Bu ve sonraki birkaç bölümde, do¤al say›lar› tan›mlamak

için ne kadar kümeler kuram› gerekiyorsa o kadar kümeler ku-

ram› sunaca¤›z. Kümeler kuram›n›n di¤er aksiyomlar›n› [AKK]

adl› ders notlar›m›zda bulabilirsiniz.

Do¤al say›lar d›fl›nda ayr›ca toplamay› ve çarpmay› tan›m-

lay›p 2 + 2 = 4 ve 2 # 2 = 4 eflitliklerini kan›tlayaca¤›z. 

Bafll›yoruz... Matemati¤in daha en bafl›nday›z... Elimizde

hiç küme yok... Kümeleri yavafl yavafl var edece¤iz.

Kümeler nas›l var olacaklar? Kümelere “var olun!” diyece-

¤iz ve kümeler var olacaklar. Kümelere “var olun!” emrini ak-

siyomlarla verece¤iz. Ama bunu yaparken bütün kümeleri içe-

ren bir kümenin varl›¤›n›n da kan›tlanamamas›na dikkat ede-

ce¤iz, çünkü böyle bir kümenin bizi çeliflkiye (paradoksa) gö-

türdü¤ünü [SKK]’dan biliyoruz.



1. Boflküme Aksiyomu. Hiç eleman› olmayan bir küme vard›r.

Yukardaki aksiyomu okuyan okur, “eleman” ne demektir,

“eleman› var ya da yok” ne demektir, “küme” ne demektir di-

ye sorabilir... Ne de olsa ilk bölümde (Bölüm 0A’da!) aynen

bundan sözettik. Ama bu sorular sorulabilecek sorular olsa da

yan›tlanamayacak sorulard›r. “Küme” ve “eleman› olmak”

kavramlar›n› tan›mlamayaca¤›z. Bu kavramlar› tan›mlamadan

kabul edece¤iz. Matematikte mutlaka tan›mlanmam›fl kavram-

lar olmal›d›r. ‹flte “küme” ve “eleman› olmak” kavramlar› ma-

temati¤in tan›mlanmayan iki kavram›d›r. Di¤er tüm kavramla-

r› tan›mlayaca¤›z.

“Küme” ad›n› verece¤imiz baz› soyut, anlams›z ve tan›m-

lanmam›fl nesnelerin “elemanlar›” olacak. Sezgisel kümeler ku-

ram›nda [SKK] “küme” ve “eleman› olmak” kavramlar›na sez-
gisel bir anlam yüklemifltik ama burada sadece matematik hük-

medecek. 

Okurun flafl›raca¤›n› sand›¤›m›z bir fley söyleyelim flimdi: Ele-

manlar da bir küme olacaklar1. Her fley küme olacak... Eleman-

lar da, 0, 1, 2, 02, 1 gibi say›lar da, fonksiyonlar da, toplama ve

çarpma da, % iliflkisi de... Kümeler kuram›n›n tüm nesneleri kü-

medir, en az›ndan bu ders notlar›nda aç›klayaca¤›m›z kümeler

kuram›nda.

Baz› kümeler baz› kümelerin elemanlar› olacaklar, “elema-

n› olmak” ne demekse... 

E¤er x ve y kümeyseler ve y kümesi x kümesinin bir elema-

n›ysa, o zaman bunu 

y ) x

yaz›l›m›yla gösteririz. E¤er, tam tersine, y kümesi x kümesinin

bir eleman› de¤ilse bunu,
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ram›n›n) tüm nesneleri kümedir. 



y . x

olarak gösteririz.

“Küme” ve “eleman› olmak” kavramlar›n›n hiçbir anlam›

olmayacak ama bu kavramlar› siz gene de sezgisel olarak istedi-

¤iniz gibi yorumlayabilirsiniz. Yorum serbest... ‹sterseniz “ele-

man› olmak”› “çocu¤u olmak” olarak yorumlay›n, yani “y ) x”

tümcesini “y, x’in çocu¤u” olarak yorumlay›n, bu size kalm›fl bir

fley... Biz yorum yapm›yoruz.

Bütün bunlar› yaz›yoruz ama, daha elimizde bir tek küme

var ve o kümenin de hiç eleman› yok… fiimdilik baflka küme

var m› yok mu bilmiyoruz. Bir tek küme üzerine, üstelik hiç ele-

man› olmayan bir küme üzerine koca bir sayfa yazd›k...

Yukardaki aksiyom, hiç eleman› olmayan bir kümenin var-

l›¤›n› söylüyor. Yani öyle bir x kümesi vard›r ki, y hangi küme

olursa olsun, y . x diyor...

fiimdi soru flu: Hiç eleman› olmayan kaç küme vard›r? Bir?

‹ki? Üç? Sonsuz tane? Ya da böyle bir soru sormaya hakk›m›z

var m›? Hiç eleman› olmayan kümelerden bir ya da birkaç ta-

ne olmas› bizim elimizde mi? Yoksa bu do¤an›n bir gere¤i mi?

Hiç eleman› olmayan tek bir küme oldu¤unu kan›tlamaya

çal›flal›m, bakal›m baflaracak m›y›z? Bence baflaramayaca¤›z...

Deneyelim ama:

2. Teorem. Hiç eleman› olmayan tek bir küme vard›r.

Kan›t: x ve x1 hiç eleman› olmayan iki küme olsun. x’in

x1’e eflit oldu¤unu göstermek istiyoruz... 

Ama flimdiye kadar iki kümenin ne zaman birbirine eflit ol-

duklar›na dair herhangi bir fley söylemedik... Kümenin ne de-

mek oldu¤unu bilmiyoruz ki iki kümenin eflitli¤i hakk›nda bir

fley bilebilelim... 

E¤er iki küme birbirine eflitse o iki kümenin ayn› elemanla-

r› vard›r, yani birinde olan bir eleman di¤erinindedir de; yani,
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her x, x1 ve y kümeleri için,

x = x1 2 (y ) x & y ) x1)

önermesi ya da her x ve x1 kümeleri için,

x = x1 2 ∀y (y ) x & y ) x1)

do¤rudur. Bu, matemati¤in dayana¤› ve temeli olan matema-

tiksel mant›¤›n kolay bir sonucudur: x = x1 ise, x’le ilgili her

do¤ru önerme (örne¤imizde y ) x önermesi) x yerine x1 al›rsak

da do¤rudur (örne¤imizde y ) x1 önermesi). 

Bir sonraki aksiyom eflitlik için gerekli olan bu koflulun ay-

n› zamanda yeterli oldu¤unu söylüyor:

3. Küme Eflitli¤i Aksiyomu. Ayn› elemanlar› olan iki küme

birbirine eflittir.

Bu, her x, x1 ve y kümeleri için,

(∀y (y ) x & y ) x1)) 2 x = x1

demektedir, yani

∀x ∀x1 ((∀y (y ) x & y ) x1)) 2 x = x1)

demektedir. (Yukardaki önermelerde parantezlerin rastgele

serpifltirilmedi¤ine dikkatinizi çekeriz!) fiimdi Teorem 2’nin ka-

n›t›na devam edebiliriz:

Teorem 2’nin kan›t›n›n devam›: Hiç eleman› olmayan iki

küme ald›k, x ve x1. Bu iki kümenin birbirine eflit olduklar›n›

kan›tlamak istiyoruz. Küme Eflitli¤i Aksiyomu’na göre her ikisi-

nin de ayn› elemanlara sahip olduklar›n› göstermek gerekiyor,

yani birinin eleman›n›n di¤erinde de oldu¤unu göstermeliyiz. Bu

do¤ru olmasayd›, yani iki kümeden birinde di¤erinde olmayan

bir eleman olsayd›, o zaman iki kümeden birinde (di¤erinde ol-

mayan) bir eleman olacakt›. Oysa kümelerde eleman yok… Bir

çeliflki. Demek ki hiç eleman› olmayan tek bir küme var. n
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Madem ki hiç eleman› olmayan tek bir küme var, o zaman

bu kümeye bir ad verebiliriz. Hiç eleman› olmayan kümeye

boflküme ad›n› verelim. Boflküme 3 simgesiyle gösterilir.

Buraya kadar sadece bir tek kümenin varl›¤›n› gösterebil-

dik, 3, onu da bir aksiyomun yard›m›yla yapt›k. Baflka küme-

ler de vard›r belki evrende, ama bundan flimdilik hiçbir biçim-

de emin olamay›z. 

fiimdi ilk say›m›z olan 0’› tan›mlayal›m:

4. Tan›m. 0 = 3.

Bu tan›mlad›¤›m›z 0 matematiksel 0’d›r, günlük yaflamda

kulland›¤›m›z 0 de¤il. Örne¤in, “0’›n 0 eleman› vard›r” tümce-

sindeki birinci 0 matematiksel 0’d›r, ikincisiyse Türkçe 0’d›r.

1’i {0} olarak tan›mlamak istiyoruz ama böyle bir kümenin

varl›¤›ndan emin de¤iliz. Hemen bu sorunumuzu halledelim:

5. ‹ki Elemanl› Küme Aksiyomu. E¤er x ve y birer kümey-

se, eleman olarak sadece x ve y’yi içeren bir küme vard›r.

Küme Eflitli¤i Aksiyomu’na göre sadece ve sadece x ve y kü-

melerini eleman olarak içeren sadece bir tane küme vard›r. Ele-

man olarak sadece x ve y’yi içeren bu kümeyi

{x, y}

olarak yazar›z. E¤er x = y ise, {x, y} yerine {x} yazar›z, iki defa

x yazman›n ne anlam› olabilir ki?
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Yukar›daki aksiyomda x = y = 0 al›rsak, {0} kümesinin var-

l›¤›n› göstermifl oluruz ve böylece 1’i de {0} kümesi olarak ta-

n›mlama hakk›n› elde ederiz.

6. Tan›m. 1 = {0}.

E¤er x = 0, y = 1 al›rsak, o zaman ‹ki Elemanl› Küme Aksi-

yomu’ndan {0, 1} kümesinin varl›¤› anlafl›l›r ve 2’yi de bu küme

olarak tan›mlayabiliriz.

7. Tan›m. 2 = {0, 1}.

Ayn› aksiyomdan {0, 2} ve {1, 2} kümelerinin de varl›¤› anla-

fl›l›r. Bundan da {{0, 2}, {1, 2}} kümesinin varl›¤› ç›kar. Bu aksi-

yom sayesinde 1 ve 2 elemanl› sonsuz say›da küme yaratabiliriz.

Daha önce {{0, 2}, {1, 2}} diye bir fley vard›, yok de¤ildi,

ama ad›na küme denmeye hak kazanmam›flt›. ‹ki Elemanl› Kü-

me Aksiyomu bu fleye küme payesini veriyor. Kolay de¤ildir

küme olmak.

0’›n s›f›r, 1’in de bir eleman› oldu¤undan, 0 , 1. Ne mutlu

bize! Dolay›s›yla 2’nin iki eleman› var ve 0 ,'2, 1 ,'2. Bütün bu

eflitsizlikler Eflitlik Aksiyomu’nun yard›m›yla kan›tlanabilir.

‹ki Elemanl› Küme Aksiyomu sayesinde elde edilen tüm kü-

melerin en fazla iki eleman› oldu¤undan, yukarda verdi¤imiz

üç aksiyom {0, 1, 2} kümesinin varl›¤›n› kan›tlamaya yeterli de-

¤ildir. Böyle bir kümenin varl›¤›n› kan›tlamak için yeni bir ak-

siyoma ihtiyac›m›z var. Ama önce biraz edebiyat yapal›m.

[SKK]’da iki ya da daha çok kümenin bileflimini almay› ö¤-

rendik. Yaln›z kümelerinin bileflimini al›rken daha dikkatli ol-

mak gerekir, yanl›fl bir bileflim bizi çeliflkiye götürebilir.

Genellikle, bileflim al›rken sokaktaki ö¤rencinin gözden ka-

ç›rd›¤› ince bir nokta vard›r: Kümelerin bilefliminin bir küme ol-

mas› için bileflimi al›nacak kümelerin bir küme oluflturmas› ge-
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rekmektedir, yoksa bileflim küme olmayabilir. Örne¤in a, b, c

kümelerinin bilefliminden bir küme olarak söz edebilmek için

{a, b, c}

diye bir küme olmal›d›r. E¤er {a, b, c} diye bir küme yoksa,

a - b - c

bir küme olmayabilir, bir fley olur ama bu fley baflka bir fley ola-

bilir, küme ad›n› almaya daha hak kazanmam›fl bir fley olur. E¤er

bileflimi dikkatsizce al›rsak bir çeliflki elde ederiz ve fl›k olmaz.

Bir sonraki aksiyomla, bir kümenin elemanlar›n›n bileflimini

al›p yeni bir küme elde etmemize olanak sa¤layaca¤›z. Aksiyomu

yazmadan önce tam ne istedi¤imizi biraz daha aç›k bir biçimde

aç›klayal›m.

x, yukardaki resimdeki gibi bir küme olsun. x’in birtak›m

elemanlar› var, diyelim x’in üç eleman› var: a, b ve c. Eleman sa-

y›s› sonsuz da olabilir, biz sadece üç elemanl› bir küme ald›k. Her

eleman gibi bu a, b, c elemanlar› da birer küme. Yukardaki re-

simde a, b ve c hem bir eleman olarak (bir nokta), hem de bir kü-

me olarak resmedilmifl (gri yumurtalar). ‹flte bir sonraki aksi-

yomla, x kümesini oluflturan bu a, b, c elemanlar›n›n bileflimini

alarak yeni bir küme elde etmenin yolunu açaca¤›z. Bu bileflim,

x’in elemanlar›n›n (a, b ve c’nin yani) elemanlar›ndan oluflacak.

Yani aksiyom flunu diyecek: x hangi küme olursa olsun, öy-

le bir y kümesi vard›r ki, her z kümesi için, z ) y ancak ve an-

cak z ) t ) x koflullar›n› sa¤layan bir t varsa.

1C. Biraz Kümeler Kuram› ve Birkaç Do¤al Say› 31

a

b

c
x

b

c

a

z

{a, b, c} kümesinin ö¤elerinin bileflimi



E¤er bir kümenin elemanlar›n› o kümenin çocuklar› olarak

yorumlarsak, bir kümenin elemanlar›n›n bilefliminin elemanla-

r›, bileflimi al›nan kümenin torunlar› olur. Resimde, a, x’in bir

çocu¤u; z de a’n›n bir çocu¤u. Yani z, x’in bir torunu. Bu me-

taforla, x’in elemanlar›n›n bileflimi x’in torunlar›ndan oluflan

küme demektir.

8. Bileflim Aksiyomu. E¤er x bir kümeyse, sadece ve sadece

x’in elemanlar›n›n elemanlar›ndan oluflan bir küme vard›r. 

Bu kümeye x’in (elemanlar›n›n) bileflimi ad› verilir. Küme

Eflitli¤i Aksiyomundan dolay› bu bileflim biriciktir. x’in bilefli-

mi -x ya da

olarak yaz›l›r. E¤er x’in sonlu say›da eleman› varsa, daha al›fl›k

oldu¤umuz yaz›l›m› kullanabiliriz:

-{a, b, c} = a - b - c,

-{{0, 1} {0, 2}, {1, 2}} = {0, 1} - {0, 2} - {1, 2} = {0, 1, 2},

-{a} = a.

fiimdi, yukardaki aksiyomlar› kullanarak {0, 1, 2} diye bir

kümenin varl›¤›n› kan›tlayabiliriz:

i. 0 = 3 oldu¤undan, 0 bir kümedir.

ii. 1 = {0} oldu¤undan, Aksiyom 5’e ve i’e göre 1 bir küme-

dir.

iii. 2 = {0, 1} oldu¤undan, Aksiyom 5’e, i ve ii’ye göre 2 bir

kümedir.

iv. Aksiyom 5’e ve iii’e göre {2} bir kümedir.

v. Aksiyom 5’e, iii’e ve iv’e göre {2, {2}} bir kümedir.

vi. Aksiyom 8’e göre, -{2, {2}}, yani

2 - {2} = {0, 1} - {2} = {0, 1, 2}

bir kümedir.

Bundan böyle 3’ü {0, 1, 2} kümesi olarak tan›ml›yoruz.
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Okur al›flt›rma olarak {0, 1, 2, 3}’ün de bir küme oldu¤unu

kan›tlayabilir.

Do¤al say›lar› tan›mlamaya devam edelim:

9. Tan›m. 3 = {0, 1, 2}

10. Tan›m. 4 = {0, 1, 2, 3}

11. Tan›m. 5 = {0, 1, 2, 3, 4}.

Bu tan›mlar› sürdürüp 6’y›, 7’yi, 8’i tan›mlayabiliriz. Ama

say›lar› tek tek sonsuza dek tan›mlamaya zaman›m›z olmad›¤›-

na göre, durup, genel bir tan›m vermenin yollar›n› aramal›y›z.

Bu tan›mlara bir kez daha dikkatlice bakal›m:

5 =11 {0, 1, 2, 3, 4} = {0, 1, 2, 3} - {4} =10 4 - {4},

4 =10 {0, 1, 2, 3} = {0, 1, 2} - {3} =9 3 - {3},

3 =9 {0, 1, 2} = {0, 1} - {2} =7 2 - {2},

2 =7 {0, 1} = {0} - {1} =6 1 - {1},

1 =6 {0} = 3 - {0} =4 0 - {0}.

Özetle:

5 = 4 - {4},

4 = 3 - {3},

3 = 2 - {2},

2 = 1 - {1},

1 = 0 - {0}.

Görüldü¤ü gibi “bir say›n›n ard›l›” (her ne demekse!), o sa-

y›yla sadece o say›dan oluflan kümenin bileflimi. Örne¤in, 5, 4

kümesiyle sadece 4 eleman›ndan oluflan {4} kümesinin bileflimi.

Yukardaki yöntemi 5’e uygulay›p 6’y› tan›mlayal›m:

12. Tan›m. 6 = 5 - {5}.

Bakal›m elemanlar›yla yaz›nca 6 ne oluyor?

6 =12 5 - {5} =11 {0, 1, 2, 3, 4} - {5} = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

yani
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6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. (12.1)

6 da kendisinden önce gelen say›lar kümesi oldu.

E¤er x bir kümeyse, Sx’i flöyle tan›mlayal›m:

13. Tan›m. Sx = x - {x}.

Her fley küme olmak zorunda oldu¤undan, x bir kümeyse,

S(x) de bir küme olmal›. Hemen kan›tlayal›m bunu:

Teorem. x bir kümeyse Sx de bir kümedir.

Kan›t: Üç ad›mda kan›tlayaca¤›z:

a. x bir küme oldu¤undan ‹ki Elemanl› Küme Aksiyomu’na

göre {x} bir kümedir.

b. x ve {x} birer küme oldu¤undan, gene ‹ki Elemanl› Kü-

me Aksiyomu’na göre {x, {x}} bir kümedir.

c. Bileflim Aksiyomu’na ve (b)’ye göre -{x, {x}} toplulu¤u,

yani x - {x}, yani Sx bir kümedir. n

E¤er n bir tan›mlanm›fl bir “do¤al say›ysa”, Sn’ye n’nin ar-

d›l› ad›n› verelim. Yukarda da görüldü¤ü üzere, 6, 5’in ard›l›.

6’n›n ard›l›, tan›m› gere¤i S(6)’d›r:

S6 =13 6 - {6} =12.1 {0, 1, 2, 3, 4, 5} - {6}

= {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Bundan böyle S(6)’ya 7 ad›n› verelim.

Görüldü¤ü gibi,

S0 = 1, (13.1)

S1 = 2, (13.2)

S2 = 3, (13.3)

S3 = 4, (13.4)

S4 = 5, (13.5)

S5 = 6, (13.6)

S6 = 7. (13.7)
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Dikkat edilirse henüz genel bir do¤al say› kavram› tan›m-

lamad›k. Bunu daha sonraki bölümlerde yapaca¤›z. fiimdilik

flu kavramlar› tan›mlad›k: 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, Sx.

Sn = n + 1 eflitli¤ini flu anda kan›tlayamay›z. Çünkü + diye

bir ifllem daha tan›mlamad›k. Hemen tan›mlayal›m. Önce n + 0

ifllemini tan›mlayal›m:

14. Tan›m. n + 0 = n.

Dikkat: Bu tan›mdan 0 + n = n eflitli¤i ç›kmaz. fiimdilik ka-

n›tlayamay›z bu eflitli¤i. Ama daha sonra kan›tlayaca¤›z.

0’la (sa¤dan) toplamas›n› yukardaki tan›mda ö¤rendik.

Toplamay› tan›mlamaya devam edelim. Bir sonraki tan›m sa-

yesinde, n + m iflleminin sonucunu biliyorsak, n + Sm ifllemi-

nin sonucunu da bilece¤iz, yani m do¤al say›s›yla (sa¤dan)

toplamas›n› biliyorsak, m’nin ard›l› olan Sm ile de (sa¤dan)

toplamas›n› bildi¤imizi görece¤iz:

15. Tan›m. E¤er n + m tan›mlanm›flsa, n + Sm = S(n + m).

Sn = n + 1 eflitli¤ini kan›tlad›¤›m›zda (bir sonraki teorem),

yukardaki tan›m

n + (m + 1) = (n + m) + 1

anlam›na gelecek2.

fiimdi Sn’nin n + 1’e eflit oldu¤unu kan›tlayabiliriz.
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16. Teorem. Sn = n + 1.

Kan›t: n + 1 =13.1 n + S0 =15 S(n + 0) =14 Sn. n

Yukardaki teoremi 0’a, 1’e, 2’ye ve tan›mlad›¤›m›z di¤er sa-

y›lara uygularsak (13) eflitliklerinden flu sonuçlar ç›kar:

0 + 1 =16 S0 =13.1 1 (16.1)

1 + 1 =16 S1 =13.2 2 (16.2)

2 + 1 =16 S2 =13.3 3 (16.3)

3 + 1 =16 S3 =13.4 4 (16.4)

4 + 1 =16 S4 =13.5 5 (16.5)

5 + 1 =16 S5 =13.6 6 (16.6)

6 + 1 =16 S6 =13.7 7 (16.7)

Art›k 2 + 2 = 4 eflitli¤ini kan›tlama zaman› geldi:

17. Teorem. 2 + 2 = 4.

Kan›t: Basit bir hesap:

2 + 2 =13.2 2 + S1 =15 S(2 + 1) =16.3 S3 =13.4 4.

‹stedi¤imiz eflitlik kan›tlanm›flt›r. n

fiimdi çarpmaya geçelim. Önce 0’la çarpmay› ö¤renece¤iz,

ard›ndan, m’yle çarpmas›n› ve toplamay› bildi¤imizi varsaya-

rak, Sm ile çarpmas›n› ö¤renece¤iz.

18. Tan›m. n # 0 = 0.

19. Tan›m. E¤er n # m ve n # m + n tan›mlanm›flsa,

n # S(m) = n # m + n.

Teorem 16 ve yukardaki tan›mdan

n # (m + 1) = n # m + n

eflitli¤i ç›kar3.
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fiimdi n # 1 = n eflitli¤ini kan›tlamaya çal›flal›m:

n # 1 =13.1 n # S0 =19 n # 0 + n =18 0 + n = …

Tak›ld›k. Çünkü 0 + n = n eflitli¤ini bilmiyoruz. Bizim bildi¤imiz

sadece n + 0 = n eflitli¤i, 0 + n = n eflitli¤i de¤il. 0 + n = n eflitli-

¤ini daha sonra kan›tlayaca¤›z, flimdi kan›tlayamay›z. Bu eflit-

li¤i flimdilik kan›tlayamay›z ama, 16.1’den 0 + 1 = 1 eflitli¤ini

bildi¤imizden, 1 # 1 = 1 eflitli¤ini kan›tlayabiliriz:

20. Teorem. 1 # 1 = 1.

Kan›t: ‹flte eflitli¤i kan›tlayan küçük hesap: 

1 # 1 =13.1 1 # S0 =19 1#0 + 1 =18 0 + 1 =16.1 1. n

fiimdi 2 # 2 = 4 eflitli¤ini kan›tlamaya çal›flal›m:

2 # 2 =13.2 2 # S1 =19 2 # 1 + 2.

Demek ki sonuca ulaflmak için önce 2 # 1 = 2 eflitli¤ini kan›tla-

mal›y›z. Kan›tlayal›m:

2 # 1 =13.1 2 # S0 =19 2 # 0 + 2 =18 0 + 2.

Demek ki daha önce 0 + 2 = 2 eflitli¤ini kan›tlamam›z gereki-

yormufl:

0 + 2 =13.2 0 + S1 =15 S(0 + 1) =16.1 S1 =13.2 2.

fiimdi art›k 2 # 2 = 4 eflitli¤i kan›tlanm›flt›r. Teoremi ve kan›t›-

n› bir defa daha ama bu sefer derli toplu bir halde  yazal›m.

21. Teorem. 2 # 2 = 4.

Kan›t: Hesaplar flöyle:

2 # 2 =13.2 2 # S1 =19 2 # 1 + 2 

=13.1 2 # S0 + 2 =19 (2 # 0 + 2) + 2 

=18 (0 + 2) + 2 =13.2 (0 + S1) + 2 

=15 S(0 + 1) + 2 =16.1 S1 + 2 

=13.2 2 + 2 =17 4.

Kan›t›m›z bitmifltir. n

1C. Biraz Kümeler Kuram› ve Birkaç Do¤al Say› 37



22. Sonuç. Bu bölümde 0, 1, 2, 3, 4 say›lar›n›, Sx’i ve + ve #
ifllemlerini tan›mlay›p 2 + 2 = 4 ve 2 # 2 = 4 eflitliklerini kan›tla-

d›k. Görüldü¤ü gibi tan›mlar›m›z›n elmalarla armutlarla, deney-

le, d›fl dünyayla hiçbir ilgisi yok. Her fley zihinsel ve en soyut dü-

zeyde.

Yine de yukarda yap›lanlarda önemli bir eksik var: 0, 1, 2,

3, 4, 5, 6, 7 say›lar›n› teker teker tan›mlad›k. Tan›mlanacak da-

ha çok say› var... Ömür biter, say›lar bitmez! Bütün say›lar› te-

ker teker tan›mlayamay›z. Matematik sonlu zaman içinde ya-

p›lmal›. Bu sorunun üstesinden gelece¤iz. Do¤al say›lar› teker

teker de¤il, hepsini birden, daha do¤rusu do¤al say›lar kümesi

!’yi bir anda, tek bir hareketle yarataca¤›z. Her fley zamanla...

Bu bölümde yap›lanlar çocuk oyunca¤›. Konu çok daha il-

ginçleflecek.

Al›flt›rmalar
1. a1, a2, a3 küme olsunlar. {a1, a2, a3} toplulu¤unun bir kü-

me oldu¤unu kan›tlay›n. Genel olarak a1, ..., an kümeyse 

{a1, ..., an} 

toplulu¤unun küme oldu¤unu kan›tlay›n.

2. -3 = 3 eflitli¤ini kan›tlay›n.

3. 4 + 3 = 7 ve 3 + 4 = 7 eflitliklerini kan›tlay›n.

4. 3 # 2 = 6 ve 2 # 3 = 6 eflitliklerini kan›tlay›n.

5. nm ifllemini ve 8 say›s›n› bu bölümdeki yöntemlerle ta-

n›mlay›p 23 = 8 eflitli¤ini kan›tlay›n.

6*. Buraya kadar verilen aksiyomlarla sonsuz say›da elema-

n› olan bir kümenin varl›¤›n›n kan›tlanamayaca¤›n› kan›tlay›n. 
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1D. Giuseppe Peano
(1858-1932)

Bugün ilkokulda bile ö¤retilen -, 5, 6, ), 3 gibi simgeleri

borçlu oldu¤umuz Giuseppe Peano bir çiftçi ailesinin çocu¤uy-

du. Giuseppe önce köy okuluna gitti. Sonra her gün 5 + 5 = 10

km’lik yolu göze alarak kasaba okuluna

devam etti. Avukat ve papaz olan a¤a-

beyi (daha çok köylerde geçerli olan

Katolik gelene¤ine göre en büyük kar-

defl papaz olmak zorundad›r) kardefli-

nin yetene¤ini görünce onu lise s›navla-

r›na soktu. S›nav› kazan›p liseden sonra

Torino Üniversitesi’nde (daha sonra

mühendisli¤e geçmek üzere) matematik

okuyan Peano, üçüncü y›l›nda s›n›f›n›n

birincisiydi, çünkü s›n›fta baflka ö¤renci

yoktu, di¤erleri matemati¤i b›rak›p mühendisli¤e geçmifllerdi!

Peano’nun okul arkadafllar›n›n adlar›n› bugün kimse bilmez!

Ça¤›n›n çok ilerisinde bir matematik anlay›fl›na sahipti Giusep-

pe Peano. Geliflmifl analitik yetene¤iyle di¤erlerinin makalele-

rinde yanl›fl bulmas›yla ünlüydü. Analizden mant›¤a birçok

önemli bulufllar› olmufltur. Birçok tarihçi taraf›ndan matema-

tiksel mant›¤›n kurucusu olarak kabul edilir. 

Giuseppe Peano gençli¤inde



Do¤al say›lar›n bugün bilinen (ve bu kitapta aç›klayaca¤›-

m›z) matematiksel tan›m›n› ilk bulan Giuseppe Peano, dilbili-

me de merakl›yd›.

Bilindi¤i gibi Esperanto tamam›yla ya-

pay, dilbilgisi oldukça kolay, daha çok La-

tince, yapay, yani insan buluflu bir dildir.

“Umut eden” anlam›na gelen Esperanto,

Polonyal› Zamenhof (1859-1917) taraf›n-

dan henüz bir lise ö¤rencisiyken 1878’de

bulunmufl ve yeni bir dil olarak ilk kez

1887’de yay›mlanm›flt›r. Zamenhof’un

amac› insanlar›n bu evrensel dilde konufla-

rak de¤il, yaz›flarak anlaflmalar›yd›. 

1903’te Peano, Zamenhof gibi, Latinceyi sadelefltirerek

“bükümsüz Latince” demek olan Latino sine flexione yapay di-

lini bulmufltur. Latine sine flexione, Latin-

ce sözcükleri korumufl, ancak ekleri ve çe-

kimleri (yani “flexione/büküm”leri) tama-

m›yla kald›rm›flt›r, çünkü bükümler bir dili

zorlaflt›ran elemanlard›r. Bir k›z›lderili dili

olan Navajo dili o kadar bükümlü ve zor-

dur ki, ABD, ‹kinci Dünya Savafl›’nda flifre

olarak bu dili kullanm›flt›r. Navajo dilinde

Waflakotyatawitflerahekvhtha’se, “ona bir

kad›n vücudunu çirkinlefltiren üste giyilen

fleyler yapt›” anlam›na gelir... Örne¤in ‹ngilizce görece az bü-

kümlü dil oldu¤undan ö¤renmesi oldukça kolayd›r.

Latine sine Flexione’yi http://www.geocities.com/Athens/

Olympus/2948/index2.html adresinden ö¤renebilirsiniz.

Giuseppe Peano, 
yafll›l›¤›nda

L.L. Zamenhof
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1E*. Temellendirme Aksiyomu

Bölüm 1C’de toplamay› flu iki formülle tan›mlam›flt›k:

Tan›m. x + 0 = x, ve e¤er x + y biliniyorsa, x + Sy = S(x + y).

An›msat›r›z: Sx, x - {x} anlam›na geliyordu.

Yukardaki ikinci tan›mda ilk anda dikkat çekmeyebilecek

çok önemli bir sorun var. O da flu: x ile Sy’nin toplam›n›n so-

nucunun S(x + y) olaca¤›n› söylüyoruz. Buna hakk›m›z var m›?

Olmayabilir... fiöyle bir durum ortaya ç›kabilir:

Sy = Sz eflitli¤i geçerli olabilir ve x + y ve x + z de biliniyor-

dur, ama 

S(x + y) , S(x + z)

olur. O zaman,

S(x + y) = x + Sy = x + Sz = S(x + z)

eflitliklerinden bir çeliflki elde ederiz.

Bir baflka deyiflle, Sy ile ilgili olan

x + Sy = S(x + y)

eflitli¤inin sadece Sy’ye göre de¤iflmesi gerekir, y de¤iflti¤inde Sy

de¤iflmiyorsa, x + Sy’nin önerilen tan›m›n›n da, yani S(x+y)’nin

de de¤iflmemesi gerekir. 



Sorun tam anlafl›lamayabilir, çünkü kolay kolay anlafl›la-

cak bir sorun de¤il parmak bast›¤›m›z, ama anlafl›ld›¤›nda da

boy uzat›r. Bir baflka yolla anlatmaya çal›flal›m:

Diyelim ki x + 7 toplam›n› yapmak istiyorsunuz... Düflünü-

yorsunuz... K›sa bir zaman içinde 7’n›n Sy ’ye eflit oldu¤unu an-

l›yorsunuz. Hemen ard›ndan da, tan›mdan, 

x + 7 = x + Sy = S(x + y)

eflitliklerini ç›kar›yorsunuz. fiimdi x + y say›s›n› hesaplaman›z

gerekiyor. Diyelim hesaplad›n›z... Sonra S ’nin tan›m›ndan ha-

reketle S(x + y)’yi kolayca 

(x + y) - {x + y}

olarak buluyorsunuz. Her fley yolunda. fiimdilik...

Ertesi gün bu buluflunuzu bir arkadafl›n›za göstermek isti-

yorsunuz. Ne var ki kan›t›n›z› unutmuflsunuz. Kan›t›n›z› unut-

muflsunuz ama kafan›z yerinde. Gene düflünüyorsunuz. K›sa

bir zaman içinde 7’n›n Sz oldu¤unu anl›yorsunuz. Bir önceki

gün 7’n›n Sy oldu¤unu bulmufltunuz ama bunu unutmuflsunuz,

bugün 7’y› Sz olarak buldunuz... Tabii bunun böyle olmas› için

Sy = Sz olmal›. Demek öyle, neden olmas›n!.. Aynen bir önce-

ki gün oldu¤u gibi hesapl›yorsunuz:

x + 7 = x + Sz = S(x + z).

fiimdi x + z say›s›n› hesaplaman›z gerekiyor. Diyelim hesapla-

d›n›z... Ve iflte buldu¤unuz sonuç:

x + 7 = S(x + z)

Bir önceki gün x + 7 say›s›n› S(x + y) olarak hesaplam›flt›n›z,

bugünse S(x + z) olarak... Toplam›n zamanla de¤iflmemesi gere-

kir elbet, yani

S(x + y) = S(x + z)

olmal›. E¤er bu eflitlik do¤ru de¤ilse, toplaman›n tan›m› yanl›fl-

t›r, böyle bir tan›m kabul edilemez.

‹flte bu yüzden toplaman›n tan›m›n›n geçerli ve kabul edile-

bilir bir tan›m olmas› için afla¤›daki teoremin kan›tlanmas› ge-

rekmektedir.
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Teorem 1. Sy = S(z) ise S(x + y) = S(x + z).

E¤er y bir do¤al say›ysa1, Sy, y + 1 anlam›na gelece¤inden,

asl›nda Sy = Sz eflitli¤inden y = z eflitli¤inin ç›kmas›n› istiyoruz.

Yani asl›nda afla¤›daki teoremi kan›tlamak istiyoruz:

Teorem 2. Sy = Sz ise y = z.

Teorem 1 elbette Teorem 2’nin bir sonucudur. Bundan böy-

le amac›m›z Teorem 2’yi kan›tlamak olacak.

Teorem 2’yi kan›tlayabilir miyiz? Bunu kan›tlayamasak da,

bu eflitli¤e ne derece yaklaflabiliriz? Yani Sy = Sz ise, y ile z ara-

s›nda nas›l bir iliflki vard›r? Önce bu soruyu yan›tlayal›m:

Teorem 3. E¤er Sy = Sz ise ya y = z dir ya da y ) z ) y olur.

Kan›t: Sy = Sz olsun. Demek ki

y - {y} = z - {z}.

fiimdi, y ) {y} oldu¤undan, y, bu eflitli¤in solundaki y - {y} kü-

mesinin bir eleman›. Demek ki y sa¤daki z - {z} kümesinin de bir

eleman›. Dolay›s›yla ya y ) z ya da y ) {z}. ‹kinci fl›kta y = z ol-

mak zorunda. Sonuç olarak ya y ) z ya da y = z. 

Ayn› nedenden2 ya z ) y ya da z = y.

Teorem kan›tlanm›flt›r. n

fiimdi y ) z ) y seçene¤ini (bir kümenin kendisinin bir elema-

n›n›n eleman› olma seçene¤ini) ortadan kald›r›rsak Teorem 3’ten

Teorem 2 ç›kar, dolay›s›yla Teorem 1 de kan›tlanm›fl olur ve

toplaman›n tan›m›nda farketti¤imiz sorun giderilmifl olur. Ne ya-

z›k ki bu olas›l›¤› ortadan kald›rmak kolay de¤ildir. Çok bilinen

yöntemlerle y ) z ) y fl›kk›n›n varolmas›n› yasaklayamay›z.
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1 Ki daha do¤al say› kavram›n› tan›mlamad›k. Sadece geçen bölümde 0, 1, 2 gi-
bi birkaç do¤al say›y› tan›mlad›k.

2 Yukardaki kan›tta y ile z’nin yerlerini de¤ifltirin.



Bir küme, bir eleman›n›n eleman› olabilir mi? Daha do¤ru-

su olmal› m›?

Hatta bir küme kendi kendisinin eleman› olabilir mi?

Bir baflka soru: 

x ) y ) z ) x

iliflkilerini sa¤layan x, y, z kümeleri var m›d›r? Daha do¤rusu bu

tür kümelerin var olmas› do¤ru mudur? Böyle bir durumun ola-

mayaca¤›n› gösteremiyorsak, böyle bir durumun olmamas› için

bir aksiyom kabul etmeli miyiz?

Aksiyom kabul etmek, son tahlilde felsefi bir sorudur, ya da

inanca iliflkindir. Do¤an›n yasalar›n›n ne oldu¤unu, do¤an›n

hangi kurallarla yönetildi¤ini düflündü¤ümüzle ilgili bir soru.

Matematikçilerin birço¤u,

x ) x

x ) y ) x

x ) y ) z ) x

x ) y ) z ) t ) x

gibi iliflkileri sa¤layan kümelerin olmamas› gerekti¤ini düflü-

nür, çünkü bir kümenin tan›mlanmas› için kümenin elemanla-

r›n›n bilinmesi gerekti¤ini düflünürler (ki bu bile do¤ru d¤ildir).

Yukardaki örneklerin herbirinde x’in elemanlar›ndan birinin

bilinmesi için x kümesinin bilinmesi gerekiyor. Genelde böyle

“saçma” bir durumun olmamas› gerekti¤i düflünülür.

Matemati¤in çok bilinen aksiyomlar›yla yukardaki durum-

lar›n olamayaca¤› gösterilemez. Bunun için flu aksiyoma ihtiyaç

vard›r:

Temellendirme Aksiyomu3. E¤er x bofl olmayan bir kümeyse,

o zaman x’in x 5 y = 3 eflitli¤ini sa¤layan bir y eleman› vard›r.

Bir örnek ve bir karfl›örnekle Temellendirme Aksiyomu’nu

aç›klamaya çal›flal›m.
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3 ‹ngilizcesi “Axiom of Regularity” ya da “Axiom of Foundation”.



Yukar›daki flekildeki x kümesinde üç eleman var: y, z ve t.

Bu üç eleman›n herbiri birer küme. fiekilde bu üç eleman hem

bir eleman olarak (noktayla), hem de bir küme olarak (ovalle)

gösterilmifl. x’in bu üç eleman›yla x’i teker teker kesifltirelim: 

t ) x 5 z , 3,

y ) x 5 t , 3,

x 5 y = 3.

Demek ki x’in üç eleman›ndan sadece y’nin x’le kesiflimi bofl-

küme. Temellendirme Aksiyomu, bofl olmayan her x kümesin-

de böyle bir y eleman›n›n mutlaka olmas› gerekti¤ini söylüyor. 

Bir baflka deyiflle afla¤›daki flekildeki gibi bir durum Temel-

lendirme Aksiyomu’na göre olmamal›.

Burada da x kümesinin üç eleman› var: y, z ve t. Ancak,

t ) x 5 z , 3,

y ) x 5 t , 3,

z ) x 5 y , 3.
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Bu durum Temellendirme Aksiyomu’yla çeliflir. Temellendir-

me Aksiyomu’nun kabul edildi¤i bir sistemde böyle bir x küme-

si olamaz.

Temellendirme Aksiyomu’ndan sözünü etti¤imiz sonuçlar›

ç›karabiliriz.

Sonuç 1. E¤er a bir kümeyse, a . a.

Kan›t: a bir küme olsun. Diyelim ki a kendi kendisinin bir

eleman›, yani a ) a. fiimdi x kümesini sadece a’dan oluflan kü-

me olarak tan›mlayal›m, yani

x = {a}

olsun. Temellendirme Aksiyomu’na göre x kümesinde öyle bir

y eleman› vard›r ki,

x 5 y = 3
eflitli¤i sa¤lanmal›d›r. Ama x kümesinin tek bir eleman› var, o

da a. Demek ki y = a olmal›. Dolay›s›yla

x 5 a = 3
olmal›. Ama a hem x’in hem de a’n›n bir eleman›, yani a ) x 5 a.

Bu bir çeliflkidir. Demek ki “a ) a” önermesi yanl›fl, yani a . a.

‹stedi¤imiz kan›tlanm›flt›r. n

Sonuç 2. E¤er a ve b birer kümeyse, ya a . b ya da b . a.

Kan›t: Bir çeliflki elde etmek amac›yla, yan›tlamak istedi¤i-

miz sonucun yanl›fl oldu¤unu varsayal›m. Demek ki

a ) b ) a

iliflkilerini sa¤layan a ve b kümeleri vard›r.

x = {a, b}

olsun. Temellendirme Aksiyomu’na göre x’te

x 5 y = 3
eflitli¤ini sa¤layan bir y eleman› olmal›. Ama x’in sadece iki ele-

man› var: a ve b. Demek ki y, ya a ya da b olmak zorunda. 

Diyelim y = a. O zaman b ) c 5 a = c 5 y = 3, çeliflki.

E¤er y = b ise, o zaman, a ) c 5 b = c 5 y = 3, çeliflki. n
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Sonuç 3. E¤er a, b ve c birer kümeyse, ya a . b ya b . c ya

da c . a.

Kan›t: Okura al›flt›rma olarak b›rak›lm›flt›r. Yukardaki ka-

n›tlara çok benzer. n

fiimdi Sonuç 2’den Teorem 3, Teorem 3’ten Teorem 2, Te-

orem 2’den Teorem 1 ç›kar. Madem ki Teorem 1 do¤ru, flimdi ar-

t›k hiç çekinmeden, e¤er x + y tan›mlanm›flsa,

x + Sy = S(x + y)

eflitli¤ini x + Sy’nin tan›m› olarak verebiliriz.

Bütün Bunlar Gereksiz! Bir tan›m için bunca pat›rt› kopard›k-

tan sonra, okuru k›zd›rmak pahas›na da olsa, asl›nda Temellendir-

me Aksiyomu’na toplamay› tan›mlamak için gereksinim olmad›¤›-

n› söyleyece¤im…

Temellendirme Aksiyomu (ya da benzeri bir aksiyom) ol-

madan Teorem 3’ün kan›tlanamayaca¤› do¤ru. Öte yandan biz

Teorem 3’ü tüm kümeler için de¤il, do¤al say›lar için kan›tla-

mak istiyoruz. Teorem 3 do¤al say›lar için Temellendirme Ak-

siyomu’na gerek kalmadan kan›tlanabilir. Ama böyle bir te-

orem kan›tlamak için önce do¤al say›n›n ne demek oldu¤unu

bilmemiz laz›m. Oysa biz daha böyle bir tan›m yapmad›k. Bö-

lüm 2’de do¤al say›lar› tan›mlayaca¤›z. Do¤al say›lar› tan›mla-

mak içinse kümeler kuram›n› biraz daha gelifltirmemiz gereke-

cek. Bunu da bir sonraki bölümde yapaca¤›z.
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