62. Abel Yakinsaklik Teoremi

u boliimde soracagimiz ve olumlu olarak yanitlayacagimiz
Bsoru su: Diyelim yakinsaklik yaricapi R olan bir 2,5y ax?
kuvvet serisi verilmis. x = R iken serinin yakinsak ya da
iraksak oldugunu bilemeyiz. Ama diyelim bir bigimde,
Zjz0 4R
serisinin yakinsak oldugunu kanitladik. O zaman
limy ,R-Zj>0 %' = Ljzo ;R
olur mu? Yanit olumlu. Bu sonug, Abel Yakinsaklik (ya da Li-
mit) Teoremi olarak bilinir.
Abel Yakinsakliklik Teoremi’ni bu genellikle kanitlamadan
once ayni teoremi
2i>0 4R
serisi mutlak yakinsak oldugu durumda kanitlayalim. Bu du-
rumda kanit cok daha kolay, hatta Weierstrass M-testi sayesin-
de nerdeyse bariz. Nitekim bu seri mutlak yakinsaksa, Weierst-
rass M-testinde,

X = [-R, R],
M; = la;R,

M =250 la;RY,
fl'(X) = aixi

659
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olarak alirsak, X5 a;x’ serisinin [-R, R] iizerinde diizgiin ya-
kinsak oldugunu goriiriiz. Yani
fx) = Zjg apx!

ise, [-R, R] tizerinde
u

olur. Teorem 56.9’dan dolay1 f, X tizerine stireklidir. Demek ki
(R =lim o flx)=lim . > ax'.

Simdi teoremi en genel haliyle yazip kanitlayalim:

Teorem 62.3 [Abel Yakinsakhik Teoremi]. ;5 a;x! serisi
-R<x<R
icin yakinsak olsun. O zaman
limy_yR- Zjz0 a;x’ = Ljzo a;R!
olur, yani (—R, R] sizerine tammlanmis olan,
flx) = Zjzg ax’
fonksiyonu R’de (ya da R’nin saginda) siireklidir.
Kanit: Kolaylik olsun diye, g; yerine a;R? alarak R’nin 1 ol-
dugunu varsayabiliriz.
& > 0 verilmis olsun. Oyle bir § > 0 bulacagiz ki, eger
0<1l-x<3d
ise,
Flx) - F(D)l <&
olacak ve boylece diledigimizi kanitlamis olacagiz. x’i 0’dan bu-
yiik almanin bir zarari olamaz, 6yle yapacagiz.
Teorem 31.6 olarak kanitladigimiz Cauchy Carpim Formii-
l’nt kullanacagiz: Eger
xe(-1,1)

Ci = z;:o dl'

ise,
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tanimini yaparak,

i te) :( Zoxi)(zi'io“ixij =2

esitligini buluruz. Buradan,
() ()= X7 e’ |- (0
=(1- x)(zzo cx' ) (- x)(zzoxi ) )
=(1- x)(z;":o ix! ) ~(1- x)(z;‘;o f(l)xij

=(1=x)D " (c; = tD)’
cikar. Dolaysiyla,

[60) = £ < (1= 7 le; — f(1] %"

Ote yandan varsayima gore,
lim, . ¢, = f(1).
Demek ki 6yle bir N var ki, her #» > N icin,
I, — F(1)] < &/2
olur. Bunu da kale alarak hesaplara yukarda kaldigimiz yerden
devam edelim:

[ )= £ < (=227 e — f(0]’

<=2 e = ) + -0 5 37

3o PR (PRI BRI JNe

N
=(1-x) o e - f(1)|+(1—x)§1x_

- X

(1) e — 0]+ %xN

<2 e — £ +§
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buluruz.
A = max{lcy — fF(1)l, ..., leng — F(DI}
tanimini yapip tekrar hesaplara kaldigimiz yerden devam edelim:
If(x) — f(1)I < (1 — x)AN + &/2
elde ettik. Simdi 8’y1 €/3AN segersek diledigimiz
0<1-x<d=If(x)- f(l)l<e
onermesini elde ederiz. ]



63. Genellestirilmis
Binom Acilimi

iseden beri bildigimiz binom acilimini animsayalim: Eger x
bir gergel say1 ve # bir dogal sayiysa,

(1+x)" = Z?{’?jx"

1

ni_ n!
i) il —i)

katsayilarina binom katsayilar: denir. Binom katsayilarini sade-

olur. x”lerin 6niindeki

lestirerek yazalim:

(n] n =1 —i+1)

il — i) i

i
Eski tanimi unutup, binom katsayilarini bundan boyle,

m: (i —1)-(n—i+1)

] i!

olarak tanimlayalim. Arada bir fark yok gibi gortinse de bu ye-
ni tanimin 6ncekine gore iki avantaji var:
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1) i > n iken eski tamim anlamsizdi, oysa simdi 7 > 7 iken ye-
ni tanim O sonucunu veriyor, ¢arpimin ortalarinda (z — n) beli-
riyor ¢iinkii. Dolayisiyla, bu yeni tanimla, binom agilimin

n w [N
1+x)" = Z:o[i]x
olarak yazabiliriz. Boylece ifade (basitlesmez belki ama) bir se-
riye donugur.
2) Binom katsayilarinin yeni taniminda 7 bir dogal say1 ol-
mak zorunda degildir, herhangi bir a gercel sayisi da olabilir:

[a] alo =T —i+1)  afor—1)-(ot —(i —1))

i ! i!

Ayrica eger a yerine X yazarsak, katsayilar1 Q’de olan #’inci de-
receden bir polinom elde ederiz:

(X]: X(X —1)-+(X — (i — 1))

i i!

e QX].
Eger i = 0 ise tanim1 1 olarak kabul ediyoruz:

B

Bundan boyle her a € R gergel sayisi ve her i € N dogal sa-
yis1 igin,

i i!

(uj oo —1)--(a—i +1)
tanimini yapahm. 7 = 0 i¢in tanimi gene 1’e esit kabul ediyoruz.
Bu boliimde - bize gore - dinyanin en sasirtici olgularindan

birini kanitlayacagiz:
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Teorem 63.1. Her oo € R ve x € (-1, 1) icin
w | O i
e =30 ¢ X

Ayrica yakimsaklik mutlak ve diizgiindiir. Ayrica sagdaki serinin
yakimsaklik yaricap: 1’dir.

Eger a € N ise () esitliginin gegerli oldugunu biliyoruz.
Hatta bu durumda, esitlik sadece (-1, 1) araligindaki sayilar
icin degil, tim x gercel sayilar i¢in gecerli.

Esitligin o = —1 i¢in de gecerli oldugunu kontrol edelim. Bu-
nun i¢in once,

o [ R B B
i 1!
hesabini yapalim. Simdi seriyi hesaplarsak,

2 0{ Jx =R =1+ x)

buluruz. Demek ki (=) esitligi o = —1 i¢in de dogruymus.
Ote yandan, eger a bir gercel sayiysa, (») esitliginin sag ta-
rafindaki serinin yakinsak oldugunu bilmedigimiz gibi, yakin-

saksa da pozitif bir sayiya yakinsadigini bile bilmiyoruz. Simdi-
lik tabii ki...

Once sag taraftaki serinin mutlak yakinsakhigi kanitlaya-
lim. d’Alembert Yakinsaklik Kistasi’ni kullanacagiz [Teorem
32.11.

( a ]xnl oc(oc—l)--~(0t—i)xi+1

i+1 ~ (i +1)! _o-i

m ;o ala—N)fe—(-1) i+l
x X

i 7!

oldugundan, 7 sonsuza gittiginde, sag taraftaki oranin limiti —x
olur. Mutlak degerleri aldigimizda, limit |x| ¢ikar, yani 1’den
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kuiguktiir. d’Alembert Yakinsaklik Kistasi’na gore (=) esitliginin
sag tarafindaki seri mutlak yakinsar. Bundan ayrica (*) esitligi-
nin sagindaki serinin yakinsaklik yaricapinin 1 oldugu anlasilir.
Bundan boyle bu seriye f,(x) adini verelim:

£y (%) = ?O[Oi‘jx".

Ikinci amacimiz her o € R ve x € (-1, 1) i¢in

fa®)fplx) = foip(x) (1)

esitligini, yani

et

esitligini kanitlamak. Bunun i¢in Cauchy Carpim Formili’ni
kullanacagiz (bkz. Teorem 31.6). Demek ki

ZofiIH)

esitligini kanitlamaliyiz.

Onsav 63.2. Her o. ve P gercel sayilari ve ber n dogal sayist icin,

e o

esitligi gecerlidir.
Kanit: B yerine Y yazip esitligi Y cinsinden iki polinomun
esitligi olarak gorelim:

=L

Her iki taraf da #’inci dereceden polinomlar. Ayrica baskatsayila-
r1 esit: Her ikisinin de bagskatsayisi 1/7! Demek ki bu iki polino-
mun 7 degisik sayida ayni degerleri aldiklarini kanitlamak yeterli
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(bkz. bolimiin sonundaki paragraf). Bu degerleri 0, 1, ..., 7 — 1
olarak alacagiz. Demek ki su savi kanitlamak yeterli:

Sav. Her k =0, 1, ..., n — 1 icin,

Z i)

Sav’in Kaniti: Eger k < ise, soldaki ifadedeki binom katsa-
yilarinin 0 olduklarini biliyoruz. Demek ki, kanitlamak istedigi-

I o (o

esitligine biirtiniiyor. o yerine X yazarak, bu son esitsizligi de

miz esitlik,

bir polinom olarak gorelim:

R v

Bu son esitligi kanitlayacagiz. Her iki taraf da katsayilari Q’de
olan bir polinom. Toplamdaki i, #’ye esit olabiliyor. Demek ki
sol taraf »’inci dereceden bir polinom. Sag taraftaki de »’inci
dereceden elbette. Ayrica her iki polinomun baskatsayisi 1/x!.
Demek ki eger bu iki polinom 7z degisik sayida ayni degerleri
aliyorlarsa esit olacaklar. Nitekim bu iki polinomun 0, 1, ..., 7
sayilarinda esit degerler aldiklarimi kanitlayacagiz. Demek ki
her 7 =0, 1, ..., n dogal sayis! icin,

a1 3

esitligini kanitlamaliyiz. Gene ¢’den buyuk 7’ler gereksiz. Demek
ki her / =0, 1, ..., n dogal sayisi igin,

Tommsts ) ) 11
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esitligini kanitlamaliyiz. Basit bir kombinatorik problemi bu. /¢
tane kadin ve k tane erkekten olusan bir toplulukta # kisiyi kag
degisik bicimde segebiliriz? Elbette sagdaki ifade kadar. Ote yan-
dan sececegimiz 7 kisi arasinda 0 kadin, 1 kadn, 2 kadin, ..., ¢
kadin olacagini ayri ayr1 dustintursek, soldaki ifadeyi buluruz.
Demek ki iki ifade birbirine esittir. Boylece hem sav hem de On-
sav 63.2 kanitlanmis oldu. O

Artik, her a, B gergel sayisi igin,
Fol¥)F3) = Faupl) (1)
esitligini biliyoruz. Dolayisiyla her # dogal sayisi icin ve her o
igin,
Lol = frl) 2)
esitligini de biliyoruz.
A={aeR:x e (-1,1) = (1 +x)% = f (x)}
olsun. Amacimiz A = R esitligini kanitlamak.

N < A icindeligini biliyoruz. Ayrica —1’in de A’da oldugunu
kanitladik. Ve (1) esitliginden dolay1 A toplama altinda kapali-
dir: Eger a, B € A ise,

Fonpl) = Fal)fplx) = (1 +x)(1 + x)P
= (1 + x)+B,
Dolayisiyla o € A ve n € N ise no. € A olur. Bundan da
Z=(-1)NUNCcCA
icindeligi ¢ikar. Simdi Q < A i¢indeligini kanitlayalim. 7 € Z ve
m e N icin, (2)’den dolayi,
FruimX)" = fr(x) = (1 + x)"
olur. Demek ki,
Frim(x) = (1 + x)im
ve n/m € A. Dolayisiyla,
QcA
icindeligi kanitlanmig oldu. Ayni seyi R i¢in yapmak biraz daha
zamanimizi alacak. Bunun icin 6nce su sonucu kanitlayacagiz.
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Onsav 63.3. Sabit bir x € [-1, 1] ve o = 0 icin,

i 7!

8 il0t) = mx" = o~ 1)@~ ~1)
tammuni yapalim. Elbette
falx) = Zisp gy ilar)
esitligi gecerlidir.
gxla) = fo(x) = Zing gy (@)

serisi, RZ1 kiimesinin ber smurly altkiimesi iizerine diizgiin ve
mutlak yakmsar. Eger x # 1 ise, seri, R20 kiimesinin her sinir-
li altkiimesi iizerine diizgiin ve mutlak yakinsar. Demek ki, g,
fonksiyonu R=1 jizerine siireklidir ve eger x # +1 ise R2 jizeri-

ne stireklidir.

Kamit: X gy,i(a) serisinin bir k dogal sayisi icin [k, k + 1]
arahiginda dizgin ve mutlak yakinsadigini kanitlamak yeterli.
Seriye Weierstrass M-Testi’ni uygulayacagiz (bkz. Teorem 57.1).

o € [k, k + 1] olsun. i > k olsun. O zaman,

4

Clalla=11--Ta - -1l

i!

:oc(oc — 1)t —k)][(k +1—a)(i —1—a)]

7!

(e + (k) (k — 1)+ 21][12:-+-(i ~ 1~ k)]

IN

7!

(k+1)1i—1-k)! _ (k+1)!

<

il ii—1)(i—2)(i — k)

olur. (Ikinci satirdan iigiincii satira gegerken + olarak beliren

o’lar yerine k + 1, — olarak beliren o’lar yerine k koyun.) Eger

k>1
ise, buradan,

)

_ (k+1)! L (k+1)!

ii-0G—-2)-(—-k (-1




670 63. Genellestirilmis Binom Agtlimi

cikar.

olsun. O zaman,

R

olur. X5, M; serisi yakinsak oldugundan (teleskopik dizi oldu-

gundan 6rnegin), Weierstrass M-Testi’ni uygulayabiliriz:
x e [-1, 1]
ise
gxla) = fo(x) = Z:1'20 gx,i(a)

serisi her k£ > 1 dogal sayisi i¢in [k, k + 1] Gizerine diizgiin yakin-
saktir.

Simdi k = 0 olsun. O zaman, bir 6nceki siitundaki hesaplar-
dan, her i > k = 0 i¢in

o

cikar. Demek ki
T lx
i

olur. Bu sefer M; = x? olsun. Eger x # +1 ise, 2,5, M, serisi ya-

(k+1)! 1
i—1G—2)(—k) i

kinsak oldugundan, Weierstrass M-Testi’ni uygulayabiliriz:

x e [-1, 1]
ise
gxla) = fo(x) = Zing &y i)
serisi [0, 1] tizerine de diizgtin yakinsaktir. O

Simdi artik g, fonksiyonun stirekliligini kullanarak, A = R
esitligini kanitlayabiliriz. x € (-1, 1) ve a = 0 olsun. a’ya yakin-
sayan pozitif ve kesirli bir (g,,),, sayilar dizisi alalim:
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(1 +x)%*=lim,_,, (1 +x)9 = lim,,_,,, f, (x)
= hmn—)oo gx(qn) = gx(hmn—)oo qn)
= gula) = folx).
Demek ki o € A, yani R20 < A. Ote yandan,
f(x(x)f—a(x) = fa—(x(x) = fa—(x(x)
=folx)=1=(1+x)%1 + x)™@
= Fol)(1 + x)
oldugundan ve f,(x) = (1 + x)* # 0 oldugundan,
fogl®) = (14 2)
buluruz. Demek ki, hem o hem de —a sayilar1 A’da. Boylece her
a gergel sayisi ve x € (-1, 1) igin,
esitligini kanitlamig olduk.
Diizgiin yakinsaklik Teorem 57.1°deki Weierstrass M-Tes-
ti’nden cikar. Teoremimiz kanitlanmustir. O

Sonug¢ 63.4. Her o 2 0 icin

olur.

Simdi, analizin en heyecanli konularindan biri olan sinir
noktalarinda ne olduguyla ilgilenelim.

Teorem 63.5. Eger x = —1 ise

;)

serisi o 2 0 icin mutlak yakinsar, o. < 0 icin iraksar.

Eger x = 1 ise, seri o < =1 icin wraksar, o. > 0 icin mutlak ya-
kinsar, —1 < a < 0 icin kosullu yakinsar.

Kanit: Onsav 63.3’ten dolayr o > 1 ise mutlak yakinsakhig
biliyoruz. Dolayisiyla sadece o < 1 durumunu ele almamiz la-
zim. Bundan boyle a < 1 olsun.
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122 igin,

(aJ: o —T)(ow —2)-(o — (i 1))

i 1!
_ al-a)2—-o)-({-1)—a)
i!

oldugundan, x = —1 ise,

o (1-a)2-a)-((-1)-a)
=l-a- azl.zz 0
olur. Sag taraftaki T altindaki tiim parantezler pozitif oldukla-
rindan, yakinsaklik varsa ancak mutlak olabilir. Eger o < 0 ise,
B =—a > 0 olsun. Her j > 0 dogal sayisi i¢in, j + B =j — o > j ol-
dugundan, yukardaki hesabi devam ettirerek,

Zo@)xi = Zo[ﬂ(_ly

=1‘°‘—aZjiz‘l‘“)(z‘“z.'!"“"‘”“”

=1+ +Bz;°:2(1+l3)(2 +B).'--((i—1)+l3)

7!

(1+B{1+§]~{1+_B1j
:1+B+BZ;0:2 -

o 1
i=2;

>1+B+P

o0

buluruz. Demek ki x = -1 ve a < O ise seri raksar. x = —1 ve
a € (0, 1) durumunu en sona birakiyoruz.
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Eger x = 1 ise,

e

traray MR i)y

elde ederiz. Eger o < —1 ise, genel terim 0’a gitmez c¢tinkii mut-
lak degeri sonsuza gider; nitekim B = —o olsun. 1 < k < B ise,

(1-w)@-a)((~1)-a] _@+DB+2)--@+i-1)
7! 7!
S (k+1)(k+2)--(k+i-1) B (k+i-1)!
- i R
(k= Ditk=20 1)
k!
olur. Demek ki bu durumda seri 1raksar.
x=1vea e (-1,0)ise, p = —a € (0, 1) olsun;

0 (04 i 0 (08
i=0,'x_ i=0| ;

=1+a+zj;2°‘<a—1><a—?'---(a—(i—m

Ciopa Yy (BB 2p i)

Al

i!
olur. Genel terimin mutlak degerinin, yani,
BB+DB+2)--B+G-1)
i!
dizisinin azaldigini gérmek kolay. Eger bu dizinin, i sonsuza git-

tiginde 0’a gittigini gosterirsek, o zaman Leibniz’in dalgalanan
seriler tizerine teoremini [Teorem 39.1] kullanarak serinin yakin-
sak oldugunu kanitlayabiliriz. Bunu gosterelim. (Serdar Boztag’a
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sonsuz tesekkirler...) € = 1 — B olsun. 0 < & < 1 olur. O zaman,

BB+DP+2)---B+(-1) (I-g2—g)-(i—g)

1! 7!

= (1 —8)[1 —%j(l - Ej <exp(—g)exp(—e/2)---exp(—e/i)
i

=exp(-e—¢e/2—---—¢/i)=exp(—e(1+1/2+---+1/1)

3 1

expled+1/2+---+1/i)

olur. (Bkz. Alstirma 1.) Eger #’yi sonsuza goturursek,
1+ 12+ --+1/4
ve dolayisiyla
g1+ 1/2 + --- + 1/)

ifadesi sonsuza yakinsar ve Sand6vig¢ Teoremi’nden, istedigimiz
limiti gercekten de O buluruz. Demek ki bu durumda seri kosul-
lu yakinsar (yani yakinsar ama mutlak yakinsamaz).

En sona 0 < a < 1 durumu kaldi. Bu durumda mutlak yakin-
saklig1 kanitlayacagimizdan x = 1 alabiliriz. Raabe Yakinsaklik
Kistasi’ni (Teorem 38.1) kullanacagiz:

low(or = 1)-++(or — (i = 1)) (o0 — )|
(i +1)! _i(l_z—aj
oo =D+ =G =) | i+1

i!

fi+1—i+a (1+a i
=i : =i - =|— [1+a)
1+1 1+1 1+1

oldugundan ve bu ifadenin limiti 1 + o > 1 oldugundan, Raabe

=)

serisi mutlak yakinsar. Teorem § kanmitlanmustir. (]

i 1-

Kistasi’na gore,
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Sonuc 6. Her o € R20 ve her x € [-1, 1] icin,

(1+x)* = ZZO[O_L]xi
i
olur. Yakmsaklik diizgiin ve mutlaktir.
Kanit: Serinin yakinsakliginin diizgiin ve mutlak oldugu Te-
orem 1 ve 5’ten belli.
Esitligin x e (-1, 1) icin Teorem 1’den biliyoruz.

Esitligi x = 1 ve x = —1 i¢in kanitlamaliyiz. Bu da Bolim
62’te kanitlanan Abel Yakinsaklik Teoremi’nden c¢ikar. [
Alistirmalar

1. 0 < a <1 olsun.
1 - o < exp(—a)
esitsizligini kanitlayin. Ipucu:

aZn OL2n+1

2 il 0-

2.0<a<1ise,

lim, ., i* ofl-a)--(Ff-1-a) _0

(=1

esitligi dogru mudur?

Polinomlarmn Esitligi

Sav. Eger f, g € R[X] polinomlarimin dereceleri ve baskatsa-
yilar: esitse ve dereceleri kadar degisik sayida ayni degerleri ali-
yorlarsa, o zaman f = g olur.

Kanit: Polinomlarin derecesi # olsun. ay, ..., a,, sayilarinda f
ve g polinomlari ayni degerleri alsinlar. O zaman f — g polino-
munun derecesi 7’den kiiguiktur ve aq, ..., a,, sayilar1 bu polino-
munun 7 degisik kokudur. Demek ki f — g = 0 olur. Sav kanit-
lanmustir. (]

Bu sav aymi kanitla, elbette, sadece R icin degil, her tamhk
bolgesi igin, 6rnegin Q ya da Z igin de gegerlidir.
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u bolimde amacimiz, bundan sonraki birkag¢ teoremi kanitla-
Bmak i¢in gereken “topoloji” bilgisini vermek. Daha sonraki ders
notlarimizda topolojiye ¢ok daha genis yer ayiracagiz. Simdilik
bu kadariyla yetinelim. Konunun alisageldigimiz analizden ziyade kii-
meler kuramu seviyesinde olmasi okuru bu boliimii ve bir sonraki ders

notlarini igtahla okumasina yol agacaktir diye distinmek istiyoruz.

64.1. Acik Kiimeler

Gergel sayilar kiimesinin, acik araliklarin bilesimi olarak yazilan
bir kiimeye agtk kiime diyelim. Demek ki R’nin bir U altkiimesinin
agik olmast icin yeter ve gerek kosul, her a € U igin,

(@a-0,a+06)cU
icindeligini saglayan (ve a’ya gore degisebilen) bir 8 > 0 sayisinin ol-
masidir.

Tanima gore & ve R agik kiimelerdir. Her agik aralik da acik bir
kiimedir. Agik kiimelerin bilesimi elbette aciktir. Sonlu sayida acik ki-
menin kesisimi de aciktir.

[0, 1] ya da (0, 1] araliklar1 agik degildirler, ¢tinkii 1’1 igeren her
agik aralik mutlaka 1°den biiyiik sayilar da icermek zorundadir.

Yukarda verdigimiz tanim aslinda R’nin agik kiimelerinin tanimi.
Eger X < R ise, X’in bir acik kiimesi, tanim geregi, R’nin bir agik kii-
mesiyle X’in kesigimidir. X’in agik kiimelerine X-agik diyebiliriz. Bir U

677
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c X kiimesinin X-agik olmasi igin yeter ve gerek kosul, her a € U igin,
(@ -8, a+8) N X c U icindeligini saglayan bir & > 0 sayisinin olma-
sidur.

Tanima gore & ve X kiimeleri X-acik kiimelerdir. X-acik kiimele-
rin bilesimi elbette aciktir. Sonlu sayida X-agik kiimenin kesisimi de
agiktir.

Okur R-agik kiimeyle (ilk verdigimiz tanimla) acik kiimenin ayni
kavram oldugunu anlamakta giglitk cekmeyecektir.

X’in X-agik kiimelerinin X’te timleyenlerine X-kapali kiime de-
nir. Agik kiimeler igin yazdigimiz her 6zelligi uygun dile gevirerek ka-
pali kiimeler icin yazabiliriz. Ornegin, @ ve X kiimeleri X-kapal kii-
melerdir, X-kapali kiimelerin kesisimi kapalidir ve sonlu sayida X-ka-
pali kiimenin bilesimi kapalidir.

Onsav 42.4’ten animsayalim: @ # A < R ve x € R ise x ile
A arasindaki mesafe,

d(x, A) = inf{lx —al : a € A} = inf,_, Ix — 4l
olarak tamimlanir. Eger x € A ise d(x, A) = 0 olur. Ama bunun ter-
si yanlistir: X = R, A = (0, 1) ise 1, A’da degildir ama A’ya me-
safesi 0°dir. Ote yandan eger A kapaliysa, her sey yolunda gider.

Onsav 64.1. Eger A c R kapal: bir altkiime ise

i. “d(x, A) = 0 © x € A” esdegerliligi gecerlidir.

iil. Eger A iistten simrlrysa ve boskiime degilse, sup A € A
olur.

iii. Terimleri A’dan olan bir dizinin limiti A’dadyr.

Kant: (i) Nitekim, eger x ¢ A ise, A€ agik oldugundan, x’i ice-
ren ve A’y1 kesmeyen ¢ > 0 yaricapl acik bir aralik vardir, dola-
yisiyla

dix,A)=2e>0
olur. Diger yoniin kanit1 bariz.

(i) sup A = s ¢ A olsun. O zaman s, acik bir kiime olan
ACnin bir elemanidir. Dolayisiyla bir € > 0 igin,

(s—&g,s+e)NA=0
olur. Ama bu da s = sup A tanimuyla ¢eligir.
(iii) Bir onceki kanit gibi. O]
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64.2. Siireklilik
Agik kiimelerin var olug nedeni asagidaki sonucta gizli:

Teorem 64.2. X c R ve f : X = R bir fonksiyon olsun. f’nin sii-
rekli olmasi icin yeter ve gerek kosul, R'nin her acik kiimesinin f al-
tindaki ongoriintiisiiniin de acik (yani X-agik) olmasidir.

Kanit: Once f’nin siirekli oldugunu varsayalm. Eger I c R acik
bir araliksa, f~1(I) kiimesinin X-agtk oldugunu kanitlamak yeterli.
Yani her a in f~1(I) igin, éyle bir & > 0 bulmaliyz ki,

(@a-8,a+8) nXc I
olsun. Ise koyulalim: f(a) e I ve I bir agik aralik oldugundan, 6yle bir
& > 0 vardir ki,
(fla) —¢, fla)+¢e) 1
olur. f, @’da surekli oldugundan, oyle bir & > 0 vardir ki,
xe(a—-98,a+0)= flx) e (fla) -, fla) +¢) I,

yani
fla-98,a+9%)cl,
yani
(@a-35,a+3d) cf1()
olur.

Simdi acik kiimelerin f-ongoruntilerinin X-acik oldukarini varsa-
yalim. a € X olsun. f’nin a’da siirekli oldugunu kanitlayacagiz. € > 0
verilmig olsun. (f(a) — €, f(a) + €) acik aralig1 agik bir aralik oldugun-
dan, bu araligin 6nimgesi olan f~1(f(a) — ¢, f(a) + €) kiimesi X-agik-
tir. a,bu X-acik kiimenin bir elemani oldugundan,

(@-8,a+d)nXcflfla)-g fla)+e
icindeligini saglayan bir 8 > 0 vardir. Simdi x € X elemani |x —al < 3
esitsizligini sagliyorsa,
xela-6,a+d)nNnX

olur, dolayisiyla

x € fAfla) -2 fla) + ¢)
olur, yani

Flx) € (fla) - fla) + &)
olur, yani If(x) - f(a)l < ¢ olur. [
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64.3. Tikizlik
X < R olsun. (U;);cp, X’in bir altkiimeler ailesi olsun. Eger X c
Ueg Usise, (U;);cg ailesine X’in ortiisti ya da X-ortiisti ad verilir. Eger
her U; agiksa, ortiiye agtk ortii denir. Eger I sonluysa, ortii sonlu ortii

adin1 alir. Eger | ¢ [ise ve (Ujej, X'in hala daha bir ortisiiyse, (Uje ]

)
ailesine (U,); < ortiisinin alt('l)'r{iisii ya da daha agik olmak gereklirse
X-altortiisii adi verilir. Eger | sonluysa, sonlu altortiiden sozedilir.
Eger X’in her agik ortistiniin sonlu bir altortist varsa, X’e tikiz
denir. Yani X’in tikiz olmasi igin,
Xc Vi U;
icindeligini saglayan X’in her U; agik kiimeleri i¢in,
XcUv..uU;
icindeligini saglayan sonlu sayida iy, ..., i, € I gostergeci olma-
lidir. Uler acik araliklarin bilesimi olduklarindan, bu kosulu
soyle de yazabiliriz: X’in tikiz olmasi igin,
Xc Ujer Ui
icindeligini saglayan X’in her U; agik araliklari igin,
XcU,vu..uU;
icindeligini saglayan sonlu sayida iy, ..., i, € I gostergeci olma-
lidur.

Yukardaki tanimdaki “her” s6zctigiintin altini gizeriz; tani-
mun kilit sozcugudiir. Bulunan sonlu ortii de orijinal ortiiniin
altortiisii olmak zorundadir... (Bunlar, bin yillik 6gretmenlik
tecriibesinden damitilmig altin niteliginde uyarilardir.)

Hemen birkag 6rnek ve naornek verelim.

Ornekler. R’nin her sonlu altkiimesi (dolaysiyla boskiime
de) tikizdir. (0, 1) araligr tikiz degildir, ¢iinkii 6rnegin
(1n, 1))yz1,0,3,...
acgik ortusiinun sonlu bir altortisti yoktur. Ama birazdan her
kapali araligin tikiz oldugunu gorecegiz. Sonlu sayida tikiz k-
menin bilesimi de tikizdir. Daha fazla ornek vermeye gerek
yok, ¢iinkii simdi R’nin tim tikiz kiimelerini bilecegiz.
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Teorem 64.3. [Heine-Borel]. R’nin bir altkiimesinin tikiz ol-
masi icin yeter ve gerek kosul altkiimenin simirli ve kapali olma-
sidr.

Kamit: X ¢ R tikiz olsun. ((-7, 7)),,cn»
sti oldugundan, X bunlarin sonlu tanesinin bilesiminin iginde-

X’in bir acik orti-

dir; dolayisiyla X sinirhdir.

Simdi X’in kapali oldugunu kanitlayalim. Bunun icin X’in
timleyenenin acik oldugunu kanitlamamiz lazim. x ¢ X olsun.
Pozitif bir # dogal sayisi icin [x — 1/n, x + 1/n]¢ kiimeleri (iki
acik araligin bilesimi olduklarindan) agiktirlar. Ote yandan,

Up=1,2.3,... [x — 1/n, x + 1/n]¢
= (My=1,23,.. [x = Un, x + 1/n])c
= {x}c = R\{X}QX
oldugundan, [x — 1/n, x + 1/n]¢ kiimeleri X’in bir a¢ik ortiisu-
diir. Demek ki bunlarin sonlu tanesi X’i igerir. Demek ki biiyiik
bir 7 i¢in X < [x — 1/n, x + 1/n]¢ olur. Yani
[x — 1/n, x + 1/n] < X¢,
ve dolayisiyla
(x — 1/n, x + 1/n) < X¢€,
olur. Boylece x’i igeren bir acik araligin X’in timleyeninde ol-
dugunu gostermis olduk. Bu da X’in tiimleyeni agik demektir.
Teoremin yarist kanitlanmugtir.

Teoremin diger yarisini kanitlamak i¢in yardimer bir sonu-

ca ihtiyacimiz var:

Onsav 64.4. Y c X c R olsun. Eger Y kapali ve X tikizsa
Y de tikizdur.

Kanat: (Ui)ieb
me olan Y¢yi eklersek, X in bir acik ortiistinii elde etmis oluruz. X ti-

Y’nin bir agik ortiisti olsun. Bu ortiiye acik bir kii-

kiz oldugundan, 6yle sonlu bir | < I vardur ki, (U));c; ve Y€ kiimeleri
X1, dolayisiyla Y’yi de 6rter. Ama tabii Y’yi 6rtmek i¢in Y¢ kiimesine
ihtiyag yoktur: (U;);; sonlu ailesi Y’yi drter. [
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Simdi Teorem 64.3’iin kanitina devam edelim. R’nin sinir-
li ve kapali bir K altkiimesi verilmis olsun. K smnirli oldugun-
dan, belli a < b sayilari i¢in, K < [a, b] olur. K kapali oldugun-
dan, Onsav 64.4%e gore [a, b] araliginin tikiz oldugunu kanitla-
mak yeterli.

(Uj);c1> la, b] araliginin acik bir ortisti olsun. Bir ¢ € [a, b]
i¢in, (U,);c; aynt zamanda [a, c] araliginin ortiistdiir. Eger bu
ortuniin sonlu sayida elemani [a, c] kapali araligini ortiiyorsa,
¢ sayisina bu kanmithik “giizel say1” diyelim. a elbette giizel bir
sayidir. Demek ki giizel sayilar kiimesi bos degildir. Amacimiz
¢’nin giizel bir say1 oldugunu kanitlamak. Eger ¢ giizel bir sa-
yiysa ve cq sayist a < ¢q < c esitsizliklerini sagliyorsa, o zaman
cq sayist da guizel bir sayidir. Demek ki giizel sayilar kiimesi G,
R’nin bir araligidir. G, b tarafindan istten sinirli oldugundan
G’nin en kiigiik Gstsinir1 vardir. Bu en kugiik tstsinira g diye-
lim. U;ler arasindan g’yi igeren bir U; alalim. U; acik oldugun-
dan ve g’yi icerdiginden, oyle bir € > 0 vardir ki,

(g—& g+e)c U
olur. Ote yandan g — ¢ < g oldugundan, g — ¢ giizel bir sayidir.
Demek ki sonlu sayida iy, ..., 7,, € I gostergeci i¢in [a, g — €] ara-
hig1
Uil’ . Uin
acik kiimeleri tarafindan kaplanir. Ama o zaman, [a, g + /2]
arahigi
Uiy s U s U

tarafindan kaplanir. Bundan, her seyden 6nce g’nin giizel bir
nokta oldugu cikar. Sonra g’nin b’den ku¢iik olmayacag ¢ikar,
clinkii aksi halde bir 0 < o < €/2 igin g < g + o < b olur ve g +
a, g’den buyuk bir giizel nokta olur. Demek ki g = b ve b glizel
bir nokta. Dolayisiyla [a, b] araligi (U,);.; Ortiisiiniin sonlu bir
altortiisu tarafindan ortiilar. O
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Yukarda verilen kanit sik, zarif, zekice ve son derece anla-
silir. Ama standart kanitlardan degil. Ortalama bir matematik-
cinin hemen aklina gelmeyecek kadar zekice bu yazarin zevki-
ne gore. Bu teoremin daha standart kaniti topolojinin yontem-
leri agisindan daha egitici oldugunu dustiniiyoruz. Daha stan-
dart kanit1 verelim:

Teorem 64.3’iin Ikinci Yarisinin Ikinci Kaniti: [a, b] arali-
ginin tikiz olmadigini varsayalim. O zaman [a, b] araliginin
sonlu altortiisit olmayan bir (U,);.; acik ortisi vardir. ¢q, a ve
b noktalarinin tam orta noktasi olsun. Ya [a, ¢q] aralig1 ya da
[¢c1, b] araligi sonlu sayida U, tarafindan ortiilmez. Diyelim [a, ¢4]
sonlu sayida U; tarafindan ortillmiiyor. ¢,, a ve ¢ noktalarinin
tam orta noktast olsun. Ya [a, ¢,] ya da [c,, ¢q] araligi tarafindan
ortilmez. Diyelim [c,, ¢{] sonlu sayida U; tarafindan ortilmuyor.
¢3, ¢ ve ¢ noktalarinin tam orta noktast olsun. Ya [c;, ¢3] ya da
[c3, ¢q] araligr sonlu sayida U; tarafindan ortilmiyor... Bunu
boyle devam ettirerek, Oyle

a, b] = [do, eol 2 [dy, e1] 2 [dy, €3] 2 ...
araliklar1 bulabiliriz ki, hem
(d,—e,) =(b-a)2"

olur hem de [d,,, ¢,] araliklar1 sonlu sayida U, tarafindan 6rtil-
mez. Kapali Kutular Teoremi’ne gore (Teorem 17.1), butiin bu
[d,,, e,] araliklar1 tek bir noktada kesisir, diyelim

f= limn—)oo dn = limn—)oo €n
noktasinda kesisiyorlar. f € [a, b] oldugundan, bir i € I igin f
€ U; olur. U, agik oldugundan, bir € > 0 icin, (f — ¢, f + &) <
U; olur.

f= limn—)oo dn = limn—)oo €n
oldugundan, bir 7 gostergeci igin,

dpelc(f-&f+e)cU;
olur. Ama o zaman da [d,, ¢,] tek bir (dolayisiyla sonlu sayi-
da) U; tarafindan kaplanir. Bir ¢eliski. Demek ki [a, b] aralig
tikiz bir kiimedir. [l



684 64. Tikiz Kiimeler

64.4. Lebesgue Sayisi
Sinirh bir A altkiimesinin ¢apz,
d(A) = sup{d(x, y) : x,y € A}
olarak tanimlanur.
Asagidaki oldukca teknik onsav tikiz kiimelerin agik ortii-
lerinin ¢ok kiiciik ¢caph elemanlarinin gereksiz oldugunu soyli-
yor.

Onsav 64.5 [Lebesgue Sayisi] X, R’uin tikiz bir altkiimesi
ve U = (U,);cq ailesi, X’in agik bir ortiisii olsun. O zaman &y-
le bir & > 0 vardir ki, X’in ¢capi en fazla 8 olan her altkiime 7/
ailesinin bir elemaninmin (yani U} lerden birinin) altkiimesidir.
Kanit: Eger U;’lerden biri X’e esitse, kanitlayacak bir sey
yok. Bundan boyle hi¢cbir U;/nin X’e esit olmadigini varsaya-
lim. 7/ ailesinin sonlu bir 7 altortiistinii secelim. Diyelim,
7' ={Uqy «oy U}
C; = Uf olsun. C; kapaldir. d(x, C;), x’in C;ye olan uzaklig:
olsun (Onsav 42.4)
Uiju..uU,=X
oldugundan,
Cin..nC,=9
olur. Demek ki X’in her x elemani C; kiimelerinden en az bi-
rinin elemani degildir ve, C; kapali oldugundan, Onsav 64.1.7%¢
gore, d(x, C;) sayilarindan en az biri pozitiftir ve asagidaki for-

miille tanimlanan

fl)=" 3" dw,C)) >0

n

fonksiyonu pozitif degerler alir. Boylece tanimlanan
f:X->R

fonksiyonunun siirekli oldugunu da biliyoruz (Onsav 42.4). X

tikiz oldugundan, f minimum degerini alir. Bu minimum deger

xo’da alimmis olsun ve
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&= flxg) >0
olsun. B, yaricap: 8’dan kiiguk bir altkiime olsun. x € B olsun.
Demek ki

B < B(x, 3).
Simdi, d(x, Cy), ..., d(x, C,,) sayilarinin en biytigine d(x, C;)
diyelim. O zaman,

5< f(x) =~ 3 dixCy)<dxC)

n

olur. Demek ki
B(x, 8) N C; = &,

yani

B(x, 6) c U,.
Ama B < B(x, 8) oldugundan, bu son igindelik istedigimizi ka-
nitlar. [

X’in verilmis bir 7/ = (U;); agik ortusi icin, yukardaki 6n-
savdaki gibi bir 8 > 0 sayisina 7/’nun Lebesgue sayist adi veri-
lir. Elbette bir Lebesgue sayisindan daha kiictik sayilar da Le-
besgue sayilaridir. Lebesgue sayilarinin varligini bir sonraki alt-
bolimde kullanacagz.

64.5. Diizgiin Siireklilik
Diizgiin suireklilik, stirekliligin ¢ok 6zel bir halidir. Ama ge-
nel olarak tim topolojik uzaylarda degil, sadece metrik uzay-
larda gegerli olan bir kavramdir. Tanimi animsatalim:

(X, dx) ve (Y, dy) iki metrik uzay ve
f: X->Y
bir fonksiyon olsun. Once f’nin siirekli oldugunun ne demek
oldugunu animsatalim. f’nin siirekli olmasi i¢in f’nin X’in her
x noktasinda siirekli olmasi gerekmektedir; yani her a € X icin
su ozellik dogru olmaldir:
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Her ¢ > 0 icin 6yle bir 8 > 0 olmalidir ki, her x € X icin
dx(a, x) <8 = dyla, x) < e.

Bunu daha bigimsel olarak yazacak olursak, stireklilik
VaVe>038>0Vx(dyla,x)<d=dyla,x)<e)
onermesine denktir. Buradaki & sayisi verilmis olan €’a gore de-
gisir elbette, ama a’ya gore de degisebilir, hatta ¢ogu zaman

a’ya gore degisir. Bu yiizden kimi zaman 8 yerine 8, ; yazilir.

Ama kimi zaman da 8 sayisin1 a’dan bagimsiz (sadece €’a
bagimli) secebiliriz. O zaman ¢ok 6zel, cok daha gugli bir sii-
reklilik s6z konusu olur. Bu durumda f’nin diizgiin siirekli ol-
dugu soylenir. Yani eger

Her € > 0 ve X’in her a ve x elemanlart icin
dxla, x) <8 = dyla, x) < ¢
onermesini saglayan bir § > 0 varsa
o zaman f fonksiyonuna diizgiin stirekli denir. Bunu daha bi-
¢imsel olarak yazacak olursak, diizgiin sureklilik,

Ve>036>0 Va Vx (dx(a,x)<d=dyla,x)<g)
onermesine denktir. Burada “Va” ifadesinin en bastan ortala-
ra, “38>0” ifadesinden sonraya gittigine dikkatinizi ¢ekerim:
Verilmis bir &€ > 0 i¢in tiim a ve x’ler i¢in gecerli olan bir & > 0
bulunuyor. Ama artik a ile x arasinda biiyiik bir ayrim yok, do-
layisiyla a ve x yerine x ve y kullanirsak daha sik bir tanima
ulagmis oluruz: Duzgiin stireklilik

Ve>038>0 Vx Vy (dy(x,y)<d=dy(x,y)<g)
onermesine denktir.

Eger A < X ise ve f|4 fonksiyonu diizgiin siirekliyse, o za-
man f’nin A tzerine diizgiin stirekli oldugu soylenir.

Ornek. (0, ) kiimesinden R’ye giden f(x) = 1/x formiiliiy-
le tanimlanan fonksiyon diizgun stirekli degildir ¢inku a kiiciil-
diikge 8 sayisi kugiilur.

Ote yandan (sinirli ya da smirsiz) kapali bir araliga kisitlar-
sak bu fonksiyon diizgiin siirekli olur. Yani f(x) = 1/x formi-
liyle tanimlanmis fonksiyon kapali araliklar tizerine diizgiin
sureklidir.
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Diuzgiin siirekliligin yararlarini daha ilerde gorecegiz ama
tikiz kiimelerden sozederken diizgiin siireklilikten s6zetmemek
olmazdu.

Teorem 64.6. Tanim kiimesi R’nin tikiz bir altkiimesi olan
her siirekli fonksiyon diizgiin siireklidir.

Kanit: X < R ve f : X — R siirekli bir fonksiyon olsun. & >
0 olsun. ((y —€/2, y + &/2)yer yuvarlar ailesi R’nin acik bir 6r-
tusudir. f strekli oldugundan,

(f_l((y - 8/23 Y+ 8/2)))ye[R
ailesi de X’in bir a¢ik ortuistidiir. 8 > 0 bu acik ortiiniin Lebes-
gue sayist olsun. Simdi x{, x, € X olsun ve dx(x{, x;) < 8 var-
sayimini yapalim. O zaman {x{, x,} kiimesinin ¢ap: §’dan kii-
ciiktiir. Demek ki bir y € Y i¢in,
{x1, %2} < F1(Bly, &12),

yani
x1, X3 € f1(B(y, &/2)),
yani
f(xl), f(xZ) € B()’, 8/2)9
yani
dy(f(x1), f(x2)) S dy(f(xq), y) + dyly, f(x))) <el2 +el2 =¢
olur. Bu da f’nin diizgiin sturekliligini kanitlar. ]

64.5. Uc¢ Degerler
Bir sonraki teoreme ihtiyacimiz olmayacak ama hem 6nem-
lidir hem de kaniti kiimeler kurami seviyesindedir.

Teorem 64.7. Tikiz bir kiimenin siirekli bir fonksiyon altin-
da imgesi tikizdr.

Kamit: K < X < R, K tikiz ve f : X — R surekli bir fonksi-
yon olsun. f(K) nin tikiz oldugunu gostermek istiyoruz. (V;);t,
f(K)’nin agik bir ortist olsun:
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FK) 2 Yier Vi
Demek ki
Kgfil(f Cf zeI = Vet f71
ve (f~1(V;));cs ailesi K’nin blI‘ ortusu. f surekli oldugundan,
f~HV;) agik bir kiime. Yani bu aile K’nin agik bir értiisii. K ti-
kiz oldugundan,
K< V) UL FUV;)
icindeligini saglayan sonlu sayida iy, ..., i, € I gostergeci var-
dir. Her iki tarafin da f-imgesini alalim:
FK)C FFVi) U e £V, )
=f(f‘1(Vi] Uff_ V
cV,u..u V,n

I

olur. J

Sonug 64.8 [U¢ Degerler Teoremi]. X < R t1kiz bir kiime ve
f: X->R
siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman f fonksiyonu X iizerine
minimum ve maksimum degerini alir; yani 6yle a, b € X vardwr
ki ber x € X icin
fla) < flx) < f(b)
olur.

Kamit: X tikiz ve f surekli oldugundan, Teorem 64.7’den
dolay1 f(X) de tikizdir. Teorem 64.3’e gore f(X) kapal ve si-
nirhidir. f(X) sinirh oldugundan sup f(X) bir gercel sayidir.
f(X) kapali oldugundan sup f(X) € f(X) olur (Onsav 64.1.ii).
Benzer bir kanit inf f(X) i¢in de yapilabilir.F [l



65. Din1 Teoremi ve Bir
Uygulamasi

ir fonksiyon dizisinin diizgin yakinsak olup olmadigina
Bkarar vermek her zaman kolay olmayabileceginden, eli-
mizde diizgiin yakinsakliga karar verecek genel kistasla-

rin olmasi yararli olur. Bunlardan en tinlisii Dini Teoremi’dir.
Siirekli fonksiyon dizilerinin diizgiin limitinin de siirekli ol-
dugunu biliyoruz. Demek ki limit siirekli degilse, diizgiin yakin-
saklik olamaz. Ote yandan limitin siirekli olmasi da diizgiin ya-
kinsaklik i¢in yetmez; tanim kiimesi [0, 1] aralig: bile olsa. Iste

buna bir ornek:

Ornek. Her # > 1dogal sayisi igin,
fn:10,1] > [0, 1]
fonksiyonlari soyle tanimlansin:

—-nn+l)x+n+1 eger LSxﬁl ise
n+1 n

f(x)=1nr-1)x—n+1 eger lﬁxﬁL ise
n n—

) (1 1).
1 egerx ¢ ise

n+l’ n-1

689
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f,, fonksiyonunun grafigi soyle:

A)

1

VR

/TA !

11 1
ntl n  n-l

Goruldugu gibi f,, siirekli bir fonksiyon ve 7 buyudikge 1/n
kiculdugiinden, f,’lerin limiti (elbette stirekli olan) sabit 1
fonksiyonu s;. Ote yandan,

sy(Un) - f,(1n)=1-0=1

oldugundan, lls; — f,ll = 1 olur ve yakinsaklik diizgiin degildir.

Dini Teoremi, okundugunda hemen anlagilacagi tizere bu
konuda buyiik kolaylik saglar.

Teorem 65.1 [Dini]. K, R’nin kapali ve suurls (yani tikiz) bir

altkiimesi olsun.

(Fa: K= R,
siirekli bir fonksiyona noktasal yakimsayan siirekli bir fonksi-
yon dizisi olsun. Eger her x € K ve her n € N icin,

Fne1(x) < frlx)
oluyorsa, yani dizi azalarak yakmmsiyorsa, o zaman dizinin ya-
kinsakligr diizgiindiir.

1 Bilenlere: Bu teorem K tikiz bir topolojik uzay iken de dogrudur. Kanit da
aymudir. Bir sonraki ders kitabimizda teoremi bu genel haliyle kanitlaya-
cagiz.
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Kanit: Dizinin noktasal limitine f diyelim. f,, yerine (stirek-
li olan) f,, — f alarak, f fonksiyonunun sabit 0 fonksiyonu ol-
dugunu varsayabiliriz. Dolayisiyla, her 7 € N ve her x € K i¢in

0< f,x)

olur.

¢ > 0 herhangi bir gergel say1 olsun.

U, ={x € K: f(x) <&} = f,; (-0, €))

tanimini yapalim. f, siirekli oldugundan, her U,,, K’nin agik bir
altkimesidir (Teorem 64.2).

Her x € K ve her n € Nigin f,,,1(x) < f,,(x) oldugundan, her
n € N i¢gin

Un < Un+1

olur.

Her x € K i¢in, lim,,_,, f,,(x) = 0 oldugundan,

K=U,U,
olur. Dolayisiyla, K tikiz oldugundan, sonlu sayida 74, ..., 7,
dogal sayilari igin,
K=U, u--uU,
olur. Demek ki eger N = max{ny, ..., n;} ise
K=U, v--ulU, =Uy

olur. Dolayisiyla her 7 > N i¢gin de

K=U,
olur. Bundan da her # > N ve her x € K i¢cin
fulx) <€
cikar, yani lIf, |l < ¢ olur. ]

Not: Kanitta siireklilik varsayimi ¢ok kisithi bir haliyle kul-
laniliyor. K’dan R’ye giden bir f fonksiyonu,

“her a € R igin, {x € K : f(x) < a} kiimesi agiktir”
ozelligini saghyorsa, f fonksiyonuna iistten yarisiirekli (upper
semicontinuous) adi verilir. Kanitlanan teorem belli ki sadece
surekli fonksiyonlar i¢in degil, Gstten yarisiirekli fonksiyonlar
icin de gecerli. Benzer sonug artan ve alttan yaristirekli fonksi-
yonlar icin de gegerlidir elbette.
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VPye Diizgiin Yakinsayan Polinomlar
Once [0, 1] araligindan [0, 1] araligina giden ve
t>1-\1-t
kuraliyla tanimlanmis fonksiyona diizgiin yakmsayan bir (p,,),,
polinom ailesi (daha dogrusu bir polinomiyal fonksiyon ailesi)
bulacagiz.

po, sabit 0 fonksiyonu olsun. Eger # > 0 ise, p,,, 1’1 timeva-

rimla soyle tanimlayalim:
mﬂm=%ﬁ+mmﬂ
olsun. Her 7 ve her ¢ € [0, 1] icin asagidakilerin kaniti tiimeva-
rimla ¢ocuk oyuncagi kivamindadir:

1. p,, bir polinomdur.

2.p,(0) =0.

3.0<p,(t) < 1.

4. (p,,(1)),, dizisi artan bir dizidir.

Her t € [0, 1] i¢in (p,,(2)),, dizisi artan ve tstten sinirh oldu-
gundan, bir limiti vardir. Bu limite p(¢) dersek, timevarimsal ta-
nmimda her iki tarafin da limitini alarak,

ple) =1+ i)

2

buluruz, yani,

p(t)> = 2p(t) + £ =0,
yani

p(t)> = 2p(t) + 1 =1-1¢,
yani
(p(t) - 1)2=1-1,

yani, tam istedigimiz gibi

pt)=1-1-¢

olur.
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Noktasal yakinsakligi kanitladik. Diizgiin yakinsakligi ka-
nitlamak igin, her 7 ve her # € [0, 1] i¢in

esitsizligini kanitlayacagiz. Tanimdan elde edilen,
1
Pual®) =3t 4 bra®’)

P (t) = %(t +plt)?)

esitliklerini taraf tarafa birbirinden c¢ikarirsak,

1 2 2
Pua®)= bt (1) = 3 (Pia (00 ~ pute)?)
elde ederiz ve bu esitlikten de timevarimla,
esitsizligi kanitlanir. Simdi Dini’nin Teoremi’ni uygulayarak ya-
kinsaklhigin diizgiin oldugunu goriiriz:

lim,, s p,(t) =1—~1—-1.

Bundan ve Boliim 56’da kanitladigimiz ¢ok basit olgulardan,
u

lim,, ., 1—p,(1—t)=A/t

cikar. Eger

qn(t) =1- pn(l - t)
tanimini yaparsak, p,,’lerin timevarimsal tanimindan,

qo(t)=0

%ﬂw=%ﬁﬂ%@—%mﬁ
elde ederiz. Bunu g,, polinomiyal fonksiyonlarinin tiimevarimsal
tanimi olarak kabul edebiliriz.
lim,, _, o, q,(t) £\t

olur.

Not 1: lim,, , , q,,(#2) £It olur.

Not 2: Ik birka¢ g,, polinomunu hesaplayarak katsayilarin
zamanla sabitlesmedigini gortn.



66. Weierstrass Yogunluk
Teoremi

u boliimde kanitlayacagimiz teorem [a, b] kapali aralig:
Bﬁzerine tanimlanmug her stirekli fonksiyonun polinomlar-

dan (aslinda polinomiyal fonksiyonlardan demek lazim)
olusan bir dizinin diizgtin limiti oldugunu soyliuyor. Bir bagka
deyisle surekli fonksiyonlarin yaklagik degerlerini, miinasip po-
linomlarin degerlerini hesaplayarak bulabiliriz. Weierstrass Yo-
gunluk Teoremi denilen bu sonucun benzerlerine aslinda okur

asinadir. Ornegin, exp fonksiyonu,
2 x3 x"
I+x+—+—++—
20 3! n!
polinomlarinin her kapali ve sinirli aralik tizerinde diizgiin limi-

tidir. Ayni sey, sin ve cos fonksiyonlar1 i¢in de gecerlidir:

3 5 2n+1
sinx =lim,,_,, x—x—+x__...+(_1)ﬂ x
3ts! (27 +1)!
— i XX X
Cosx_hm”*‘”(l FTEMPTE (2n)!J

esitlikleri (sin ve cos fonksiyonlarinin tanimindan dolay1) geger-
lidir ve limitler her kapali ve sinirli aralik tizerinde diizgiindiir.
[Sonug 57.2, ya da Teorem 57.3].
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Bu ders notlarinda gormedigimiz Taylor serilerini bilen
okur da bu fikirle asinadir. Ama bir fonksiyonun Taylor serisi
olmasi i¢in, fonksiyonun sonsuz kez tiirevlenebilir olmasi gere-
kir ki bir¢ok siirekli fonksiyon tek bir kez bile tiirevlenemez.
Ayrica fonksiyon sonsuz kez tiirevlenebilir oldugu zaman bile
fonksiyonun Taylor serisi fonksiyona esit olmayabilir. Ornegin
x > \x fonksiyonu [0, 1] tizerine siireklidir ama 0°da tiirevi
yoktur, ote yandan bu fonksiyon Weierstrass Yogunluk Teore-
mi’'ne gore polinomlarin diizgiin limitidir, nitekim Teorem
65.2’nin altinda Vx’e [0, 1] ustiinde diizgiin yakinsayan poli-
nomlar gordik.

Yukardaki tartismadan da anlasilacag tizere son derece ge-
nel bir teorem s6zkonusu.

Teorem 66.1 [Weierstrass, 1885] [a, b] kapaliginda tanim-
lannugs her siirekli fonksiyona polinomiyal fonksiyonlarla diiz-
giin yakimsanabilir; yani eger

f:la, b] > R
siirekli bir fonksiyonsa ve ¢ > 0 ise, 6yle bir P polinomu vardir ki
Ilf —Pll<e¢
olur. Bir baska deyisle, polinomiyal fonksiyonlar kiimesi (Bolum
56.8’de tamimlanan) C([a, b)) metrik uzayinda yogundur.
Kanit: Elbette [a, b] yerine [0, 1] araligini alabiliriz. (Neden?)
f:[0,1]1 >R
herhangi bir siirekli fonksiyon ve € > 0 olsun.

Ilk olarak bu fonksiyona ¢ok “yakin” olan par¢ali dogrusal
bir g fonksiyonu bulalim. Bulacagimiz bu par¢ali dogrusal g
fonksiyonunun grafigi, asagidaki sekildeki gibi f’nin kigiik ki-
rislerinden olusacak. [0, 1] araligini oyle kiigiik araliklara bole-

1 Bilenlere: Bu teorem, K yerine, tikiz ve Hausdorff topolojik uzaylara ve
uygun altcebirlere genellestirilebilir ve bu genel hali Stone-Weierstrass
Teoremi olarak bilinir. Bir sonraki ders kitabimizda teoremi bu genel
haliyle kanitlayacagiz.
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A Y
y = f(x)
/\ )
N 1 g

Polinomlarla yakinsanacak f fonksiyonunun grafigi

cegiz ki, yola koyuldugumuz f fonksiyonuyla g parcali dogrusal
fonksiyonu arasindaki mesafe bu kiigiik araliklarda en fazla ¢
olacak. Bunu yapabilir miyiz? Evet! Hem de araliklari esit uzun-
lukta secerek bile yapabiliriz. Nitekim, K tikiz oldugundan, f
diizguin stureklidir (Teorem 64.6), bir baska deyisle 6yle bir & > 0
vardir ki, eger Ix — yl < & ise
() = F)l < &2
olur. Simdi N dogal sayisini
1/N <9

olacak bicimde secelim ve [0, 1] araligin1 1/N uzunluktaki ara-
liklara bolelim. g fonksiyonunu,

I, =| =,
" IN'N+1

araliginda (n =0, 1, ..., N — 1) dogrusal olacak ve

v Y

Grafigi yukardaki f fonksiyonunun ¢ok kiiciik kiriglerinden
olusan pargali dogrusal fonksiyon
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(i) (e - )

N N N N

esitlikleri gerceklesecek bicimde segelim. Eger x € I, ise,
lx — /Nl < 1/n < &

oldugundan, asagidaki “detay” sekilden de goriilecegi tuizere,
If(x) — g(x)l < &2

olur. Bu dedigimiz her I,, araliginda boyle oldugundan, her

x € [0, 1]
igin,
If(x) — g(x)l < &2
olur, yani
Ilf —gll <e/2
olur.
[ ‘
el - N o
y=g !
x n+1 g

n
N

Simdi yukardaki parcali dogrusal g fonksiyonuna bir P po-
linomuyla &/2 kadar yakinsamak kaldi. Boylece,
If —Pl<If —gll +llg—Pll<e/2 +&/2 =¢
olacak ve istedigimiz kanitlanmis olacak.
Her parcali dogrusal fonksiyonu gibi, g fonksiyonu da son-
lu sayida b, aq, ..., ay, cq, ..., ¢} icin,

k
gx)=b+ Zi:l ailx — ¢
olarak yazilabilir. (Neden? Aslinda k, N’ye esit alinabilir.) Eger
heri=1, ..., n ve her x € [0, 1] i¢in
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lajlx — ¢l — P(x)| < e/2k
esitsizligini saglayan bir P; polinomu bulabilirsek, o zaman
olur ve dolayisiyla,
k k k
glx)— (b + Z,’:lpi(x>) = ‘(b + Zi:l alx - ci|) - (b + Zizll’i(x)j
k k
= \Zizl(ailx ~a = B)) < D lailx - i = B

k & &
R

esitsizligini elde ederiz. Boylece

g—(“Ziﬁ)

polinomunun igimizi gordigiu anlagilmis olur.

P =b+Zf:1P,-

Geriye, verilmis a ve ¢ sayilar1 ve € > 0 i¢in, her x € [0, 1]

e
<z
2

igin

lalx — cl —p(x)l < ¢
esitsizligini saglayan bir p polinomu bulmamiz kaliyor. a = 0 ise,
p = 0 olsun. Eger a # 0 ise, kanitlamamiz gereken esitsizligi a’ya
bolerek a = 1 varsayimini yapabiliriz. Bolim 65’in sonundaki
Not 1’de bu isi ¢ = 0 i¢in yaptik. Simdi degiskeni kaydirarak is-
tedigimizi elde edebiliriz. H



67. Bernstein Polinomlar:

ecen boliimde , R’nin tikiz bir altkiimesi izerine tanim-
‘ lanmus her siirekli fonksiyonun polinomlarla tanimlan-
mis bir dizinin diizgiin limiti oldugunu gormiistiik. Bu
boliimde verilmis herhangi bir siirekli
f:00,1]1 >R
fonksiyonuna yakinsayan bir polinom dizisini agik agik bulacagz.
Once her x € R ve her # > 0 tamsayisi igin su esitligi anim-
satalim:

IT=(x+01-x)" =2, [ijk(l —x) 7k

Simdi esitligin sag tarafinda toplanan ifadeleri f(k/n) sayilariyla
carparak toplayalim:

n k n—
B,(()x)=" f[;]{:jxk(l k.

B,,(f) polinomlarina, polinomlar: bulan Rus matematikgi Sergei
Natanovich Bernstein (1880-1968) onuruna Bernstein poli-
nomlar: denir. (Alman olan Cantor-Bernstein-Schroder Teore-
mi’nin Felix Bernstein’i ile karistirlmamast...)

701
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Gelecekte f = Id, yani f(x) = x alacagiz ve o zaman B, (x)(x)
yazacagiz. Buradaki birinci x ve ikinci x birbirine karistirilma-
mali. Birinci x, f(x) = x anlamina kullaniliyor, ikincisi ise degis-
ken anlamina.

Bernstein polinomlarinin bariz 6zellikleri var:

Fonksiyonlar kiimesinden polinomlar kiimesine giden B,
fonksiyonu dogrusaldir, yani her f, g fonksiyonu ve her a, b ger-
cel sayisi igin

B,(af + bg) = aB,(f) + bB,,(g)
olur. Ayrica, sabit bir fonksiyonun B, altinda imgesi sabit poli-
nomdur ve sabit degismez, 6rnegin B,,(1) = 1 olur. Ve eger f < g
ise, fonksiyon olarak goriildiugiinde,
B,(f) < B,(2)
olur. Son olarak, Bernstein polinomunun tanimindan da kolay-
ca goriilecegi uzere,
IB,(f)1 < By(If)
olur. Bu 6zellikleri asagidaki son derece ilging teoremin kanitin-
da ozgiirce kullanacagiz.

Teorem 67.1. f : [0, 1] — R siirekli bir fonksiyon olsun. O
zaman,

=

t

lim,, o, By ({)

olur.
Kanit: ¢ > 0 olsun. Yeterince buiyiik 7 gostergegleri icin,
IB,,(f) — fll<e
esitsizliginin dogru oldugunu kanitlayacagiz.

f surekli ve [0, 1] tikiz oldugundan, f dizgun sureklidir (Te-
orem 64.6). Demek ki oyle bir & > 0 vardir ki, eger Ix — al < 8
ise

f(x) — fla)l < &/2

olur.
M = lIfll = sup{lf(x)l : x e [0, 1]}
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olsun. f, bir tikiz kiime tizerine tanimlanmug siirekli bir fonksi-
yon oldugu i¢in M diye bir say1 gercekten vardir. (Teorem 47.2
ya da Teorem 64.7)

Ote yandan, eger Ix — al > & ise

2
oMm|1- XA | o &
52 2

oldugundan,

2M
()~ tlaf <[t + | la)<2M < - a? >
olur. Demek ki, her x, a € [0, 1] icin,
)2

|f<x>—f<a>|328—]‘f<x—a v

bulunur.
Simdi a herhangi bir gergel say1 olsun. O zaman,

1B, (1)~ t(@)| =|B,(f - f(a)] < B,(|f - (a))
< B,,@—Af(x —a? s %)

2M 7\ €
Ss—ZBn((x—a) )+5
= %Bn(x2 —2ax + az) +2

S 2
_ 28—]\24(Bn(x2) ~2aB,(x)+ az) +§

olur. Sagdaki B, (x%) ve B,(x) terimlerini hesaplayalim simdi;
sonra kaldigimiz yerden devam edecegiz.

Sav 1. B, (x) = x.
Sav 1’in Kanmiti: w2 = n — 1 ve / = k — 1 tanimlariyla yapaca-
gimiz oldukea basit bir hesap:
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Zk on[ j (-
n n! k n—k
=Zk=1;'k-(n_k) x (=)
— Zk 1—nk) k—l(l_x)n—k

zé Ry r— ‘(1—x)m_£=x.

Sav 2. Bn(xz)(x) 2
n
Sav 2’nin Kamiti: Sirasiylam=n -1,/ =k -1, p =m -1,
r = ¢ — 1 tanimlarini kullanan belki biraz uzun ama oldukca ba-
sit bir hesap:

2
Bn(xz)(x) = Zzzok_z{gxk(l —x)k
n
n k? n! k n—k
=2 —z'mx S

zk 1 n) 0 N

x m! ‘ m—{
. 0(€+1)—€ (m—ﬂ)!x (1-x)

X m m! —/
== Y S |
" Z/ =0 " P1m—0)! x (1" j
X m m)! —/
== (————x L=yt 41
|\ et g ) +j
x m m! ‘ m—r{
== — = x'u- 1
" f=1(e—1)!(m—f)zx( %) +j
_x om0 Z—l o ym=L
_nmszl ) (1-x) +1j
X p-r
=~ | mx xy Or' "(1-x) +1j
x—xz

=£(mx+1)=£((n—l)x+l)=x2+

n n n
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Sav 1’den once kaldigimiz yerden devam edelim:

B(0)(x) — fla)< 28—]\24(Bn(x2)—2a3n(x)+az) o2

2
=2—M 2+ oax+a? |+ 2
52 n 2

2
=2—M[(x—a)2+x_x J+E
n 2

Bunun 6zel bir hali olarak, her a € [0, 1] i¢in gegerli olan
e 2Ma-a> ¢ 4M
B,(f)(@)— @< =+—F——<=+——
Butia) = tla)< 5+ 5= =<5+
esitsizligini buluruz. Eger 7’yi yeterince buiyuk alirsak, mesela

.M
628
olursa, o zaman
€ ¢
By(D)la) = fla] <5+ =2
olur ve kanitimiz tamamlanur. L]

Dikkat ederseniz, Sav 2’de gorulecegi tizere, f bir polinom
oldugunda bile B,,(f), f’ye esit olmayabiliyor.

Alistirmalar
1. Bl(\/x), Bz(\/x), B3(\/x) polinomlarini hesaplayin.
2. [0, 1] tizerinde Vx’i en fazla 0,001 hatayla hesaplamak
icin hangi 7 i¢in B,,(Vx) polinomunu hesaplamaliyiz?



