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B
u bölümde soraca¤›m›z ve olumlu olarak yan›tlayaca¤›m›z
soru flu: Diyelim yak›nsakl›k yar›çap› R olan bir Bi≥0 aix

i

kuvvet serisi verilmifl. x = R iken serinin yak›nsak ya da
›raksak oldu¤unu bilemeyiz. Ama diyelim bir biçimde,

Bi≥0 aiR
i

serisinin yak›nsak oldu¤unu kan›tlad›k. O zaman
limx0R$ Bi≥0 aix

i = Bi≥0 aiR
i

olur mu? Yan›t olumlu. Bu sonuç, Abel Yak›nsakl›k (ya da Li-
mit) Teoremi olarak bilinir.

Abel Yak›nsakl›kl›k Teoremi’ni bu genellikle kan›tlamadan
önce ayn› teoremi 

Bi≥0 aiR
i

serisi mutlak yak›nsak oldu¤u durumda kan›tlayal›m. Bu du-
rumda kan›t çok daha kolay, hatta Weierstrass M-testi sayesin-
de nerdeyse bariz. Nitekim bu seri mutlak yak›nsaksa, Weierst-
rass M-testinde, 

X = [$R, R], 
Mi = |aiR

i|, 
M = Bi≥0 |aiR

i|, 
ƒi(x) = aix

i



olarak al›rsak, Bi≥0 aix
i serisinin [$R, R] üzerinde düzgün ya-

k›nsak oldu¤unu görürüz. Yani
ƒ(x) = Bi≥0 aix

i

ise, [$R, R] üzerinde 

olur. Teorem 56.9’dan dolay› ƒ, X üzerine süreklidir. Demek ki

fiimdi teoremi en genel haliyle yaz›p kan›tlayal›m:

Teorem 62.3 [Abel Yak›nsakl›k Teoremi]. Bi≥0 aix
i serisi 

$R < x ≤ R
için yak›nsak olsun. O zaman

limx0R$ Bi≥0 aix
i = Bi≥0 aiR

i

olur, yani ($R, R] üzerine tan›mlanm›fl olan,
ƒ(x) = Bi≥0 aix

i

fonksiyonu R’de (ya da R’nin sa¤›nda) süreklidir.
Kan›t: Kolayl›k olsun diye, ai yerine aiR

i alarak R’nin 1 ol-
du¤unu varsayabiliriz.

< > 0 verilmifl olsun. Öyle bir C > 0 bulaca¤›z ki, e¤er 
0 < 1 $ x < C

ise,
|ƒ(x) $ ƒ(1)| < <

olacak ve böylece diledi¤imizi kan›tlam›fl olaca¤›z. x’i 0’dan bü-
yük alman›n bir zarar› olamaz, öyle yapaca¤›z.

Teorem 31.6 olarak kan›tlad›¤›m›z Cauchy Çarp›m Formü-
lü’nü kullanaca¤›z: E¤er 

x , ($1, 1) 
ise,
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tan›m›n› yaparak,

eflitli¤ini buluruz. Buradan,

ç›kar. Dolay›s›yla,

Öte yandan varsay›ma göre,
limn01 cn = ƒ(1).

Demek ki öyle bir N var ki, her n > N için,
|cn $ ƒ(1)| < </2

olur. Bunu da kale alarak hesaplara yukarda kald›¤›m›z yerden
devam edelim:
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buluruz.
A = max{|c0 $ ƒ(1)|, ..., |cN$1 $ ƒ(1)|}

tan›m›n› yap›p tekrar hesaplara kald›¤›m›z yerden devam edelim:
|ƒ(x) $ ƒ(1)| ≤ (1 $ x)AN + </2

elde ettik. fiimdi C’y› </3AN seçersek diledi¤imiz 
0 < 1 $ x < C D |ƒ(x) $ ƒ(1)| < <

önermesini elde ederiz. n
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63. Genellefltirilmifl 
Binom Aç›l›m›

663

Liseden beri bildi¤imiz binom aç›l›m›n› an›msayal›m: E¤er x
bir gerçel say› ve n bir do¤al say›ysa,

olur. xi’lerin önündeki

katsay›lar›na 
����������	
���
denir. Binom katsay›lar›n› sade-

lefltirerek yazal›m:

Eski tan›m› unutup, binom katsay›lar›n› bundan böyle,

olarak tan›mlayal›m. Arada bir fark yok gibi görünse de bu ye-
ni tan›m›n öncekine göre iki avantaj› var: 
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1) i > n iken eski tan›m anlams›zd›, oysa flimdi i > n iken ye-
ni tan›m 0 sonucunu veriyor, çarp›m›n ortalar›nda (n $ n) beli-
riyor çünkü. Dolay›s›yla, bu yeni tan›mla, binom aç›l›m›n›

olarak yazabiliriz. Böylece ifade (basitleflmez belki ama) bir se-
riye dönüflür.

2) Binom katsay›lar›n›n yeni tan›m›nda n bir do¤al say› ol-
mak zorunda de¤ildir, herhangi bir + gerçel say›s› da olabilir:

Ayr›ca e¤er + yerine X yazarsak, katsay›lar› $’de olan i ’inci de-
receden bir polinom elde ederiz:

E¤er i = 0 ise tan›m› 1 olarak kabul ediyoruz:

Bundan böyle her + , ! gerçel say›s› ve her i , " do¤al sa-
y›s› için,

tan›m›n› yapal›m. i = 0 için tan›m› gene 1’e eflit kabul ediyoruz.
Bu bölümde - bize göre - dünyan›n en flafl›rt›c› olgular›ndan

birini kan›tlayaca¤›z:
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Teorem 63.1. Her + , ! ve x , ($1, 1) için

Ayr›ca yak›nsakl›k mutlak ve düzgündür. Ayr›ca sa¤daki serinin

yak›nsakl›k yar›çap› 1’dir.

E¤er + , " ise (*) eflitli¤inin geçerli oldu¤unu biliyoruz.
Hatta bu durumda, eflitlik sadece ($1, 1) aral›¤›ndaki say›lar
için de¤il, tüm x gerçel say›lar için geçerli.

Eflitli¤in + = $1 için de geçerli oldu¤unu kontrol edelim. Bu-
nun için önce,

hesab›n› yapal›m. fiimdi seriyi hesaplarsak,

buluruz. Demek ki (*) eflitli¤i + = $1 için de do¤ruymufl.
Öte yandan, e¤er + bir gerçel say›ysa, (*) eflitli¤inin sa¤ ta-

raf›ndaki serinin yak›nsak oldu¤unu bilmedi¤imiz gibi, yak›n-
saksa da pozitif bir say›ya yak›nsad›¤›n› bile bilmiyoruz. fiimdi-
lik tabii ki...

Önce sa¤ taraftaki serinin mutlak yak›nsakl›¤› kan›tlaya-
l›m. d’Alembert Yak›nsakl›k K›stas›’n› kullanaca¤›z [Teorem
32.1 ].

oldu¤undan, i sonsuza gitti¤inde, sa¤ taraftaki oran›n limiti $x

olur. Mutlak de¤erleri ald›¤›m›zda, limit |x| ç›kar, yani 1’den

63. Genellefltirilmifl Binom Aç›l›m› 665

#  
( ) . ( )1 0!  

%

&
'

(

)
* E 

1"x
i

xi
i

+ +

#!

$%

&
'

(

)
* 

$ $ $ $ $ !
 $

1 1 1 1 1 1
1

i

i

i

i( )( ) ( )

!
( )

"

#

$%

&
'

(

)
*  $  ! 

1
 
1 $" "

1
1 10 0

1

i
x x xi

i
i i

i
( ) ( )

#!  

+

+

+ + +

+ + +

+i
x

i
x

i

i
x

i

i
x

i

i
x

i

i

i

i

!

%

&
'

(

)
*

%

&
'

(

)
*

 

$ $

!
$ $ $

 
$

!

! !

1
1

1
1 1 1

1 1( ) ( )

( )!
( ) ( ( ))

!

"

"



küçüktür. d’Alembert Yak›nsakl›k K›stas›’na göre (*) eflitli¤inin
sa¤ taraf›ndaki seri mutlak yak›nsar. Bundan ayr›ca (*) eflitli¤i-
nin sa¤›ndaki serinin yak›nsakl›k yar›çap›n›n 1 oldu¤u anlafl›l›r.
Bundan böyle bu seriye ƒ+(x) ad›n› verelim:

‹kinci amac›m›z her + , ! ve x , ($1, 1) için
ƒ+(x)ƒ4(x) = ƒ++4(x) (1)

eflitli¤ini, yani

eflitli¤ini kan›tlamak. Bunun için Cauchy Çarp›m Formülü’nü
kullanaca¤›z (bkz. Teorem 31.6). Demek ki

eflitli¤ini kan›tlamal›y›z.

Önsav 63.2. Her + ve 4 gerçel say›lar› ve her n do¤al say›s› için,

eflitli¤i geçerlidir.
Kan›t: 4 yerine Y yaz›p eflitli¤i Y cinsinden iki polinomun

eflitli¤i olarak görelim:

Her iki taraf da n’inci dereceden polinomlar. Ayr›ca baflkatsay›la-
r› eflit: Her ikisinin de baflkatsay›s› 1/n! Demek ki bu iki polino-
mun n de¤iflik say›da ayn› de¤erleri ald›klar›n› kan›tlamak yeterli
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(bkz. bölümün sonundaki paragraf). Bu de¤erleri 0, 1, ..., n $ 1
olarak alaca¤›z. Demek ki flu sav› kan›tlamak yeterli:

Sav. Her k = 0, 1, ..., n $ 1 için,

Sav’›n Kan›t›: E¤er k < j ise, soldaki ifadedeki binom katsa-
y›lar›n›n 0 olduklar›n› biliyoruz. Demek ki, kan›tlamak istedi¤i-
miz eflitlik,

eflitli¤ine bürünüyor. + yerine X yazarak, bu son eflitsizli¤i de
bir polinom olarak görelim:

Bu son eflitli¤i kan›tlayaca¤›z. Her iki taraf da katsay›lar› $’de
olan bir polinom. Toplamdaki i, n’ye eflit olabiliyor. Demek ki
sol taraf n’inci dereceden bir polinom. Sa¤ taraftaki de n’inci
dereceden elbette. Ayr›ca her iki polinomun baflkatsay›s› 1/n!.
Demek ki e¤er bu iki polinom n de¤iflik say›da ayn› de¤erleri
al›yorlarsa eflit olacaklar. Nitekim bu iki polinomun 0, 1, ..., n
say›lar›nda eflit de¤erler ald›klar›n› kan›tlayaca¤›z. Demek ki
her # = 0, 1, ..., n do¤al say›s› için,

eflitli¤ini kan›tlamal›y›z. Gene #’den büyük i’ler gereksiz. Demek
ki her # = 0, 1, ..., n do¤al say›s› için,
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eflitli¤ini kan›tlamal›y›z. Basit bir kombinatorik problemi bu. #
tane kad›n ve k tane erkekten oluflan bir toplulukta n kifliyi kaç
de¤iflik biçimde seçebiliriz? Elbette sa¤daki ifade kadar. Öte yan-
dan seçece¤imiz n kifli aras›nda 0 kad›n, 1 kad›n, 2 kad›n, ..., #
kad›n olaca¤›n› ayr› ayr› düflünürsek, soldaki ifadeyi buluruz.
Demek ki iki ifade birbirine eflittir. Böylece hem sav hem de Ön-
sav 63.2 kan›tlanm›fl oldu. n

Art›k, her +, 4 gerçel say›s› için,
ƒ+(x)ƒ4(x) = ƒ++4(x) (1)

eflitli¤ini biliyoruz. Dolay›s›yla her n do¤al say›s› için ve her +
için,

ƒ+(x)n = ƒn+(x) (2)
eflitli¤ini de biliyoruz.

A = {+ , ! : x , ($1, 1) D (1 + x)+ = ƒ+(x)}
olsun. Amac›m›z A = ! eflitli¤ini kan›tlamak.

" . A içindeli¤ini biliyoruz. Ayr›ca $1’in de A’da oldu¤unu
kan›tlad›k. Ve (1) eflitli¤inden dolay› A toplama alt›nda kapal›-
d›r: E¤er +, 4 , A ise,

ƒ++4(x) = ƒ+(x)ƒ4(x) = (1 + x)+(1 + x)4

= (1 + x)++4.
Dolay›s›yla + , A ve n , " ise n+ , A olur. Bundan da 

 = ($1)" F " . A

içindeli¤i ç›kar. fiimdi $ . A içindeli¤ini kan›tlayal›m. n ,  ve
m , " için, (2)’den dolay›,

ƒn/m(x)m = ƒn(x) = (1 + x)n

olur. Demek ki,
ƒn/m(x) = (1 + x)n/m

ve n/m , A. Dolay›s›yla,
$ . A

içindeli¤i kan›tlanm›fl oldu. Ayn› fleyi ! için yapmak biraz daha
zaman›m›z› alacak. Bunun için önce flu sonucu kan›tlayaca¤›z.

668 63. Genellefltirilmifl Binom Aç›l›m›



Önsav 63.3. Sabit bir x , [$1, 1] ve + ≥ 0 için,

tan›m›n› yapal›m. Elbette

ƒ+(x) = Bi≥0 gx,i(+)
eflitli¤i geçerlidir.

gx(+) = ƒ+(x) = Bi≥0 gx,i(+)
serisi, !≥1 kümesinin her s›n›rl› altkümesi üzerine düzgün ve

mutlak yak›nsar. E¤er x / 31 ise, seri, !≥0 kümesinin her s›n›r-

l› altkümesi üzerine düzgün ve mutlak yak›nsar. Demek ki, gx

fonksiyonu !≥1 üzerine süreklidir ve e¤er x / 31 ise !≥0 üzeri-

ne süreklidir.
Kan›t: Bi≥0 gx,i(+) serisinin bir k do¤al say›s› için [k, k + 1]

aral›¤›nda düzgün ve mutlak yak›nsad›¤›n› kan›tlamak yeterli.
Seriye Weierstrass M-Testi’ni uygulayaca¤›z (bkz. Teorem 57.1).

+ , [k, k + 1] olsun. i > k olsun. O zaman,

olur. (‹kinci sat›rdan üçüncü sat›ra geçerken + olarak beliren
+’lar yerine k + 1, $ olarak beliren +’lar yerine k koyun.) E¤er 

k ≥ 1 
ise, buradan,
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ç›kar. 

olsun. O zaman,

olur. Bi≥k Mi serisi yak›nsak oldu¤undan (teleskopik dizi oldu-
¤undan örne¤in), Weierstrass M-Testi’ni uygulayabiliriz: 

x , [$1, 1] 
ise

gx(+) = ƒ+(x) = Bi≥0 gx,i(+)
serisi her k ≥ 1 do¤al say›s› için [k, k + 1] üzerine düzgün yak›n-
sakt›r.

fiimdi k = 0 olsun. O zaman, bir önceki sütundaki hesaplar-
dan, her i > k = 0 için

ç›kar. Demek ki

olur. Bu sefer Mi = xi olsun. E¤er x / 31 ise, Bi≥k Mi serisi ya-
k›nsak oldu¤undan, Weierstrass M-Testi’ni uygulayabiliriz: 

x , [$1, 1] 
ise

gx(+) = ƒ+(x) = Bi≥0 gx,i(+)
serisi [0, 1] üzerine de düzgün yak›nsakt›r. n 

fiimdi art›k gx fonksiyonun süreklili¤ini kullanarak, A = !
eflitli¤ini kan›tlayabiliriz. x , ($1, 1) ve + ≥ 0 olsun. +’ya yak›n-
sayan pozitif ve kesirli bir (qn)n say›lar dizisi alal›m:
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(1 + x)+ = limn01 (1 + x)qn = limn01 ƒqn
(x) 

= limn01 gx(qn) = gx(limn01#qn)
= gx(+) = ƒ+(x).

Demek ki + , A, yani !≥0 . A. Öte yandan,
ƒ+(x)ƒ$+(x)= ƒ+$+(x) = ƒ+$+(x) 

= ƒ0(x) = 1 = (1 + x)+(1 + x)$+

= ƒ+(x)(1 + x)$+

oldu¤undan ve ƒ+(x) = (1 + x)+ / 0 oldu¤undan,
ƒ$+(x) = (1 + x)$+

buluruz. Demek ki, hem + hem de $+ say›lar› A’da. Böylece her
+ gerçel say›s› ve x , ($1, 1) için,
eflitli¤ini kan›tlam›fl olduk.

Düzgün yak›nsakl›k Teorem 57.1’deki Weierstrass M-Tes-
ti’nden ç›kar. Teoremimiz kan›tlanm›flt›r. n

Sonuç 63.4. Her + ≥ 0 için

olur.

fiimdi, analizin en heyecanl› konular›ndan biri olan s›n›r
noktalar›nda ne oldu¤uyla ilgilenelim.

Teorem 63.5. E¤er x = $1 ise

serisi + ≥ 0 için mutlak yak›nsar, + < 0 için ›raksar.
E¤er x = 1 ise, seri + ≤ $1 için ›raksar, + > 0 için mutlak ya-

k›nsar, $1 < + < 0 için koflullu yak›nsar.
Kan›t: Önsav 63.3’ten dolay› + ≥ 1 ise mutlak yak›nsakl›¤›

biliyoruz. Dolay›s›yla sadece + < 1 durumunu ele almam›z la-
z›m. Bundan böyle + < 1 olsun.
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i ≥ 2 için,

oldu¤undan, x = $1 ise, 

olur. Sa¤ taraftaki B alt›ndaki tüm parantezler pozitif oldukla-
r›ndan, yak›nsakl›k varsa ancak mutlak olabilir. E¤er + < 0 ise,
4 = $+ > 0 olsun. Her j > 0 do¤al say›s› için, j + 4 = j $#+ > j ol-
du¤undan, yukardaki hesab› devam ettirerek,

buluruz. Demek ki x = $1 ve + < 0 ise seri ›raksar. x = $1 ve
+ , (0, 1) durumunu en sona b›rak›yoruz. 
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E¤er x = 1 ise,

elde ederiz. E¤er + ≤ $1 ise, genel terim 0’a gitmez çünkü mut-
lak de¤eri sonsuza gider; nitekim 4 = $+ olsun. 1 ≤ k ≤ 4 ise,

olur. Demek ki bu durumda seri ›raksar.
x = 1 ve + , ($1, 0) ise, 4 = $+ , (0, 1) olsun;

olur. Genel terimin mutlak de¤erinin, yani,

dizisinin azald›¤›n› görmek kolay. E¤er bu dizinin, i sonsuza git-
ti¤inde 0’a gitti¤ini gösterirsek, o zaman Leibniz’in dalgalanan
seriler üzerine teoremini [Teorem 39.1] kullanarak serinin yak›n-
sak oldu¤unu kan›tlayabiliriz. Bunu gösterelim. (Serdar Boztafl’a
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sonsuz teflekkürler...) < = 1 $#4#olsun. 0 < < < 1 olur. O zaman,

olur. (Bkz. Al›flt›rma 1.) E¤er i’yi sonsuza götürürsek, 
1 + 1/2 + " + 1/i

ve dolay›s›yla
<(1 + 1/2 + " + 1/i)

ifadesi sonsuza yak›nsar ve Sandöviç Teoremi’nden, istedi¤imiz
limiti gerçekten de 0 buluruz. Demek ki bu durumda seri koflul-
lu yak›nsar (yani yak›nsar ama mutlak yak›nsamaz).

En sona 0 < + < 1 durumu kald›. Bu durumda mutlak yak›n-
sakl›¤› kan›tlayaca¤›m›zdan x = 1 alabiliriz. Raabe Yak›nsakl›k
K›stas›’n› (Teorem 38.1) kullanaca¤›z:

oldu¤undan ve bu ifadenin limiti 1 + + > 1 oldu¤undan, Raabe
K›stas›’na göre,

serisi mutlak yak›nsar. Teorem 5 kan›tlanm›flt›r. n
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Sonuç 6. Her + , !≥0 ve her x , [$1, 1] için,

olur. Yak›nsakl›k düzgün ve mutlakt›r.
Kan›t: Serinin yak›nsakl›¤›n›n düzgün ve mutlak oldu¤u Te-

orem 1 ve 5’ten belli. 
Eflitli¤in x , ($1, 1) için Teorem 1’den biliyoruz.
Eflitli¤i x = 1 ve x = $1 için kan›tlamal›y›z. Bu da Bölüm

62’te kan›tlanan Abel Yak›nsakl›k Teoremi’nden ç›kar. n

Al›flt›rmalar
1. 0 ≤ + ≤ 1 olsun.

1 $ + ≤ exp($+)
eflitsizli¤ini kan›tlay›n. ‹pucu: 

2. 0 < + < 1 ise,

eflitli¤i do¤ru mudur?

Polinomlar›n Eflitli¤i
Sav. E¤er ƒ, g , ![X] polinomlar›n›n dereceleri ve baflkatsa-

y›lar› eflitse ve dereceleri kadar de¤iflik say›da ayn› de¤erleri al›-

yorlarsa, o zaman ƒ = g olur.
Kan›t: Polinomlar›n derecesi n olsun. a1, ..., an say›lar›nda ƒ

ve g polinomlar› ayn› de¤erleri als›nlar. O zaman ƒ $ g polino-
munun derecesi n’den küçüktür ve a1, ..., an say›lar› bu polino-
munun n de¤iflik köküdür. Demek ki ƒ $ g = 0 olur. Sav kan›t-
lanm›flt›r. n

Bu sav ayn› kan›tla, elbette, sadece ! için de¤il, her taml›k
bölgesi için, örne¤in $ ya da  için de geçerlidir.
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64. T›k›z Kümeler

677

B
u bölümde amac›m›z, bundan sonraki birkaç teoremi kan›tla-
mak için gereken “topoloji” bilgisini vermek. Daha sonraki ders
notlar›m›zda topolojiye çok daha genifl yer ay›raca¤›z. fiimdilik

bu kadar›yla yetinelim. Konunun al›flageldi¤imiz analizden ziyade kü-
meler kuram› seviyesinde olmas› okuru bu bölümü ve bir sonraki ders
notlar›n› ifltahla okumas›na yol açacakt›r diye düflünmek istiyoruz.

64.1. Aç›k Kümeler
Gerçel say›lar kümesinin, aç›k aral›klar›n bileflimi olarak yaz›lan

bir kümeye aç›k küme diyelim. Demek ki !’nin bir U altkümesinin
aç›k olmas› için yeter ve gerek koflul, her a , U için,

(a $ C, a + C) . U

içindeli¤ini sa¤layan (ve a’ya göre de¤iflebilen) bir C > 0 say›s›n›n ol-
mas›d›r. 

Tan›ma göre = ve ! aç›k kümelerdir. Her aç›k aral›k da aç›k bir
kümedir. Aç›k kümelerin bileflimi elbette aç›kt›r. Sonlu say›da aç›k kü-
menin kesiflimi de aç›kt›r.

[0, 1] ya da (0, 1] aral›klar› aç›k de¤ildirler, çünkü 1’i içeren her
aç›k aral›k mutlaka 1’den büyük say›lar da içermek zorundad›r.

Yukarda verdi¤imiz tan›m asl›nda !’nin aç›k kümelerinin tan›m›.
E¤er X . ! ise, X’in bir aç›k kümesi, tan›m gere¤i, !’nin bir aç›k kü-
mesiyle X’in kesiflimidir. X’in aç›k kümelerine X-aç›k diyebiliriz. Bir U



. X kümesinin X-aç›k olmas› için yeter ve gerek koflul, her a , U için,
(a $ C, a + C) ; X . U içindeli¤ini sa¤layan bir  C > 0 say›s›n›n olma-
s›d›r. 

Tan›ma göre = ve X kümeleri X-aç›k kümelerdir. X-aç›k kümele-
rin bileflimi elbette aç›kt›r. Sonlu say›da X-aç›k kümenin kesiflimi de
aç›kt›r.

Okur !-aç›k kümeyle (ilk verdi¤imiz tan›mla) aç›k kümenin ayn›
kavram oldu¤unu anlamakta güçlük çekmeyecektir.

X’in X-aç›k kümelerinin X’te tümleyenlerine X-kapal› küme de-
nir. Aç›k kümeler için yazd›¤›m›z her özelli¤i uygun dile çevirerek ka-
pal› kümeler için yazabiliriz. Örne¤in, = ve X kümeleri X-kapal› kü-
melerdir, X-kapal› kümelerin kesiflimi kapal›d›r ve sonlu say›da X-ka-
pal› kümenin bileflimi kapal›d›r.

Önsav 42.4’ten an›msayal›m: =#/#A . ! ve x , ! ise x ile
A aras›ndaki mesafe, 

d(x, A) = inf{|x $ a| : a , A} = infa,A |x $ a|
olarak tan›mlan›r. E¤er x , A ise d(x, A) = 0 olur. Ama bunun ter-
si yanl›flt›r: X = !, A = (0, 1) ise 1, A’da de¤ildir ama A’ya me-
safesi 0’d›r. Öte yandan e¤er A kapal›ysa, her fley yolunda gider.

Önsav 64.1. E¤er A . ! kapal› bir altküme ise

i. “d(x, A) = 0 8 x , A” eflde¤erlili¤i geçerlidir.
ii. E¤er A üstten s›n›rl›ysa ve boflküme de¤ilse, sup A , A

olur.
iii. Terimleri A’dan olan bir dizinin limiti A’dad›r.
Kan›t: (i) Nitekim, e¤er x 2 A ise, Ac aç›k oldu¤undan, x ’i içe-

ren ve A’y› kesmeyen < > 0 yar›çapl› aç›k bir aral›k vard›r, dola-
y›s›yla 

d(x, A) ≥ < > 0 
olur. Di¤er yönün kan›t› bariz.

(ii) sup A = s 2 A olsun. O zaman s, aç›k bir küme olan
Ac’nin bir eleman›d›r. Dolay›s›yla bir < > 0 için, 

(s $ <, s + <) ; A = =
olur. Ama bu da s = sup A tan›m›yla çeliflir.

(iii) Bir önceki kan›t gibi. n
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64.2. Süreklilik
Aç›k kümelerin var olufl nedeni afla¤›daki sonuçta gizli:
.
Teorem 64.2. X . ! ve ƒ : X 0 ! bir fonksiyon olsun. ƒ ’nin sü-

rekli olmas› için yeter ve gerek koflul, !’nin her aç›k kümesinin ƒ al-

t›ndaki öngörüntüsünün de aç›k (yani X-aç›k) olmas›d›r.
Kan›t: Önce ƒ’nin sürekli oldu¤unu varsayal›m. E¤er I . ! aç›k

bir aral›ksa, ƒ$1(I) kümesinin X-aç›k oldu¤unu kan›tlamak yeterli.
Yani her a in ƒ$1(I) için, öyle bir C > 0 bulmal›y›z ki,

(a $ C, a + C) ; X . ƒ$1(I)
olsun. ‹fle koyulal›m: ƒ(a) , I ve I bir aç›k aral›k oldu¤undan, öyle bir
C > 0 vard›r ki,

(ƒ(a) $ <, ƒ(a) + <) . I

olur. ƒ, a’da sürekli oldu¤undan, öyle bir  C > 0 vard›r ki,
x , (a $ C, a + C) D ƒ(x) , (ƒ(a) $ <, ƒ(a) + <) . I,

yani
ƒ(a $ C, a + C) . I,

yani
(a $ C, a + C) . ƒ$1(I)

olur.
fiimdi aç›k kümelerin ƒ-öngörüntülerinin X-aç›k oldukar›n› varsa-

yal›m. a , X olsun. ƒ’nin a’da sürekli oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. < > 0
verilmifl olsun. (ƒ(a) $#<, ƒ(a) + <) aç›k aral›¤› aç›k bir aral›k oldu¤un-
dan, bu aral›¤›n önimgesi olan ƒ$1(ƒ(a) $#<, ƒ(a) + <) kümesi X-aç›k-
t›r. a,bu X-aç›k kümenin bir eleman› oldu¤undan, 

(a $ C, a + C) ; X . ƒ$1(ƒ(a) $#<, ƒ(a) + <) 
içindeli¤ini sa¤layan bir C > 0 vard›r. fiimdi x , X eleman› |x $a| < C
eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, 

x , (a $ C, a + C) ; X

olur, dolay›s›yla
x , ƒ$1(ƒ(a) $#<, ƒ(a) + <)

olur, yani
ƒ(x) , (ƒ(a) $#<, ƒ(a) + <)

olur, yani |ƒ(x) $ ƒ(a)| < < olur. n
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64.3. T›k›zl›k
X . ! olsun. (Ui)i,I, X ’in bir altkümeler ailesi olsun. E¤er X .

Fi,I Ui ise, (Ui)i,I ailesine X ’in örtüsü ya da X-örtüsü ad› verilir. E¤er
her Ui aç›ksa, örtüye aç›k örtü denir. E¤er I sonluysa, örtü sonlu örtü

ad›n› al›r. E¤er J . I ise ve (Uj)j,J, X ’in hâlâ daha bir örtüsüyse, (Uj)j,J

ailesine  (Ui)i,I örtüsünün altörtüsü ya da daha aç›k olmak gerekirse
X-altörtüsü ad› verilir. E¤er J sonluysa, sonlu altörtüden sözedilir.

E¤er X’in her aç›k örtüsünün sonlu bir altörtüsü varsa, X ’e t›k›z

denir. Yani X’in t›k›z olmas› için, 
X . Fi,I Ui

içindeli¤ini sa¤layan X’in her Ui aç›k kümeleri için,
X .#Ui1

F ... F Uin
içindeli¤ini sa¤layan sonlu say›da i1, ..., in , I göstergeci olma-
l›d›r. Ui’ler aç›k aral›klar›n bileflimi olduklar›ndan, bu koflulu
flöyle de yazabiliriz: X’in t›k›z olmas› için, 

X . Fi,I Ui

içindeli¤ini sa¤layan X’in her Ui aç›k aral›klar› için,
X .#Ui1

F ... F Uin
içindeli¤ini sa¤layan sonlu say›da i1, ..., in , I göstergeci olma-
l›d›r. 

Yukardaki tan›mdaki “her” sözcü¤ünün alt›n› çizeriz; tan›-
m›n kilit sözcü¤üdür. Bulunan sonlu örtü de orijinal örtünün
altörtüsü olmak zorundad›r... (Bunlar, bin y›ll›k ö¤retmenlik
tecrübesinden dam›t›lm›fl alt›n niteli¤inde uyar›lard›r.)

Hemen birkaç örnek ve naörnek verelim.

Örnekler. !’nin her sonlu altkümesi (dolay›s›yla boflküme
de) t›k›zd›r. (0, 1) aral›¤› t›k›z de¤ildir, çünkü örne¤in 

((1/n, 1))n=1,2,3,... 
aç›k örtüsünün sonlu bir altörtüsü yoktur. Ama birazdan her
kapal› aral›¤›n t›k›z oldu¤unu görece¤iz. Sonlu say›da t›k›z kü-
menin bileflimi de t›k›zd›r. Daha fazla örnek vermeye gerek
yok, çünkü flimdi !’nin tüm t›k›z kümelerini bilece¤iz.
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Teorem 64.3. [Heine-Borel]. !’nin bir altkümesinin t›k›z ol-

mas› için yeter ve gerek koflul altkümenin s›n›rl› ve kapal› olma-

s›d›r.
Kan›t: X . ! t›k›z olsun. (($n, n))n,", X ’in bir aç›k örtü-

sü oldu¤undan, X bunlar›n sonlu tanesinin bilefliminin içinde-
dir; dolay›s›yla X s›n›rl›d›r.

fiimdi X’in kapal› oldu¤unu kan›tlayal›m. Bunun için X’in
tümleyenenin aç›k oldu¤unu kan›tlamam›z laz›m. x 2 X olsun.
Pozitif bir n do¤al say›s› için [x $ 1/n, x + 1/n]c kümeleri (iki
aç›k aral›¤›n bileflimi olduklar›ndan) aç›kt›rlar. Öte yandan,

Fn=1,2,3,... [x $ 1/n, x + 1/n]c

= (;n=1,2,3,... [x $ 1/n, x + 1/n])c

= {x}c = ! \ {x} ⊇ X

oldu¤undan, [x $ 1/n, x + 1/n]c kümeleri X’in bir aç›k örtüsü-
dür. Demek ki bunlar›n sonlu tanesi X’i içerir. Demek ki büyük
bir n için X . [x $ 1/n, x + 1/n]c olur. Yani

[x $ 1/n, x + 1/n] . X c,
ve dolay›s›yla

(x $ 1/n, x + 1/n) . X c,
olur. Böylece x’i içeren bir aç›k aral›¤›n X’in tümleyeninde ol-
du¤unu göstermifl olduk. Bu da X’in tümleyeni aç›k demektir.
Teoremin yar›s› kan›tlanm›flt›r.

Teoremin di¤er yar›s›n› kan›tlamak için yard›mc› bir sonu-
ca ihtiyac›m›z var:

Önsav 64.4. Y . X . ! olsun. E¤er Y kapal› ve X t›k›zsa

Y de t›k›zd›r.
Kan›t: (Ui)i,I, Y ’nin bir aç›k örtüsü olsun. Bu örtüye aç›k bir kü-

me olan Y c’yi eklersek, X ’in bir aç›k örtüsünü elde etmifl oluruz. X t›-
k›z oldu¤undan, öyle sonlu bir J . I vard›r ki, (Uj)j,J ve Y c kümeleri
X’i, dolay›s›yla Y’yi de örter. Ama tabii Y’yi örtmek için Yc kümesine
ihtiyaç yoktur: (Uj)j,J sonlu ailesi Y’yi örter. n
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fiimdi Teorem 64.3’ün kan›t›na devam edelim. !’nin s›n›r-
l› ve kapal› bir K altkümesi verilmifl olsun. K s›n›rl› oldu¤un-
dan, belli a < b say›lar› için, K . [a, b] olur. K kapal› oldu¤un-
dan, Önsav 64.4’e göre [a, b] aral›¤›n›n t›k›z oldu¤unu kan›tla-
mak yeterli. 

(Ui)i,I , [a, b] aral›¤›n›n aç›k bir örtüsü olsun. Bir c , [a, b]
için, (Ui)i,I ayn› zamanda [a, c] aral›¤›n›n örtüsüdür. E¤er bu
örtünün sonlu say›da eleman› [a, c] kapal› aral›¤›n› örtüyorsa,
c say›s›na bu kan›tl›k “güzel say›” diyelim. a elbette güzel bir
say›d›r. Demek ki güzel say›lar kümesi bofl de¤ildir. Amac›m›z
c ’nin güzel bir say› oldu¤unu kan›tlamak. E¤er c güzel bir sa-
y›ysa ve c1 say›s› a ≤ c1 ≤ c eflitsizliklerini sa¤l›yorsa, o zaman
c1 say›s› da güzel bir say›d›r. Demek ki güzel say›lar kümesi G,
!’nin bir aral›¤›d›r. G, b taraf›ndan üstten s›n›rl› oldu¤undan
G ’nin en küçük üsts›n›r› vard›r. Bu en küçük üsts›n›ra g diye-
lim. Ui’ler aras›ndan g’yi içeren bir Ui alal›m. Ui aç›k oldu¤un-
dan ve g’yi içerdi¤inden, öyle bir < > 0 vard›r ki, 

(g $#<, g + <) . Ui

olur. Öte yandan g $#< < g oldu¤undan, g $#< güzel bir say›d›r.
Demek ki sonlu say›da i1, ..., in , I göstergeci için [a, g $#<] ara-
l›¤› 

Ui1
, ..., Uin

aç›k kümeleri taraf›ndan kaplan›r. Ama o zaman, [a, g !#</2]
aral›¤› 

Ui1
, ..., Uin

, Ui

taraf›ndan kaplan›r. Bundan, her fleyden önce g’nin güzel bir
nokta oldu¤u ç›kar. Sonra g’nin b’den küçük olmayaca¤› ç›kar,
çünkü aksi halde bir 0 < + ≤ </2 için g < g + + < b olur ve g +
+, g’den büyük bir güzel nokta olur. Demek ki g = b ve b güzel
bir nokta. Dolay›s›yla [a, b] aral›¤› (Ui)i,I örtüsünün sonlu bir
altörtüsü taraf›ndan örtülür. n
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Yukarda verilen kan›t fl›k, zarif, zekice ve son derece anla-
fl›l›r. Ama standart kan›tlardan de¤il. Ortalama bir matematik-
çinin hemen akl›na gelmeyecek kadar zekice bu yazar›n zevki-
ne göre. Bu teoremin daha standart kan›t› topolojinin yöntem-
leri aç›s›ndan daha e¤itici oldu¤unu düflünüyoruz. Daha stan-
dart kan›t› verelim:

Teorem 64.3’ün ‹kinci Yar›s›n›n ‹kinci Kan›t›: [a, b] aral›-
¤›n›n t›k›z olmad›¤›n› varsayal›m. O zaman [a, b] aral›¤›n›n
sonlu altörtüsü olmayan bir (Ui)i,I aç›k örtüsü vard›r. c1, a ve
b noktalar›n›n tam orta noktas› olsun. Ya [a, c1] aral›¤› ya da
[c1, b] aral›¤› sonlu say›da Ui taraf›ndan örtülmez. Diyelim [a, c1]
sonlu say›da Ui taraf›ndan örtülmüyor. c2, a ve c1 noktalar›n›n
tam orta noktas› olsun. Ya [a, c2] ya da [c2, c1] aral›¤› taraf›ndan
örtülmez. Diyelim [c2, c1] sonlu say›da Ui taraf›ndan örtülmüyor.
c3, c2 ve c1 noktalar›n›n tam orta noktas› olsun. Ya [c2, c3] ya da
[c3, c1] aral›¤› sonlu say›da Ui taraf›ndan örtülmüyor... Bunu
böyle devam ettirerek, öyle

[a, b] = [d0, e0]  [d1, e1]  [d2, e2]  ... 
aral›klar› bulabiliriz ki, hem 

(dn $ en) = (b $ a)/2n

olur hem de [dn, en] aral›klar› sonlu say›da Ui taraf›ndan örtül-
mez. Kapal› Kutular Teoremi’ne göre (Teorem 17.1), bütün bu
[dn, en] aral›klar› tek bir noktada kesiflir, diyelim

ƒ = limn01 dn = limn01 en

noktas›nda kesifliyorlar. ƒ , [a, b] oldu¤undan, bir i , I için ƒ
, Ui olur. Ui aç›k oldu¤undan, bir , > 0 için, (ƒ $ <, ƒ + <) .
Ui olur.

ƒ = limn01 dn = limn01 en

oldu¤undan, bir n göstergeci için,
[dn, en] . (ƒ $ <, ƒ + <) . Ui

olur. Ama o zaman da [dn, en] tek bir (dolay›s›yla sonlu say›-
da) Ui taraf›ndan kaplan›r. Bir çeliflki. Demek ki [a, b] aral›¤›
t›k›z bir kümedir. n
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64.4. Lebesgue Say›s›
S›n›rl› bir A altkümesinin çap›,

d(A) = sup{d(x, y) : x, y , A}
olarak tan›mlan›r. 

Afla¤›daki oldukça teknik önsav t›k›z kümelerin aç›k örtü-
lerinin çok küçük çapl› elemanlar›n›n gereksiz oldu¤unu söylü-
yor.

Önsav 64.5 [Lebesgue Say›s›] X, !’nin t›k›z bir altkümesi

ve U = (Ui)i,I ailesi, X ’in aç›k bir örtüsü olsun. O zaman öy-

le bir C > 0 vard›r ki, X ’in çap› en fazla C olan her altküme U

ailesinin bir eleman›n›n (yani Ui’lerden birinin) altkümesidir.
Kan›t: E¤er Ui’lerden biri X ’e eflitse, kan›tlayacak bir fley

yok. Bundan böyle hiçbir Ui’nin X ’e eflit olmad›¤›n› varsaya-
l›m. U ailesinin sonlu bir V altörtüsünü seçelim. Diyelim,

V = {U1, ..., Un}.
Ci = Ui

c olsun. Ci kapal›d›r. d(x, Ci), x ’in Ci’ye olan uzakl›¤›
olsun (Önsav 42.4) 

U1 F ... F Un = X
oldu¤undan, 

C1 ; ... ; Cn = =
olur. Demek ki X ’in her x eleman› Ci kümelerinden en az bi-
rinin eleman› de¤ildir ve, Ci kapal› oldu¤undan, Önsav 64.1.i’e
göre, d(x, Ci) say›lar›ndan en az biri pozitiftir ve afla¤›daki for-
mülle tan›mlanan

fonksiyonu pozitif de¤erler al›r. Böylece tan›mlanan 
ƒ : X 0 !

fonksiyonunun sürekli oldu¤unu da biliyoruz (Önsav 42.4). X
t›k›z oldu¤undan, ƒ minimum de¤erini al›r. Bu minimum de¤er
x0’da al›nm›fl olsun ve 
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C = ƒ(x0) > 0
olsun. B, yar›çap› C’dan küçük bir altküme olsun. x , B olsun.
Demek ki 

B . B(x, C).
fiimdi, d(x, C1), ..., d(x, Cn) say›lar›n›n en büyü¤üne d(x, Ci)
diyelim. O zaman,

olur. Demek ki 
B(x, C) ; Ci = =,

yani
B(x, C) . Ui.

Ama B . B(x, C) oldu¤undan, bu son içindelik istedi¤imizi ka-
n›tlar. n

X ’in verilmifl birU = (Ui)i,I aç›k örtüsü için, yukardaki ön-
savdaki gibi bir C > 0 say›s›na U ’nun Lebesgue say›s› ad› veri-
lir. Elbette bir Lebesgue say›s›ndan daha küçük say›lar da Le-
besgue say›lar›d›r. Lebesgue say›lar›n›n varl›¤›n› bir sonraki alt-
bölümde kullanaca¤›z.

64.5. Düzgün Süreklilik
Düzgün süreklilik, süreklili¤in çok özel bir halidir. Ama ge-

nel olarak tüm topolojik uzaylarda de¤il, sadece metrik uzay-
larda geçerli olan bir kavramd›r. Tan›m› an›msatal›m:

(X, dX) ve (Y, dY) iki metrik uzay ve
ƒ : X 0 Y

bir fonksiyon olsun. Önce ƒ’nin sürekli oldu¤unun ne demek
oldu¤unu an›msatal›m. ƒ ’nin sürekli olmas› için ƒ ’nin X ’in her
x noktas›nda sürekli olmas› gerekmektedir; yani her a , X için
flu özellik do¤ru olmal›d›r:
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Her < > 0 için öyle bir C > 0 olmal›d›r ki, her x , X için

dX(a, x) < C D dY(a, x) < <.
Bunu daha biçimsel olarak yazacak olursak, süreklilik

!a!<>0 IC>0!x (dX(a,x)<CDdY(a,x)<<)
önermesine denktir. Buradaki C say›s› verilmifl olan <’a göre de-
¤iflir elbette, ama a’ya göre de de¤iflebilir, hatta ço¤u zaman
a’ya göre de¤iflir. Bu yüzden kimi zaman C yerine Ca,< yaz›l›r.

Ama kimi zaman da C say›s›n› a’dan ba¤›ms›z (sadece <’a
ba¤›ml›) seçebiliriz. O zaman çok özel, çok daha güçlü bir sü-
reklilik söz konusu olur. Bu durumda ƒ’nin düzgün sürekli ol-
du¤u söylenir. Yani e¤er

Her < > 0 ve X ’in her a ve x elemanlar› için

dX(a, x) < C D dY(a, x) < <
önermesini sa¤layan bir C > 0 varsa 

o zaman ƒ fonksiyonuna düzgün sürekli denir. Bunu daha bi-
çimsel olarak yazacak olursak, düzgün süreklilik,

!<>0 IC>0!a!x (dX(a,x)<CDdY(a,x)<<)
önermesine denktir. Burada “!a” ifadesinin en bafltan ortala-
ra, “IC>0” ifadesinden sonraya gitti¤ine dikkatinizi çekerim:
Verilmifl bir < > 0 için tüm a ve x’ler için geçerli olan bir C > 0
bulunuyor. Ama art›k a ile x aras›nda büyük bir ayr›m yok, do-
lay›s›yla a ve x yerine x ve y kullan›rsak daha fl›k bir tan›ma
ulaflm›fl oluruz: Düzgün süreklilik

!<>0 IC>0!x!y (dX(x,y)<CDdY(x,y)<<)
önermesine denktir.

E¤er A . X ise ve ƒ|A fonksiyonu düzgün sürekliyse, o za-
man ƒ’nin A üzerine düzgün sürekli oldu¤u söylenir.

Örnek. (0, 1) kümesinden !’ye giden ƒ(x) = 1/x formülüy-
le tan›mlanan fonksiyon düzgün sürekli de¤ildir çünkü a küçül-
dükçe C say›s› küçülür. 

Öte yandan (s›n›rl› ya da s›n›rs›z) kapal› bir aral›¤a k›s›tlar-
sak bu fonksiyon düzgün sürekli olur. Yani ƒ(x) = 1/x formü-
lüyle tan›mlanm›fl fonksiyon kapal› aral›klar üzerine düzgün
süreklidir.
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Düzgün süreklili¤in yararlar›n› daha ilerde görece¤iz ama
t›k›z kümelerden sözederken düzgün süreklilikten sözetmemek
olmazd›.

Teorem 64.6. Tan›m kümesi !’nin t›k›z bir altkümesi olan

her sürekli fonksiyon düzgün süreklidir.
Kan›t: X . ! ve ƒ : X 0 ! sürekli bir fonksiyon olsun. < >

0 olsun. ((y $ </2, y + </2)y,! yuvarlar ailesi !’nin aç›k bir ör-
tüsüdür. ƒ sürekli oldu¤undan, 

(ƒ$1((y $ </2, y + </2)))y,!
ailesi de X ’in bir aç›k örtüsüdür. C > 0 bu aç›k örtünün Lebes-
gue say›s› olsun. fiimdi x1, x2 , X olsun ve dX(x1, x2) < C var-
say›m›n› yapal›m. O zaman {x1, x2} kümesinin çap› C’dan kü-
çüktür. Demek ki bir y , Y için,

{x1, x2} . ƒ$1(B(y, </2)),
yani

x1, x2 , ƒ$1(B(y, </2)),
yani

ƒ(x1), ƒ(x2) , B(y, </2),
yani

dY(ƒ(x1), ƒ(x2)) ≤ dY(ƒ(x1), y) + dY(y, ƒ(x2)) < </2 + </2 = <
olur. Bu da ƒ’nin düzgün süreklili¤ini kan›tlar. n

64.5. Uç De¤erler
Bir sonraki teoreme ihtiyac›m›z olmayacak ama hem önem-

lidir hem de kan›t› kümeler kuram› seviyesindedir.

Teorem 64.7. T›k›z bir kümenin sürekli bir fonksiyon alt›n-

da imgesi t›k›zd›r.
Kan›t: K . X . !, K t›k›z ve ƒ : X 0 ! sürekli bir fonksi-

yon olsun. ƒ(K)’n›n t›k›z oldu¤unu göstermek istiyoruz. (Vi)i,I ,
ƒ(K)’n›n aç›k bir örtüsü olsun:
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ƒ(K) . Fi,I Vi.
Demek ki

K .#ƒ$1(ƒ(K)) . ƒ$1(Fi,I Vi) = Fi,I ƒ$1(Vi),
ve (ƒ$1(Vi))i,I ailesi K’n›n bir örtüsü. ƒ sürekli oldu¤undan,
ƒ$1(Vi) aç›k bir küme. Yani bu aile K’n›n aç›k bir örtüsü. K t›-
k›z oldu¤undan, 

K .#ƒ$1(Vi1
) F ... F ƒ$1(Vin

)
içindeli¤ini sa¤layan sonlu say›da i1, ..., in , I göstergeci var-
d›r. Her iki taraf›n da ƒ-imgesini alal›m:

ƒ(K).#ƒ(ƒ$1(Vi1
) F ... F ƒ$1(Vin

))
= ƒ(ƒ$1(Vi1

)) F ... F ƒ(ƒ$1(Vin
))

. Vi1
F ... F Vin

olur. n

Sonuç 64.8 [Uç De¤erler Teoremi]. X .#! t›k›z bir küme ve

ƒ : X 0 !

sürekli bir fonksiyon olsun. O zaman ƒ fonksiyonu X üzerine

minimum ve maksimum de¤erini al›r; yani öyle a, b , X vard›r

ki her x , X için

ƒ(a) ≤ ƒ(x) ≤ ƒ(b)
olur.

Kan›t: X t›k›z ve ƒ sürekli oldu¤undan, Teorem 64.7’den
dolay› ƒ(X) de t›k›zd›r. Teorem 64.3’e göre ƒ(X) kapal› ve s›-
n›rl›d›r. ƒ(X) s›n›rl› oldu¤undan sup ƒ(X) bir gerçel say›d›r.
ƒ(X) kapal› oldu¤undan sup ƒ(X) , ƒ(X) olur (Önsav 64.1.ii).
Benzer bir kan›t inf ƒ(X) için de yap›labilir.F n
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65. Dini Teoremi ve Bir 
Uygulamas›

689

B
ir fonksiyon dizisinin düzgün yak›nsak olup olmad›¤›na
karar vermek her zaman kolay olmayabilece¤inden, eli-
mizde düzgün yak›nsakl›¤a karar verecek genel k›stasla-

r›n olmas› yararl› olur. Bunlardan en ünlüsü Dini Teoremi’dir.
Sürekli fonksiyon dizilerinin düzgün limitinin de sürekli ol-

du¤unu biliyoruz. Demek ki limit sürekli de¤ilse, düzgün yak›n-
sakl›k olamaz. Öte yandan limitin sürekli olmas› da düzgün ya-
k›nsakl›k için yetmez; tan›m kümesi [0, 1] aral›¤› bile olsa. ‹flte
buna bir örnek:

Örnek. Her n > 1do¤al say›s› için,
ƒn : [0, 1] 0 [0, 1] 

fonksiyonlar› flöyle tan›mlans›n:
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ƒn fonksiyonunun grafi¤i flöyle: 

Görüldü¤ü gibi ƒn sürekli bir fonksiyon ve n büyüdükçe 1/n
küçüldü¤ünden, ƒn’lerin limiti (elbette sürekli olan) sabit 1
fonksiyonu s1. Öte yandan, 

s1(1/n) $ ƒn(1/n) = 1 $ 0 = 1
oldu¤undan, ||s1 $ ƒn|| = 1 olur ve yak›nsakl›k düzgün de¤ildir.

Dini Teoremi, okundu¤unda hemen anlafl›laca¤› üzere bu
konuda büyük kolayl›k sa¤lar.

Teorem 65.1 [Dini]. K, !’nin kapal› ve s›n›rl› (yani t›k›z) bir

altkümesi olsun.
(ƒn : K 0 !)n,

sürekli bir fonksiyona noktasal yak›nsayan sürekli bir fonksi-

yon dizisi olsun. E¤er her x , K ve her n , " için,
ƒn+1(x) ≤ ƒn(x)

oluyorsa, yani dizi azalarak yak›ns›yorsa, o zaman dizinin ya-

k›nsakl›¤› düzgündür. 
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Kan›t: Dizinin noktasal limitine ƒ diyelim. ƒn yerine (sürek-
li olan) ƒn $ ƒ alarak, ƒ fonksiyonunun sabit 0 fonksiyonu ol-
du¤unu varsayabiliriz. Dolay›s›yla, her n , " ve her x , K için

0 ≤ ƒn(x)
olur.

< > 0 herhangi bir gerçel say› olsun.
Un = {x , K : ƒn(x) < <} = ƒn

$1(($1, <))
tan›m›n› yapal›m. ƒn sürekli oldu¤undan, her Un, K’n›n aç›k bir
altkümesidir (Teorem 64.2). 

Her x , K ve her n ," için ƒn+1(x) ≤ ƒn(x) oldu¤undan, her
n , " için 

Un . Un+1
olur.

Her x , K için, limn01 ƒn(x) = 0 oldu¤undan, 
K = Fn Un

olur. Dolay›s›yla, K t›k›z oldu¤undan, sonlu say›da n1, ..., nk

do¤al say›lar› için,
K = Un1

F" F Unk

olur. Demek ki e¤er N = max{n1, ..., nk} ise
K = Un1

F" F Unk
= UN

olur. Dolay›s›yla her n > N için de 
K = Un

olur. Bundan da her n > N ve her x , K için
ƒn(x) < <

ç›kar, yani ||ƒn|| ≤ < olur. n

Not: Kan›tta süreklilik varsay›m› çok k›s›tl› bir haliyle kul-
lan›l›yor. K’dan !’ye giden bir ƒ fonksiyonu, 

“her + , ! için, {x , K : ƒ(x) < +} kümesi aç›kt›r”
özelli¤ini sa¤l›yorsa, ƒ fonksiyonuna üstten yar›sürekli (upper

semicontinuous) ad› verilir. Kan›tlanan teorem belli ki sadece
sürekli fonksiyonlar için de¤il, üstten yar›sürekli fonksiyonlar
için de geçerli. Benzer sonuç artan ve alttan yar›sürekli fonksi-
yonlar için de geçerlidir elbette.
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√t’ye Düzgün Yak›nsayan Polinomlar
Önce [0, 1] aral›¤›ndan [0, 1] aral›¤›na giden ve

kural›yla tan›mlanm›fl fonksiyona düzgün yak›nsayan bir (pn)n
polinom ailesi (daha do¤rusu bir polinomiyal fonksiyon ailesi)
bulaca¤›z. 

p0, sabit 0 fonksiyonu olsun. E¤er n ≥ 0 ise, pn+1’i tümeva-
r›mla flöyle tan›mlayal›m:

olsun. Her n ve her t , [0, 1] için afla¤›dakilerin kan›t› tümeva-
r›mla çocuk oyunca¤› k›vam›ndad›r:

1. pn bir polinomdur.
2. pn(0) = 0.
3. 0 ≤ pn(t) ≤ 1.
4. (pn(t))n dizisi artan bir dizidir.
Her t , [0, 1] için (pn(t))n dizisi artan ve üstten s›n›rl› oldu-

¤undan, bir limiti vard›r. Bu limite p(t) dersek, tümevar›msal ta-
n›mda her iki taraf›n da limitini alarak,

buluruz, yani,
p(t)2 $ 2p(t) + t = 0,

yani
p(t)2 $ 2p(t) + 1 = 1$ t,

yani
(p(t) $ 1)2 = 1 $ t,

yani, tam istedi¤imiz gibi

olur.
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Noktasal yak›nsakl›¤› kan›tlad›k. Düzgün yak›nsakl›¤› ka-
n›tlamak için, her n ve her t , [0, 1] için

pn(t) ≤ pn+1(t)
eflitsizli¤ini kan›tlayaca¤›z. Tan›mdan elde edilen, 

eflitliklerini taraf tarafa birbirinden ç›kar›rsak,

elde ederiz ve bu eflitlikten de tümevar›mla,
pn(t) ≤ pn+1(t)

eflitsizli¤i kan›tlan›r. fiimdi Dini’nin Teoremi’ni uygulayarak ya-
k›nsakl›¤›n düzgün oldu¤unu görürüz:

Bundan ve Bölüm 56’da kan›tlad›¤›m›z çok basit olgulardan,

ç›kar. E¤er 
qn(t) = 1 $ pn(1 $ t) 

tan›m›n› yaparsak, pn’lerin tümevar›msal tan›m›ndan,

elde ederiz. Bunu qn polinomiyal fonksiyonlar›n›n tümevar›msal
tan›m› olarak kabul edebiliriz.

limn 0#1 qn(t) =u √t

olur.
Not 1: limn 0#1 qn(t2) =u |t| olur.
Not 2: ‹lk birkaç qn polinomunu hesaplayarak katsay›lar›n

zamanla sabitleflmedi¤ini görün.
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66. Weierstrass Yo¤unluk
Teoremi

695

B
u bölümde kan›tlayaca¤›m›z teorem [a, b] kapal› aral›¤›
üzerine tan›mlanm›fl her sürekli fonksiyonun polinomlar-
dan (asl›nda polinomiyal fonksiyonlardan demek laz›m)

oluflan bir dizinin düzgün limiti oldu¤unu söylüyor. Bir baflka
deyiflle sürekli fonksiyonlar›n yaklafl›k de¤erlerini, münasip po-
linomlar›n de¤erlerini hesaplayarak bulabiliriz. Weierstrass Yo-

¤unluk Teoremi denilen bu sonucun benzerlerine asl›nda okur
aflinad›r. Örne¤in, exp fonksiyonu,

polinomlar›n›n her kapal› ve s›n›rl› aral›k üzerinde düzgün limi-
tidir. Ayn› fley, sin ve cos fonksiyonlar› için de geçerlidir:

eflitlikleri (sin ve cos fonksiyonlar›n›n tan›m›ndan dolay›) geçer-
lidir ve limitler her kapal› ve s›n›rl› aral›k üzerinde düzgündür.
[Sonuç 57.2, ya da Teorem 57.3].
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Bu ders notlar›nda görmedi¤imiz Taylor serilerini bilen
okur da bu fikirle aflinad›r. Ama bir fonksiyonun Taylor serisi
olmas› için, fonksiyonun sonsuz kez türevlenebilir olmas› gere-
kir ki birçok sürekli fonksiyon tek bir kez bile türevlenemez.
Ayr›ca fonksiyon sonsuz kez türevlenebilir oldu¤u zaman bile
fonksiyonun Taylor serisi fonksiyona eflit olmayabilir. Örne¤in
x  √x fonksiyonu [0, 1] üzerine süreklidir ama 0’da türevi
yoktur, öte yandan bu fonksiyon Weierstrass Yo¤unluk Teore-
mi’ne göre polinomlar›n düzgün limitidir, nitekim Teorem
65.2’nin alt›nda √x’e [0, 1] üstünde düzgün yak›nsayan poli-
nomlar gördük.

Yukardaki tart›flmadan da anlafl›laca¤› üzere son derece ge-
nel bir teorem sözkonusu.

Teorem 66.1 [Weierstrass, 1885] [a, b] kapal›¤›nda tan›m-

lanm›fl her sürekli fonksiyona polinomiyal fonksiyonlarla düz-

gün yak›nsanabilir; yani e¤er

ƒ : [a, b] 0 !

sürekli bir fonksiyonsa ve < > 0 ise, öyle bir P polinomu vard›r ki

||ƒ $ P|| < <
olur. Bir baflka deyiflle, polinomiyal fonksiyonlar kümesi (Bölüm
56.8’de tan›mlanan) C([a, b]) metrik uzay›nda yo¤undur.

Kan›t: Elbette [a, b] yerine [0, 1] aral›¤›n› alabiliriz. (Neden?) 
ƒ : [0, 1] 0 !

herhangi bir sürekli fonksiyon ve < > 0 olsun. 
‹lk olarak bu fonksiyona çok “yak›n” olan parçal› do¤rusal

bir g fonksiyonu bulal›m. Bulaca¤›m›z bu parçal› do¤rusal g

fonksiyonunun grafi¤i, afla¤›daki flekildeki gibi ƒ’nin küçük ki-
rifllerinden oluflacak. [0, 1] aral›¤›n› öyle küçük aral›klara böle-
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1 Bilenlere: Bu teorem, K yerine, t›k›z ve Hausdorff topolojik uzaylara ve
uygun altcebirlere genellefltirilebilir ve bu genel hali Stone-Weierstrass
Teoremi olarak bilinir. Bir sonraki ders kitab›m›zda teoremi bu genel
haliyle kan›tlayaca¤›z.



ce¤iz ki, yola koyuldu¤umuz ƒ fonksiyonuyla g parçal› do¤rusal
fonksiyonu aras›ndaki mesafe bu küçük aral›klarda en fazla <
olacak. Bunu yapabilir miyiz? Evet! Hem de aral›klar› eflit uzun-
lukta seçerek bile yapabiliriz. Nitekim, K t›k›z oldu¤undan, ƒ
düzgün süreklidir (Teorem 64.6), bir baflka deyiflle öyle bir C > 0
vard›r ki, e¤er |x $ y| < C ise 

|ƒ(x) $ ƒ(y)| < </2 
olur. fiimdi N do¤al say›s›n›

1/N < C
olacak biçimde seçelim ve [0, 1] aral›¤›n› 1/N uzunluktaki ara-
l›klara bölelim. g fonksiyonunu,

aral›¤›nda (n = 0, 1, ..., N $ 1) do¤rusal olacak ve
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eflitlikleri gerçekleflecek biçimde seçelim. E¤er x , In ise,
|x $ n/N| < 1/n < C

oldu¤undan, afla¤›daki “detay” flekilden de görülece¤i üzere,
|ƒ(x) $ g(x)| < </2

olur. Bu dedi¤imiz her In aral›¤›nda böyle oldu¤undan, her 
x , [0, 1] 

için, 
|ƒ(x) $ g(x)| < </2 

olur, yani
||ƒ $ g|| ≤ </2

olur.

fiimdi yukardaki parçal› do¤rusal g fonksiyonuna bir P po-
linomuyla </2 kadar yak›nsamak kald›. Böylece,

||ƒ $ P|| ≤ ||ƒ $ g|| + ||g $ P|| ≤ </2 + </2 = <
olacak ve istedi¤imiz kan›tlanm›fl olacak.

Her parçal› do¤rusal fonksiyonu gibi, g fonksiyonu da son-
lu say›da b, a1, ..., ak, c1, ..., ck için,

olarak yaz›labilir. (Neden? Asl›nda k, N ’ye eflit al›nabilir.) E¤er
her i = 1, ..., n ve her x , [0, 1] için
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|ai|x $ ci| $ Pi(x)| < </2k

eflitsizli¤ini sa¤layan bir Pi polinomu bulabilirsek, o zaman
olur ve dolay›s›yla,

eflitsizli¤ini elde ederiz. Böylece 

polinomunun iflimizi gördü¤ü anlafl›lm›fl olur.

Geriye, verilmifl a ve c say›lar› ve < > 0 için, her x , [0, 1]
için

|a|x $ c | $ p(x)| < <
eflitsizli¤ini sa¤layan bir p polinomu bulmam›z kal›yor. a = 0 ise,
p = 0 olsun. E¤er a / 0 ise, kan›tlamam›z gereken eflitsizli¤i a’ya
bölerek a = 1 varsay›m›n› yapabiliriz. Bölüm 65’in sonundaki
Not 1’de bu ifli c = 0 için yapt›k. fiimdi de¤iflkeni kayd›rarak is-
tedi¤imizi elde edebiliriz. n
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67. Bernstein Polinomlar›

701

G
eçen bölümde , !’nin t›k›z bir altkümesi üzerine tan›m-
lanm›fl her sürekli fonksiyonun polinomlarla tan›mlan-
m›fl bir dizinin düzgün limiti oldu¤unu görmüfltük. Bu

bölümde verilmifl herhangi bir sürekli
ƒ : [0, 1] 0 !

fonksiyonuna yak›nsayan bir polinom dizisini aç›k aç›k bulaca¤›z.
Önce her x , ! ve her n > 0 tamsay›s› için flu eflitli¤i an›m-

satal›m:

fiimdi eflitli¤in sa¤ taraf›nda toplanan ifadeleri ƒ(k/n) say›lar›yla
çarparak toplayal›m:

Bn(ƒ) polinomlar›na, polinomlar› bulan Rus matematikçi Sergei
Natanovich Bernstein (1880-1968) onuruna Bernstein poli-

nomlar› denir. (Alman olan Cantor-Bernstein-Schröder Teore-
mi’nin Felix Bernstein’› ile kar›flt›r›lmamas›...)
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Gelecekte ƒ = Id, yani ƒ(x) = x alaca¤›z ve o zaman Bn(x)(x)
yazaca¤›z. Buradaki birinci x ve ikinci x birbirine kar›flt›r›lma-
mal›. Birinci x, ƒ(x) = x anlam›na kullan›l›yor, ikincisi ise de¤ifl-
ken anlam›na.

Bernstein polinomlar›n›n bariz özellikleri var:
Fonksiyonlar kümesinden polinomlar kümesine giden Bn

fonksiyonu do¤rusald›r, yani her ƒ, g fonksiyonu ve her a, b ger-
çel say›s› için 

Bn(aƒ + bg) = aBn(ƒ) + bBn(g)
olur. Ayr›ca, sabit bir fonksiyonun Bn alt›nda imgesi sabit poli-
nomdur ve sabit de¤iflmez, örne¤in Bn(1) = 1 olur. Ve e¤er ƒ ≤ g
ise, fonksiyon olarak görüldü¤ünde,

Bn(ƒ) ≤ Bn(g)
olur. Son olarak, Bernstein polinomunun tan›m›ndan da kolay-
ca görülece¤i üzere,

|Bn(ƒ)| ≤ Bn(|ƒ|)
olur. Bu özellikleri afla¤›daki son derece ilginç teoremin kan›t›n-
da özgürce kullanaca¤›z.

Teorem 67.1. ƒ : [0, 1] 0 ! sürekli bir fonksiyon olsun. O
zaman,

olur.
Kan›t: < > 0 olsun. Yeterince büyük n göstergeçleri için,

||Bn(ƒ) $ ƒ|| < <
eflitsizli¤inin do¤ru oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. 

ƒ sürekli ve [0, 1] t›k›z oldu¤undan, ƒ düzgün süreklidir (Te-
orem 64.6). Demek ki öyle bir C > 0 vard›r ki, e¤er |x $ a| < C
ise

|ƒ(x) $ ƒ(a)| < </2
olur. 

M = ||ƒ|| = sup{|ƒ(x)| : x , [0, 1]}
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olsun. ƒ, bir t›k›z küme üzerine tan›mlanm›fl sürekli bir fonksi-
yon oldu¤u için M diye bir say› gerçekten vard›r. (Teorem 47.2
ya da Teorem 64.7)

Öte yandan, e¤er |x $ a| > C ise

oldu¤undan,

olur. Demek ki, her x, a , [0, 1] için,

bulunur.
fiimdi a herhangi bir gerçel say› olsun. O zaman,

olur. Sa¤daki Bn(x2) ve Bn(x) terimlerini hesaplayal›m flimdi;
sonra kald›¤›m›z yerden devam edece¤iz.

Sav 1. Bn(x) = x.
Sav 1’in Kan›t›: m = n $ 1 ve # = k $ 1 tan›mlar›yla yapaca-

¤›m›z oldukça basit bir hesap:
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Sav 2’nin Kan›t›: S›ras›yla m = n $ 1, # = k $ 1, p = m $ 1,
r = # $ 1 tan›mlar›n› kullanan belki biraz uzun ama oldukça ba-
sit bir hesap:
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Sav 1’den önce kald›¤›m›z yerden devam edelim:

Bunun özel bir hali olarak, her a , [0, 1] için geçerli olan

eflitsizli¤ini buluruz. E¤er n’yi yeterince büyük al›rsak, mesela

olursa, o zaman

olur ve kan›t›m›z tamamlan›r. n

Dikkat ederseniz, Sav 2’de görülece¤i üzere, ƒ bir polinom
oldu¤unda bile Bn(ƒ), ƒ’ye eflit olmayabiliyor.

Al›flt›rmalar
1. B1(√x), B2(√x), B3(√x) polinomlar›n› hesaplay›n.
2. [0, 1] üzerinde √x’i en fazla 0,001 hatayla hesaplamak

için hangi n için Bn(√x) polinomunu hesaplamal›y›z?

67. Bernstein Polinomlar› 705
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