60. Logaritma ve Us Alma

ogaritmalar degisik yontemlerle tanimlanabilir. Liselerde ta-
melandlgl bigimi,

x =logy<y=10%
bu yollarin bir yandan en kolay: bir yandan da en zorudur. En
kolayidir ¢iinkii dogrudan uygulamaya yoneliktir. En zorudur
ciinkii

1) 107, 102 gibi sayilari tamimlamadan varsayar,

2) Her pozitif y sayisinin 107 gibi bir sayiya esit oldugunu
kanitlamadan varsayar.

Logaritmay: tanimlamanin bir bagka yolu bu notlarda
gormeyecegimiz integral kullanmaktir.

Biz burada logaritmayi nerdeyse liselerde tanimlandig: bigi-
miyle tanimlayacagiz; iki farkimiz olacak (o kadarcik olsun!): 1)
10 tabani yerine e tabani kullanacagiz, 2) Kanitlanmamus olgu-
ya bagvurmayacagiz.

Logaritmayi (ama log’u degil In’yi), exp fonksiyonunun ter-
si olarak tanimlayacagiz. Ama o6nce biraz exp fonksiyonundan
sozedelim.
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60.1. Exp Fonksiyonu
(1) Pozitif bir a sayis1 ve bir g kesirli sayisi igin, a9 sayisini
Onsav 4.7’den sonra tanimlamistik ve ayni sayfadaki Teorem
8’de a4 sayisinin ozelliklerini kanitlamigtik.
(2) Bolim 49°’da pozitif bir a sayisi ve bir r gergel sayisi icin,
a’ sayisini, r’ye yakinsayan herhangi bir (g,,),, kesirli say1 dizi-
si icin,

a” =lim,,_,,, ad
olarak tamimlamistik. Teorem 49.4, r > a” fonksiyonunun
R’den R’ye giden siirekli bir fonksiyon oldugunu soyliyor.

(3) exp x’i bir serinin limiti olarak tanimlamistik ve exp 1’e
e adini vermistik. Sonug 22.5’te her g kesirli sayisi icin,

exp q =ed

esitligini kanitlamistik.

(4) Teorem 43A.1°de (ve Teorem 59.6’da) exp’in surekli bir
fonksiyon oldugunu kanitlamistik.

(5) Teorem 49.2°de R’den R’ye giden ve Q tizerine ayni de-
gerleri veren iki fonksiyonun esit olduklarini kanitlamistik.

Simdi bunlar1 kullanarak asagidaki teoremi kanitlayabiliriz:

Teorem 60.1. Her r gercel sayist icin exp r = e’ olur.

Kanit: Yukardaki 2 ve 4 sayili notlara gore, R’den R’ye gi-
den exp fonksiyonuyla 7 - e’ fonksiyonlari siireklidir ve 3 sayili
nota gore kesirli sayilar tizerine ayni degerleri alirlar. § sayili
nota gore bu fonksiyonlar esittirler. H

60.2. Logaritma
Teorem 60.2 ve Tamim [Logaritmal. exp : R — R>0 fonksi-
yonu stirekli, disbiikey ve artan bir eslemedir. exp fonksiyonun
tersi olarak tanimlanan dogal logaritma fonksiyonu siirekli, icbii-
key ve artan bir eslemedir. Dogal logaritma In olarak yazilir ve
lim

oo IN X =0 ve limy g+ In x = —0

esitliklerini saglar.
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Kanit: exp’in sturekli oldugunu Teorem 43.1’de kanitlamis-
tik. x > 0 iken

n

x
eXPx:ano;21+x2x

oldugundan, Teorem 51.13’e gore,
lim, ., exp x =
olur. Ayrica,
exp(—x) = (exp x)~1 < 1/x
oldugundan (bkz. Sonug 22.1)
lim, , ,expx=0
olur. Aradeger Teoremi’nden dolay1 exp R>0 kiimesindeki tiim
degerleri alir. Dolayisiyla
exp R - R>0
fonksiyonu 6rtendir. Artan oldugunu Sonug 22.3’te kanitlamg-
tik. Demek ki exp : R — R>0 fonksiyonu bir eslemedir. exp
fonksiyonunun tersine In diyelim:
In: R>0 5 R
ve
Iny=x<expx=y
Artan bir fonksiyonun tersi de artan oldugundan, In artan bir
fonksiyondur.
exp’in disbiikey oldugunu Teorem 59.6’da kanitlamistik.
Demek ki Teorem 59.7’ye gore In igbiikey bir fonksiyondur.
exp x = © oldugundan

Ayrica, lim,_,

lim,_,, Inx =
olur ve lim,_,  exp x = 0 oldugundan,
lim, g+ In x = —0

olur. J

In fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir. (Birbirinin tersi
olan fonksiyonlarin grafigi y = x dogrusuna gore birbirinin si-
metrigidirler.)
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60.2. Logaritmanin Ozellikleri
Logaritmanin birkag 6zelligini kanitlayalim. Elbette kanitla-
rimizda logaritmanin tanimina,:
Iny=x<expx=y
formiiliine, yani exp fonksiyonunun ozelliklerine bagvuracagz.
e exp 0 = 1 oldugundan In 1 = 0 olur.
e exp 1 = e oldugundan In e = 1 olur.
e exp fonksiyonu 0’dan buyiik sayilarda 1’den buyiik ve
0’dan kiiguk sayilarda 1’den kiiguik degerler aldigindan,
Iny>0<y>1
onermesi gegerlidir.
®Iny=uxvelny; =xq olsun. (Burada y ve y; pozitif olmak
zorundalar, yoksa esitlikler anlamsiz olur.) Demek ki,
exp X =y Ve exp X1 = Y-
Bu iki esitligi taraf tarafa carpalim:
) (exp x)(exp x1) = yyq
elde ederiz. Ote yandan
(exp x)(exp x1) = exp(x + x1).
Demek ki,
exp(x + xq) = yyy.
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Logaritmanin tanimindan dolayi,

Inyy;=x+x;=Iny+Iny
esitligi gecerlidir. Bir bagka deyisle, nasil exp fonksiyonu topla-
may1 ¢carpmaya donustiirityorsa, exp’in tersi olan In fonksiyonu
da ¢carpmay1 toplamaya doniustiriir. Eger y ve y; negatif deger-
ler alabilirse, yukardaki esitligi,

In lyy{l = In Iyl + In Iyl

olarak yazmak gerekir.

® In y = x ve r bir gergel say1 olsun. Teorem 60.2’den dolay:
eX¥=expx=y.
ve gene Teorem 60.2’den dolayi
exp xr = eX' = (eX)" =y’
(bkz. Sonug 49.5.iv). Demek ki
Iny"=xr=rx=rlny
olur. r = -1 i¢in In(1/y) = —In y elde edilir.
Eger y’nin negatif degerler almasina izin verirsek, yukardaki
esitligi,
Inlyl” = rln Iyl
olarak yazmak gerekir. Ornegin, y’nin negatif olabilecegini goz
ontinde tutarak,
In y2 = 2In lyl
yazmal.

e exp ve In fonksiyonlari birbirlerinin tersi olduklarindan,
her y > 0 i¢in
eny=explny=y
ve her x i¢in
Ine¥=Inexpx=x
olur.
Bulduklarimiz1 6zetleyelim:
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Teorem 60.3. Her x,y € R>0 ve her r € R icin,
i.ln1=0.

il.lne=1.

. Iny>0<y>1.

iv.lnxy =Inx + In y.
v.lny"=rlnyvelne =r.

vi. In(1/y) = —In y.

vii, elny = y.
olur.
60.3. Us Alma
Teorem 60.4. Eger 1 #a > 0 ise
r—=a’

kuraliyla tanmmlanmis R’ den R>0 kiimesine giden fonksiyon dis-
biikey bir eslemedir. Eger a >1 ise fonksiyon artandir, yoksa
azalandir.

Kanit: 7 herhangi bir gercel sayi olsun. O zaman

q? =vii plnar _v prlna _ exp(rlna)
olur. Bundan da r - a” fonksiyonunun
r—>rina

ve exp fonksiyonlarinin bileskesi oldugu anlagilir. Bu iki fonk-
siyon da siirekli olduklarindan, 7 - a” fonksiyonu suireklidir.
Ayrica exp fonksiyonu artan oldugundan (yani siralamay: ko-
rudugundan), r > a’ fonksiyonunun artan ya da azalan olma-
st 7 > rlna fonksiyonunun artan ya da azalan olmasiyla dog-
rudan iligkilidir, ki bu da Ina’nin pozitif ya da negatifligiyle,
yani a’nin 1’den buyiik ya da kiigiik olmasiyla ilgilidir.

Bolim 59.6°da, f(x) fonksiyonuyla f(ax + b) fonksiyonu-
nun i¢/digbiikeyliginin ayni oldugunu soylemistik (kaniti da ko-
laydir), dolayisiyla 7 > a” fonksiyonu aynen exp fonksiyonu gi-

bi digbtikeydir. O



60. Logaritma ve Us Alma 645

Cesitli a > 1 sayilari i¢in 7 > a” fonksiyonlarinin grafikleri
asagida.

60.4. Bagka Tabanlarda Logaritma
In fonksiyonunu yukarda
Iny=x<e¥=y
formiiliiyle tanimlamistik, yani In fonksiyonunu
r—e’
fonksiyonunun tersi olarak tanimlanmisti. Eger e yerine bir bas-
ka a # 1 pozitif sayisi alirsak ne olur? Biseycikler olmaz, sadece
logaritmayi bir bagka tabanda tanimlamis oluruz.
log,: R>0 - R
fonksiyonu R’den R>0 kiimesine giden
r—=a’
kuraliyla tanimlanmig fonksiyonun tersi olsun. Demek ki
log,y=x<a*=y
ve her x > 0 icin
log, a* = x
ve her y i¢in
alog.y =y,
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Aynen In i¢in kanitladigimiz gibi,
log, y"=rlog, y
olur.
Bu arada log, = In esitligine dikkatinizi ¢ekeriz.
log, fonksiyonunu uzun uzun c¢alismaya gerek yok, ¢linkii
log, fonksiyonunu logy, cinsinden yazabiliriz, yeter ki a ve b # 1
olsun:
alog.y =y
esitliginin her iki tarafina logy, fonksiyonunu uygularsak,
logy( al08.7) = y,
yani,
log,y logpa = logyy,
buluruz. Demek ki
log,y = iog—”-
ogy a

Eger b = e alirsak,

log,y = in—y
na
esitligini buluruz.
Son olarak, Teorem 60.4’teki, a > 0 ve x € R igin,
a* = exp(x In a)
esitligine dikkatinizi ¢ekerim. Her iki tarafa da In uygularsak
bunun dogrulugu hemen anlagilir.

Alistirmalar

1%*. f(x) = x Inx fonksiyonunun R>0 iizerine disbiikey oldu-
gunu kanitlayin.

2. Bir [ araliginda tanimlanmig ve pozitif degerler alan bir f
fonksiyonu alalim. Eger log f(x) fonksiyonu digbiikeyse, f’ye
logaritmik digbiikey denir. Logaritmik digbiikey fonksiyonlarin
digbiikey olduklarini kanitlayin. f(x) = x2 fonksiyonunun disbii-
key olmasina kargin logaritmik digbiikey olmadigini gosterin.
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kur herhalde esitsizliklerin analizdeki 6nemini kavra-
Omlgtlr. Bu boliimde analizde 6ne cikan birkag klasik
esitsizligi kanitlayacagiz.
Teorem 61.1 [Jensen Esitsizligi]. I bir aralik ve
f:I->R

disbiikey bir fonksiyon olsun, o zaman her
X1y -y X, € Lve ber ty, ...y t, >0

2 i
Z?:l i

z?:l bixi | _ Z; t; flox;)
Z?:l ti Z,Zl 7

sayilari igin
el
olur ve

f

esitsizligi gecerlidir.

Not 1. Esitsizlik sik sik # + -+ + £, = 1 durumunda ifade edi-
lir. Nitekim esitsizlikte ¢; yerine,
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t:

1

Z:'l:ﬁi

alirsak o zaman daha basit goriinimli olan

f(zzll tixi) <D tiflx)

formiiliinii elde ederiz.

Not 2. Formiuldeki #; sayilarina, x; ve f(x;) sayillarinin agwr-
hiklar: diyebiliriz; o zaman toplamlar agwrlikls ortalamalar ola-
rak algilanabilir, “ortalama aliyoruz ama bazi sayilara digerle-
rinden daha fazla 6nem veriyoruz” anlaminda. Teoreme gore,
eger f digbuikeyse, sayilarin agwlikl ortalamalarimin f-imgesi,
f-imgelerin agirhikl ortalamasindan kigiikesittir.

Not 3. Eger fonksiyon icbiikeyse, esitsizlikler ters cevrilir
elbet.

Teorem 61.1°in Kamiti: Not 1’deki degisikligi yaparak #’le-

rin toplaminin 1 oldugunu varsayabiliriz.
min{x;} < #yxq + -+ + £,X, < max{x;}

oldugundan #yx{ + -+ + t,,x,, € I olur. Esitsizligi » tizerinden tii-
mevarimla kanitlayacagiz. n = 1 durumunda her iki taraf birbi-
rine esittir. 7 = 2 durumu ise aynen digbiikeyligin tanimindan ¢i-
kar. Simdi 7z > 3 olsun ve esitsizligin 7 — 1 i¢in dogru oldugunu
varsayalm. £y + -+ + ¢,y =t ve t,=solsun. O zaman ¢ + s = 1
olur elbette. Hesaplara baglayalim.

f(Z?—ltixi) = f[th__f %xi +an]
<t f{ ;:11 %xi}rs f(x,) < tZ’,i_l L fx;) +sf(x,)

n

= 3 ) + s ) = Yo 8 ()
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Eger heri =1, ..., n icin t; = 1/n alirsak,

1 1
f[;Zi_l xij < ;Zizl f(x;)
formiiliint elde ederiz.
Simdi f(x) = In x olarak alalim, ve x; sayilarini (zorunlu ola-
rak) pozitif alahm. Logaritmanin i¢btikey oldugunu biliyoruz.

Dolayisiyla,
In| lzn X >lzn ln(xA)—lln(x . )—ln[(x e )1/11]
p i )T gy iy L 1%

olur. Logaritma (ya da exp) artan oldugundan, bundan,

Xq 4 Xy,

elde ederiz, ki bu da meshur aritmetik-geometrik ortalama esit-
sizligidir. (Bunun daha basit kanitlar1 vardir.)

Teorem 61.2 [Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi].
Eger x1, ..., x,, sayilar: pozitifse

X1+“'+xn /

olur.

Kanitlayacagimiz bir sonraki esitsizlik Young esitsizligi diye
bilinir.

Teorem 61.3 [Young FEsitsizligi] a ve b > 0 olsun. p ve q sa-
yilari pozitif olsunlar ve

p q

esitsizligini saglasinlar. O zaman
al vl
ab<—+—

p q
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esitsizligi saglanir. Ayrica esitlik sadece ve sadece aP = b1 iken
gecerlidir.
Kanit: Isin piif noktast,
Ina? Inb?

Inab =lna+1nb = +
q

esitligi.

In fonksiyonun icbtikeyliginden, eger ¢ ve s sayilari ¢ + s = 1
esitligini saghyorlarsa ve a, B > 0 ise

In(ta + sB) < tlna + slnP
elde ederiz. Ayrica, In keskin i¢btikey oldugundan, esitlik ancak
ve ancak a = B ise gegerlidir. o ve B yerine sirasiyla a? ve b4 ko-
yarsak,
In(tal + sbq) < tlnaP + slnbq

elde ederiz, ve esitlik ancak ve ancak a? = b4 ise gecerlidir. Sim-
di de t = 1/p ve s = 1/q alalm. Ilk buldugumuz esitlikten devam
edelim:

P q p q
lnabzlna+lnb=lna +lnb <In| a_+b_
p q p q

elde ederiz. In artan oldugundan istedigimiz esitsizligi elde ede-
riz. Ayrica In keskin artan oldugundan, esitlik ancak ve ancak
al = b4 ise gegerlidir. H

Not 1. Teoremdeki p ve g sayilarinin mecburen 1’den buiyiik
olduklarini gozlemleyin.
Not 2. p = g = 2 ilging bir 6zel haldir.

Alistirmalar
1. p = g = 2 icin Teorem 61.1’in ne diyor?
2. Her sey Teorem 61.3’teki gibi olsun, bir de ayrica ¢ > 0
olsun. O zaman,

+—
p &l Pq
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esitsizligini kanitlayin.
3. Teorem 61.3%1 a, b ve p, g sayilari icin degil de,
A1y 4y vy 4, 20
sayilari ve

esitligini saglayan pq, py, ..., p,, > 0 sayilari i¢in kanitlayimn.

Teorem 61.4 [Holder Esitsizligi]. x1, x7, ..., X,, V€ ¥1, Y25 s ¥y,
pozitif gercel sayilar olsun. p ve q sayilar: pozitif olsunlar ve
l + l — 1
p q

esitsizligini saglasinlar. O zaman

1/p 1/q
z:-z:l x;Yi < (Z,Zl xipj (Z:’zﬂ yiq)

olur.
Kamit: x; ve y; yerine sirasiyla,

Xi Yi
. VP Ve K
(zizlxi ) (Zizlyi )
yazarak (burasi 6nemli!)

Z?:l xf = Z?ﬂyiq =1

varsayimini yapabiliriz. Bu asamada, artik,

n
Zi:l x;y; <1

esitsizligini kanitlamaliyiz. Young esitsizligine gore, her i = 1, 2,

vy 7 IGIN
p q
X+ :
xpy; S 4 2
p q

olur. Bu esitsizlikleri taraf tarafa toplarsak,
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Zizlxtyz —Z: +Z':

=1 p i=1 q
- _Z, -1 z _Z 1)/ i 6] =1
buluruz, ki bu da istedlglmlz e§1t31zhkt1r. O

Meshur Cauchy-Schwarz Esitsizligi, Holder esitsizliginin
p = q = 2
durumudur:

X1 X2y wews Xpy VE Y15 Y2y wevs Vg
gercel sayilarsa

n 2 < n 2 n 2
2y | < 2w | i)
Bunun guizel bir kanit1 vardir, vermeden gecemeyecegiz. z bir

bilinmeyen olsun ve ikinci dereceden olan su polinoma bakalim:

(12 + y1)% + - + (x,2 + ¥,,)%
Bu polinomun en fazla tek bir kokii olabileceginden (o da

yi/xq = ... = y,/x,
ise), polinomun diskriminanti 0’dan kiiciikesit olmalidir. Bu po-

(Z?_l x,-z)z2 + 2(27_1 X;V; )z + (Z?_l yiz)

bi¢iminde yazilabilir. Bu polinomun diskriminantinin dortte biri,

(o) (i (Z?)

dir ve 0’dan kiiciikesit olmalidur. O

linom

Teorem 61.5 [Minkowski Esitsizligi]. x1, x, ..., X,,, Y1, ¥2,
oYV, 2 0vep21olsun. O zaman,

(o) (S ()

olur.
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Kanit: g sayisin1 1/g + 1/p = 1 olacak sekilde tanimlayalim
ve biraz onceki Holder esitsizligini dogru yerde (i¢iinci satir-
dan dordincii satira gecerken, tam iki kez) kullanalim:

Z; (xi Vi )p = 27:1 (xi +y,-)p_1(x,- +yl»)
= Z (‘xl xz +)’1 p1 +Y; (xi +y; )P_l)
- Z:l:l xi(x; +j )p_ + 27:1 yi(xi+y:)

1 1

(St At [ )

1 1 1

(Zl’.’zle )P{Z; v/ jp (Z:lzl(xz 7 )p)l_p

En sagdaki (en agsagidaki) terimi en sola (en yukariya) gegirirsek,

IA

istedigimizi elde ederiz. [l

Eger p = 2 alirsak, Minkowski esitsizligi # boyutlu R” uzayin-
da ticgen esitsizligi olarak bilinir: Bir ti¢ggenin iki kenarinin uzun-
luklarinin toplamui tigiinciistiniin uzunlugundan kiiciik olamaz.

Minkowski esitsizligi 0 ile 1 arasindaki hicbir p sayisi icin
gecerli degildir. (Okura alistirma).

Sonu¢ 61.6.0<p <1 vex,y=0 olsun. O zaman
(x + y)P < xP + yP
olur.

Kanit: z = y/x alarak (1 + 2)? <1 + z? esitsizligini kanitlamak
yeterli. z = tU/P ve r = 1/p > 1 alarak, (1 + t")1/7 < 1 + t esitsizli-
gini kanitlamak yeterli. Teorem 61.5’te x; = 1, y; = 0, x, = 0,
y, = t alirsak istedigimizi elde ederiz. H
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Teorem 61.7 [Mahler Esitsizligi]. x{, x5, ..., X,, V€ Y1, V25 «ovs
y,, poxzitif gercel sayiar olsun. O zaman,

n 1/ n 1/ n 1/
rhﬂWk+m)n2ILﬂxkn+rhﬂﬂn

olur.
Kanit: Aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden dolay:

1/n 1
X; X;
R e

xX;ty; Xty

ve

1/n
n i 1 n i
Hil(y—J = _Zi :

-1
X; + Vi n X; + Yi
olur. Bu ikisini toplarsak,

1/n 1/n
" Xi +117 i <1
i=1 i=1

xX; Ty Xty

elde ederiz. []

Teorem 61.8. Eger 0 < x < 1ve 0 <7 <sise,
(1- xr)l/r <(1- xs)l/s
olur.

Kanit: x > x1/7 siirekli bir fonksiyondur (Teorem 59.5 ve
59.9). Dolayisiyla esitligi x yerine x /7 i¢in kanitlamak yeterlidir.
O zaman egitsizlik

(1- x)l/r <(1- xs/r)l/s

esitsizligine donusiir. # = s/r > 1 dersek,

(1—x)u <1 — xt
esitsizligini kanitlamamiz gerektigini gortriiz. Gene tis alma
fonksiyonunun siirekliliginden ve kesirli sayilarin yogunlugun-
dan dolayi, bu son esitsizligi kesirli # sayilari icin kanitlamak ye-
terli. ¢ > p > 0 dogal sayilar icin # = g/p olsun.

(1 -x)aP <1 — xa/p
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esitsizligini kanitlamaliyiz. x yerine x? koyarsak,

(1 —xP)a < (1 —x9)P
esitsizligini kanitlamamiz gerektigini goririiz. Bunu, p’yi sabit-
leyip g tizerine timevarimla kanitlayacagiz. ¢ = p igin sorun
yok. Tumevarim adimina baslamadan once,

b q 1-x p
1-xF <1<|1+x
1—x1

esitsizliginden, paydalar: esitleyerek
(1 — x2)P(1 — xP) < (1 — x9+1)p
esitsizligini elde edelim. Simdi hem bunu hem de tiimevarim var-
saymmini kullanarak,
(1 - xP)8+1 = (1 = x0)a(1 - xP)
< (1 -x9)P(1 — xP) < (1 — x9+1)p
olur. Teorem kanitlanmustir. [l



