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Logaritmalar de¤iflik yöntemlerle tan›mlanabilir. Liselerde ta-
n›mland›¤› biçimi,

x = log y 8 y = 10x,
bu yollar›n bir yandan en kolay› bir yandan da en zorudur. En
kolay›d›r çünkü do¤rudan uygulamaya yöneliktir. En zorudur
çünkü 

1) 10-, 10√2 gibi say›lar› tan›mlamadan varsayar, 
2) Her pozitif y say›s›n›n 10- gibi bir say›ya eflit oldu¤unu

kan›tlamadan varsayar. 
Logaritmay› tan›mlaman›n bir baflka yolu bu notlarda

görmeyece¤imiz integral kullanmakt›r. 
Biz burada logaritmay› nerdeyse liselerde tan›mland›¤› biçi-

miyle tan›mlayaca¤›z; iki fark›m›z olacak (o kadarc›k olsun!): 1)
10 taban› yerine e taban› kullanaca¤›z, 2) Kan›tlanmam›fl olgu-
ya baflvurmayaca¤›z.

Logaritmay› (ama log’u de¤il ln’yi), exp fonksiyonunun ter-
si olarak tan›mlayaca¤›z. Ama önce biraz exp fonksiyonundan
sözedelim.



60.1. Exp Fonksiyonu
(1) Pozitif bir a say›s› ve bir q kesirli say›s› için, aq say›s›n›

Önsav 4.7’den sonra tan›mlam›flt›k ve ayn› sayfadaki Teorem
8’de aq say›s›n›n özelliklerini kan›tlam›flt›k. 

(2) Bölüm 49’da pozitif bir a say›s› ve bir r gerçel say›s› için,
a r say›s›n›, r’ye yak›nsayan herhangi bir (qn)n kesirli say› dizi-
si için, 

a r = limn01 aqn

olarak tan›mlam›flt›k. Teorem 49.4, r  a r fonksiyonunun
!’den !’ye giden sürekli bir fonksiyon oldu¤unu söylüyor.

(3) exp x’i bir serinin limiti olarak tan›mlam›flt›k ve exp 1’e
e ad›n› vermifltik. Sonuç 22.5’te her q kesirli say›s› için,

exp q = eq

eflitli¤ini kan›tlam›flt›k.
(4) Teorem 43A.1’de (ve Teorem 59.6’da) exp’in sürekli bir

fonksiyon oldu¤unu kan›tlam›flt›k.
(5) Teorem 49.2’de !’den !’ye giden ve $ üzerine ayn› de-

¤erleri veren iki fonksiyonun eflit olduklar›n› kan›tlam›flt›k. 
fiimdi bunlar› kullanarak afla¤›daki teoremi kan›tlayabiliriz:

Teorem 60.1. Her r gerçel say›s› için exp r = e r olur.
Kan›t: Yukardaki 2 ve 4 say›l› notlara göre, !’den !’ye gi-

den exp fonksiyonuyla r er fonksiyonlar› süreklidir ve 3 say›l›
nota göre kesirli say›lar üzerine ayn› de¤erleri al›rlar. 5 say›l›
nota göre bu fonksiyonlar eflittirler. n

60.2. Logaritma
Teorem 60.2 ve Tan›m [Logaritma]. exp : ! 0 !>0 fonksi-

yonu sürekli, d›flbükey ve artan bir efllemedir. exp fonksiyonun

tersi olarak tan›mlanan 
������������	�fonksiyonu sürekli, içbü-

key ve artan bir efllemedir. Do¤al logaritma ln olarak yaz›l›r ve

limx01 ln x = 1 ve limx00! ln x = $1
eflitliklerini sa¤lar. 
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Kan›t: exp’in sürekli oldu¤unu Teorem 43.1’de kan›tlam›fl-
t›k. x > 0 iken

oldu¤undan, Teorem 51.13’e göre,
limx01 exp x = 1

olur. Ayr›ca,
exp($x) = (exp x)$1 ≤ 1/x

oldu¤undan (bkz. Sonuç 22.1)
limx0$1 exp x = 0

olur. Arade¤er Teoremi’nden dolay› exp !>0 kümesindeki tüm
de¤erleri al›r. Dolay›s›yla

exp ! 0 !>0

fonksiyonu örtendir. Artan oldu¤unu Sonuç 22.3’te kan›tlam›fl-
t›k. Demek ki exp : ! 0 !>0 fonksiyonu bir efllemedir. exp
fonksiyonunun tersine ln diyelim:

ln : !>0 0 !

ve 
ln y = x 8 exp x = y

Artan bir fonksiyonun tersi de artan oldu¤undan, ln artan bir
fonksiyondur.

exp’in d›flbükey oldu¤unu Teorem 59.6’da kan›tlam›flt›k.
Demek ki Teorem 59.7’ye göre ln içbükey bir fonksiyondur.
Ayr›ca, limx01 exp x = 1 oldu¤undan

limx01 ln x = 1
olur ve limx0$1 exp x = 0 oldu¤undan,

limx00! ln x = $1
olur. n

ln fonksiyonunun grafi¤i afla¤›daki gibidir. (Birbirinin tersi
olan fonksiyonlar›n grafi¤i y = x do¤rusuna göre birbirinin si-
metri¤idirler.)
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60.2. Logaritman›n Özellikleri
Logaritman›n birkaç özelli¤ini kan›tlayal›m. Elbette kan›tla-

r›m›zda logaritman›n tan›m›na,:
ln y = x 8 exp x = y

formülüne, yani exp fonksiyonunun özelliklerine baflvuraca¤›z.
• exp 0 = 1 oldu¤undan ln 1 = 0 olur.
• exp 1 = e oldu¤undan ln e = 1 olur.
• exp fonksiyonu 0’dan büyük say›larda 1’den büyük ve

0’dan küçük say›larda 1’den küçük de¤erler ald›¤›ndan,
ln y ≥ 0 8 y ≥ 1

önermesi geçerlidir.
• ln y = x ve ln y1 = x1 olsun. (Burada y ve y1 pozitif olmak

zorundalar, yoksa eflitlikler anlams›z olur.) Demek ki,
exp x = y ve exp x1 = y1.

Bu iki eflitli¤i taraf tarafa çarpal›m:
(exp x)(exp x1) = yy1

elde ederiz. Öte yandan 
(exp x)(exp x1) = exp(x + x1).

Demek ki,
exp(x + x1) = yy1.
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Logaritman›n tan›m›ndan dolay›,
ln yy1 = x + x1 = ln y + ln y1

eflitli¤i geçerlidir. Bir baflka deyiflle, nas›l exp fonksiyonu topla-
may› çarpmaya dönüfltürüyorsa, exp’in tersi olan ln fonksiyonu
da çarpmay› toplamaya dönüfltürür. E¤er y ve y1 negatif de¤er-
ler alabilirse, yukardaki eflitli¤i,

ln |yy1| = ln |y| + ln |y1|
olarak yazmak gerekir.

• ln y = x ve r bir gerçel say› olsun. Teorem 60.2’den dolay›
ex = exp x = y.

ve gene Teorem 60.2’den dolay›
exp xr = exr = (ex) r = y r

(bkz. Sonuç 49.5.iv). Demek ki
ln y r = xr = rx = r ln y

olur. r = $1 için ln(1/y) = $ln y elde edilir.
E¤er y’nin negatif de¤erler almas›na izin verirsek, yukardaki

eflitli¤i,
ln |y | r = r ln |y|

olarak yazmak gerekir. Örne¤in, y’nin negatif olabilece¤ini göz
önünde tutarak,

ln y2 = 2ln |y|
yazmal›.

• exp ve ln fonksiyonlar› birbirlerinin tersi olduklar›ndan,
her y > 0 için

eln y = exp ln y = y
ve her x için

ln ex = ln exp x = x
olur.

Bulduklar›m›z› özetleyelim:
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Teorem 60.3. Her x, y , !>0 ve her r , ! için,
i. ln 1 = 0.
ii. ln e = 1.
iii. ln y ≥ 0 8 y ≥ 1.
iv. ln xy = ln x + ln y.
v. ln y r = r ln y ve ln er = r .
vi. ln(1/y) = $ln y.
vii. eln y = y.

olur.

60.3. Üs Alma
Teorem 60.4. E¤er 1 / a > 0 ise

r a r

kural›yla tan›mlanm›fl !’den !>0 kümesine giden fonksiyon d›fl-

bükey bir efllemedir. E¤er a >1 ise fonksiyon artand›r, yoksa

azaland›r.
Kan›t: r herhangi bir gerçel say› olsun. O zaman

a r =vii e ln a r =v e r ln a = exp(r ln a)
olur. Bundan da r ar fonksiyonunun

r r ln a

ve exp fonksiyonlar›n›n bileflkesi oldu¤u anlafl›l›r. Bu iki fonk-
siyon da sürekli olduklar›ndan, r  a r fonksiyonu süreklidir.
Ayr›ca exp fonksiyonu artan oldu¤undan (yani s›ralamay› ko-
rudu¤undan), r  a r fonksiyonunun artan ya da azalan olma-
s› r  r ln a fonksiyonunun artan ya da azalan olmas›yla do¤-
rudan iliflkilidir, ki bu da ln a’n›n pozitif ya da negatifli¤iyle,
yani a ’n›n 1’den büyük ya da küçük olmas›yla ilgilidir.

Bölüm 59.6’da, ƒ(x) fonksiyonuyla ƒ(ax + b) fonksiyonu-
nun iç/d›flbükeyli¤inin ayn› oldu¤unu söylemifltik (kan›t› da ko-
layd›r), dolay›s›yla r a r fonksiyonu aynen exp fonksiyonu gi-
bi d›flbükeydir. n
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Çeflitli a > 1 say›lar› için r  a r fonksiyonlar›n›n grafikleri
afla¤›da.

60.4. Baflka Tabanlarda Logaritma
ln fonksiyonunu yukarda

ln y = x 8 ex = y
formülüyle tan›mlam›flt›k, yani ln fonksiyonunu

r e r

fonksiyonunun tersi olarak tan›mlanm›flt›. E¤er e yerine bir bafl-
ka a / 1 pozitif say›s› al›rsak ne olur? Bifleycikler olmaz, sadece
logaritmay› bir baflka tabanda tan›mlam›fl oluruz.

loga : !>0 0 !

fonksiyonu !’den !>0 kümesine giden 
r a r

kural›yla tan›mlanm›fl fonksiyonun tersi olsun. Demek ki 
loga y = x 8 ax = y

ve her x > 0 için 
loga ax = x

ve her y için
a loga y = y.

60. Logaritma ve Üs Alma 645

1

1 e

a
b

c y = ax

y = bx

y = cx

y = 1/ax

y = 1/bx

y = 1



Aynen ln için kan›tlad›¤›m›z gibi,
loga y r = r loga y

olur.
Bu arada loge = ln eflitli¤ine dikkatinizi çekeriz.
loga fonksiyonunu uzun uzun çal›flmaya gerek yok, çünkü

loga fonksiyonunu logb cinsinden yazabiliriz, yeter ki a ve b / 1
olsun:

a loga y = y
eflitli¤inin her iki taraf›na logb fonksiyonunu uygularsak,

logb( a loga y) = y,
yani,

loga y logb a = logb y,
buluruz. Demek ki

E¤er b = e al›rsak,

eflitli¤ini buluruz.
Son olarak, Teorem 60.4’teki, a ≥ 0 ve x , ! için,

ax = exp(x ln a)
eflitli¤ine dikkatinizi çekerim. Her iki tarafa da ln uygularsak
bunun do¤rulu¤u hemen anlafl›l›r.

Al›flt›rmalar
1*. ƒ(x) = x lnx fonksiyonunun !>0 üzerine d›flbükey oldu-

¤unu kan›tlay›n.
2. Bir I aral›¤›nda tan›mlanm›fl ve pozitif de¤erler alan bir ƒ

fonksiyonu alal›m. E¤er log ƒ(x) fonksiyonu d›flbükeyse, ƒ’ye
logaritmik d›flbükey denir. Logaritmik d›flbükey fonksiyonlar›n
d›flbükey olduklar›n› kan›tlay›n. ƒ(x) = x2 fonksiyonunun d›flbü-
key olmas›na karfl›n logaritmik d›flbükey olmad›¤›n› gösterin.
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61. Eflitsizlikler Geçidi

O
kur herhalde eflitsizliklerin analizdeki önemini kavra-
m›flt›r. Bu bölümde analizde öne ç›kan birkaç klasik
eflitsizli¤i kan›tlayaca¤›z.

Teorem 61.1 [Jensen Eflitsizli¤i]. I bir aral›k ve

ƒ : I 0 !

d›flbükey bir fonksiyon olsun, o zaman her 

x1, ..., xn , I ve her t1, ..., tn > 0
say›lar› için

olur ve 

eflitsizli¤i geçerlidir.

Not 1. Eflitsizlik s›k s›k t1 + " + tn = 1 durumunda ifade edi-
lir. Nitekim eflitsizlikte ti yerine,
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al›rsak o zaman daha basit görünümlü olan

formülünü elde ederiz.
Not 2. Formüldeki ti say›lar›na, xi ve ƒ(xi) say›lar›n›n a¤›r-

l›klar› diyebiliriz; o zaman toplamlar a¤›rl›kl› ortalamalar ola-
rak alg›lanabilir, “ortalama al›yoruz ama baz› say›lara di¤erle-
rinden daha fazla önem veriyoruz” anlam›nda. Teoreme göre,
e¤er ƒ d›flbükeyse, say›lar›n a¤›rl›kl› ortalamalar›n›n ƒ-imgesi,
ƒ-imgelerin a¤›rl›kl› ortalamas›ndan küçükeflittir.

Not 3. E¤er fonksiyon içbükeyse, eflitsizlikler ters çevrilir
elbet.

Teorem 61.1’in Kan›t›: Not 1’deki de¤iflikli¤i yaparak t ’le-
rin toplam›n›n 1 oldu¤unu varsayabiliriz.

min{xi} ≤ t1x1 + " + tnxn ≤ max{xi}
oldu¤undan t1x1 + " + tnxn , I olur. Eflitsizli¤i n üzerinden tü-
mevar›mla kan›tlayaca¤›z. n = 1 durumunda her iki taraf birbi-
rine eflittir. n = 2 durumu ise aynen d›flbükeyli¤in tan›m›ndan ç›-
kar. fiimdi n ≥ 3 olsun ve eflitsizli¤in n $ 1 için do¤ru oldu¤unu
varsayal›m. t1 + " + tn$1 = t ve tn = s olsun. O zaman t + s = 1
olur elbette. Hesaplara bafllayal›m.
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E¤er her i = 1, ..., n için ti = 1/n al›rsak,

formülünü elde ederiz.
fiimdi ƒ(x) = ln x olarak alal›m, ve xi say›lar›n› (zorunlu ola-

rak) pozitif alal›m. Logaritman›n içbükey oldu¤unu biliyoruz.
Dolay›s›yla,

olur. Logaritma (ya da exp) artan oldu¤undan, bundan,

elde ederiz, ki bu da meflhur aritmetik-geometrik ortalama eflit-

sizli¤idir. (Bunun daha basit kan›tlar› vard›r.)

Teorem 61.2 [Aritmetik-Geometrik Ortalama Eflitsizli¤i].
E¤er x1, ..., xn say›lar› pozitifse

olur.

Kan›tlayaca¤›m›z bir sonraki eflitsizlik Young eflitsizli¤i diye
bilinir.

Teorem 61.3 [Young Eflitsizli¤i] a ve b ≥ 0 olsun. p ve q sa-

y›lar› pozitif olsunlar ve

eflitsizli¤ini sa¤las›nlar. O zaman
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eflitsizli¤i sa¤lan›r. Ayr›ca eflitlik sadece ve sadece ap = bq iken

geçerlidir.
Kan›t: ‹flin püf noktas›,

eflitli¤i. 
ln fonksiyonun içbükeyli¤inden, e¤er t ve s say›lar› t + s = 1

eflitli¤ini sa¤l›yorlarsa ve +, 4 > 0 ise
ln(t+ + s4) ≤ t ln+ + s ln4

elde ederiz. Ayr›ca, ln keskin içbükey oldu¤undan, eflitlik ancak
ve ancak + = 4 ise geçerlidir. + ve 4 yerine s›ras›yla ap ve bq ko-
yarsak,

ln(tap + sbq) ≤ t lnap + s lnbq

elde ederiz, ve eflitlik ancak ve ancak ap = bq ise geçerlidir. fiim-
di de t = 1/p ve s = 1/q alal›m. ‹lk buldu¤umuz eflitlikten devam
edelim:

elde ederiz. ln artan oldu¤undan istedi¤imiz eflitsizli¤i elde ede-
riz. Ayr›ca ln keskin artan oldu¤undan, eflitlik ancak ve ancak
ap = bq ise geçerlidir. n

Not 1. Teoremdeki p ve q say›lar›n›n mecburen 1’den büyük
olduklar›n› gözlemleyin. 

Not 2. p = q = 2 ilginç bir özel haldir.

Al›flt›rmalar
1. p = q = 2 için Teorem 61.1’in ne diyor?
2. Her fley Teorem 61.3’teki gibi olsun, bir de ayr›ca < > 0

olsun. O zaman,
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eflitsizli¤ini kan›tlay›n.
3. Teorem 61.3’ü a, b ve p, q say›lar› için de¤il de, 

a1, a2, ..., an ≥ 0 
say›lar› ve

eflitli¤ini sa¤layan p1, p2, ..., pn > 0 say›lar› için kan›tlay›n. 

Teorem 61.4 [Hölder Eflitsizli¤i]. x1, x2, ..., xn ve y1, y2, ..., yn

pozitif gerçel say›lar olsun. p ve q say›lar› pozitif olsunlar ve

eflitsizli¤ini sa¤las›nlar. O zaman

olur.
Kan›t: xi ve yi yerine s›ras›yla,

yazarak (buras› önemli!)

varsay›m›n› yapabiliriz. Bu aflamada, art›k,

eflitsizli¤ini kan›tlamal›y›z. Young eflitsizli¤ine göre, her i = 1, 2,
..., n için

olur. Bu eflitsizlikleri taraf tarafa toplarsak,
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buluruz, ki bu da istedi¤imiz eflitsizliktir. n

Meflhur Cauchy-Schwarz Eflitsizli¤i, Hölder eflitsizli¤inin 
p = q = 2 

durumudur: 
x1, x2, ..., xn ve y1, y2, ..., yn

gerçel say›larsa

Bunun güzel bir kan›t› vard›r, vermeden geçemeyece¤iz. z bir
bilinmeyen olsun ve ikinci dereceden olan flu polinoma bakal›m:

(x1z + y1)2 + " + (xnz + yn)2.
Bu polinomun en fazla tek bir kökü olabilece¤inden (o da 

y1/x1 = ... = yn/xn

ise), polinomun diskriminant› 0’dan küçükeflit olmal›d›r. Bu po-
linom

biçiminde yaz›labilir. Bu polinomun diskriminant›n›n dörtte biri,

dir ve 0’dan küçükeflit olmal›d›r. n

Teorem 61.5 [Minkowski Eflitsizli¤i]. x1, x2, ..., xn, y1, y2,
..., yn ≥ 0 ve p ≥ 1 olsun. O zaman,

olur.
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Kan›t: q say›s›n› 1/q + 1/p = 1 olacak flekilde tan›mlayal›m
ve biraz önceki Hölder eflitsizli¤ini do¤ru yerde (üçüncü sat›r-
dan dördüncü sat›ra geçerken, tam iki kez) kullanal›m:

En sa¤daki (en afla¤›daki) terimi en sola (en yukar›ya) geçirirsek,
istedi¤imizi elde ederiz. n

E¤er p = 2 al›rsak, Minkowski eflitsizli¤i n boyutlu !n uzay›n-
da üçgen eflitsizli¤i olarak bilinir: Bir üçgenin iki kenar›n›n uzun-
luklar›n›n toplam› üçüncüsünün uzunlu¤undan küçük olamaz.

Minkowski eflitsizli¤i 0 ile 1 aras›ndaki hiçbir p say›s› için
geçerli de¤ildir. (Okura al›flt›rma).

Sonuç 61.6. 0 ≤ p < 1 ve x, y ≥ 0 olsun. O zaman

(x + y)p ≤ xp + yp

olur.
Kan›t: z = y/x alarak (1 + z)p ≤ 1 + zp eflitsizli¤ini kan›tlamak

yeterli. z = t1/p ve r = 1/p > 1 alarak, (1 + t r)1/r ≤ 1 + t eflitsizli-
¤ini kan›tlamak yeterli. Teorem 61.5’te x1 = 1, y1 = 0, x2 = 0,
y2 = t al›rsak istedi¤imizi elde ederiz. n
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Teorem 61.7 [Mahler Eflitsizli¤i]. x1, x2, ..., xn ve y1, y2, ...,
yn pozitif gerçel say›lar olsun. O zaman,

olur.
Kan›t: Aritmetik-geometrik ortalama eflitsizli¤inden dolay›

ve

olur. Bu ikisini toplarsak,

elde ederiz. n

Teorem 61.8. E¤er 0 < x < 1 ve 0 < r ≤ s ise,
(1 $ xr)1/r ≤ (1 $ xs)1/s

olur.
Kan›t: x  x1/r sürekli bir fonksiyondur (Teorem 59.5 ve

59.9). Dolay›s›yla eflitli¤i x yerine x1/r için kan›tlamak yeterlidir.
O zaman eflitsizlik

(1 $ x)1/r ≤ (1 $ xs/r)1/s

eflitsizli¤ine dönüflür. u = s/r ≥ 1 dersek,
(1 $ x)u ≤ 1 $ xu

eflitsizli¤ini kan›tlamam›z gerekti¤ini görürüz. Gene üs alma
fonksiyonunun süreklili¤inden ve kesirli say›lar›n yo¤unlu¤un-
dan dolay›, bu son eflitsizli¤i kesirli u say›lar› için kan›tlamak ye-
terli. q ≥ p > 0 do¤al say›lar için u = q/p olsun. 

(1 $ x)q/p ≤ 1 $ xq/p
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eflitsizli¤ini kan›tlamal›y›z. x yerine xp koyarsak,
(1 $ xp)q ≤ (1 $ xq)p

eflitsizli¤ini kan›tlamam›z gerekti¤ini görürüz. Bunu, p’yi sabit-
leyip q üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. q = p için sorun
yok. Tümevar›m ad›m›na bafllamadan önce,

eflitsizli¤inden, paydalar› eflitleyerek
(1 $ xq)p(1 $ xp) ≤ (1 $ xq+1)p

eflitsizli¤ini elde edelim. fiimdi hem bunu hem de tümevar›m var-
say›m›n› kullanarak,

(1 $ xp)q+1 = (1 $ xp)q(1 $ xp) 
≤ (1 $ xq)p(1 $ xp) ≤ (1 $ xq+1)p

olur. Teorem kan›tlanm›flt›r. n
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