58. Trigonometrik
Fonksiyonlar ve Pi Sayisi

Siniis ve kosintis fonksiyonlarini gegmiste bir seri olarak ta-
nimlamigtik. Tanimlart animsatalim:

2i+1 3 5
SRV N 1l X
sinx =2/ (=1 Qv 3 s
2 2 4
N X XX
cosx =2 i (1 Qi 2 4

Tabii aslinda, tanimlar soyle:

. . . ; x2i+1
sinx =lim,,_,., Zz‘:O(_l) i)

2i
. j X
cosx =lim,,_,, Z?:O(—l)l (ZW

Bu boliimde siniis ve kosintis fonksiyonlarinin temel birkag
ozelligini bulacagiz ve m sayisini tanimlayacagz.

Serilerin kismi toplaminda x = 0 alirsak,

sin(0=0vecos0=1

buluruz.

Ayrica sin x ve cos x sayilarinin her x gergel sayisi igin oldu-
gunu gozlemleyelim, yani yukardaki seriler her x € R i¢in yakin-
saktir, hatta mutlak yakinsaktir. Bu D’alembert Kistasi’ndan he-
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men ¢ikar (bkz. Teorem 32.1). Dolayisiyla yukardaki sin ve cos
serileri R’den R’ye giden birer fonksiyon tanimlarlar. Ama nok-
tasal yakinsakliktan c¢ok daha iyisini kamitlamistik gecen
boliimde: sin x ve cos x serilerinin kismi toplamlari sin ve cos
fonksiyonlarma her sinirl kiimede diizgiin yakinsarlar; dolayi-
styla sin ve cos fonksiyonlar: her yerde stireklidir (Sonug 57.5).
Serilere bakinca hemen goriilecegi tizere,
sin(—x) = —sin x ve Cos(—xX) = cos x
olur; 6rnegin,

Sln(_x) = llmn—)oo Zi:o (_1) m
| } i x2i+l .
=—lim,_,, Z,’:O =1 Qi+1) o

Yani siniis tek bir fonksiyondur, kosiniis ise ¢ift. Bir bagka de-
yisle siniis fonksiyonunun grafigi O(0, 0) noktasina gore simet-
riktir ve kosiniis fonksiyonunun grafigi y eksenine gore simet-
riktir. Butiin bunlardan, sintis ve kosintis fonksiyonlarint x > 0
iken anlamanin yeterli oldugunu gosterir.

Simdi ¢ok yararh iki esitlik kanitlayalim:

Teorem 58.1. Her x, y € R icin asagidaki esitlikler gecerlidir:
sin(x + y) = sin x cOS y + sin y COS X,
cos(x + y) = cos x cOs y — sin y sin X.

Kanit: Bu esitlikler Teorem 31.6’da agiklanan “Cauchy car-
pimi”ndan ¢ikar. Cauchy ¢arpimini kullanarak sin x cos y ve
sin y cos x serilerini hesaplayalim ve bulduklarimizi toplayalim.
Sansimiz yaver giderse sin(x + y) bulacagiz.

Once sin x cos y’yi hesaplamak amaciyla,

; yZz
2i)1

x;=0, y2i=(-1)

; x2i+1
X241 = (1) i

¥2i+1 =0
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alalm. O zaman, teoremdeki 2y,
Rk = Zi+/=k XiVj = Zi+/=k, i ek, j cife¥iYj

olur. Dolaysiyla k ciftse z;, = 0°dir. Simdi &£’nin tek oldugunu
varsayip ve k yerine 2k+1 alip z5;,1’1 hesaplayalim:

k
R2k+1 = Zi=0x2i+13’2(k—i)
. 2i+1 ) 2(k—i)
D SN | S S A
=0 (27 + 1) 2k —i))!

:Zk (_1)k x2i+1 yzk—Zz'
i=0 Qi +1)! 2k - 2i)!

x 2i+1 y 2k—2i

ek (2k+1)
-1 .
2 2+ 112k -2i)! (2k+1)!
(0 ok (2k+1) 2 ok
2k +1)!Zi=0(2z'+1 oy
Bu toplami soyle de yazabiliriz:

k
(=) 2k+1) , ,
k1 = (ZIQ—+1)!Z”+U22k+1’ utek| 4 oy

Demek ki Teorem 31.6’ya gore, sin x cos y, yukardaki bu
241 lerin toplamudir.

Bunu aklimizda tutup ayni yontemle sin y cos x serisini he-
saplayalim. Hesaplari yeniden yapmaya gerek yok; yukardaki
formiilde x ile y’yi degistirelim: sin y cos x, asagidaki ¢, lerin
toplamudir.

~ (—1)* 2k+1) , ,
Dokt = (zk +1)!Zu+1/:2k+1, u tek u yox

(1 2k+1) , ,
_(2k+1)!zu+v:2k+l,ugiﬁ u Xy

Demek ki sin x cos y + sin y cos x, 2551 1le £y, lerin top-

laminin, yani,
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k
(=) 2k+1Y ,
Z2k+1 L2k 41 ——(2k+1)!ZM+U:2k+1 N

2k+1)!
terimlerinin toplamindan olusan seridir. Bu seri de elbette
sin(x + y)’nin serisidir. Birinci esitlik kanitlanmustir. Ikinci esit-
lik de ayni1 yontemle ve kolaylikla kanitlanabilir. [l

Bu formillerde y yerine —y ya da x alirsak,
sin(x —y) = sin x cos y — sin y Cos X,
cos(x —y) = cos x cos Yy + sin x sin v,
sin(2x) = 2sin X coS X,
cos(2x) = cos? x —sin? x
cos? x + sin? x= 1
formiillerini buluruz. (Not: Burada cos? x, (cos x)? anlamma
gelmektedir.)

Sonug 58.2. S = {x : sin x = 0} toplamsal bir gruptur, yani 0
bu kiimededir ve bu kiimeden iki elemanin fark: ve toplanu da
bu kiimededir. Ozel olarak, o. € S ise —o. = 0 — a. € S olur.

Kanit: Asagidaki formiillerden hemen c¢ikar.

sin(x — y) = sin x cos y — sin y COs X
sin(x + y) = sin x COS y + sin y cos x ]

Sonug 58.3. cos x ve sin x, —1 ile 1 arasimdadir.
Kanit: cos? x + sin? x = 1 esitliginin bir sonucudur. [l

Onsav 58.4. (0, V6) araliginda siniis fonksiyonu pozitif de-
gerler alir.

Kanit: sin x fonksiyonunun taniminda terimleri ikiser ikiser
gruplayalim. O zaman, sin x, terimleri
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i+l S St : 2
(di+ 1) (4i+3)) @i+ (4 +2)(4i+3)
olan seriye (yani sonsuz toplama) esittir. Bu terimlerin her birinin
belli bir (0, a) araliginda pozitif olduklarini kanitlayacagiz, yani

x2

(4i+2)(4i+ 3)
terimlerinin her i dogal sayisi icin belli bir (0, o) araliginda pozi-

tif olduklarini kanitlayacagiz. Ama bu terimlerin en kiigigii 7 = 0
icin bulunan terimdir. Demek ki,
1-x2/6 >0
esitsizligiyle bogusmaliyiz.
a =6
almak yeterli. O

Onsav 58.5. Bir nt saysst icin, S = {x : sin x = 0} kiimesi nZ’ye
esittir.

Kanit: Onsav 58.4%e gore 0, S'nin bir yogunlasma noktasi
olamaz. Sonu¢ 58.2ye gore S’nin hi¢ yogunlasma noktasi ola-
maz. Eger S = {0} ise © = 0 almak yeterli. Bundan boyle S’nin {0}
olmadigini varsayalim. a € S ise —a € § oldugundan ve $’nin
yogunlagsma noktasi olmadigindan, $’nin en kiigik pozitif ele-
mani vardir. Bu elemana n diyelim. Sonug 58.2’ye gore nZ < S.
Tersini kanitlayalim: o € S olsun. Eger o = 0 ise a. € nZ. Bun-
dan boyle o # 0 olsun. a yerine —a alarak, o’nin pozitif oldugu-
nu varsayabiliriz. 7 = [a/n] ise,

n<an<n+1
olur. Yani,

nla<(n+1)n

olur ve dolayisiyla

Ofoa-nn<m
ve, ntt € nZ < § icindeliklerinden dolay1, Sonug 58.2°ye gore

a—-nt=0vea=nt="nZ

olur. O
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Hentiz yukarda bulunan & sayisinin heniiz 0 olmadigini bil-
miyoruz. Bunu da birazdan kanitlayacagiz. nZ = (-n)Z oldu-
gundan n’yi negatif olmayacak bicimde segebiliriz. Oyle yapa-
lim, bundan boyle © > 0 olsun.

Onsav 58.6. Siniis fonksiyonu 0’dan biiyiik bir sayida sifir
degerini alir, yani n > 0’dir.

Kanit: Her x > 0 igin sin x > 0 esitsizligini varsayalim. O za-
man, sin(2x) = 2sin x cos x denkleminden, x > 0 ise cos x > 0
¢ikar; dolayisiyla,

0 < cos(2x) = cos? x — sin? x
bulunur, yani
sin X < COS X.
Ayrica, her x, y > 0 icin,
cos(x + y) = cos x cos y — sin y sin x

< COS X COS Yy < COS x
olur, ki bu da kosiniis fonksiyonunun RV iizerinde azalan ol-
dugunu gosterir. Bu ve cos? x + sin2 x = 1 denkleminden de si-
niis fonksiyonunun R20 iizerinde artan oldugunu anlariz. Te-
orem 52.1°den,

lim, _, ,, cos x

ve

lim, _, , sin x
limitlerinin oldugu ortaya ¢ikar. Bu limitlere sirasiyla ¢ ve s di-
yelim. Elbette 0 < s < ¢ < 1. Gene cos? x + sin? x = 1 esitliginden

dolay1

c2+s2=1
cikar. cos(2x) = cos? x — sin? x denkleminden de,
c2-st=c¢

cikar. Bu iki denklemi toplarsak,

2¢2-¢c-1=0
buluruz. Cozersek ¢ = 1 ya da —1/2 ¢ikar, ki ¢ > 0 olmak zorun-
da oldugundan, ¢ = 1 bulunur. Ama kosiniis 0’da 1 degerini ali-
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yor ve x arttikca azaliyor ve sonsuzda da 1’e yakinsiyor. Bun-
dan kosintistin sabit 1 fonksiyonu oldugu ¢ikar. Demek ki siniis
de sabit 0 fonksiyonuymus. Bu, Onsav 58.4’le celisir.

Demek ki siniis pozitif sayilarda 0’dan kugtikesit olabiliyor.
Sintis stirekli bir fonksiyon oldugundan, Aradeger Teore-
mi’nden dolayi, siniistin pozitif bir sayida 0 degeri aldig1 anlasi-
lir. Demek ki 7t > 0 imis. O

n’nin § kiimesinin en kiigik pozitif sayisi olduguna dikkati-
nizi ¢ekerim. Demek ki,
n=min {x >0 :sin x = 0}.
Bundan ve Onsav 58.4’ten, V6 < n bulunur.

Teorem 58.7. cos(n/2) = 0, sin(n/2) = 1, cos © = —1. Ayrica
her x € R icin,
sin(x + m/2) = cos x,
cos(x + m/2) = —sin x
sin(x + ) = —sin x,
cos(x + m) = —cos x,
sin(x + 2m) = sin X,
cos(x + 2m) = cos x
olur. Ayrica n sayist, herhangi bir x € R icin,
sin(x + 27) = sin x
ve
cos(x + 2m) = cos x
esitliklerinin saglandigi en kiiciik pozitif sayidir.

Kanit: 0 = sin 7 = 2sin(n/2)cos(n/2). Ote yandan /2 ¢ nZ, ya-
ni sin(n/2) # 0. Demek ki cos(n/2) = 0. Bundan da sin(n/2) = +1
cikar. Ama sin(n/2) = —1 olsayd, siniisiin siirekliliginden ve On-
sav 58.4’ten dolayi, siniistin 0’la n/2 arasinda bir yerde, yani
n’den kiiciik bir sayida 0 olmasi gerekirdi, ki bu mimkiin degil-
dir. Demek ki sin(n/2) = 1. Buradan da,

cos T = cos?(m/2) — sin%(n/2) = —1
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cikar. Devam edelim:
sin(x + m/2) = sin x cos (n/2) + sin(n/2) cos x = cos x
ve benzer sekilde
cos(x + m/2) = cos x cos (n/2) — sin x sin(n/2) = — sin x.
Bu esitlikleri, 7 = /2 + 7/2 yazarak iki defa uygularsak
sin(x + 1) = —sin X,
cos(x + m) = —cos x
elde ederiz. Son esitlikleri, 21t =  + 7 yazarak iki defa uygularsak
sin(x + 2m) = sin x
cos(x + 2m) = cos x
elde ederiz.
Teoremin son kismina gelelim. a sayisi, herhangi sabit bir
x € R igin,
sin(x + 2a.) = sin x ve cos(x + 2a) = cos x
esitliklerinin saglandigi en kiiguk pozitif say1 olsun. O zaman,
cos(20.) = cos((x + 2a) — x) = cos x + sin2 x = 1
olur. Bundan da
1= cos(2a) = cos? o — sin? o
=(1-sin? o) —sin2 o= 1 - 2sin? o
ve sin a = 0 ¢ikar. O

Diger trigonometrik esitlikleri okura alistirma olarak biraki-
yoruz.



59. Icbiikey - Disbiikey
Fonksiyonlar ve Us Alma

59.1. Tanim
Disbiikey bir fonksiyon, asagida gosterildigi gibi grafigi ca-
nak anten gibi “yukar1 dogru” olan bir fonksiyondur.

by

Disbiikey bir fonksiyon
Ama grafigi asagidaki gibi olan bir fonksiyon digbiikey de-
gildir:
Y

—

Digbiikeylik gri bolgede bozuluyor;
grafik gri alanda “agsagiya donuk”.

617
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Yukardaki 6rnekteki gibi bir fonksiyon digbiikey olmasa da
fonksiyonun icbuikey oldugu tanim boélgeleri olabilir.

Ay /—\
/\

Fonksiyonun digbiikey oldugu bolgeler gri renkte.
Bunlar grafigin “yukariya doniik” olan bolgeleridir.

A

Digbiikey fonksiyonun matematiksel tanimi soyle: I, R’nin
bir araligi ve f : [ - R bir fonksiyon olsun. Eger I’dan alinan
her a < x < b elemanlari igin, f(x) degeri, asagidaki sekilde gos-
terilen u sayisindan kiiciikesitse, o zaman f’ye digbiikey denir.

.

a x b

Tanimdaki # sayisinin nasil belirlendigi herhalde gekilden
anlagihyordur: u sayisi, (a, f(a)) noktasiyla (b, f(b)) noktasin-
dan gegen kirisin ustiindeki, birinci koordinati x olan noktasi-
nin ikinci koordinat.

a ile b arasindaki her x noktasi, bir ve bir tek # € (0, 1) sa-
yist igin,

x=(1-ta+1tb (1)
olarak yazilabilir. Nitekim (1) esitliginin saglanmas: i¢in, kolay
bir hesapla gortlebilecegi tizere,
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_x-—a
“b-a
almak yeterli ve gereklidir. Bunun tersi de dogrudur: Her ¢ €
(0, 1) sayis1 igin,

t

(2)

(1-1t)a+tb
sayisi a ile b arasindadir. Simdi, disbiikeylik tanimini bigimsel
olarak verebiliriz: I ve f yukardaki gibi olsunlar. Eger her a, b
€ Ive hert e (0, 1) igin,
f(1=ta+th) < (1-0f@) +tfb)  (3)

ise, 0 zaman f fonksiyonuna digbiikey denir.

Ly
fla)
(1-28)f(a)+ tf(b)
F((1 = t)a+ tb)
f(b)

x

a (1-ta+tb b

(3) formilunde (1) ve (2) formillerini kullanirsak, disbu-
keylige esdeger bir tanim elde ederiz: Her x € (a, b) igin,

x—a b-x
() <72 ((6)+ — t(@ )

Biraz daha sik bir formiilasyon soyle: f’nin digbiikey olma-

s1 i¢in yeter ve gerek kosul, her a, b € I icin ve toplami 1 olan
her pozitif a, B sayilari igin,
flaa + pb) < af(a) + Bf(b) (5)

esitsizligidir.

Dikkat: Digbiikey bir fonksiyonun tanim kiimesinin her za-
man bir aralik oldugu varsayilir.
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Ornek 61.1. x — 1/lxl kurahyla tanimlanan

g: R0 R
fonksiyonu digsbuikeydir. Ayni kuralla tanimlanan

h:R<O R
fonksiyonu da digbiikeydir. Ama tanim kiimesi bir aralik olma-
digindan, gene ayni kuralla tanimlanan

f:R\{0} >R

fonksiyonunun digbiikey olup olmadigi sorusu sorulamaz.

A

f(x) = Ulxl kuraliyla tanimlanmig f : R\ {0} - R fonksiyonu
iki digbiikey parcadan olugmasina kargin digbiikey degil.

Ornek 61.2. f(x) = x2 formiilityle tanimlanan fonksiyon bii-
tin R tizerine digbiikeydir. Bunu kanitlamak igin, her
t e (0, 1) icin,
(1 =t)a +th)2 < (1 - t)a? + th?
esitsizligini kanitlamamiz lazim. Hesaplardan korkmazsaniz ve
alb yerine x koyarsaniz, esitsizligin her a ve b i¢in dogru oldu-
gunu kanitlamak ¢ok kolay.

f fonksiyonun i¢biikey olmasi demek, —f fonksiyonunun
disbiikey olmasi demektir; bir bagka deyisle (3), (4) ve (5) esit-
sizliklerinin ters ¢evrilmesi, yani fonksiyonun “asagiya doniik”
olmasi demektir.

Eger tanimdaki esitsizlikleri (<) keskin esitsizliklere (<) do-
nusturursek, keskin icbiikey ve keskin disbiikey kavramlarina
ulasiriz.
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Digbiikeyligin (dolayisiyla i¢cbuikeyligin de) esdeger bir tani-
mi asagida.

Onsav 59.1. I, R’unin bir araligi ve f : I — R bir fonksiyon
olsun. f’nin digbiikey bir fonksiyon olmast icin gerek ve yeter
kosul, I'min a < x < b egitsizliklerini saglayan her a, x, b ele-
manlart icin,

flx) = fla) _ {(b) - flx)
x-a  b-x
esitliginin saglanmasidir, yani, asagidaki sekilde goriildiigii gi-
bi, kirislerin egiminin saga gittikce artmasidir.

/

a x b
Kanit: f’nin disbuikey oldugunu varsayalim.
,_Xx-a
b-a

olsun. O zaman,
x=(1-ta+tb
olur. Digbiikeyligin tanimindan,
b—x x—a
<
()< 7= fla) + 7 —
cikar. Bu esitsizlikten f(a) ¢ikarirsak,

flx) ~ tla) _ t(b)~ fla)

x—a b-a
elde ederiz. Ik esitsizlikten bu sefer f(b) cikarirsak,

f(x) — £(b) < f(a)— £(b)
b-x  b-a

{(®)
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elde ederiz. Son iki esitsizlik istedigimizi verir.
Simdi kosulun saglandigini varsayalim. Koguldan f(x)’i tec-
rit ettigimizde, aynen
- b-x x—a

fx)< f(b) + f(b)
b-a b-a
kosulunu elde ederiz. Eger ¢ yukardaki gibiyse, bu da tam

tamina (3) kosuludur. O

59.2. Digbiikeylik ve Siireklilik
Digbiikey ve i¢biikey fonksiyonlar ¢ok vahsi fonksiyonlar
olamaz, 6rnegin zorunlu olarak siireklidirler.

Teorem 59.2. Digbiikey ve icbiikey fonksiyonlar siireklidir-
ler.

Kanit: I, R’nin bir araligi ve f : [ - R digsbiikey bir fonksi-
yon olsun. b € I olsun. I’dan a < b < c esitsizliklerini saglayan
a ve ¢ sayilari secelim. x e (b, ¢) rastgele olsun. a < b < x oldu-
gundan, (4) formilinden (x’le b’nin yerlerini degistirirerek),

)< 2= )+ 220 0

xX—a xX—a
elde ederiz. Buradan da
X —a b-x

f(x) = f(o) + t(a)
b-a b-a
¢ikar. Ayrica b < x < ¢ oldugundan, gene (4) esitsizliginden,
x—b c—x
() < 2= fle) + <= {0)
buluruz. Demek ki,
x—a b—x x—b c—x
g f() +E f(a) < f(x) < b f(c) +E f(0).

Simdi, bu formiilde, b < x < c esitsizligini bozmadan x’i b’ye go-
tirelim. Sol ve sag taraflar f(b)’ye esit olurlar ve

{B)<lim__,. f(x)< ((b),
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yani

() =tim__,. {(x)
cikar. Benzer sekilde,

() =lim__,_ {(x)

esitligi kanitlanir. Demek ki,
lim,_,;, f(x) = f(b)
ve f surekli.
Icbiikey fonksiyonlar igin kanit benzerdir. [l

59.3. Disbiikey Fonksiyonlarin Carpimi
Iki disbiikey fonksiyonun ¢arpimi digbiikey midir? Yanut,
net bir hayir!

Ornek 1. f(x) = x2 ve g(x) = —1 fonksiyonlar1 disbiikeydir
ama f-g carpimi digbiikey olmadig gibi keskin i¢biikeydir.

Ornek 2. f(x) = x2 ve g(x) = x fonksiyonlar1 disbiikeydir
ama f-g carpimi disbiikey degildir.

Bu iki 6rnege dikkatlice bakarsak, sorunun fonksiyonlar-
dan birinin bazen negatif degerler almasinda yattigini sanabili-
riz. Sorun burada yatmiyor, pozitif digbiikey fonksiyonlarin
carpimi da digbiikey olmayabiliyor:

Ornek 3. f(x) = x2 ve g(x) = (x — 1)2 fonksiyonlar1 disbii-
keydir ama f-g carpimi digbiikey degildir. Nitekim eger a = 0,
b = 1 olarak alirsak ve ¢ € (0, 1) herhangi bir sayiysa,

(f&)(1 = t)a +tb) = (f-g)(1) = t2(t — 1)?
ve
(1 —2)(f-g)la) + t(f-g)(b) = 0
olur. Demek ki,

(fg)(1 =t)a +1b) > (1 - 1)(f-g)(a) + £(f8)(D)
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olur ve f-g fonksiyonu digbiikey olmaz.

Gene de disbiikey fonksiyonlarin ¢carpimi hakkinda bir te-
orem dogru. Sadece heyecan katmak amaciyla degil, daha pe-
dagojik olmasi i¢in teoremin 6nce kanitini verelim, 6nermesini
daha sonra yazariz.

Iki pozitif ve disbiikey fonksiyon alalim: f ve g. Bunlarin
carpiminin digbiikey oldugunu kanitlamak istiyoruz. Bu sonu-
cun yanhs oldugunu bildigimizden, “kanitlamak istiyoruz” ye-
rine “kanitlamaya ¢alisalim” demek daha az yanlis olurdu.

a ve b tanim araligindan iki say:1 olsun. ¢ € (0, 1) rastgele
olsun.

Hf-g)a) + (1-0)(f-8)(b) > (f-g)(ta + (1-2)b),
yani
tf(a)gla) + (1- 1) f(b)g(b) = f(ta + (1-1)b)-g(ta + (1-t)b)  (*)
e§1t51zhg1n1 kanitlamak istiyoruz. f ve g’nin digbiikey oldugunu
bildigimizden,
tfa) + (1-0)f(b) > f(ta + (1-0)b),
tgla) + (1-t)g(b) = g(ta + (1-1)b),
esitsizliklerini biliyoruz. f ve g fonksiyonlari pozitif olduklarin-
dan, bu iki e§itsizligi taraf tarafa garpip,
[tf(a) + (1-0)f(b)][zg(a) + (1-t)g(b)]
> f(ta + (1-t)b)-g(ta + (1-t)b)
esitsizligini elde ederiz. Demek ki (*) esitsizligini kanitlamak

icin,
tf(a) (1-2)f(b)g(b) = [tf(a) + (1-2)f(D)][1g(a) + (1-1)g(b)]
e§1t51zl1g1n1 kanltlamak yeterh. Bu son e§1t81zhk de,
tf(a) 1 t)f(b)g(b)
> tzf (1-1)2f(b)g(b) + t{1-1)(f(a)g(b) + f(b)g(a))

e§1t51zhg1ne denk. Esitsizligin sagindaki ilk iki terime sola gegi-
rip, pozitif olan ¢ — #2 terimlerini sadelestirirsek, son esitsizligin

fla)gla) + f(b)g(b) = f(a)g(b) + f(b)g(a)
esitsizligine denk oldugunu goririiz. Bu da,

(f(a) = f(P))(g(a) — g(b)) 2 O
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esitsizligine denktir. Bu esitsizlik de
fla) > f(b) < gla) > g(b)

anlamina gelir. Bir teorem kanitladik.

Teorem 59.3. Eger f ve g fonksiyonlar: pozitif ve disbiikey-
lerse ve her a, b icin
f(a) > f(b) < gla) > g(b)
ise, 0 zaman f-g de digbiikeydir. Dolayisiyla f pozitif ve disbii-
keyse ve n € N ise f" fonksiyonu da disbiikeydir; 6zel bir du-
rum olarak, x > |xI" fonksiyonu disbiikeydir.

59.4. Us Almanin Biikeyligi

Aslinda, bu bolimde kanitlayacagimiz tzere, her r > 1 ger-

cel sayist icin,
x> Ixl”

fonksiyonu disbiikeydir. (Teorem 59.3’ten dolay1 bunu [1, 2)
araligindaki » sayilari i¢in kanitlamak yeterli. Ama bu avan-
tajdan yararlanmamiza gerek kalmayacak.) Bir sonraki so-
nug, x - |x|” fonksiyonunun her r > 1 kesirli sayis1 i¢in digsbu-
key oldugunu soyliiyor. Arkasi gelecek: Teorem 59.5 ve 59.9.

Onsav 59.4. Eger v > 1 bir kesirli sayrysa x — |x|" fonksi-
yonu R iizerine disbiikeydir.

Kamit [Gorkem Ozkaya]: Bir 7 = p/q > 1 kesirli sayisi sege-
lim. Buradaki p ve g sayilar1 pozitif dogal sayilardir ve g < p’dir.
f(x) = lxI” olsun.

Sav 59.4.1. Her x € Ricin, 1 —rx <11 — xI".

Kanit: Eger x € [0, 1] ise, esitsizlik Teorem 38.2, Sav 1’de
kanitlanmustir. Eger x > 1 ise,

1-rx<1-7r<0<I1- I
olur. Eger x < 0 ise, y = —x > 0 tanimini yapip,
1+ry<(1+y)
esitsizligini kanitlamamiz gerektigini goriirtiz. » yerine p/q alalim:
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[1+§4Jqs(1+yf

esitsizligini kanitlamahyiz. Her iki tarafin da binom agilimim

yaparsak,
g [a\p' i p [P
L) <)

esitsizligini kanmitlamamiz gerektigini goriiriiz. Ama g<pve O <y

q (49 ﬂ i qg (D).
(o5

esitsizligini kanitlamamiz yeterli. Bu son esitsizligi kanitlamak

oldugundan,

icin de, her i = 0, 1, ..., g i¢in

U
i)g" i
esitsizligini, yani sadelestirerek,
g 1
g q-t p
ve bir defa daha sadelestirerek,

p!
(p—i)!

qq-1-lg-l-1))_pp-1-p--1)

q p

ve bir defa daha sadelestirerek,

ol

esitsizligini kamitlamamiz gerektigini gortriiz. Her parantezin
pozitif bir say1 olduguna dikkatinizi ¢ekeriz. Demek ki, her j =
1,2, ..,i—1igin,

1-L<1-1L

esitsizligini kanitlamak yeterli. Ama p > g oldugundan, bu da
bariz. Sav kanitlanmustir. [
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Sav 59.4.2. Her c gercel sayisi icin, 6yle u ve v gercel sayi-
lart vardir ki,
l(x) =ux +v
tammnun yaparsak, ber x € R icin f(x) 2 ((x) ve f(c) =
olur.
Kanit: ¢ = 0 ise # = v = 0 alahm. Bundan boyle ¢ # 0 olsun.
Birinci savda x yerine 1 — x/c koyalim. Biraz hesapla,

r|c|r6+|c| 1-7)<lx1"= f(x)

elde ettigimizi goririiz. Eger x = ¢ ise esitlik elde edilir. Simdi,
r
vev=Ilcl"(1-7)

u=r
Cc

olsun. J

Onsav 59.4’tin Kanitinin Sonu: Her ¢ gercel saysi igin yu-
kardaki gibi dogrusal bir /. fonksiyonu segelim. //’nin Sav’da
belirtilen 6zelliklerinden dolayi,

flx) = max{l (x) : c € R} = £, (x)
olur. “/, fonksiyonlar: dogrusal olduklarindan digbiikeydirler
ve digbiikey fonksiyonlarin maksimumu digbiikeydir” deyip
kanit1 bitirebiliriz ama bunun ayrintilarina girelim ki herhangi
bir kusku kalmasin: Her # € [0, 1] ve a < b gergel sayilari igin,

f((1 = #)a + tb) = max{/ ((1 —t)a+tb):c e R}
< max{(1 —t)la) + tl (D)) : c € R}
< (1 - t)max{l(a) : ¢ € R} + tmax{l (D)) : c € R}
= (1-1)f(a) +1f(b).

Kanitimiz tamamlanmugtir. ]
Nihayet, istedigimiz sonucun yarisini kanitlayabiliriz:

Teorem 59.5. Eger r > 1 bir gercel sayiysa x > |x|" fonksi-
yonu R iizerine digbiikeydir, dolayistyla siireklidir.
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(a4»),, say1 dizisinin limiti olarak tanimlamigtik (Bolim 49). Li-
mit alma esitsizlikleri korudugundan, teorem bir 6nceki 6nsav-
dan cikar. O

Bu fonksiyonlarin grafikleri asagida.

-1 1
r buyuidiikge, x - IxI" fonksiyonu (-1, 1) araliginda yassilasir;
bu araligin disinda ise daha hizli «’a yaklagir.

59.5. exp Fonksiyonunun Disbiikeyligi
Simdi de meshur exp fonksiyonunun digbiikey oldugunu ka-
nitlayacagiz.

Jlx) = exp x
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Teorem 59.6. exp fonksiyonu disbiikeydir; dolayisiyla
siireklidir.

Kanit: a < b ve t € (0, 1) icin,

(1-t)exp a + texp b >exp((1-1t)a + tb)
esitsizligini kanitlamaliyiz. Bu esitsizligi,
(1-2t)e? + teb > e(1-ta + tb
bi¢iminde yazarsak biraz daha alisik oldugumuz bir yazilima
kavusuruz. Her iki tarafi da e?’ya bolersek, buna denk olan
(1—12) + teb-a > etlb-a)
esitsizligini elde ederiz. Son olarak, ¢ = b — a yazarsak, kanitla-
mamiz gereken esitsizlik,
(1—1) + tec = efc

olarak kisalir. Simdi e¢ yerine tanimi olan
i

> o=

>0 i
yazalim. Boylece kanitlamak istedigimiz esitsizlik,
i i

c t'c

-1+ tziZOF 2D 50 P

esitsizligine donusiir. Bu esitsizlikte soldaki ¢ sayilar1 ve her iki ta-

rafta da bulunan 1 sayilarini sadelesir. Bu sadelesmeyi yaparsak,
¢ t'c!

tZiZlE = Zizl i

elde ederiz. Bu esitsizligi kanitlamak igin, her i > 1 igin, soldaki se-

rinin 7’inci teriminin sagdaki serinin i’inci teriminden kugukesit
oldugunu kanitlamak yeterli. Bu da ¢ > #? demektir, ki 0 < ¢ < 1
oldugundan bu esitsizlik dogrudur. [l

59.6. Ters Fonksiyonun Biikeyligi
Bir veya birkag¢ fonksiyonun digbiikeyliginden yola ¢ikarak
baska fonksiyonlarin dis ya da i¢biikeyligini kanitlayabiliriz mi-
yiz? Evet.
e f dis/icbukeyse, tamimdan dolay1 —f i¢/disbuikeydir.
e Dis/Icbiikey fonksiyonlarin toplami dis/icbiikeydir.



630 59. Igbiikey - Disbiikey Fonksiyonlar ve Us Alma

e f ve g digsbiikey fonksiyonlarsa
max{f, g}
fonksiyonu digbiikeydir. (Ama min{f, g} digsbiikey olmayabilir.)
e f dis/icbiikeyse, her a ve b sayisi igin
flax + b)
fonksiyonu da dig/icbiikeydir.

Ama f digbiikeyse, f hep pozitif degerler alsa bile, 1/f hak-
kinda genellikle pek bir sey sdyleyemeyiz. Mesela f(x) = 1 + x2
fonksiyonu digbiikeydir ama 1/f ne icbiikey ne de disbiikeydir
(bkz. bir sonraki sekil).

digbiikey -1 icbiikey L digbiikey

Eger f : I - ] < R i¢bukey bir eslemeyse, f’nin tersi olan
1)1
fonksiyonunun disbiikey ya da i¢biikey olmasi gerektigini soyle-
yebilir miyiz? Hayir. Ornegin
flx) = x?
formiiliiyle tanimlanmig
f - R<0 5 R>0
fonksiyonu ve tersi olan
F4x) = —Vx
fonksiyonu disbiikeydir (neden?) Ote yandan
exp: R — R>0
fonksiyonu disbiikey bir eslemedir (Teorem 59.6) ama tersi olan
log fonksiyonu i¢biikeydir (kaniti birazdan).
Asagidaki teorem, digbiikey bir fonksiyonun tersinin i¢ ya
da digbuikeyligi hakkinda bir bilgi veriyor.
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Teorem 59.7. [ ve |, R’nin iki agik araligi olsun.
f:I-]
disbiikey bir fonksiyon olsun. Eger f artansa ! icbiikeydir.
Eger f azalansa f~! disbiikeydir.

Teoremi kanitlamadan 6nce dig/igbiikeyligin tanimina denk
bir baska kosul bulalim.

Onsav 59.8. I, R’nin bir araligi ve f : I — R bir fonksiyon
olsun. f’nin disbiikey bir fonksiyon olmast icin gerek ve yeter
kosul, I'min her x| < x < x, elemanlari icin,

foe) = f(xq) _ floep) = )

<t
X —Xq Xy —X

esitliginin saglanmasidir.

/

- x'xz
Kanit: f’nin digbiikey oldugunu varsayalim.
= X —Xq
X2 =X
olsun. O zaman,
x=(1-12)xq +txy
olur. Disbiikeyligin tanimindan,
Xy —X X —x
flx)< =2 flxq) + L f(x,)
X2 —Xq X2 =X
olur. Bu esitsizlikten f(xq) cikarirsak,
{0~ ) _ fo) - 1)

X —Xq Xy —Xq
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elde ederiz. Ayni esitsizlikten bu sefer f(x,) cikarirsak,
£(x) — flop) _ fler)— i)
Xy — X B Xy —Xq
elde ederiz. Son iki esitsizlik istedigimizi verir.

Simdi kosulun saglandigini varsayalim. Kosuldan f(x)’i tec-
rit ettigimizde, aynen
Xy —X X —x

flax) < =2 floq) + L {(x,)
Xy —Xq X =X

kosulunu elde ederiz. Eger # yukardaki gibiyse, bu da aynen (3)
kosuludur. O

Teorem 59.7’nin Kanmiti: Onsav 59.8’i uygulayacagiz. J’den
YI<Y<¥
sayilarini secelim. x4, x, x, sayilari, I’dan
fx1) =y1, fx) =y, flx2) =y
olacak bi¢cimde secilsin.
f’nin artan oldugunu varsayalim. O zaman x; < x < x, olur.
f disbiikey oldugundan, Onsav 59.8’e gore
Y=Y1 .Y2—Y
X—X| X)—X
esitsizligi gegerlidir. Pay ve paydadaki tim terimler pozitif ol-
duklarindan,
X=Xy X=X
Y=Y1 Y27
elde ederiz. Bu da aynen Onsav 59.8’e (ya da benzerine) gore,
f~1 i¢cbiikey demektir.
Ikinci 6nermenin kaniti aynidir. O]

Teorem 59.9. Eger 0 < r < 1 bir gercel sayrysa
x = x"
fonksiyonu R>0 iizerinde icbiikeydir, dolayistyla siireklidir.
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Kamt: Her x > 0 icin
(xr)l/r = x ve (xl/r)r = x
oldugundan, R>0 araligindan R araligma giden x — x” fonksi-
yonunun tersi x — x!/7 fonksiyonudur. Sonug¢ simdi Teorem
59.3 ve 59.7°den hemen cikar. O

59.7. Yerel/Global Minimum/Maksimum

Dis/icbiikey fonksiyonlar, analizin vazgegilmezi olan esitsiz-
likleri kanitlamak icin ¢ok gii¢lii bir kavramdir. Bir¢ok uygula-
masini gorecegiz.

a e Xc Rve f: X — R bir fonksiyon olsun. Eger her x e
X icin f(x) > f(a) oluyorsa, a’ya f’nin minimumu ya da global
minimumu adi verilir. Bu durumda f(a)’ya f’nin minimum de-
geri adi verilir. Eger a’y1 iceren agik bir [ araligi igin, f(x) > f(a)
kosulu her x € X N I i¢in saglaniyorsa, a’ya yerel minimum adi
verilir. Global minimum her zaman bir yerel minimumdur elbet
ama tersi dogru olmak zorunda degildir.

Yerel ve global maksimum ve maksimum deger benzer se-
kilde tanimlanir.

a b c

a, b ve ¢ yerel minimumlar. a ve ¢ global minimum degiller.
Eger tanim kiimesi goriinenden ibaretse b global minimumdur.

Teorem 59.10. I bir aralik ve f : I - R disbiikey bir fonk-
siyon olsun.

i. Her yerel minimum ayni zamanda global bir minimumdur
ve eger keskin disbiikeyse f’nin en fazla bir global minimumu
vardr.
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il. Eger keskin digbiikeyse f’nin maksimum degerini veren
noktalar ancak I’min u¢ noktalar: olabilirler.

Kanit: i. 4, f’nin yerel minimumu olsun. J, her x € I N ] sa-
yist i¢in f(x) 2 f(a) esitsizliginin saglandigi a’y1 igeren agik bir
aralik olsun. x € I herhangi bir eleman olsun. O zaman, 6yle bir
0 < g vardir ki, her ¢ € (0, ) sayisi igin,

(1-tha+txeln]
olur. Demek ki,
(1 =2)f(a) + tf(x) = f((1 - t)a + tx) = f(a)
yani
(1= 0)f(a) + tf(x) > fla)
olur. Bundan da, bariz sadelegtlrmelerden sonra, f(x) > f(a) ¢1-
kar. Demek ki a global minimummus.

Simdi a ve b, minimum degeri veren iki degisik say1 olsun. a ve
b global minimum olduklarindan, f(a) = f(b)’dir. Her ¢ € (0, 1)
sayisl igin,

f((1=28a+tb) <(1-1t)f(a) + tf(b)
= (1 -t)f(a) + tf(a) = f(a)
< f((1 = t)a + tb),
yani f((1 — t)a + tb) = f(a) olur. Demek ki f, a ile b arasinda bir
sabittir. Ama bu da keskin digbukeylikle celisir.

ii. Simdi @’nin I’nin i¢inde olan yerel bir maksimum oldugu-
nu varsayalim. O zaman [’nin i¢inde 6yle bir acik | araligi var-
dir ki, b < a < c esitsizliklerini saglayan her b, ¢ € | sayilari igin,

£(b) < fla) ve f(c) < f(a)
olur. Boyle b ve ¢ sayilar1 secelim.
a=(1-1b+1tc
esitligini saglayan bir ¢ € (0, 1) alalim. Disbuikeyligin tanimin-
dan dolayz,

fla)= f(1 = )b + tc) < (1 = 1)f(b) + tf
< max{f(b), f(c)} < f(a)
olur. Demek ki f(a) = max{f(b), f(c)}. Ayrica eger f(b) # f

ise,
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fla)= F((1 - )b + 1) < (1 - Of(b) + tF(c)

< max{f(b), f(c)} < f(a)

olur, bir ¢eligki. Demek ki f(b) = f(a) = f(c) ve f, ] tizerinde sa-
bit deger alan bir fonksiyon. Bu da f’nin keskin disbiikeyligiyle
celisir. O

Alistirmalar
1. Egerp > 1 vea, b > 0 ise,
(a + b)P <2010 + 29-1p4
esitsizligini kanitlayin.
2. Eger bir I arahig1 tizerine tanimlanmug bir f siirekliyse ve
her a, b € I igin,
f[a +b)_ @)+ ()
2 2
esitsizligini sagliyorsa f’nin digbiikey oldugunu kanitlayin.
3 [Disbiikey Kiimeler]. A = R2 olsun. Eger her a, b € A icin,
a ve b arasindaki dogru pargasi da A’nin icindeyse, A’ya disbii-

N

digbiikey bir altkiime  digbiikey olamayan bir altkiime

key denir. (Bu kavram kolaylikla 7 boyutlu R” uzayina genisle-
tilebilir.) Bir bagka deyisle, eger her a, b € A ve her t € (0, 1)
icin,
(1-ta+theA

ise A’ya digbiikey denir. (Burada, b = (bq, b,) ise, tb = (tby, tb,)
olarak tanimlanmugtir.) R2 elbette digbiikeydir.

3a. Eger A < R bir araliksa ve f : I - R digbiikeyse, f’nin
grafiginin Ustiinde kalan noktalar kiimesinin, yani

{(x,y) € RZ:y > f(x))

kiimesinin digbiikey oldugunu kanitlayin.
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3b. Sonlu ya da sonsuz sayida digbiikey kiimenin kesigimi-
nin disbiikey oldugunu kanitlayin.

3c. Eger A < R2 ise, A’y1 iceren tiim disbiikey kiimelerin ke-
sisiminin, A’y1 igeren digbiikey bir kiime oldugunu kanitlayin.
Bu kiimeye A’nin disgbiikey zarfi dersek ve bu kiimeyi dbz(A)
olarak gosterirsek, dbz(A)’nin A’y1 iceren en kugik disbiikey
kiime oldugunu kanitlayin (yani dbz(A), A’y1 iceren her digbu-
key kiimenin altkiimesidir.)

3d. Su ozellikleri kanitlayin:

i. A < dbz(A), ii. dbz(dbz(A)) = dbz(A),

iii. dbz(A n B) = dbz(A) n dbz(B),

iv. dbz(J) = &.

3e. Asagidaki tg seklin herbirinin digbiikey zarfini bulun.

1010

L]

.
L4 o

L]

3f. A = R2 olsun. A’nin digbiikey olmasr igin,
Her x4, ..., x,, € A ve toplam1 1 olan her ¢, ..., ¢, €
(0, 1) icin ty2xq + -+ + t,x,, elemam A’dadir
kosulunun yeter ve gerek oldugunu kanitlayin.
3g. Yukardaki kosuldaki gibi bir
t1xq + - + X,
noktasina xy, ..., x,, noktalarinin disbiikey kombinasyonu adi
verilir. A < R2 olsun. A’nin noktalarinin tiim digbiikey kombi-
nasyonlari kiimesinin A’nin digbiikey zarfi oldugunu kanitlayin.
3h. A ¢ R2 olsun. A’nin tiim ii¢ nokta kiimelerinin tiim dis-
bitkkey kombinasyonlar1 kiimesinin A’nin digbiikey zarfi oldugu-
nu kanitlayin.
3i. A, Bc R2vet € R olsun.
A+B={a+b:aecA,be B}
ve
tA ={ta:a € A}
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olsun. Eger A ve B digbiikeyse bu kiimelerin de digsbiikey olduk-

larint kanitlaym. A’nin digbiikey olmasinin, her ¢ € (0, 1) igin
(1-1A+tAcCA

icindeliginin yeter ve gerek oldugunu kanitlayin.

4. A c R? disbiikey bir kiime ve f : A — R bir fonksiyon ol-
sun. f’nin digbiikey olmasinin tanimini verin. Eger f digbiikey-
se her u icin,

{x: f(x) <u}ve{x: flx)<u}
“seviye kiimelerinin” digbiikey olduklarini kanitlayin.

5. Yukardaki iki alistirmay1 R2’den R”’ye genellestirin.

6 [Carathéodory Teoremi]. A < R” olsun. A’nin tim g
noktalarmin tiim digbitkey kombinasyonlarinin kiimesinin
A’nin digbuikey zarfi oldugunu kanitlayin.

7. 41, ..., a, € Rvea e R olsun.

{(xq5 s x,,) € R? s aqxq + -+ + a,x, < al,

{(x15 ey x,,) € R7 2 gy + -+ + a,x, < al,

{(xq5 o0y x,,) € R? 2 aqxqy + -+ + a,x, = a}
kiimelerinin digbiikey olduklarini kanitlayin. Bundan, herhangi
bir sayida dogrusal esitligin ya da esitsizligin ortak ¢ozuimleri
kiimesinin digbiikey oldugunu kanitlayn.



