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Sinüs ve kosinüs fonksiyonlar›n› geçmiflte bir seri olarak ta-
n›mlam›flt›k. Tan›mlar› an›msatal›m:

Tabii asl›nda, tan›mlar flöyle:

Bu bölümde sinüs ve kosinüs fonksiyonlar›n›n temel birkaç
özelli¤ini bulaca¤›z ve L say›s›n› tan›mlayaca¤›z.

Serilerin k›smi toplam›nda x = 0 al›rsak,
sin 0 = 0 ve cos 0 = 1 

buluruz.
Ayr›ca sin x ve cos x say›lar›n›n her x gerçel say›s› için oldu-

¤unu gözlemleyelim, yani yukardaki seriler her x "  için yak›n-
sakt›r, hatta mutlak yak›nsakt›r. Bu D’alembert K›stas›’ndan he-
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men ç›kar (bkz. Teorem 32.1). Dolay›s›yla yukardaki sin ve cos
serileri  ’den  ’ye giden birer fonksiyon tan›mlarlar. Ama nok-
tasal yak›nsakl›ktan çok daha iyisini kan›tlam›flt›k geçen
bölümde: sin x ve cos x serilerinin k›smi toplamlar› sin ve cos
fonksiyonlar›na her s›n›rl› kümede düzgün yak›nsarlar; dolay›-
s›yla sin ve cos fonksiyonlar› her yerde süreklidir (Sonuç 57.5).

Serilere bak›nca hemen görülece¤i üzere,
sin( x) =  sin x ve cos( x) = cos x

olur; örne¤in, 

Yani sinüs tek bir fonksiyondur, kosinüs ise çift. Bir baflka de-
yiflle sinüs fonksiyonunun grafi¤i O(0, 0) noktas›na göre simet-
riktir ve kosinüs fonksiyonunun grafi¤i y eksenine göre simet-
riktir. Bütün bunlardan, sinüs ve kosinüs fonksiyonlar›n› x ≥ 0
iken anlaman›n yeterli oldu¤unu gösterir.

fiimdi çok yararl› iki eflitlik kan›tlayal›m: 

Teorem 58.1. Her x, y "  için afla¤›daki eflitlikler geçerlidir:
sin(x + y) = sin x cos y + sin y cos x,
cos(x + y) = cos x cos y – sin y sin x.

Kan›t: Bu eflitlikler Teorem 31.6’da aç›klanan “Cauchy çar-
p›m›”ndan ç›kar. Cauchy çarp›m›n› kullanarak sin x cos y ve
sin y cos x serilerini hesaplayal›m ve bulduklar›m›z› toplayal›m.
fians›m›z yaver giderse sin(x + y) bulaca¤›z.

Önce sin x cos y’yi hesaplamak amac›yla,
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alal›m. O zaman, teoremdeki zk,

olur. Dolay›s›yla k çiftse zk = 0’d›r. fiimdi k’n›n tek oldu¤unu
varsay›p ve k yerine 2k+1 al›p z2k+1’i hesaplayal›m:

Bu toplam› flöyle de yazabiliriz:

Demek ki Teorem 31.6’ya göre, sin x cos y, yukardaki bu
z2k+1’lerin toplam›d›r.

Bunu akl›m›zda tutup ayn› yöntemle sin y cos x serisini he-
saplayal›m. Hesaplar› yeniden yapmaya gerek yok; yukardaki
formülde x ile y’yi de¤ifltirelim: sin y cos x, afla¤›daki t2k+1’lerin
toplam›d›r.

Demek ki sin x cos y + sin y cos x, z2k+1 ile t2k+1’lerin top-
lam›n›n, yani,
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terimlerinin toplam›ndan oluflan seridir. Bu seri de elbette
sin(x + y)’nin serisidir. Birinci eflitlik kan›tlanm›flt›r. ‹kinci eflit-
lik de ayn› yöntemle ve kolayl›kla kan›tlanabilir. n

Bu formüllerde y yerine –y ya da x al›rsak,
sin(x – y) = sin x cos y – sin y cos x,
cos(x – y) = cos x cos y + sin x sin y,

sin(2x) = 2sin x cos x,
cos(2x) = cos2 x – sin2 x

cos2 x + sin2 x= 1
formüllerini buluruz. (Not: Burada cos2 x, (cos x)2 anlam›na
gelmektedir.)

Sonuç 58.2. S = {x : sin x = 0} toplamsal bir gruptur, yani 0
bu kümededir ve bu kümeden iki eleman›n fark› ve toplam› da

bu kümededir. Özel olarak, + , S ise $+ = 0 $ + , S olur.
Kan›t: Afla¤›daki formüllerden hemen ç›kar.

sin(x – y) = sin x cos y – sin y cos x
sin(x + y) = sin x cos y + sin y cos x n

Sonuç 58.3. cos x ve sin x, $1 ile 1 aras›ndad›r.
Kan›t: cos2 x + sin2 x = 1 eflitli¤inin bir sonucudur. n

Önsav 58.4. (0, √6) aral›¤›nda sinüs fonksiyonu pozitif de-

¤erler al›r.
Kan›t: sin x fonksiyonunun tan›m›nda terimleri ikifler ikifler

gruplayal›m. O zaman, sin x, terimleri
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olan seriye (yani sonsuz toplama) eflittir. Bu terimlerin her birinin
belli bir (0, +) aral›¤›nda pozitif olduklar›n› kan›tlayaca¤›z, yani

terimlerinin her i do¤al say›s› için belli bir (0, +) aral›¤›nda pozi-
tif olduklar›n› kan›tlayaca¤›z. Ama bu terimlerin en küçü¤ü i = 0
için bulunan terimdir. Demek ki, 

1 $ x2/6 > 0 
eflitsizli¤iyle bo¤uflmal›y›z. 

+ = √6 
almak yeterli. n

Önsav 58.5. Bir - say›s› için, S = {x : sin x = 0} kümesi - ’ye

eflittir.
Kan›t: Önsav 58.4’e göre 0, S’nin bir yo¤unlaflma noktas›

olamaz. Sonuç 58.2’ye göre S’nin hiç yo¤unlaflma noktas› ola-
maz. E¤er S = {0} ise - = 0 almak yeterli. Bundan böyle S’nin {0}
olmad›¤›n› varsayal›m. + , S ise $+ , S oldu¤undan ve S’nin
yo¤unlaflma noktas› olmad›¤›ndan, S’nin en küçük pozitif ele-
man› vard›r. Bu elemana - diyelim. Sonuç 58.2’ye göre - . S.
Tersini kan›tlayal›m: + , S olsun. E¤er + = 0 ise + , - . Bun-
dan böyle + / 0 olsun. + yerine $+ alarak, +’n›n pozitif oldu¤u-
nu varsayabiliriz. n = [+/-] ise, 

n ≤ +/- < n + 1 
olur. Yani, 

n- ≤ + < (n + 1)-
olur ve dolay›s›yla 

0 ≤ + $ n- < -
ve, n- , - . S içindeliklerinden dolay›, Sonuç 58.2’ye göre 

+ $ n- = 0 ve + = n- = - 
olur. n
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Henüz yukarda bulunan - say›s›n›n henüz 0 olmad›¤›n› bil-
miyoruz. Bunu da birazdan kan›tlayaca¤›z. - = ($-) oldu-
¤undan -’yi negatif olmayacak biçimde seçebiliriz. Öyle yapa-
l›m, bundan böyle - ≥ 0 olsun.

Önsav 58.6. Sinüs fonksiyonu 0’dan büyük bir say›da s›f›r

de¤erini al›r, yani - > 0’d›r.
Kan›t: Her x > 0 için sin x > 0 eflitsizli¤ini varsayal›m. O za-

man, sin(2x) = 2sin x cos x denkleminden, x > 0 ise cos x > 0
ç›kar; dolay›s›yla,

0 < cos(2x) = cos2 x – sin2 x

bulunur, yani 
sin x < cos x.

Ayr›ca, her x, y > 0 için,
cos(x + y) = cos x cos y – sin y sin x

< cos x cos y ≤ cos x
olur, ki bu da kosinüs fonksiyonunun !≥0 üzerinde azalan ol-
du¤unu gösterir. Bu ve cos2 x + sin2 x = 1 denkleminden de si-
nüs fonksiyonunun !≥0 üzerinde artan oldu¤unu anlar›z. Te-
orem 52.1’den, 

limx 0#1 cos x
ve 

limx 0#1 sin x
limitlerinin oldu¤u ortaya ç›kar. Bu limitlere s›ras›yla c ve s di-
yelim. Elbette 0 ≤ s ≤ c ≤ 1. Gene cos2 x + sin2 x = 1 eflitli¤inden
dolay› 

c2 + s2 = 1
ç›kar. cos(2x) = cos2 x – sin2 x denkleminden de,

c2 – s2 = c
ç›kar. Bu iki denklemi toplarsak,

2c2 – c – 1 = 0
buluruz. Çözersek c = 1 ya da $1/2 ç›kar, ki c ≥ 0 olmak zorun-
da oldu¤undan, c = 1 bulunur. Ama kosinüs 0’da 1 de¤erini al›-
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yor ve x artt›kça azal›yor ve sonsuzda da 1’e yak›ns›yor. Bun-
dan kosinüsün sabit 1 fonksiyonu oldu¤u ç›kar. Demek ki sinüs
de sabit 0 fonksiyonuymufl. Bu, Önsav 58.4’le çeliflir.

Demek ki sinüs pozitif say›larda 0’dan küçükeflit olabiliyor.
Sinüs sürekli bir fonksiyon oldu¤undan, Arade¤er Teore-
mi’nden dolay›, sinüsün pozitif bir say›da 0 de¤eri ald›¤› anlafl›-
l›r. Demek ki - > 0 imifl. n

-’nin S kümesinin en küçük pozitif say›s› oldu¤una dikkati-
nizi çekerim. Demek ki,

- = min {x > 0 : sin x = 0}.
Bundan ve Önsav 58.4’ten, √6 ≤ - bulunur.

Teorem 58.7. cos(-/2) = 0, sin(-/2) = 1, cos - = $1. Ayr›ca

her x , ! için,
sin(x + -/2) = cos x,
cos(x + -/2) = $sin x
sin(x + -) = $sin x,
cos(x + -) = $cos x,
sin(x + 2-) = sin x,
cos(x + 2-) = cos x

olur. Ayr›ca - say›s›, herhangi bir x , ! için,
sin(x + 2-) = sin x

ve

cos(x + 2-) = cos x
eflitliklerinin sa¤land›¤› en küçük pozitif say›d›r.

Kan›t: 0 = sin - = 2sin(-/2)cos(-/2). Öte yandan -/2 2#- , ya-
ni sin(-/2) /#0. Demek ki cos(-/2) = 0. Bundan da sin(-/2) = 31
ç›kar. Ama sin(-/2) = $1 olsayd›, sinüsün süreklili¤inden ve Ön-
sav 58.4’ten dolay›, sinüsün 0’la -/2 aras›nda bir yerde, yani
-’den küçük bir say›da 0 olmas› gerekirdi, ki bu mümkün de¤il-
dir. Demek ki sin(-/2) = 1. Buradan da,

cos - = cos2(-/2) – sin2(-/2) = $1 
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ç›kar. Devam edelim:
sin(x + -/2) = sin x cos (-/2) + sin(-/2) cos x = cos x

ve benzer flekilde
cos(x + -/2) = cos x cos (-/2) $ sin x sin(-/2) = $ sin x.

Bu eflitlikleri, - = -/2 + -/2 yazarak iki defa uygularsak
sin(x + -) = $sin x,
cos(x + -) = $cos x

elde ederiz. Son eflitlikleri, 2- = - + - yazarak iki defa uygularsak
sin(x + 2-) = sin x
cos(x + 2-) = cos x

elde ederiz.
Teoremin son k›sm›na gelelim. + say›s›, herhangi sabit bir

x , ! için,
sin(x + 2+) = sin x ve cos(x + 2+) = cos x

eflitliklerinin sa¤land›¤› en küçük pozitif say› olsun. O zaman, 
cos(2+) = cos((x + 2+) $ x) = cos2 x + sin2 x = 1

olur. Bundan da 
1 = cos(2+) = cos2 + – sin2 +

= (1 – sin2 +) – sin2 +#= 1 – 2sin2 +
ve sin + = 0 ç›kar. n

Di¤er trigonometrik eflitlikleri okura al›flt›rma olarak b›rak›-
yoruz.
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59. ‹çbükey - D›flbükey 
Fonksiyonlar ve Üs Alma

617

59.1. Tan›m
D›flbükey bir fonksiyon, afla¤›da gösterildi¤i gibi grafi¤i ça-

nak anten gibi “yukar› do¤ru” olan bir fonksiyondur.

Ama grafi¤i afla¤›daki gibi olan bir fonksiyon d›flbükey de-
¤ildir:

y

x

D›flbükey bir fonksiyon

D›flbükeylik gri bölgede bozuluyor;
grafik gri alanda “afla¤›ya dönük”.

y

x



Yukardaki örnekteki gibi bir fonksiyon d›flbükey olmasa da
fonksiyonun içbükey oldu¤u tan›m bölgeleri olabilir.

D›flbükey fonksiyonun matematiksel tan›m› flöyle: I, !’nin
bir aral›¤› ve ƒ : I 0 ! bir fonksiyon olsun. E¤er I ’dan al›nan
her a < x < b elemanlar› için, ƒ(x) de¤eri, afla¤›daki flekilde gös-
terilen u say›s›ndan küçükeflitse, o zaman ƒ’ye 

��������denir. 

Tan›mdaki u say›s›n›n nas›l belirlendi¤i herhalde flekilden
anlafl›l›yordur: u say›s›, (a, ƒ(a)) noktas›yla (b, ƒ(b)) noktas›n-
dan geçen kiriflin üstündeki, birinci koordinat› x olan noktas›-
n›n ikinci koordinat›. 

a ile b aras›ndaki her x noktas›, bir ve bir tek t , (0, 1) sa-
y›s› için,

x = (1 $ t)a + tb (1)
olarak yaz›labilir. Nitekim (1) eflitli¤inin sa¤lanmas› için, kolay
bir hesapla görülebilece¤i üzere,
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Fonksiyonun d›flbükey oldu¤u bölgeler gri renkte.
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almak yeterli ve gereklidir. Bunun tersi de do¤rudur: Her t ,
(0, 1) say›s› için,

(1 $ t)a + tb
say›s› a ile b aras›ndad›r. fiimdi, d›flbükeylik tan›m›n› biçimsel
olarak verebiliriz: I ve ƒ yukardaki gibi olsunlar. E¤er her a, b
, I ve her t , (0, 1) için,

ƒ((1 $ t)a + tb) ≤ (1 $ t)ƒ(a) + tƒ(b) (3)
ise, o zaman ƒ fonksiyonuna 

��������denir. 

(3) formülünde (1) ve (2) formüllerini kullan›rsak, d›flbü-
keyli¤e eflde¤er bir tan›m elde ederiz: Her x , (a, b) için,

Biraz daha fl›k bir formülasyon flöyle: ƒ ’nin d›flbükey olma-
s› için yeter ve gerek koflul, her a, b , I için ve toplam› 1 olan
her pozitif +, 4 say›lar› için,

ƒ(+a + 4b) ≤ +ƒ(a) + 4ƒ(b) (5)
eflitsizli¤idir.

Dikkat: D›flbükey bir fonksiyonun tan›m kümesinin her za-
man bir aral›k oldu¤u varsay›l›r.
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Örnek 61.1. x 1/|x| kural›yla tan›mlanan
g : !>0 0 !

fonksiyonu d›flbükeydir. Ayn› kuralla tan›mlanan
h : !<0 0 !

fonksiyonu da d›flbükeydir. Ama tan›m kümesi bir aral›k olma-
d›¤›ndan, gene ayn› kuralla tan›mlanan 

ƒ : ! \ {0} 0 !

fonksiyonunun d›flbükey olup olmad›¤› sorusu sorulamaz.

Örnek 61.2. ƒ(x) = x2 formülüyle tan›mlanan fonksiyon bü-
tün ! üzerine d›flbükeydir. Bunu kan›tlamak için, her 

t , (0, 1) için,
((1 $ t)a + tb)2 ≤ (1 $ t)a2 + tb2

eflitsizli¤ini kan›tlamam›z laz›m. Hesaplardan korkmazsan›z ve
a/b yerine x koyarsan›z, eflitsizli¤in her a ve b için do¤ru oldu-
¤unu kan›tlamak çok kolay. 

ƒ fonksiyonun içbükey olmas› demek, $ƒ fonksiyonunun
d›flbükey olmas› demektir; bir baflka deyiflle (3), (4) ve (5) eflit-
sizliklerinin ters çevrilmesi, yani fonksiyonun “afla¤›ya dönük”
olmas› demektir.

E¤er tan›mdaki eflitsizlikleri (≤) keskin eflitsizliklere (<) dö-
nüfltürürsek, keskin içbükey ve keskin d›flbükey kavramlar›na
ulafl›r›z.
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y = g(x) = 1/|x|y = h(x) = 1/|x|

ƒ(x) = 1/|x| kural›yla tan›mlanm›fl ƒ : ! \ {0} 0 ! fonksiyonu
iki d›flbükey parçadan oluflmas›na karfl›n d›flbükey de¤il.



D›flbükeyli¤in (dolay›s›yla içbükeyli¤in de) eflde¤er bir tan›-
m› afla¤›da.

Önsav 59.1. I, !’nin bir aral›¤› ve ƒ : I 0 ! bir fonksiyon

olsun. ƒ ’nin d›flbükey bir fonksiyon olmas› için gerek ve yeter

koflul, I ’n›n a < x < b eflitsizliklerini sa¤layan her a, x, b ele-

manlar› için,

eflitli¤inin sa¤lanmas›d›r, yani, afla¤›daki flekilde görüldü¤ü gi-

bi, kirifllerin e¤iminin sa¤a gittikçe artmas›d›r.

Kan›t: ƒ’nin d›flbükey oldu¤unu varsayal›m.

olsun. O zaman, 
x = (1 $ t)a + tb

olur. D›flbükeyli¤in tan›m›ndan,

ç›kar. Bu eflitsizlikten ƒ(a) ç›kar›rsak,

elde ederiz. ‹lk eflitsizlikten bu sefer ƒ(b) ç›kar›rsak,
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elde ederiz. Son iki eflitsizlik istedi¤imizi verir.
fiimdi koflulun sa¤land›¤›n› varsayal›m. Kofluldan ƒ(x)’i tec-

rit etti¤imizde, aynen

koflulunu elde ederiz. E¤er t yukardaki gibiyse, bu da tam
tam›na (3) kofluludur. n

59.2. D›flbükeylik ve Süreklilik
D›flbükey ve içbükey fonksiyonlar çok vahfli fonksiyonlar

olamaz, örne¤in zorunlu olarak süreklidirler.

Teorem 59.2. D›flbükey ve içbükey fonksiyonlar süreklidir-

ler.
Kan›t: I, !’nin bir aral›¤› ve ƒ : I 0 ! d›flbükey bir fonksi-

yon olsun. b , I olsun. I ’dan a < b < c eflitsizliklerini sa¤layan
a ve c say›lar› seçelim. x , (b, c) rastgele olsun. a < b < x oldu-
¤undan, (4) formülünden (x ’le b ’nin yerlerini de¤ifltirirerek),

elde ederiz. Buradan da

ç›kar. Ayr›ca b < x < c oldu¤undan, gene (4) eflitsizli¤inden,

buluruz. Demek ki,

fiimdi, bu formülde, b < x < c eflitsizli¤ini bozmadan x’i b’ye gö-
türelim. Sol ve sa¤ taraflar ƒ(b)’ye eflit olurlar ve 
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yani

ç›kar. Benzer flekilde,

eflitli¤i kan›tlan›r. Demek ki,
limx0b ƒ(x) = ƒ(b)

ve ƒ sürekli.
‹çbükey fonksiyonlar için kan›t benzerdir. n

59.3. D›flbükey Fonksiyonlar›n Çarp›m›
‹ki d›flbükey fonksiyonun çarp›m› d›flbükey midir? Yan›t,

net bir hay›r!

Örnek 1. ƒ(x) = x2 ve g(x) = $1 fonksiyonlar› d›flbükeydir
ama ƒ·g çarp›m› d›flbükey olmad›¤› gibi keskin içbükeydir.

Örnek 2. ƒ(x) = x2 ve g(x) = x fonksiyonlar› d›flbükeydir
ama ƒ·g çarp›m› d›flbükey de¤ildir.

Bu iki örne¤e dikkatlice bakarsak, sorunun fonksiyonlar-
dan birinin bazen negatif de¤erler almas›nda yatt›¤›n› sanabili-
riz. Sorun burada yatm›yor, pozitif d›flbükey fonksiyonlar›n
çarp›m› da d›flbükey olmayabiliyor:

Örnek 3. ƒ(x) = x2 ve g(x) = (x $ 1)2 fonksiyonlar› d›flbü-
keydir ama ƒ·g çarp›m› d›flbükey de¤ildir. Nitekim e¤er a = 0,
b = 1 olarak al›rsak ve t , (0, 1) herhangi bir say›ysa,

(ƒ·g)((1 $ t)a + tb) = (ƒ·g)(t) = t2(t $ 1)2

ve
(1 $ t)(ƒ·g)(a) + t(ƒ·g)(b) = 0

olur. Demek ki,
(ƒ·g)((1 $ t)a + tb) > (1 $ t)(ƒ·g)(a) + t(ƒ·g)(b)
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olur ve ƒ·g fonksiyonu d›flbükey olmaz.
Gene de d›flbükey fonksiyonlar›n çarp›m› hakk›nda bir te-

orem do¤ru. Sadece heyecan katmak amac›yla de¤il, daha pe-
dagojik olmas› için teoremin önce kan›t›n› verelim, önermesini
daha sonra yazar›z.

‹ki pozitif ve d›flbükey fonksiyon alal›m: ƒ ve g. Bunlar›n
çarp›m›n›n d›flbükey oldu¤unu kan›tlamak istiyoruz. Bu sonu-
cun yanl›fl oldu¤unu bildi¤imizden, “kan›tlamak istiyoruz” ye-
rine “kan›tlamaya çal›flal›m” demek daha az yanl›fl olurdu.

a ve b tan›m aral›¤›ndan iki say› olsun. t , (0, 1) rastgele
olsun.

t(ƒ·g)(a) + (1$t)(ƒ·g)(b) ≥ (ƒ·g)(ta + (1$t)b),
yani

tƒ(a)g(a) + (1$ t)ƒ(b)g(b) ≥ ƒ(ta + (1$t)b)·g(ta + (1$t)b) (*)
eflitsizli¤ini kan›tlamak istiyoruz. ƒ ve g’nin d›flbükey oldu¤unu
bildi¤imizden,

tƒ(a) + (1$t)ƒ(b) ≥ ƒ(ta + (1$t)b),
tg(a) + (1$t)g(b) ≥ g(ta + (1$t)b),

eflitsizliklerini biliyoruz. ƒ ve g fonksiyonlar› pozitif olduklar›n-
dan, bu iki eflitsizli¤i taraf tarafa çarp›p,

[tƒ(a) + (1$t)ƒ(b)][tg(a) + (1$t)g(b)]
≥ ƒ(ta + (1$t)b)·g(ta + (1$t)b) 

eflitsizli¤ini elde ederiz. Demek ki (*) eflitsizli¤ini kan›tlamak
için,
tƒ(a)g(a) + (1$t)ƒ(b)g(b) ≥ [tƒ(a) + (1$t)ƒ(b)][tg(a) + (1$t)g(b)]
eflitsizli¤ini kan›tlamak yeterli. Bu son eflitsizlik de,
tƒ(a)g(a) + (1$t)ƒ(b)g(b) 

≥ t2ƒ(a)g(a) + (1$t)2ƒ(b)g(b) + t(1$t)(ƒ(a)g(b) + ƒ(b)g(a))
eflitsizli¤ine denk. Eflitsizli¤in sa¤›ndaki ilk iki terime sola geçi-
rip, pozitif olan t $ t2 terimlerini sadelefltirirsek, son eflitsizli¤in

ƒ(a)g(a) + ƒ(b)g(b) ≥ ƒ(a)g(b) + ƒ(b)g(a)
eflitsizli¤ine denk oldu¤unu görürüz. Bu da,

(ƒ(a) $ ƒ(b))(g(a) $ g(b)) ≥ 0
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eflitsizli¤ine denktir. Bu eflitsizlik de 
ƒ(a) > ƒ(b) 8 g(a) > g(b) 

anlam›na gelir. Bir teorem kan›tlad›k.

Teorem 59.3. E¤er ƒ ve g fonksiyonlar› pozitif ve d›flbükey-

lerse ve her a, b için 

ƒ(a) > ƒ(b) 8 g(a) > g(b)
ise, o zaman ƒ·g de d›flbükeydir. Dolay›s›yla ƒ pozitif ve d›flbü-

keyse ve n , " ise ƒn fonksiyonu da d›flbükeydir; özel bir du-

rum olarak, x  |x|n fonksiyonu d›flbükeydir.

59.4. Üs Alman›n Bükeyli¤i
Asl›nda, bu bölümde kan›tlayaca¤›m›z üzere, her r ≥ 1 ger-

çel say›s› için, 
x |x| r

fonksiyonu d›flbükeydir. (Teorem 59.3’ten dolay› bunu [1, 2)
aral›¤›ndaki r say›lar› için kan›tlamak yeterli. Ama bu avan-
tajdan yararlanmam›za gerek kalmayacak.) Bir sonraki so-
nuç, x |x|r fonksiyonunun her r ≥ 1 kesirli say›s› için d›flbü-
key oldu¤unu söylüyor. Arkas› gelecek: Teorem 59.5 ve 59.9.

Önsav 59.4. E¤er r ≥ 1 bir kesirli say›ysa x  |x| r fonksi-

yonu ! üzerine d›flbükeydir.
Kan›t [Görkem Özkaya]: Bir r = p/q ≥ 1 kesirli say›s› seçe-

lim. Buradaki p ve q say›lar› pozitif do¤al say›lard›r ve q ≤ p’dir.
ƒ(x) = |x| r olsun.

Sav 59.4.1. Her x , ! için, 1 $ rx ≤ |1 $ x|r.
Kan›t: E¤er x , [0, 1] ise, eflitsizlik Teorem 38.2, Sav 1’de

kan›tlanm›flt›r. E¤er x > 1 ise, 
1 $ rx ≤ 1 $ r ≤ 0 < |1 $ x|r

olur. E¤er x < 0 ise, y = $x > 0 tan›m›n› yap›p, 
1 + ry ≤ (1 + y)r

eflitsizli¤ini kan›tlamam›z gerekti¤ini görürüz. r yerine p/q alal›m:
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eflitsizli¤ini kan›tlamal›y›z. Her iki taraf›n da binom aç›l›m›n›
yaparsak,

eflitsizli¤ini kan›tlamam›z gerekti¤ini görürüz. Ama q ≤ p ve 0 < y
oldu¤undan,

eflitsizli¤ini kan›tlamam›z yeterli. Bu son eflitsizli¤i kan›tlamak
için de, her i = 0, 1, ..., q için

eflitsizli¤ini, yani sadelefltirerek,

ve bir defa daha sadelefltirerek,

ve bir defa daha sadelefltirerek,

eflitsizli¤ini kan›tlamam›z gerekti¤ini görürüz. Her parantezin
pozitif bir say› oldu¤una dikkatinizi çekeriz.  Demek ki, her j =
1, 2, ..., i $ 1 için,

eflitsizli¤ini kan›tlamak yeterli. Ama p ≥ q oldu¤undan, bu da
bariz. Sav kan›tlanm›flt›r. n
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Sav 59.4.2. Her c gerçel say›s› için, öyle u ve v gerçel say›-

lar› vard›r ki,
#c(x) = ux + v

tan›m›n› yaparsak, her x , ! için ƒ(x) ≥ #c(x) ve ƒ(c) = #c(c)
olur.

Kan›t: c = 0 ise u = v = 0 alal›m. Bundan böyle c / 0 olsun.
Birinci savda x yerine 1 $ x/c koyal›m. Biraz hesapla,

elde etti¤imizi görürüz. E¤er x = c ise eflitlik elde edilir. fiimdi,

olsun. n

Önsav 59.4’ün Kan›t›n›n Sonu: Her c gerçel say›s› için yu-
kardaki gibi do¤rusal bir #c fonksiyonu seçelim. #c’nin Sav’da
belirtilen özelliklerinden dolay›,

ƒ(x) = max{#c(x) : c , !} = #x(x)
olur. “#c fonksiyonlar› do¤rusal olduklar›ndan d›flbükeydirler
ve d›flbükey fonksiyonlar›n maksimumu d›flbükeydir” deyip
kan›t› bitirebiliriz ama bunun ayr›nt›lar›na girelim ki herhangi
bir kuflku kalmas›n: Her t , [0, 1] ve a ≤ b gerçel say›lar› için,

ƒ((1 $ t)a + tb) = max{#c((1 $ t)a + tb) : c , !}
≤ max{(1 $ t)#c(a) + t#c(b)) : c , !}
≤ (1 $ t)max{#c(a) : c , !} + tmax{#c(b)) : c , !}
= (1 $ t)ƒ(a) + tƒ(b).

Kan›t›m›z tamamlanm›flt›r. n

Nihayet, istedi¤imiz sonucun yar›s›n› kan›tlayabiliriz:

Teorem 59.5. E¤er r ≥ 1 bir gerçel say›ysa x  |x|r fonksi-

yonu ! üzerine d›flbükeydir, dolay›s›yla süreklidir.
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Kan›t: Limiti r olan bir (qn)n kesirli say› dizisi için, ar’yi
(aqn)n say› dizisinin limiti olarak tan›mlam›flt›k (Bölüm 49). Li-
mit alma eflitsizlikleri korudu¤undan, teorem bir önceki önsav-
dan ç›kar. n

Bu fonksiyonlar›n grafikleri afla¤›da.

59.5. exp Fonksiyonunun D›flbükeyli¤i
fiimdi de meflhur exp fonksiyonunun d›flbükey oldu¤unu ka-

n›tlayaca¤›z.
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ƒ(x) = |x|

1

ƒ(x) = x2ƒ(x) = x3

1

$1
r büyüdükçe, x   |x|r fonksiyonu ($1, 1) aral›¤›nda yass›lafl›r;
bu aral›¤›n d›fl›nda ise daha h›zl› 1’a yaklafl›r.

ƒ(x) = exp x

1



Teorem 59.6. exp fonksiyonu d›flbükeydir; dolay›s›yla

süreklidir.
Kan›t: a < b ve t , (0, 1) için,

(1$ t)exp a + t exp b ≥ exp((1$ t)a + tb)
eflitsizli¤ini kan›tlamal›y›z. Bu eflitsizli¤i,

(1$ t)ea + teb ≥ e(1$t)a + tb

biçiminde yazarsak biraz daha al›fl›k oldu¤umuz bir yaz›l›ma
kavufluruz. Her iki taraf› da ea’ya bölersek, buna denk olan

(1$ t) + teb$a ≥ et(b $#a)

eflitsizli¤ini elde ederiz. Son olarak, c = b $ a yazarsak, kan›tla-
mam›z gereken eflitsizlik,

(1$ t) + tec ≥ etc

olarak k›sal›r. fiimdi ec yerine tan›m› olan

yazal›m. Böylece kan›tlamak istedi¤imiz eflitsizlik,

eflitsizli¤ine dönüflür. Bu eflitsizlikte soldaki t say›lar› ve her iki ta-
rafta da bulunan 1 say›lar›n› sadeleflir. Bu sadeleflmeyi yaparsak,

elde ederiz. Bu eflitsizli¤i kan›tlamak için, her i ≥ 1 için, soldaki se-
rinin i ’inci teriminin sa¤daki serinin i ’inci teriminden küçükeflit
oldu¤unu kan›tlamak yeterli. Bu da t ≥ t i demektir, ki 0 < t < 1
oldu¤undan bu eflitsizlik do¤rudur. n

59.6. Ters Fonksiyonun Bükeyli¤i
Bir veya birkaç fonksiyonun d›flbükeyli¤inden yola ç›karak

baflka fonksiyonlar›n d›fl ya da içbükeyli¤ini kan›tlayabiliriz mi-
yiz? Evet. 

• ƒ d›fl/içbükeyse, tan›mdan dolay› $ƒ iç/d›flbükeydir. 
• D›fl/‹çbükey fonksiyonlar›n toplam› d›fl/içbükeydir. 
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• ƒ ve g d›flbükey fonksiyonlarsa 
max{ƒ, g} 

fonksiyonu d›flbükeydir. (Ama min{ƒ, g} d›flbükey olmayabilir.) 
• ƒ d›fl/içbükeyse, her a ve b say›s› için 

ƒ(ax + b) 
fonksiyonu da d›fl/içbükeydir.

Ama ƒ d›flbükeyse, ƒ hep pozitif de¤erler alsa bile, 1/ƒ hak-
k›nda genellikle pek bir fley söyleyemeyiz. Mesela ƒ(x) = 1 + x2

fonksiyonu d›flbükeydir ama 1/ƒ ne içbükey ne de d›flbükeydir
(bkz. bir sonraki flekil).

E¤er ƒ : I 0 J . ! içbükey bir efllemeyse, ƒ’nin tersi olan 
ƒ$1 : J 0 I

fonksiyonunun d›flbükey ya da içbükey olmas› gerekti¤ini söyle-
yebilir miyiz? Hay›r. Örne¤in 

ƒ(x) = x2

formülüyle tan›mlanm›fl 
ƒ : !<0 0 !>0

fonksiyonu ve tersi olan
ƒ$1(x) = $√x

fonksiyonu d›flbükeydir (neden?) Öte yandan 
exp : !0 !>0

fonksiyonu d›flbükey bir efllemedir (Teorem 59.6) ama tersi olan
log fonksiyonu içbükeydir (kan›t› birazdan).

Afla¤›daki teorem, d›flbükey bir fonksiyonun tersinin iç ya
da d›flbükeyli¤i hakk›nda bir bilgi veriyor.
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ƒ(x) = 1 + x2

1

1$1 içbükeyd›flbükey d›flbükey

g(x) =
1 + x2

1



Teorem 59.7. I ve J, !’nin iki aç›k aral›¤› olsun.
ƒ : I 0 J

d›flbükey bir fonksiyon olsun. E¤er ƒ artansa ƒ$1 içbükeydir.
E¤er ƒ azalansa ƒ$1 d›flbükeydir.

Teoremi kan›tlamadan önce d›fl/içbükeyli¤in tan›m›na denk
bir baflka koflul bulal›m.

Önsav 59.8. I, !’nin bir aral›¤› ve ƒ : I 0 ! bir fonksiyon

olsun. ƒ ’nin d›flbükey bir fonksiyon olmas› için gerek ve yeter

koflul, I ’n›n her x1 < x < x2 elemanlar› için,

eflitli¤inin sa¤lanmas›d›r.

Kan›t: ƒ’nin d›flbükey oldu¤unu varsayal›m.

olsun. O zaman, 
x = (1 $ t)x1 + tx2

olur. D›flbükeyli¤in tan›m›ndan,

olur. Bu eflitsizlikten ƒ(x1) ç›kar›rsak,
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elde ederiz. Ayn› eflitsizlikten bu sefer ƒ(x2) ç›kar›rsak,

elde ederiz. Son iki eflitsizlik istedi¤imizi verir.

fiimdi koflulun sa¤land›¤›n› varsayal›m. Kofluldan ƒ(x)’i tec-
rit etti¤imizde, aynen

koflulunu elde ederiz. E¤er t yukardaki gibiyse, bu da aynen (3)
kofluludur. n

Teorem 59.7’nin Kan›t›: Önsav 59.8’i uygulayaca¤›z. J’den 
y1 < y < y2

say›lar›n› seçelim. x1, x, x2 say›lar›, I ’dan 
ƒ(x1) = y1, ƒ(x) = y, ƒ(x2) = y2

olacak biçimde seçilsin.
ƒ’nin artan oldu¤unu varsayal›m. O zaman x1 < x < x2 olur.

ƒ d›flbükey oldu¤undan, Önsav 59.8’e göre

eflitsizli¤i geçerlidir. Pay ve paydadaki tüm terimler pozitif ol-
duklar›ndan,

elde ederiz. Bu da aynen Önsav 59.8’e (ya da benzerine) göre,
ƒ$1 içbükey demektir.

‹kinci önermenin kan›t› ayn›d›r. n

Teorem 59.9. E¤er 0 < r < 1 bir gerçel say›ysa

x xr

fonksiyonu !>0 üzerinde içbükeydir, dolay›s›yla süreklidir.
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Kan›t: Her x ≥ 0 için 
(xr)1/r = x ve (x1/r)r = x

oldu¤undan, !>0 aral›¤›ndan ! aral›¤›na giden x  xr fonksi-
yonunun tersi x  x1/r fonksiyonudur. Sonuç flimdi Teorem
59.3 ve 59.7’den hemen ç›kar. n

59.7. Yerel/Global Minimum/Maksimum
D›fl/içbükey fonksiyonlar, analizin vazgeçilmezi olan eflitsiz-

likleri kan›tlamak için çok güçlü bir kavramd›r. Birçok uygula-
mas›n› görece¤iz.

a , X . ! ve ƒ : X 0 ! bir fonksiyon olsun. E¤er her x ,
X için ƒ(x) ≥ ƒ(a) oluyorsa, a’ya ƒ’nin minimumu ya da global

minimumu ad› verilir. Bu durumda ƒ(a)’ya ƒ’nin minimum de-

¤eri ad› verilir. E¤er a’y› içeren aç›k bir I aral›¤› için, ƒ(x) ≥ ƒ(a)
koflulu her x , X ; I için sa¤lan›yorsa, a’ya yerel minimum ad›
verilir. Global minimum her zaman bir yerel minimumdur elbet
ama tersi do¤ru olmak zorunda de¤ildir. 

Yerel ve global maksimum ve maksimum de¤er benzer fle-
kilde tan›mlan›r.

Teorem 59.10. I bir aral›k ve ƒ : I 0 !#d›flbükey bir fonk-

siyon olsun.
i. Her yerel minimum ayn› zamanda global bir minimumdur

ve e¤er keskin d›flbükeyse ƒ’nin en fazla bir global minimumu

vard›r. 
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ii. E¤er keskin d›flbükeyse ƒ’nin maksimum de¤erini veren

noktalar ancak I ’n›n uç noktalar› olabilirler.
Kan›t: i. a, ƒ ’nin yerel minimumu olsun. J, her x , I ; J sa-

y›s› için ƒ(x) ≥ ƒ(a) eflitsizli¤inin sa¤land›¤› a’y› içeren aç›k bir
aral›k olsun. x , I herhangi bir eleman olsun. O zaman, öyle bir
0 < < vard›r ki, her t , (0, <) say›s› için,

(1 $ t)a + tx , I ; J

olur. Demek ki,
(1 $ t)ƒ(a) + tƒ(x) ≥ ƒ((1 $ t)a + tx) ≥ ƒ(a),

yani
(1 $ t)ƒ(a) + tƒ(x) ≥ ƒ(a),

olur. Bundan da, bariz sadelefltirmelerden sonra, ƒ(x) ≥ ƒ(a) ç›-
kar. Demek ki a global minimummufl.

fiimdi a ve b, minimum de¤eri veren iki de¤iflik say› olsun. a ve
b global minimum olduklar›ndan, ƒ(a) = ƒ(b)’dir. Her t , (0, 1)
say›s› için,

ƒ((1 $ t)a + tb) ≤ (1 $ t)ƒ(a) + tƒ(b) 
= (1 $ t)ƒ(a) + tƒ(a) = ƒ(a)
≤ ƒ((1 $ t)a + tb),

yani ƒ((1 $ t)a + tb) = ƒ(a) olur. Demek ki ƒ, a ile b aras›nda bir
sabittir. Ama bu da keskin d›flbükeylikle çeliflir.

ii. fiimdi a’n›n I ’n›n içinde olan yerel bir maksimum oldu¤u-
nu varsayal›m. O zaman I ’n›n içinde öyle bir aç›k J aral›¤› var-
d›r ki, b < a < c eflitsizliklerini sa¤layan her b, c , J say›lar› için, 

ƒ(b) < ƒ(a) ve ƒ(c) < ƒ(a) 
olur. Böyle b ve c say›lar› seçelim. 

a = (1 $ t)b + tc
eflitli¤ini sa¤layan bir t , (0, 1) alal›m. D›flbükeyli¤in tan›m›n-
dan dolay›,

ƒ(a)= ƒ((1 $ t)b + tc) ≤ (1 $ t)ƒ(b) + tƒ(c) 
≤ max{ƒ(b), ƒ(c)} ≤ ƒ(a)

olur. Demek ki ƒ(a) = max{ƒ(b), ƒ(c)}. Ayr›ca e¤er ƒ(b) / ƒ(c)
ise, 

634 59. ‹çbükey - D›flbükey Fonksiyonlar ve Üs Alma



ƒ(a)= ƒ((1 $ t)b + tc) ≤ (1 $ t)ƒ(b) + tƒ(c) 
< max{ƒ(b), ƒ(c)} ≤ ƒ(a)

olur, bir çeliflki. Demek ki ƒ(b) = ƒ(a) = ƒ(c) ve ƒ, J üzerinde sa-
bit de¤er alan bir fonksiyon. Bu da ƒ’nin keskin d›flbükeyli¤iyle
çeliflir. n

Al›flt›rmalar
1. E¤er p ≥ 1 ve a, b > 0 ise, 

(a + b)p ≤ 2p$1ap + 2q$1bq

eflitsizli¤ini kan›tlay›n.
2. E¤er bir I aral›¤› üzerine tan›mlanm›fl bir ƒ sürekliyse ve

her a, b , I için,

eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa ƒ’nin d›flbükey oldu¤unu kan›tlay›n.
3 [D›flbükey Kümeler]. A . !2 olsun. E¤er her a, b , A için,

a ve b aras›ndaki do¤ru parças› da A’n›n içindeyse, A’ya d›flbü-

key denir. (Bu kavram kolayl›kla n boyutlu !n uzay›na geniflle-
tilebilir.) Bir baflka deyiflle, e¤er her a, b , A ve her t , (0, 1)
için,

(1 $ t)a + tb , A

ise A’ya d›flbükey denir. (Burada, b = (b1, b2) ise, tb = (tb1, tb2)
olarak tan›mlanm›flt›r.) !2 elbette d›flbükeydir.

3a. E¤er A . ! bir aral›ksa ve ƒ : I 0 ! d›flbükeyse, ƒ’nin
grafi¤inin üstünde kalan noktalar kümesinin, yani

{(x, y) , !2 : y > ƒ(x)}
kümesinin d›flbükey oldu¤unu kan›tlay›n.
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3b. Sonlu ya da sonsuz say›da d›flbükey kümenin kesiflimi-
nin d›flbükey oldu¤unu kan›tlay›n.

3c. E¤er A . !2 ise, A’y› içeren tüm d›flbükey kümelerin ke-
sifliminin, A’y› içeren d›flbükey bir küme oldu¤unu kan›tlay›n.
Bu kümeye A’n›n d›flbükey zarf› dersek ve bu kümeyi dbz(A)
olarak gösterirsek, dbz(A)’n›n A’y› içeren en küçük d›flbükey
küme oldu¤unu kan›tlay›n (yani dbz(A), A’y› içeren her d›flbü-
key kümenin altkümesidir.)

3d. fiu özellikleri kan›tlay›n:
i. A . dbz(A), ii. dbz(dbz(A)) = dbz(A),
iii. dbz(A ; B) = dbz(A) ; dbz(B), 
iv. dbz(=) = =.
3e. Afla¤›daki üç fleklin herbirinin d›flbükey zarf›n› bulun. 

3f. A . !2 olsun. A’n›n d›flbükey olmas› için,
Her x1, ..., xn , A ve toplam› 1 olan her t1, ..., tn ,
(0, 1) için t1x1 + " + tnxn eleman› A’dad›r

koflulunun yeter ve gerek oldu¤unu kan›tlay›n. 
3g. Yukardaki kofluldaki gibi bir 

t1x1 + " + tnxn
noktas›na x1, ..., xn noktalar›n›n d›flbükey kombinasyonu ad›
verilir. A . !2 olsun. A’n›n noktalar›n›n tüm d›flbükey kombi-
nasyonlar› kümesinin A’n›n d›flbükey zarf› oldu¤unu kan›tlay›n.

3h. A . !2 olsun. A’n›n tüm üç nokta kümelerinin tüm d›fl-
bükey kombinasyonlar› kümesinin A’n›n d›flbükey zarf› oldu¤u-
nu kan›tlay›n.

3i. A, B . !2 ve t , ! olsun.
A + B = {a + b : a , A, b , B }

ve
tA = {ta : a , A}
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olsun. E¤er A ve B d›flbükeyse bu kümelerin de d›flbükey olduk-
lar›n› kan›tlay›n. A’n›n d›flbükey olmas›n›n, her t , (0, 1) için

(1 $ t)A + tA . A

içindeli¤inin yeter ve gerek oldu¤unu kan›tlay›n.
4. A . !2 d›flbükey bir küme ve ƒ : A 0 ! bir fonksiyon ol-

sun. ƒ’nin d›flbükey olmas›n›n tan›m›n› verin. E¤er ƒ d›flbükey-
se her u için,

{x : ƒ(x) < u} ve {x : ƒ(x) ≤ u}
“seviye kümelerinin” d›flbükey olduklar›n› kan›tlay›n.

5. Yukardaki iki al›flt›rmay› !2’den !n ’ye genellefltirin.
6 [Carathéodory Teoremi]. A . !n olsun. A’n›n tüm üç

noktalar›n›n tüm d›flbükey kombinasyonlar›n›n kümesinin
A’n›n d›flbükey zarf› oldu¤unu kan›tlay›n.

7. a1, ..., an , ! ve + , ! olsun.
{(x1, ..., xn) , !n : a1x1 + " + anxn < +},
{(x1, ..., xn) , !n : a1x1 + " + anxn ≤ +},
{(x1, ..., xn) , !n : a1x1 + " + anxn = +}

kümelerinin d›flbükey olduklar›n› kan›tlay›n. Bundan, herhangi
bir say›da do¤rusal eflitli¤in ya da eflitsizli¤in ortak çözümleri
kümesinin d›flbükey oldu¤unu kan›tlay›n.

59. ‹çbükey - D›flbükey Fonksiyonlar ve Üs Alma 637


