56. Fonk(X, R) Metrik
Uzay1 ve Diizgiin Yakinsama

siyona diizgiin yakinsamasinin ikinci ve daha kullanish

Bir onceki boliimde bir fonksiyon dizisinin bir bagka fonk-

bir tanimini gérdik. Bunun icin
I£1l = sup{lf(x)! : x € X} in R0 U {0}

tanimina ihtiya¢ duyduk. Bu, énemli bir tanimdir, o kadar ki,
“lizerinde durmaya deger” demek bile yeterince giiglii bir ifade
degildir.

£l ifadesi bazen kitaplarda IIfll, olarak gecer; adina da
f’nin stipnorm’u denir. Bu bolimde siipnormun bazi basat
ozelliklerini ve Fonk(X, R) kuimesinin 6zel baz1 altkimelerini
gorecegiz.

56.1. Fonk(X, R) Cebiri
X, herhangi bir kiime olsun. Fonk(X, R), X’ten R’ye giden
fonksiyonlar kiimesi olsunl.
Fonk(X, R) kiimesi tizerinde dikkat ceken ti¢ 6nemli iglem
vardir: toplama, bir sayiyla ¢arpma ve carpma.

1 Bu bolumun bir¢ok sonucunda, bilenler, Fonk(x, R)’deki R yerine herhan-
gi bir metrik uzayi alabilirler. Bu takdirde gerektiginde tam metrik uzay:
varsayiminda bulunmak gerekecektir. Bu genellesmeleri bir sonraki not-
larimizda yapacagiz.
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1) Toplama. Iki fonksiyonu toplayabiliriz. Nitekim f ve g,
X’ten R’ye giden iki fonksiyonsa, f + g fonksiyonu, her x € X

elemaninda,
f(x) + glx)
degerini alan fonksiyondur; bir bagka deyisle,
f+g: X->R
fonksiyonu,

(f + 8)x) = fx) + g(x)

esitligiyle tanimlanur.

2. Bir Sayryla Carpma. Eger f, X’ten R’ye giden bir fonksi-

yonsa ve 7 € R bir gercel sayiysa,
rf: X—>R
adi verilen fonksiyon, her x € X igin,
(rf)(x) = r-f(x)

olarak tanimlanan fonksiyondur.

Yukardaki iki maddeden su ¢ikar: Her f ve g € Fonk(X, R)
icin f — g islemi, istenirse

f+(-1)g
olarak, istenirse de
(f - 2)(x) = flx) - g)

kuraliyla tanimlanabilir; her iki tanim da ayni kapiya cikar.

3. CarpmaZ. Iki fonksiyonu carpabiliriz. Nitekim f ve g,
X’ten R’ye giden iki fonksiyonsa, f-g fonksiyonu, her x € X ele-

maninda,
flx)g(x)
degerini alan fonksiyondur; bir bagka deyisle,
fg:X >R

2 Fonk(X, R), burada tanimlanan toplama ve c¢arpma islemleriyle adina
halka denilen bir yap1 olur. Fonk(X, R), bu toplama ve bir sayiyla ¢arp-
ma iglemleriyle bir vektor uzay: olur. Fonk(X, R) kiimesini ﬁem halka
hem de vektor uzayi olarak (birlikte) gorursek, o zaman Fonk(X, R), bir
cebir olur. Bu kavramlara bu ders notlarinda ihtiyacimiz olmayacak.
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fonksiyonu,
(f-8)x) = f(x)g(x)
esitligiyle tanimlanir.
Fonk(X, R) kiimesinde her zaman bolme yapamayiz. Sade-
ce X’in hi¢bir noktasinda 0 olmayan fonksiyonlara bélebiliriz.

56.2. Fonksiyonlarin Sup’u
Bir f € Fonk(X, R) fonksiyonu igin,
LAl = sup{lf(x)l : x € X}
tanimini yapalim (yaptik da zaten). Elbette lIfIl, bir gergel say1
olabilecegi gibi « da olabilir. Yani lIfll,
R>0 U {o0}
kiimesinin bir elemanidir. Ornegin, X = R ve f(x) = x ise, lIfll = o0
olur. Ote yandan, X = R ve f fonksiyonu,
fl)=—

Cltx
kuraliyla tanimlanmigsa, asagidaki grafikten de goriilecegi tize-

re, lIfll = 1°dir. Ama dikkat f(x) = x/(x + 1) ise de llfll = 1 olur
ama |f(x)l = 1 esitligini saglayan bir x yoktur.

2

R20 U {00} kiimesi iizerine, R0 kiimesinin bildigimiz topla-

masini ve siralamasini, her » € R igin,
7400 =004 7 =00+ 00=00
ve
7 <o
kurallariyla genisleten bir toplama ve siralama tanimlayabiliriz.
Bu toplama ve siralamaya gore, her
f € Fonk(X, R)

ve her x € X igin,
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Flx) < 1f o)l < NI
olur elbette. Ayrica llIfll, R20 U {oo} kiimesinin yukardaki esitsiz-
ligi saglayan en kugiik elemanidir.
Su sonucu kanitlamak oldukca kolaydir:

Onsav 56.1. Her f, g € Fonk(X, R) ve her r € R icin, su
onermeler dogrudur.
i Ifll = 0 ve f = O esitliklerinden biri dogruysa digeri de dog-
rudur.
il llrfll = Il £
iii. IIf + gll < MIFI+ ligll.
iv. [If-gll < I £1l-lgll.
Dolayisiyla, her f, g, b € Fonk(X, R)
allf-gl=0< f=g
b. llf —gll = llg — fII.
c. llf —glll <If = bl + 1Ih - £II.
Kant: Ilk iki énerme, tanimdan dolay1 bariz; aslinda {iciin-
cuisui de:
IIf + gll = sup{lf(x) + g(x) : x € X}
<supf{lf(x)l + Ig(x)l : x € X}
<sup{lf(x)l : x € X} + supflg(x)l : x € X}
= |11l + llgll.
Dordunciisiinii ve ikinci kismi okura aligtirma olarak birakiyo-
ruz. L]

Onsav 56.1°deki 6zelliklerin, aynen gergel sayilar iizerine ta-
nimlanmis olan mutlak deger i¢in de gegerli olduguna ozellikle
dikkatinizi ¢ekmek isteriz. Yani Fonk(X, R) yerine R kiimesini
alsak ve Il Il yerine mutlak degeri alsak, yukardaki teoremin R
ve mutlak deger i¢in dogru oldugunu, lise, hatta ortaokul yilla-
rindan beri bildigimizin farkina variriz. Tek farki, Fonk(X, R)
kiimesindeki bir f elemani i¢in || fIl denen seyin sonsuz olabilme-
si; oysa R’de mutlak deger sonsuz olamaz tabii. Ama tek derdi-
miz bu olsun! Bunun da yakin gelecekte ¢aresini bulacagiz.
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56.3. Fonk(X, R) Uzerine Mesafe

f ve g, Fonk(X, R) kiimesinden iki eleman ise, f ve g arasin-

daki mesafeyi
d(f, g) = min{1, IIf — gll}
olarak tanimlayalim. Boylece d(f, g) hicbir zaman sonsuz ol-
maz, hatta hi¢gbir zaman 1’i asgamaz. Ama bizim i¢in d(f, g)’nin
1’i asmamasi degil, Onsav 56.2°de kanitlayacagimiz 6zellikleri
onemli olacak. Nitekim herhangi bir a > 0 icin
d(f, g) = min{a, llf — gll}
olarak tanimlanmis olsaydi da herhangi bir sey degismezdi, ya-
pacaklarimizin hepsi bu yeni d icin de gegerli olurdu. d(f, g)’nin
taniminda beliren 1’in yegane islevi, f ile g arasindaki mesafe-
nin sonsuz olmasini engelleyip Onsav 56.1’in a, b ve ¢ 6zellik-
lerini saglamasi (bkz. Onsav 56.2). Eger Ilf — gll sonsuz olma-
saydi boyle bir tanima ihtiya¢ duymazdik bile. Nitekim, sinirl
fonksiyonlarla ¢aligirken yukardaki d(f, g) tanimini unutup,
dif, g =IIf —gll

tanimiyla ¢alismak bizi magdur etmeyecek (6te yandan pek bir
sey de kazandirmayacak!)

Bu arada, daha ileri gitmeden,

dif,g)<1,d(f,g)=lf —gllvellf —gll <1

onermelerinin birbirine denk olduklarini da farkedelim. Yani k-
ciik mesafeler igin, d(f, g) ile lIf — gll arasinda bir ayrim yoktur.

Onsav 56.2. Her f, g, b € Fonk(X, R) icin su 6nermeler ge-
cerlidir:

i d(f, g) € R20.

il. d(f, g) = 0 ve f = g esitliklerinden biri gecerliyse, digeri de
gecerlidir.

1il. d(fa g) = d(ga f)

iv. d(f, g) < d(f, b) + d(b, g).

Kanit: Bunlarin her biri Teorem 1’in ve tanimin birer sonu-
cudur. (i) ¢ok bariz. (ii) de:
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d(f, f) = min{1, llf = fll} = min{1, 0} = 0
olur. Ote yandan d(f, g) = 0 ise, o zaman,
0 =d(f, g) = min{1, lIf — gll}
oldugundan IlIf — gll = 0 buluruz; bundan da Teorem 1.i’e gore
f = g ¢ikar.
(iii)’iin kaniti: Onsav 56.1°den dolayz,
If —gll = ll(=1)(g = HII = I=1l-llg = Il = Ig = fII.
oldugundan, d(f, g) = d(g, f) olur.
(iv)’un kaniti: Eger d(f, b) ya da d(b, g) mesafelerinden biri
1 ise, esitsizlik elbette gegerli olur. Ikisinin de 1’den kiiciik ol-
duklarini varsayalim. O zaman,
dif, h) =Ilf —gll
ve
d(h, g) =lh —gll
olmak zorunda. Dolayisiyla,
d(f, g)=min{1, If —gll] <Ilf —gll <W(f = h) + (b —g)ll
<WHf=hll+1lb—gll =d(f, h) +d(b, g).

Teorem kanitlanmistir. (]

Bu asamada durup biraz soluklanalim ve ne kanitladigimi-
za dikkatlice (ama belli bir mesafeden) bakalim. Gergel sayilar-
da mutlak degerin de benzer o6zellikleri vardir: Her x, vy, z ger-
cel sayisi icin, su onermeler dogrudur:

ilx —yl e R20,

ii. Ix — yl = 0 ve x = y esitliklerinden biri gecerliyse, digeri de
gecerlidir.

iii. lx — yl = ly — xl.

iv. lx —yl <lx — 2l + 1z — 9yl
Yani Fonk(X, R) yerine R kiimesini alsaydik ve her x, y € R
icin, d(x, y) = lx — yl tanimin1 yapsaydik da, Onsav 56.2 gecer-
li olacakti.

Onsav 56.2°deki dort 6zellige sahip bir d fonksiyonuna me-
safe fonksiyonu denir. Demek ki,
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d(f, g) = min{1, llf - gl}
kuraliyla tanimlanmig
d : Fonk(X, R) x Fonk(X, R) > R

fonksiyonu, Fonk(X, R) kiimesi tizerine bir mesafe fonksiyonu-
dur. (Fonk(X, R), d) ciftine de metrik uzayr adi verilir. Aynen
bunun gibi,

d(x,y) =lx —yl
kuralyla tanimlanmig

d:RxR—->R
fonksiyonu da R iizerine bir mesafe fonksiyonudur ve (R, d) ¢if-
ti bir metrik uzaydir.

Onsav 56.2°de kanitlanan dért 6zelligini saglayan bir d fonk-
siyonuna “mesafe fonksiyonu” denmesi nedensiz degildir. Nite-
kim bu dort ozellik “mesafe” kavraminin saglamasi gereken 6zel-
liklerin 6ziidiir: Mesafe denen sey, eger gercekten “mesafe” adini
hakediyorsa, her seyden 6nce bir gergel say1 olmali ve hi¢ negatif
olmamali. Bu, Onsav 56.2.i°de verilmis. Ayrica, ancak bir nokta-
nin kendisine olan mesafesi 0 olabilmeli; iki degisik noktanin me-
safesi pozitif olmali. Bu da Onsav 56.2.i’°de verilmis. Ayrica me-
safe simetrik olmali, yani A’nin B’ye mesafesi B’nin A’ya olan me-
safesine esit olmali. Bu, Onsav 56.3.iii’te verilmis. Ve son olarak,
A’dan B’ye gitmek i¢in bir C noktasindan gegilmek istenirse, me-
safeyi kisaltmig olamayiz. Bu son ozellige sicgen esitsizligi adi ve-
rilir. Bu 6zellik de Onsav 56.2.iv’te verilmistir.

“Uggen esitsizligi” (Ressamin yorumu!)
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Sonug olarak, Onsav 56.2deki dort 6zellik, sezgisel olarak
hissettigimiz “mesafe” kavraminin vazgegilmez ve en basat 6zel-
likleridir. Bu yuzden boyle bir fonksiyona mesafe fonksiyonu
adi verilir. Ve bu ytizden mesafe kavramimin tanimlandigi k-
meye de metre’den tiireyen metrik uzay denir.

Bir metrik uzay, bir M kiimesi ve bir Onsav 56.1’in a, b ve
¢ ozelligini saglayan bir

d:MxM— R0
fonksiyonu icin, (M, d) bi¢ciminde yazilan bir ¢ifttir. d’ye M tize-
rine mesafe denir. Cogu zaman d’nin ne oldugu bilinir ve gozar-
di edilerek, (M, d) metrik uzay1 yerine M metrik uzay:1 denir.
Ornegin M = R ise, aksi sdylenmedikce d(x, y) = lx — yI’dir.

M

Bir metrik uzay1!

Bu ders notlarinda amacimiz higbir bigimde metrik uzayla-
rinin genel teorisini gostermek degil, ama bu dile alismakta ya-
rar var diye dusiiniiyoruz.

R’de tanimlanan hemen hemen her kavram metrik uzaylari-
na da genellestirilebilir, hele metrik uzay tizerine toplama ve
carpma gibi islemler varsa. Ornegin, yakinsaklik, limit, Cauchy
dizisi, sureklilik, tamlik gibi kavramlar gergel sayilardan metrik
uzaylara genellestirilebilir. Bunun i¢in, R’de yapilmig bir tanim-
da goriinen her |x — yl tiriinden ifade yerine d(x, y) koymak ye-
terlidir; boylece ayni kavrami metrik uzaylara genellestirmis
oluruz. (matematik iste boyle bir sey!)

Her metrik uzayinda toplama ve ¢carpma gibi islemler olmaz.
Ama R ve Fonk(X, R) metrik uzaylarinda, mesafe diginda bir de
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toplama, ¢ikarma, carpma ve “bir sayiyla ¢arpma” gibi iglemle-
rimiz var. Bunlari zengin yapisi olan metrik uzaylar olarak algi-
layabiliriz.

Bu bolimde, ge¢miste isledigimiz bir¢ok kavrami R’den
Fonk(X, R) metrik uzayina genellestirecegiz.

56.4. Fonk(X, R) Uzayinda Yakinsaklik
(f,,),» Fonk(X, R) kiimesinden bir dizi olsun. f € Fonk(X, R)

olsun. Eger her € > 0 icin,

n>Nised(f,, f)<e
kosulunu saglayan bir N varsa, (f,), ’nin f’ye yakinsadig soy-
lenir. Bu kosulun aynen

limn—)w d(fna f) =0,
demek oldugunu okurun dikkatine sunariz. Ama eger d(f,, f)
sayilarinin limiti O ise, bu sayilar bir zaman sonra 1’in altina gi-
rerler ve o zaman da

d(f, £) = min(1, If, — fll) = lIf,, - £l

olur, yani

lim,, ., llf,,— fll =0
olur. Bunun tersi de dogrudur: Eger

lim,, . llf,,— fll =0
ise, 0 zaman lIf,, — fll sayilari bir zaman sonra 1’in altina girer-
ler ve 0 zaman gene

d(fnaf) = min{1, ”fn_f”} = ”fn_f”

esitligi gegerlidir, yani

lim,,_,, d(f,, f) =0
olur. Dolayisiyla tanimi soyle de verebilirdik: Eger her € > 0 i¢in,

n>Nisellf,— fll<e
kosulunu saglayan bir N varsa, (f,,),, ’nin f’ye yakinsadigr soy-
lenir. Sonug: Tanimlanan bu yakinsaklik kavrami, aynen, 6nce-
ki boliumlerde tanimlanan dizgin yakinsaklik kavramidir, ne
bir fazla ne bir eksik!
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/

(f—€, f+e) seridi

Bir (f,,),, fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi,
her ¢ > 0 i¢in, dizinin belli bir gostergecten sonra f’nin ¢ seridinin
icine girmesi demektir.

Demek ki (f,,),, fonksiyon dizisinin f’ye diizgiin yakinsama-
st i¢in yeter ve gerek kosul, her € > 0 i¢in, f,, fonksiyonlarinin
“bir zaman sonra”, yani belli bir N gostergecinden sonra, yu-
kardaki ve asagidaki sekillerdeki gibi, f — ¢ ile f + € seridinin igi-
ne girmesidir.

A R [, fonksiyonlari

Verilmis bir (f,,),, dizisi eger yakinsaksa, tek bir fonksiyona
yakinsayabilir. Limitin biricikligi bir énceki paragraftan ve bo-
lumlerden belli: (f,,),, dizisi f’ye yakinsiyorsa, f ancak (f,,),, di-
zisinin noktasal limiti olabilir (bkz. Teorem 54.1). Boylece

limn—)oo fn=f
esitligini yazma hakkini kazaniriz. Boyle bir f’nin oldugu bir di-
ziye yakmnsak ya da daha dogru olarak diizgiin yakinsak dizi
denir. f’ye de (f,), dizisinin dizgin limiti ya da sipnormuna
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gore limiti denir. Noktasal yakinsaklikla karismasin diye, gecen
bolimlerde de belirttigimiz gibi,
lim, o, fr=f
yerine,
lim,, o, [ 2 f
yazilir.
Bu bulgularimizi bir 6énsav halinde toparlayalim:

Onsav 56.3. (f,,),,, Fonk(X, R) kiimesinden bir dizi olsun.
f € Fonk(X, R)
olsun. Asagidaki onermeler esdegerdir:
ilim, . f,=2f.
ii. lim,,_,, d(f,, f) = 0.
iii. lim,,_, IIf,, — fIl = 0.
iv. lim,,_,, (f, - f) £0. O

Onsavin son kosulundaki O elbette sabit 0 fonksiyonunu
simgelemektedir.

Noktasal yakinsaklikla diizgiin yakinsakhigi yukarda ge-
ometrik bir bakis acisiyla kargilastirdik. Simdi d bigimsel bir ba-
kis acisiyla karsilagtiralim.

fE lim,, Sofn
esitligi, aynen,

(Vx € X)(Ve>0)IN (V> N)If,(x) - f(x) <e
anlamina gelir. Buradaki N sayisi x’e ve £’a gore degisir. Zaten
yukardaki matematiksel formiildeki siralamada da, N sayisinin
varhgi “(Vx e X)(Ve > 0)” simgelerinden sonra soyleniyor. Ya-
ni her x € X ve her € > 0 icin, istenen kosulu saglayan ayr1 bir
N olabilir. Bu bagimlihig: gostermek icin bazen N yerine N,
yazilir.

N’nin ¢’a gore degismesi olagan ¢iinkii ne de olsa ¢ kiigiil-

diikce
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fulet) - flx)l <&
esitsizligini saglamak, yani f,(x)’nin f(x)’e en fazla ¢ kadar ya-
kin olmasini saglamak giiclesmeli: Genelde ¢ kugciildiikce bu
esitsizligin saglandigi N sayilarini biiyiitmek gerekir; sadece pek
ender durumlarda N, £’dan bagimsizdir.
N’nin x’e gore degismesi de olagan bulunabilir. Gergekten
de pek sik durumda x degistikce
) ~ fl) <&
esitsizliginin saglanmasi gecikebilir. Ote yandan bazen de gecik-
mez, bazi durumlarda, hatta oldukg¢a sik rastlanan bazi durum-
larda, belli bir N’den biiyiik 7 sayilari igin
1Ful) - fl)l < &
esitsizligi her x € X icin saglanir. Iste bu durumda,
(f,: X—>R),
fonksiyon dizisinin
f:X->R
fonksiyonuna dizgun yakinsadigi soylenir.
Diizgiin yakinsakligin bigimsel tanimi goyle:
(Ve>0)3IN (Vx € X) (V> N) If,(x) - f(x) <e.
Bu formiili bir 6nceki formiille kargilastirip “Vx € X” sim-
gelerinin nerden nereye gectigini gozlemlemekte yarar vardir.

Alistirmalar
1. Her f, g, b € Fonk(X, R) igin,
dif,g)=d(f-g 0)=d(f-h,g-h)
esitligini kanitlayin. (Buradaki 0, elbette sabit 0 fonksiyonu an-
lamna geliyor.)
2. Onsav 56.1.ivii kanitlayin. Onsav 56.1.iii’te ve Onsav
56.1.iv’te esitliklerin her zaman dogru olmadigini gosterin.
3. X = R olsun. Her # dogal sayist icin,
f,:R>R
fonksiyonu, 7 disinda her yerde 0 degerini alsin ve 7#’de de » de-
gerini alsin.
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lim,, Soofu £0
esitliginin dogru ama

lim,, o fn=0
esitliginin yanlis oldugunu kanitlayin.

4. X = R olsun. Her pozitif » dogal sayisi i¢in, f,,: R > R
fonksiyonu, 7 disinda her yerde 0 degerini alsin ve 7’de 1/n de-
gerini alsin.
esitligini kanitlayin.

56.5. Diizgiin Yakinsakligin Cebiri
Simdi diizgtin yakinsakligin cebiri (daha dogrusu aritmetigi)
tzerine birkag sonug kanitlayalim.

Teorem 56.4. X bir kiime olsun. (f,,), ve (g,),, X'ten R’ye
giden iki fonksiyon dizisi ve r € R olsun. Eger

u

hmn —> 0 fn _f
ve

lim,, _, , 8, =8
ise, (f,, + &,), ve (rf,), fonksiyon dizilerinin de diizgiin limitle-
ri vardir ve

lim,, o (fr+ 82 =f +8
ve
lim, , rf,2rf
olur.
Kanut: Birinci esitligin kaniti tamamen,
(f + 80) = (F + QM= 11(f,, = £) + (g, — &)l
<If,— fll +llg, — gll

esitsizligine dayanir ve Sandvic Teoremi sayesinde Onsav
56.3’ten hemen ¢ikar. Ikincisini okura birakiyoruz. ]

Belki sasirtici ve hayal kirikligina neden olacak ama, benzer
sonug carpma i¢in benzer sonug bu genellikte dogru degildir.
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Buna hemen bir ornek verelim. X = R olsun.

fn(x) = 1/n ve gn(x) = g(x) =X
olsun. O zaman
lim,, , , f, 20
ve

u

lim, ,,8,%8

olur. Teorem 53.1%e gore

limy . s 20
olur elbette ama Ornek 55.1%e gore

limn—)oofngn =0
olmaz.

Ote yandan eger her f,, ve her g, fonksiyonu X iizerine si-
nirliysa o zaman Teorem 56.4 ¢arpma igin de gegerlidir. Sinirh
fonksiyonlarla bir sonraki boliimde ilgilenecegimizden bunun
kanitini erteliyoruz. (Dileyen asagidaki 9 ve 10’uncu alistirma-
lara bakabilir.) Bunu bildigimizi varsayarsak, R’nin her sinirh I
altkiimesinde,

lim,, oo (Fn8iI =0 i
oldugunu buluruz (ki bunun boyle oldugunu Ornek 55.2°de el-
le gostermistik.)

Alistirmalar
Asagidaki alistirmalarda tersi soylenmedikge X bir kiime ve
(f,,),, gibi diziler fonksiyon dizileri; ayrica her fonksiyon X’ten
R’ye gidiyor.
1. X = R olsun. f,, : R — R fonksiyonlar1 soyle tanimlansin:
n eger x >n ise
f,(x)=1x eger —n< x<mise

—n  eger x <-—n ise

f,, fonksiyonlarinin grafiklerini ¢izin. Noktasal yakinsadig fonk-
siyonu bulun. (f,,),, dizisi bu noktasal limite diizgiin yakinsar mi?
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2. X =(0,1) ve f,(x) = x” olsun.
lim, o f £0
esitligini ve her 7 icin IIf Il = 1 esitligini gosterin. Demek ki siip-
normu 1 olan bir fonksiyonlar dizisi, stipnormu 1 olmayan bir
fonksiyona noktasal olarak yakinsayabiliyorlar.

3. Eger lim,, , , f,, = fiselim,, _,  IIf Il = lIfIl esitligini ka-
nitlaym. (Tersinin dogru olmasi sézkonusu bile olamaz!)

4. X =R ve f,,(x) = x + 1/n olsun.

lim, . flx) 2
esitliginin dogru oldugunu ama
limy o ()2 &2
esitliginin yanlis oldugunu gosterin.

5.lim, _, o f, =f olsun. f’nin sinirl oldugunu varsayalim,
yani llfll < o olsun. Sunu kanitlayin: Oyle bir A ve N vardir ki,
her n > N i¢in, IIf Il < A. (Yani (f,,),, dizisinin kuyrugunun sinir-
Ii oldugunu kanitlayin.)

6. Her sey yukardaki alistirmadaki gibi olsun ama f illa si-
nirli olmasin. O zaman alistirmadaki sonucun dogru olmayabi-
lecegini kanitlayin.

7. Eger her f, sinirhiysa ve (f,,),, dizisi diizgiin yakinsaksa, o
zaman (llf ,|l),, say1 dizisinin sinirli oldugunu kanitlayin.

8. Eger her f,, sinirliysa ve (f,,),, dizisi diizgiin yakinsaksa, o
zaman (llf,|l),, say1 dizisinin sinirli oldugunu kanitlayin.

9. (f,.),, ve (g,),, X’ten R’ye giden iki sinirl fonksiyon dizi-
si olsun. Eger lim,, . f, = f velim, , . g, Zg ise,
esitligini kanitlayin. (Ipucu: Bir 6nceki alistirmadan yararlanacak-
siniz.)

10. (IIf,l),, say1 dizisinin bir M tarafindan sinirli oldugunu
varsayalim. g : [-M, M] — R siirekli bir fonksiyon olsun.

lim, , g ofuzgef
esitligini kanitlayin.
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11. lim,, _, ., f,, £f olsun. Sunu kanitlayin: &€ > 0 ne olursa
olsun, oyle bir N sayisi vardir ki, her #, m > N i¢in,
f, = fll <e
olur. (Bu son ozelligi saglayan dizilere Cauchy dizileri adi ve-
rilir ve bu diziler bir sonraki altboliimiiniin konusu.)

56.6. Cauchy Dizileri

Simdi gergel sayilardan Fonk(X, R) metrik uzayina genelles-
tirecegimiz ikinci kavrami ele alalim: Cauchy dizisi kavramu.

(f,,),» Fonk(X, R) metrik uzayindan bir dizi olsun. Eger her
€ > 0 icin,

ny,m>Nise d(f,, f,,) <€
kosulunu saglayan bir N varsa, (f,,),,’ye Cauchy dizisi ad1 verilir.

Tanimdaki €’u dilersek 1’den kiigiikesit alabilecegimizden
(eger tanim 1’den kiigiikesit €’lar icin dogruysa her ¢ i¢in dogru-
dur), tanimdaki d(f,,, f,,) yerine llf,, — f, |l alabiliriz. Dolayisty-
la tanim1 “Eger her & > 0 igin,

ny,m> Nisellf, — f,ll<e
kosulunu saglayan bir N varsa, (f,,),’ye Cauchy dizisi ad1 veri-
lir” olarak degistirebiliriz.

Aynen gergel sayilarda oldugu gibi, Fonk(X, R) metrik uza-
ymnin her yakinsak dizisi Cauchy dizisidir ve her Cauchy dizisi
yakinsaktir. Bu 6zellik (daha dogrusu bu 6zelligin ikinci kismi)
her metrik uzayi tarafindan paylasilmaz. (Ornegin Q’de bu dog-
ru degildir.) Bu 6zelligi olan metrik uzaylarina tam metrik uzay-
lar1 denir.

Teorem 56.5. Fonk(X, R) metrik uzaymdaki ber yakinsak
dizi Cauchy dizisidir. Ayrica Fonk(X, R) metrik uzaymmn her
Cauchy dizisi yakmsaktir. Daha ayrmtili soylemek gerekirse,
Fonk(X, R) metrik uzaymdaki her Cauchy dizisinin noktasal li-
miti vardir ve dizi bu noktasal limite diizgiin yakinsar. Kisacasi
Fonk(X, R) metrik uzay: tamdir.
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Kanit: Birinci kismin tanimi standart ve oldukga kolay.
lim, o, f,2f
olsun, yani
lim,, . llf,,— fll =0
olsun. & > 0 rastgele segilmis olsun. O zaman 6yle bir N vardir
ki, her n > N i¢in
Ilf, — fll <2
olur. Dolayisiyla Teorem 1.iii’e gore, her n, m > N igin,
<el+ell=¢
olur. Demek ki (f,,),, dizisi Cauchy dizisiymis.

Simdi teoremin ikinci kismini kanitlayalim. (f,,),,, Fonk(X, R)
metrik uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Demek ki her € > 0 igin,
ny,m> Nisellf, — f,ll <e
kosulunu saglayan bir N vardir. Bir baska deyisle, her € > 0 i¢in,

n, m > N ise
sup{lf,(x) = f(x) : x € X} <€
kosulunu saglayan bir N vardir. Bundan da tabii ki, her € > 0 ve
her x € X i¢in, 7, m > N ise
Ifp(x) = fr(x) < e
kosulunu saglayan bir N’nin varligi ¢ikar. Demek ki, (f,,(x)),,
dizisi gercel sayilarda bir Cauchy dizisidir. Gergel sayilar tam ol-
dugundan bu dizinin bir limiti vardir. Limite f(x) diyelim:
flx) =lim, _, o f(x).
Boylece X’ten R’ye giden bir f fonksiyonu bulmus oluruz. Simdi
lim, o f,=f
esitligini kanitlamamiz gerekiyor.

Okurun, verecegimiz kanitin ne kadar zekice oldugunu kav-
rayabilmesi i¢in en az bir saat kendi basina kanitlamaya calis-
masinda yarar vardir.

Herhangi bir € > 0 secelim. N de yukardaki gibi olsun. 7 > N
sabit bir say1 olsun. Demek ki her her x € X ve n > N icin,

If (%) = fu(x) <€
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esitsizligi saglanir. Simdi bu egitsizlikte #’yi sonsuza gotiirelim
(m ve x sabit kalacaklar). Gergel sayilardan gercel sayilara giden
mutlak deger fonksiyonu siirekli oldugundan, Sandvi¢ Teore-

mi’nden,
e 2lim,_ . If,(x) = f () = lim,,_,  (f,,(x) = f,,(x))]
= If(x) = f()l
elde ederiz. Bu esitsizlik her x € X i¢in dogru oldugundan,

e2|lf — £,
elde ederiz. Her € > 0 icin,
m>Nisellf - f,ll<e
esitsizliginin saglandigi bir N sayis1 bulduk. Ama bu aynen,
lim, ,  IIf=f,ll=0
demektir, yani gergekten de lim,, _, , f,, = f olur. Kanitimiz bit-
mistir. ]

56.7. Sirli Fonksiyonlar Kiimesi /*(X)
(X, R), ya da kisaca /*(X), X kiimesinden R’ye giden si-
nirh fonksiyonlar kiimesi olsun:
f e t*(X) < f(X) sinirlL.
Eger f, g € (*(X) ise, elbette Ilf — gll bir gercel say1 olur.
Dolayisiyla Onsav 56.1e gore,
d(f, g) = min{1, llf — gll}
yerine
d(f, g =lf —gll
alirsak da /*°(X) bir metrik uzayi olur. Her iki metrikten birini
segelim. Bizim i¢in 6nemli olmayacak.

Teorem 56.6. X bir kiime olsun. (*(X), d metrigi icin tam
bir metrik uzaydir.

Kanit: /*°(X)’nin d i¢in bir metrik uzay oldugu belli. Taml-
g1 kanitlayalim. ¢*°(X) metrik uzayindan bir (f,,),, Cauchy dizi-
si secelim. Herhangi bir € > 0 segelim. N, her 7, m > N icin,
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df s ) <
esitsizligini saglanacak bigimde secilsin. O zaman her x € X
igin,
|f () — fnlx |<dfn’fm<8
olur. Demek ki (f,,(x)),cn dizisi R’nin bir Cauchy dizisidir. R
tam oldugundan bu dizi yakinsaktir. Bu dizinin limitine f(x) di-
yelim. Boylece X’ten R’ye giden bir f fonksiyonu elde ederiz. f,
elbette (f,,),, dizisinin noktasal limitidir. Iki sey kanitlamaliyiz:
f’nin sinirli oldugunu ve
esitligini.
f’nin sinirlt oldugunun kaniti kolay: Diizgtin yakinsamanin
taniminda € = 1 alalm. O zaman bir 7 i¢in d(f,, f) < 1 olur, do-
layisiyla her x € X igin,
If,(x) = flx) <1
olur. Boyle bir 7’yi sabitleyelim. x; € X sabit bir eleman olsun.
B sayisi, her x € X igin,
1f4l) = Folo)| < B
esitsizligi saglanacak bicimde secilsin. (f,, siurl bir fonksiyon
oldugundan, boyle bir B vardir.) Simdi her x € X igin,
|f fx0|<|f fn | +|fn fn(xO)l
+ 1f(x0) = flxp)l
<Uf(x) = Fulx)l + B + 1f,(x0) = Flxo)
<1+B+1=B+2
olur. Bu da f’nin sinirli bir fonksiyon oldugunu gosterir.
Simdi sira lim,, _, , f,, = f esitligini kanitlamaya geldi. Her-
hangi bir € > 0 segelim. Her 7, m > N icin
d(fs frn) <€
kosulunu saglayan bir N vardir. Boyle bir N secelim. m > N
gostergeci de sabitlensin. Her x € X ve n > N igin,
o) = Fol)] <2
esitsizligi saglanir. Simdi bu esitsizlikte 7’yi sonsuza gotiirelim
(m ve x sabit kalacaklar). R’den R’ye giden
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y > ly = frux)l
fonksiyonu siirekli oldugundan (Onsav 42.4), Sandvi¢ Teore-
mi’nden,
€2 limn —> Ifn(x) - fm(x)l = ”imn—)oo fn(x) - fm(x)l
= If(x) = fru(x)l
elde ederiz. Bu esitsizlik her x € X i¢in dogru oldugundan,
e2d(f, f,)
elde ederiz. Demek ki her € > 0 i¢in,
m > N ise d(f, f,,) <e
esitsizliginin saglandigi bir N sayisi bulduk. Ama bu aynen,
limm—>oo d(fs fm) =0
demektir, yani gercekten de lim,,_,, f,, £ f olur. Kanitimiz bit-
mistir. L]

Yukardaki kanitta /°(X) metrik uzayindaki her Cauchy di-
zisinin sinirl oldugunu kanitladigimizin farkina vardimz mr?
Varmadiysaniz yukardaki teoremi kullanan bir bagka kanitin
verelim:

Teorem 56.7. (*(X) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi
stmrlidir.
Kanit: (f,,),,, /*(X) metrik uzayinda bir Cauchy dizisi olsun.
f bu dizinin diizgiin limiti olsun. & = 1 olarak se¢ilmis olsun. N,
her n > N igin,
IIf = f,ll <1

olacak bicimde secilmis olsun. Demek ki, her # > N icin,

WM =1(f, = f)+ fL<If, = fl+ A< T + IfI
elde ederiz. Dolayisiyla,
M = max{llfoll, 1f 11l ..oy NfAL 1+ 1£I}
ise, her # igin,
llf Il <M
olur. [
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Simdi diizgiin yakinsakligin cebiri (daha dogrusu aritmetigi)
tzerine sonuglar kanitlayalim. Teorem 56.4 ve ardindan gelen
ornekten farkli olarak ¢*(X) metrik uzayinda fonksiyon ¢carpma-
st da terbiyeli bir davranis sergiliyor.

Teorem 56.8. X bir kiime olsun. (f,),, ve (g,),» (*(X) den
iki dizi olsun ve r € R olsun. Eger
lim, ., o f
ve
lim, o 8,28
isey (f,, + &) (f1&n)n ve (rf,),, fonksiyon dizilerinin de diizgiin
limitleri vardir ve
limn—)oo (fn +gn> éf + 8
limy, o0 (&) £/
ve
limn—)co rfu=rf
olur.
Kanut: Birinci ve tiglincii esitlik aynen Teorem 56.4, yalniz
f + g ve rf fonksiyonlarinin /*°(X) uzayinda olmalari gerektigi
kanitlanmasi gerekiyor ki bunu da Teorem 56.1’den biliyoruz.
lim,, o (fn84) =18
esitligini kanitlayalim. & > 0 verilmis olsun. Teorem 56.6’dan
g’nin sinirli oldugunu biliyoruz. A > 0 sayisi ligll < A olarak se-
cilmis olsun. Ayrica Teorem 56.7’den (f,,),, dizisinin sinirl oldu-
gunu biliyoruz. B > 0 sayisy, her z icin lIf, |l < B olarak secilmis
olsun. Varsayima gore, her n > Ny icin,
lg,, — gll < €/2B
esitsizligini saglayan bir Ny vardir. Gene varsayima gore, her
n > N> igin,
Ilf, — fll < e2A
esitsizligini saglayan bir N, vardir. N = Ny + N, olsun. O za-
man her 7 > N i¢in,
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”fngn - fg” = ”(fngn - fng) + (fng - fg)”
< ”fngn - fng” + ”fng - fg”
<If Mg, — gl +11f,, — fllllgll
< B:(¢/2B) + (e/2A)-A = ¢

esitlikleri saglanir. Demek ki,

u

lim,, _, o (fngn) £ fg
olur. J

56.8. Siirekli Fonksiyonlar Kiimesi C(X)
X < R olsun. X’ten Y’ye giden siirekli fonksiyonlar kiimesi
C(X, R) ya da kisaca C(X) olarak gosterilir.
C(X) < Fonk(X, R)
oldugundan, C(X)’i d mesafesi altinda bir metrik uzay olarak al-
gilayabiliriz.
Eger X smirli ve kapali bir araliksa, Teorem 47.2’ye gore,
C(X) < 1*(X)
olur3. Aksi durumda istenirse
C(X) N 1=(X)
altuzayina bakilabilir.
Bu bolimde C(X) metrik uzayini irdeleyecegiz. Akla ilk ge-
len soru bunun tam bir metrik uzay1 olup olmadig: sorusu:

Teorem 56.9. Siirekli fonksiyonlardan olusan dizilerin diiz-
giin limiti de siireklidir. Yani C(X) tam bir metrik uzayidir.

Bu teorem asagidaki sonugtan cikar.

Teorem 56.10. Eger (f,, : X > R),, dizisi f fonksiyonuna
diizgiin yakinsiyorsa ve f,, fonksiyonlarimn her biri bir a € X
noktasinda siirekliyse, o zaman f fonksiyonu da a noktasinda
stireklidir.

3 Bu dedigimiz genel olarak eger X sinirli ve kapali (yani rikiz) bir kiimeyse
de gegerlidir.
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Kanit: € > 0 olsun. Oyle bir N segelim ki, her 7 > N icin,
d(f, ) <&l3

olsun. 7 = N + 1 olsun. O zaman her x € X icin,
If (x) — f,(x) < €/3
olur. f,, fonksiyonu a’da stirekli oldugundan a’y1 iceren Oyle bir
U c X acik kiimesi vardir ki, her x € U igin,
If,(x) = f(a)l <el3
olur. Simdi x € U igin hesaplayalim:
£ (x) = Fl@)l <1f(x) = o)l + ) = Fal@)l + 1fa) = Folx)
<e3+el3+el3=¢
olur. Dolayisiyla f fonksiyonu a noktasinda siireklidir. O

Sonug 56.11. C(X) ve C(X) N (*(X) metrik uzaylar: tamdir.

Alistirmalar
1. [0, 1] kiimesinden R’ye giden 6yle bir siirekli fonksiyon
dizisi bulun ki, dizinin noktasal limiti olsun ama limit fonksiyo-
nu sinirsiz olsun.
2. R’den R’ye giden
1

n(1+x?)
fonksiyonlarinin 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini kanit-

fu(x)=

layin.

1 eger |x|>1/nise
3. fulx)= . :
nlxl eger |x|<1/nise
fn:R>R
fonksiyon dizisi diizgiin yakinsak midir?
4. Oyle siirekli (f,, : [0, 1] = R),, fonksiyon dizisi bulun ki
stirekli bir fonksiyona noktasal yakinsasin ama diizgiin yakin-

olarak tanimlanan

samasin.
5. Her f,, fonksiyonu sinirhysa ve (f,,),, dizgin yakinsaksa
(f ), dizisinin sinirli bir dizi oldugunu gosterin.
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6. [0, o) araligindan R’ye giden

fu(x) = —

1+x"
fonksiyon dizisinin noktasal yakinsadigini ama diizgiin yakinsa-
madigini kanitlayin. Bu fonksiyon dizisinin diizgiin yakinsadigi
bir altkiime bulun. (f,, fonksiyonlarini sizin igin asagida cizdik.)

A

fo

fi

172

f

7.x € R igin

f.(x)=x 1+l
n

olsun. B fonksiyonu irrasyonellerde 0 degerini alsin ve birbirine
asal a ve b tamsayilari i¢in
B(alb) = 1bl
olsun.
gnl) = Blx) + 1
olsun. (f,,), ve (g,,), dizilerinin her sonlu aralikta diizgiin yakin-
sadigint ama (f,g,,),, dizisinin hi¢bir sonlu aralikta diizgiin ya-
kinsamadigini kanitlayin.
8.x € (0, 1) igin
X

=

olsun. (f,,),, dizisinin (0, 1) tizerinde noktasal yakinsadigini ama
diizgiin yakinsamadigini kanitlayim.
9. Eger X kapali bir araliksa ve (f,, : X > R),, dizisi f fonk-
siyonuna diizgtin yakinsiyorsa ve
g: X > R\{0}
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fonksiyonu surekliyse, (f,/g),, dizisinin f/g fonksiyonuna diiz-
gun yakinsadigini kanitlayn.
10. Her f, g € £*°(X) icin,
HIA =gl < 11f + gll
esitsizligini kanitlayin.
11. Y = R olsun. Her 7 € N ve her x € R i¢in,
fn+1(x) < fn(x)
ise ve lim,, _, ,, f,, =0 ise
2nZO (_1)nfn(x)
dizisinin duzgin yakinsadigini kanitlaym.
12. f : R - R diizgiin siirekli (bkz. Boliim 42, Ornek
42.8’den hemen sonra) ve her #n > 0 dogal sayisi icin
fl) = flx + 1/m)
olsun. (f,),, dizisinin f’ye dizgiin yakinsadigini kanitlayin. Eger
f diizgiin stirekli degilse bunun dogru olmayabilecegini gosterin.
13. f,,: X = R fonksiyonlar1 f fonksiyonuna diizgiin yakin-
sasin. X’in (x,,),, dizisi x noktasina yakinsasin. (f,(x,,)),, dizisi-
nin f(x)’e yakinsadigini kanitlaym.



57. Weierstrass M-Test1 ve
Sonuclari

57.1. Kuvvet Serileri
Kuvvet serilerini onceki sayillarimizda gormiistitk. Animsa-
talim. Bunlar,

2!

biciminde yazilan ifadelerdi. Burada her a,, bir gergel sayidir. x
ise gercel sayilarda deger alan bir degisken olarak goriilebilir.
Ifadede x’i sabit bir gercel say1 olarak alip, sonsuz bir toplam

animsatan
P
X
i=0"*
ifadesini,
l. n l
m,, .. Zizoaix

sayist olarak gormek istiyoruz; tabii boyle bir limit varsa...
Yoksa, serinin x sayisinda iraksak oldugunu soyliiyoruz. (Seri-
nin x’te tanimsiz oldugunu da soyleyebiliriz.) Ornegin x = 0 ise,
limit vardir ve a( degerine esittir. Diger sayilarda limit olabilir
de olmayabilir de. Sunu kanitlamistik [bkz. Teorem 35.1]: Oy-
le bir R > 0 vardir ki, x € (-R, R) i¢in yukardaki limit vardir
ve x ¢ [-R, R] icin ise limit yoktur. x = +R i¢in ise limit olabi-

599
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lir de olmayabilir de, kuvvet serisine gore degisir. Bu R,
1

1/n
SupneN|an|

olarak belirlenmistir ve adina yakinsaklik yaricapi denir. R’nin
o ya da 0 olabilecegini de animsatalim. Ornegin, exp x, sin x,
cos x kuvvet serilerinde R sonsuzdur ve bu kuvvet serileri R’den
R’ye giden birer fonksiyon verirler. Ote yandan,

o
PR
kuvvet serisi i¢in R = 1°dir ve bu kuvvet serisi sadece (—1, 1) ara-

liginda bir fonksiyon tanimlar. (Bu fonksiyon da, f(x) = (1 —x)~1
fonksiyonudur.)

57.2. Fonksiyonlarin Sonsuz Toplami

Kuvvet serileri, a;x’ gibi fonksiyonlarin (sonsuz) toplami ola-
rak algilanabilir. Boyle algilandiginda, kuvvet serilerini genelles-
tirmek igten bile degildir: ax? fonksiyonlari toplanabildigi gibi
herhangi f;(x) fonksiyonlar1 da toplanabilir. Hatta bu durumda
x, herhangi bir X kiimesinden bir eleman olarak da goriilebilir.

X herhangi bir kiime olsun. Her i dogal sayis igin,

fi € Fonk(X, R)

olsun. Bu fonksiyonlar: teker teker toplayip,

D ti=to+ i

fonksiyonlarina bakabiliriz. Ardindan bu sonlu toplamlarin #
sonsuza giderken limitini alabiliriz:

ZZO f-i = hmnaco 2:-1:0 f.i

tanimini yapalim. “Tanim yapalim” dedik ama bu aslinda ¢cok
eksik bir tanimdir. Tanimda iki sorun var:

1) Tanimda limitin noktasal limit mi yoksa diizgiin limit mi
oldugu séylenmemis.
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2) Limit yoksa tanim ne demek oluyor?

Birinci sorun o kadar onemli degil ciinkii her seyden once
eger diizgun yakinsaklik varsa noktasal yakinsakligin da oldu-
gunu ve bu durumda noktasal limitle diizgiin limitin birbirine
esit olduklarini biliyoruz. Ayrica hangi yakinsaklik sézkonusuy-
sa o yakinsakligin adini ayrica zikredebiliriz; fonksiyonlarin
toplaminin noktasal ya da diizgiin yakinsak oldugunu soylemek
bu sorunu ¢ozer.

Ikinci soruna gelince: Nitekim bu sonsuz toplam (yani limit)
bazi noktalarda yakinsak olabilir, bazi noktalarda da olmayabi-
lir. Bu sorunu da sonsuz toplamin hangi kiimede yakinsak oldu-
gunu belirtmekle ¢ozeriz.

Demek ki, soylenmesi gereken,

Zzo fi

serisinin X’in bir A altkiimesinde noktasal ya da diizgiin yakin-
sak oldugudur. Boylece tanmimdaki belirsizlikler giderilmis olur.

Ornegin exp, cos ve sin fonksiyonlar1 - bilindigi iizere - R
uzerine noktasal yakinsaktir ama R tzerine diizgiin yakinsak
degildirler. Ama - birazdan kanitlayacagimiz tizere - R’nin her
sinirlt altkiimesi tizerine bu seriler diizgiin yakimsaktir.

DX
i=0%

serisi (—1, 1) aralig1 ustinde noktasal yakinsaktir ama diizgin

Bir baska ornek,

yakinsak degildir 6te yandan her 0 < a < 1 icin seri [-a, a] ara-
lig1 Gstiinde dizgtin yakinsaktir. (Birazdan gorecegiz bunlari.)

57.3. Weierstrass M-Testi
Bir fonksiyon serisinin diizgtin yakinsak olup olmadigini an-
lamanin en kolay yolu Weierstrass M-testi adi verilen asagidaki
testi uygulamaktir.
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Teorem 57.1. Weierstrass M-Testi. X herhangi bir kiime ol-
sun. (f;);, (°(X)’de herbangi bir fonksiyon dizisi olsun. Her i
icin, If |l < M; esitsizligini saglayan ve

0

i=0 M;

serisinin yakinsak oldugu M; sayilar: varsa o zaman
2
izo Li

serisi diizgiin yakimsaktir.

Testin ne kadar uygulanabilir oldugu her halinden belli, ne
de olsa diizgiin yakinsaklik gibi zor bir kavrami, gergel say: se-
rileride normal yakinsakliga indirgiyor.

Weierstrass M-Testi’nin Kaniti: Teoremi kanitlamak igin,

(Zot)

dizisinin stipnorm igin bir Cauchy dizisi oldugunu kanitlamak
yeterli (Teorem 57.4). Bu dizinin iki teriminin farkinin stipnor-
munu belirleyelim. 7 > m olsun. Hesaplayalim:

S = 2 ] = [ 2o €] < 2]

= Z?:erlMi = Z?:OMZ' - ZZOMi'

En sondaki sayiy: kiiciiltebilir miyiz? Evet!
i:OMi
serisi yakinsak oldugundan,

(o)

dizisi yakinsaktir, dolayisiyla bir Cauchy dizisidir. Simdi veril-

n

mis bir & > 0 i¢in, N’yi, her n > m > N igin,
n m
DM =T M; <
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esitsizligi dogru olacak bi¢imde secelim. Boylece her n, m > N
igin,

sz =0 fl 1 0 H sz m+1 Zz =m+1

n m
< 2uicmitMi Zi:OMz ZizoMz <&

olur ve boylece Weierstrass M-Testi’nin kaniti tamamlanir. [

Teoremi uygularken secilen M nin x’ten bagimsiz olmasina
Ozen gostermeli.
Hemen uygulamalara gegelim.

Sonug 57.2. exp, cos ve sin fonksiyonlarimin serileri olan
j j 2i+1

v X' w P e Px
0" jp Zaino Y gy 2 (2i +1)!
serileri R’nin her sinirly altkiimesi iizerinde diizgiin yakimsaktir.
Kanit: Diizgiin yakinsaklhigi [-R, R] aralig1 i¢in kanitlamak
yeterli. Oyle yapalim. Bu araliktan herhangi bir x alalim. Once

exp’in dizisini sinirlayalim:

i
Zzn()f_! ZZO|J:|| <ZzO —)eXpR

oldugundan, Weierstrass M-Testi’nde, f;(x) = x¥/i! ve M;yi R/i!
olarak almak yeterli.

Simdi cos x’in serisine bakalim.

PR [ D SN

(2i)!

2i

i

=0 2i)!

2

1y
=0 (24)!
o RY 5, Ri
< ijoﬁ < Zz -0 i —_— > CXpR
Bu sefer de M;’yi R2//(2i)! olarak almak yeterli.
sin x serisi okura birakilmustir. [l

2i
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Yukardaki sonugtan ¢ok daha genel bir sonug¢ gecerlidir.
Zaten sonucun kanitindan da hissetmissinizdir daha genel bir
teoremin dogru oldugunu:

Teorem 57.3. R, ZZO aixi serisinin yakinsaklik yaricapi ol-
sun. S < R olsun. O zaman

S gt
i=0""
serisi [-S, S| aralig vistiinde diizgiin yakimsaktir.
Kanit: Teorem 35.1%e gore, seri $’de mutlak yakinsaktir. Do-

Z;D:o |ai |S i

serisi yakinsaktir. Weierstrass M-Testi’ni f;(x) = a;x’ fonksiyon-

layisiyla,

larina ve M; = la||S sayilarina uygulayalim. ]

Teoremden kuvvet serilerinin yakinsakliginin oldukg¢a gugla
oldugu cikiyor.

Sonug 57.4. Kuvvet serileri yakinsaklik yaricaplar: icinde
stireklidir.
Kanit: Kuvvet serisi

T gt
i=0""7
olsun. Yakinsaklik yaricapi R olsun. a, lal < R esitsizligini sag-

lasin. S, lal < S < R esitsizliklerini saglayan herhangi bir say1 ol-
sun. [-S, S] kapali aralig: icinde,

i :
Sp(x) = zizo a;x’'

fonksiyonlari (polinomiyal olduklarindan) siirekli fonksiyonlar-
dir. Ayrica, yukardaki teoreme gore bu kapal aralik tizerinde,

u .
o i

lim, . s,(x)=), _ ax
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olur, yani yakinsaklik diizgiindiir. Demek ki, stirekli fonksiyon-
larin diizgiin limiti olan serimiz [-S, S] kapali aralig: tizerinde
sureklidir [Teorem 57.1]. Dolayisiyla a’da da stireklidir. O

Sonug 57.5. exp, sin, cos fonksiyonlari siireklidir.
Kanit: Yukardakilerden dogrudan ¢ikar. O

Aligtirmalar
1. f : R - R diizgiin siirekli olsun (bkz. Béliim 42, Ornek
42.8’den hemen sonra).
fn(x) = flx + 1/n)
olsun. (f,),, dizisinin f’ye duzgun yakinsadigini kanitlayin. Eger
f diizgiin stirekli degilse bunun dogru olmayabilecegini gosterin.
gin1 kanitlayin.

2. ZZ O4—sm[ jdizisinin R tizerinde dizgin yakimsadi-

2
3. Z:(;ox—z dizisi R'nin hangi altkiimeleri tizerine diiz-
( 1+x2 )

4. Su serilerin diizgin yakinsak olduklarini kanitlayin:
w  COSNX w x" o 1

—— b) —. <) o a—
n=1 n2 n=1n3/2 n= 1x2 +7/12

5. Su serinin diizgin yakinsak oldugu bir aralik var midir?
w  sinnx
n=1 5

a)




