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56. Fonk(X,  ) Metrik 
Uzay› ve Düzgün Yak›nsama

B
ir önceki bölümde bir fonksiyon dizisinin bir baflka fonk-

siyona düzgün yak›nsamas›n›n ikinci ve daha kullan›fll›

bir tan›m›n› gördük. Bunun için

||ƒ|| = sup{|ƒ(x)| : x " X} in  ≥0 / {0}

tan›m›na ihtiyaç duyduk. Bu, önemli bir tan›md›r, o kadar ki,

“üzerinde durmaya de¤er” demek bile yeterince güçlü bir ifade

de¤ildir.

||ƒ|| ifadesi bazen kitaplarda ||ƒ||0 olarak geçer; ad›na da

ƒ’nin �������’u denir. Bu bölümde süpnormun baz› baflat

özelliklerini ve Fonk(X,  ) kümesinin özel baz› altkümelerini

görece¤iz.

56.1. Fonk(�,  ) Cebiri
X, herhangi bir küme olsun. Fonk(X,  ), X’ten  ’ye giden

fonksiyonlar kümesi olsun1. 

Fonk(X,  ) kümesi üzerinde dikkat çeken üç önemli ifllem

vard›r: toplama, bir say›yla çarpma ve çarpma.

1 Bu bölümün birçok sonucunda, bilenler, Fonk(x,  )’deki  yerine herhan-
gi bir metrik uzay› alabilirler. Bu takdirde gerekti¤inde tam metrik uzay›
varsay›m›nda bulunmak gerekecektir. Bu genelleflmeleri bir sonraki not-
lar›m›zda yapaca¤›z.



1) Toplama. ‹ki fonksiyonu toplayabiliriz. Nitekim ƒ ve g,

X’ten  ’ye giden iki fonksiyonsa, ƒ + g fonksiyonu, her x " X

eleman›nda,

ƒ(x) + g(x)

de¤erini alan fonksiyondur; bir baflka deyiflle,

ƒ + g : X .  

fonksiyonu,

(ƒ + g)(x) = ƒ(x) + g(x)

eflitli¤iyle tan›mlan›r.

2. Bir Say›yla Çarpma. E¤er ƒ, X’ten  ’ye giden bir fonksi-

yonsa ve r "  bir gerçel say›ysa, 

rƒ : X .  

ad› verilen fonksiyon, her x " X için,

(rƒ)(x) = r·ƒ(x)

olarak tan›mlanan fonksiyondur.

Yukardaki iki maddeden flu ç›kar: Her ƒ ve g " Fonk(X,  )

için ƒ  g ifllemi, istenirse 

ƒ + ( 1)g

olarak, istenirse de 

(ƒ  g)(x) = ƒ(x)  g(x) 

kural›yla tan›mlanabilir; her iki tan›m da ayn› kap›ya ç›kar.

3. Çarpma2. ‹ki fonksiyonu çarpabiliriz. Nitekim ƒ ve g,

X’ten  ’ye giden iki fonksiyonsa, ƒ·g fonksiyonu, her x " X ele-

man›nda,

ƒ(x)g(x)

de¤erini alan fonksiyondur; bir baflka deyiflle,

ƒ·g : X .  
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2 Fonk(X,  ), burada tan›mlanan toplama ve çarpma ifllemleriyle ad›na
halka denilen bir yap› olur. Fonk(X,  ), bu toplama ve bir say›yla çarp-
ma ifllemleriyle bir vektör uzay› olur. Fonk(X,  ) kümesini hem halka
hem de vektör uzay› olarak (birlikte) görürsek, o zaman Fonk(X,  ), bir
cebir olur. Bu kavramlara bu ders notlar›nda ihtiyac›m›z olmayacak.



fonksiyonu,

(ƒ·g)(x) = ƒ(x)g(x)

eflitli¤iyle tan›mlan›r.

Fonk(X,  ) kümesinde her zaman bölme yapamay›z. Sade-

ce X’in hiçbir noktas›nda 0 olmayan fonksiyonlara bölebiliriz.

56.2. Fonksiyonlar›n Sup’u
Bir ƒ " Fonk(X,  ) fonksiyonu için,

||ƒ|| = sup{|ƒ(x)| : x " X}

tan›m›n› yapal›m (yapt›k da zaten). Elbette ||ƒ||, bir gerçel say›

olabilece¤i gibi 0 da olabilir. Yani ||ƒ||, 

 ≥0 / {0} 

kümesinin bir eleman›d›r. Örne¤in, X =  ve ƒ(x) = x ise, ||ƒ|| = 0
olur. Öte yandan, X =  ve ƒ fonksiyonu,

kural›yla tan›mlanm›flsa, afla¤›daki grafikten de görülece¤i üze-

re, ||ƒ|| = 1’dir. Ama dikkat ƒ(x) = x/(x + 1) ise de ||ƒ|| = 1 olur

ama |ƒ(x)| = 1 eflitli¤ini sa¤layan bir x yoktur.

 ≥0 / {0} kümesi üzerine,  ≥0 kümesinin bildi¤imiz topla-

mas›n› ve s›ralamas›n›, her r "  için,

r + 0 = 0 + r = 0 + 0 = 0
ve

r < 0
kurallar›yla geniflleten bir toplama ve s›ralama tan›mlayabiliriz.

Bu toplama ve s›ralamaya göre, her 

ƒ " Fonk(X,  ) 

ve her x " X için,
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ƒ(x) ≤ |ƒ(x)| ≤ ||ƒ||

olur elbette. Ayr›ca ||ƒ||,  ≥0 / {0} kümesinin yukardaki eflitsiz-

li¤i sa¤layan en küçük eleman›d›r. 

fiu sonucu kan›tlamak oldukça kolayd›r:

Önsav 56.1. Her ƒ, g " Fonk(X,  ) ve her r "  için, flu

önermeler do¤rudur.

i. ||ƒ|| = 0 ve ƒ = 0 eflitliklerinden biri do¤ruysa di¤eri de do¤-

rudur.

ii. ||rƒ|| = |r|·||ƒ||.
iii. ||ƒ + g|| ≤ ||ƒ|| + ||g||.

iv. ||ƒ·g|| ≤ ||ƒ||·||g||.

Dolay›s›yla, her ƒ, g, h " Fonk(X,  ) 

a. ||ƒ  g|| = 0 7 ƒ = g.

b. ||ƒ  g|| = ||g  ƒ||.
c. ||ƒ  g||| ≤ ||ƒ  h|| + ||h  ƒ||.

Kan›t: ‹lk iki önerme, tan›mdan dolay› bariz; asl›nda üçün-

cüsü de:

||ƒ + g|| = sup{|ƒ(x) + g(x)| : x " X}

≤ sup{|ƒ(x)| + |g(x)| : x " X}

≤ sup{|ƒ(x)| : x " X} + sup{|g(x)| : x " X}

= ||ƒ|| + ||g||.

Dördüncüsünü ve ikinci k›sm› okura al›flt›rma olarak b›rak›yo-

ruz. n

Önsav 56.1’deki özelliklerin, aynen gerçel say›lar üzerine ta-

n›mlanm›fl olan mutlak de¤er için de geçerli oldu¤una özellikle

dikkatinizi çekmek isteriz. Yani Fonk(X,  ) yerine  kümesini

alsak ve || || yerine mutlak de¤eri alsak, yukardaki teoremin  

ve mutlak de¤er için do¤ru oldu¤unu, lise, hatta ortaokul y›lla-

r›ndan beri bildi¤imizin fark›na var›r›z. Tek fark›, Fonk(X,  )

kümesindeki bir ƒ eleman› için ||ƒ|| denen fleyin sonsuz olabilme-

si; oysa  ’de mutlak de¤er sonsuz olamaz tabii. Ama tek derdi-

miz bu olsun! Bunun da yak›n gelecekte çaresini bulaca¤›z.
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56.3. Fonk(X,  ) Üzerine Mesafe
ƒ ve g, Fonk(X,  ) kümesinden iki eleman ise, ƒ ve g aras›n-

daki mesafeyi

d(ƒ, g) = min{1, ||ƒ  g||}

olarak tan›mlayal›m. Böylece d(ƒ, g) hiçbir zaman sonsuz ol-

maz, hatta hiçbir zaman 1’i aflamaz. Ama bizim için d(ƒ, g)’nin

1’i aflmamas› de¤il, Önsav 56.2’de kan›tlayaca¤›m›z özellikleri

önemli olacak. Nitekim herhangi bir a > 0 için 

d(ƒ, g) = min{a, ||ƒ  g||}

olarak tan›mlanm›fl olsayd› da herhangi bir fley de¤iflmezdi, ya-

pacaklar›m›z›n hepsi bu yeni d için de geçerli olurdu. d(ƒ, g)’nin

tan›m›nda beliren 1’in yegâne ifllevi, ƒ ile g aras›ndaki mesafe-

nin sonsuz olmas›n› engelleyip Önsav 56.1’in a, b ve c özellik-

lerini sa¤lamas› (bkz. Önsav 56.2). E¤er ||ƒ  g|| sonsuz olma-

sayd› böyle bir tan›ma ihtiyaç duymazd›k bile. Nitekim, s›n›rl›

fonksiyonlarla çal›fl›rken yukardaki d(ƒ, g) tan›m›n› unutup, 

d(ƒ, g) = ||ƒ  g||

tan›m›yla çal›flmak bizi ma¤dur etmeyecek (öte yandan pek bir

fley de kazand›rmayacak!)

Bu arada, daha ileri gitmeden,

d(ƒ, g) ≤ 1, d(ƒ, g) = ||ƒ  g|| ve ||ƒ  g|| ≤ 1 

önermelerinin birbirine denk olduklar›n› da farkedelim. Yani kü-

çük mesafeler için, d(ƒ, g) ile ||ƒ  g|| aras›nda bir ayr›m yoktur. 

Önsav 56.2. Her ƒ, g, h " Fonk(X,  ) için flu önermeler ge-

çerlidir:

i. d(ƒ, g) "  ≥0.

ii. d(ƒ, g) = 0 ve ƒ = g eflitliklerinden biri geçerliyse, di¤eri de

geçerlidir.

iii. d(ƒ, g) = d(g, ƒ).

iv. d(ƒ, g) ≤ d(ƒ, h) + d(h, g).

Kan›t: Bunlar›n her biri Teorem 1’in ve tan›m›n birer sonu-

cudur. (i) çok bariz. (ii) de:
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d(ƒ, ƒ) = min{1, ||ƒ  ƒ||} = min{1, 0} = 0 

olur. Öte yandan d(ƒ, g) = 0 ise, o zaman,

0 = d(ƒ, g) = min{1, ||ƒ  g||}

oldu¤undan ||ƒ  g|| = 0 buluruz; bundan da Teorem 1.i’e göre

ƒ = g ç›kar. 

(iii)’ün kan›t›: Önsav 56.1’den dolay›,

||ƒ  g|| = ||( 1)(g  ƒ)|| = | 1|·||g  ƒ|| = |g  ƒ||.

oldu¤undan, d(ƒ, g) = d(g, ƒ) olur. 

(iv)’ün kan›t›: E¤er d(ƒ, h) ya da d(h, g) mesafelerinden biri

1 ise, eflitsizlik elbette geçerli olur. ‹kisinin de 1’den küçük ol-

duklar›n› varsayal›m. O zaman, 

d(ƒ, h) = ||ƒ  g|| 

ve 

d(h, g) = ||h  g||

olmak zorunda. Dolay›s›yla,

d(ƒ, g) = min{1, ||ƒ  g||] ≤ ||ƒ  g|| ≤ ||(ƒ  h) + (h  g)||

≤ ||ƒ  h|| + ||h  g|| = d(ƒ, h) + d(h, g).

Teorem kan›tlanm›flt›r. n

Bu aflamada durup biraz soluklanal›m ve ne kan›tlad›¤›m›-

za dikkatlice (ama belli bir mesafeden) bakal›m. Gerçel say›lar-

da mutlak de¤erin de benzer özellikleri vard›r: Her x, y, z ger-

çel say›s› için, flu önermeler do¤rudur:

i. |x  y| "  ≥0,

ii. |x  y| = 0 ve x = y eflitliklerinden biri geçerliyse, di¤eri de

geçerlidir.

iii. |x  y| = |y  x|.

iv. |x  y| ≤ |x  z| + |z  y|.

Yani Fonk(X,  ) yerine  kümesini alsayd›k ve her x, y "  
için, d(x, y) = |x  y| tan›m›n› yapsayd›k da, Önsav 56.2 geçer-

li olacakt›.

Önsav 56.2’deki dört özelli¤e sahip bir d fonksiyonuna me-

safe fonksiyonu denir. Demek ki,
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d(ƒ, g) = min{1, ||ƒ  g|}

kural›yla tan›mlanm›fl 

d : Fonk(X,  ) J Fonk(X,  ) .  

fonksiyonu, Fonk(X,  ) kümesi üzerine bir mesafe fonksiyonu-

dur. (Fonk(X,  ), d ) çiftine de metrik uzay› ad› verilir. Aynen

bunun gibi,

d(x, y) = |x  y|

kural›yla tan›mlanm›fl

d :  J  .  

fonksiyonu da  üzerine bir mesafe fonksiyonudur ve ( , d ) çif-

ti bir metrik uzayd›r.

Önsav 56.2’de kan›tlanan dört özelli¤ini sa¤layan bir d fonk-

siyonuna “mesafe fonksiyonu” denmesi nedensiz de¤ildir. Nite-

kim bu dört özellik “mesafe” kavram›n›n sa¤lamas› gereken özel-

liklerin özüdür: Mesafe denen fley, e¤er gerçekten “mesafe” ad›n›

hakediyorsa, her fleyden önce bir gerçel say› olmal› ve hiç negatif

olmamal›. Bu, Önsav 56.2.i’de verilmifl. Ayr›ca, ancak bir nokta-

n›n kendisine olan mesafesi 0 olabilmeli; iki de¤iflik noktan›n me-

safesi pozitif olmal›. Bu da Önsav 56.2.ii’de verilmifl. Ayr›ca me-

safe simetrik olmal›, yani A’n›n B’ye mesafesi B’nin A’ya olan me-

safesine eflit olmal›. Bu, Önsav 56.3.iii’te verilmifl. Ve son olarak,

A’dan B’ye gitmek için bir C noktas›ndan geçilmek istenirse, me-

safeyi k›saltm›fl olamay›z. Bu son özelli¤e üçgen eflitsizli¤i ad› ve-

rilir. Bu özellik de Önsav 56.2.iv’te verilmifltir.
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Sonuç olarak, Önsav 56.2’deki dört özellik, sezgisel olarak

hissetti¤imiz “mesafe” kavram›n›n vazgeçilmez ve en baflat özel-

likleridir. Bu yüzden böyle bir fonksiyona mesafe fonksiyonu

ad› verilir. Ve bu yüzden mesafe kavram›n›n tan›mland›¤› kü-

meye de metre’den türeyen metrik uzay denir.

Bir metrik uzay›, bir M kümesi ve bir Önsav 56.1’in a, b ve

c özelli¤ini sa¤layan bir

d : M J M .  ≥0

fonksiyonu için, (M, d ) biçiminde yaz›lan bir çifttir. d ’ye M üze-

rine mesafe denir. Ço¤u zaman d’nin ne oldu¤u bilinir ve gözar-

d› edilerek, (M, d ) metrik uzay› yerine M metrik uzay› denir.

Örne¤in M =  ise, aksi söylenmedikçe d(x, y) = |x  y|’dir.

Bu ders notlar›nda amac›m›z hiçbir biçimde metrik uzayla-

r›n›n genel teorisini göstermek de¤il, ama bu dile al›flmakta ya-

rar var diye düflünüyoruz.

 ’de tan›mlanan hemen hemen her kavram metrik uzaylar›-

na da genellefltirilebilir, hele metrik uzay üzerine toplama ve

çarpma gibi ifllemler varsa. Örne¤in, yak›nsakl›k, limit, Cauchy

dizisi, süreklilik, taml›k gibi kavramlar gerçel say›lardan metrik

uzaylara genellefltirilebilir. Bunun için,  ’de yap›lm›fl bir tan›m-

da görünen her |x  y| türünden ifade yerine d(x, y) koymak ye-

terlidir; böylece ayn› kavram› metrik uzaylara genellefltirmifl

oluruz. (matematik iflte böyle bir fley!)

Her metrik uzay›nda toplama ve çarpma gibi ifllemler olmaz.

Ama  ve Fonk(X,  ) metrik uzaylar›nda, mesafe d›fl›nda bir de

580 56. Fonk(X,  ) Metrik Uzay› ve Düzgün Yak›nsama

y

x

M

Bir metrik uzay›!



toplama, ç›karma, çarpma ve “bir say›yla çarpma” gibi ifllemle-

rimiz var. Bunlar› zengin yap›s› olan metrik uzaylar olarak alg›-

layabiliriz.

Bu bölümde, geçmiflte iflledi¤imiz birçok kavram›  ’den

Fonk(X,  ) metrik uzay›na genellefltirece¤iz.

56.4. Fonk(X,  ) Uzay›nda Yak›nsakl›k
(ƒn)n, Fonk(X,  ) kümesinden bir dizi olsun. ƒ " Fonk(X,  )

olsun. E¤er her ! > 0 için,

n > N ise d(ƒn, ƒ) < !
koflulunu sa¤layan bir N varsa, (ƒn)n’nin ƒ’ye yak›nsad›¤› söy-

lenir. Bu koflulun aynen

limn.0 d(ƒn, ƒ) = 0,

demek oldu¤unu okurun dikkatine sunar›z. Ama e¤er d(ƒn, ƒ)

say›lar›n›n limiti 0 ise, bu say›lar bir zaman sonra 1’in alt›na gi-

rerler ve o zaman da 

d(ƒn, ƒ) = min{1, ||ƒn  ƒ||} = ||ƒn  ƒ||

olur, yani 

limn.0 ||ƒn  ƒ|| = 0 

olur. Bunun tersi de do¤rudur: E¤er 

limn.0 ||ƒn  ƒ|| = 0 

ise, o zaman ||ƒn  ƒ|| say›lar› bir zaman sonra 1’in alt›na girer-

ler ve o zaman gene

d(ƒn, ƒ) = min{1, ||ƒn  ƒ||} = ||ƒn  ƒ||

eflitli¤i geçerlidir, yani 

limn.0 d(ƒn, ƒ) = 0 

olur. Dolay›s›yla tan›m› flöyle de verebilirdik: E¤er her ! > 0 için,

n > N ise ||ƒn  ƒ|| < !
koflulunu sa¤layan bir N varsa, (ƒn)n’nin ƒ’ye yak›nsad›¤› söy-

lenir. Sonuç: Tan›mlanan bu yak›nsakl›k kavram›, aynen, önce-

ki bölümlerde tan›mlanan düzgün yak›nsakl›k kavram›d›r, ne

bir fazla ne bir eksik!
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Demek ki (ƒn)n fonksiyon dizisinin ƒ’ye düzgün yak›nsama-

s› için yeter ve gerek koflul, her ! > 0 için, ƒn fonksiyonlar›n›n

“bir zaman sonra”, yani belli bir N göstergecinden sonra, yu-

kardaki ve afla¤›daki flekillerdeki gibi, ƒ  ! ile ƒ + !$fleridinin içi-

ne girmesidir.

Verilmifl bir (ƒn)n dizisi e¤er yak›nsaksa, tek bir fonksiyona

yak›nsayabilir. Limitin biricikli¤i bir önceki paragraftan ve bö-

lümlerden belli: (ƒn)n dizisi ƒ’ye yak›ns›yorsa, ƒ ancak (ƒn)n di-

zisinin noktasal limiti olabilir (bkz. Teorem 54.1). Böylece 

limn.0 ƒn = ƒ

eflitli¤ini yazma hakk›n› kazan›r›z. Böyle bir ƒ’nin oldu¤u bir di-

ziye yak›nsak ya da daha do¤ru olarak düzgün yak›nsak dizi

denir. ƒ’ye de (ƒn)n dizisinin düzgün limiti ya da süpnormuna
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göre limiti denir. Noktasal yak›nsakl›kla kar›flmas›n diye, geçen

bölümlerde de belirtti¤imiz gibi,

limn.0 ƒn = ƒ

yerine,

limn.0 ƒn =u ƒ

yaz›l›r.

Bu bulgular›m›z› bir önsav halinde toparlayal›m:

Önsav 56.3. (ƒn)n, Fonk(X,  ) kümesinden bir dizi olsun. 

ƒ " Fonk(X,  ) 

olsun. Afla¤›daki önermeler eflde¤erdir:

i. limn.0 ƒn =u ƒ.

ii. limn.0 d(ƒn, ƒ) = 0.

iii. limn.0 ||ƒn  ƒ|| = 0.

iv. limn.0 (ƒn  ƒ) =u 0. n

Önsav›n son koflulundaki 0 elbette sabit 0 fonksiyonunu

simgelemektedir.

Noktasal yak›nsakl›kla düzgün yak›nsakl›¤› yukarda ge-

ometrik bir bak›fl aç›s›yla karfl›laflt›rd›k. fiimdi d biçimsel bir ba-

k›fl aç›s›yla karfl›laflt›ral›m. 

ƒ =p limn .$0 ƒn

eflitli¤i, aynen,

(!x " X)(!! > 0) QN (!n > N) |ƒn(x)  ƒ(x)| < !
anlam›na gelir. Buradaki N say›s› x’e ve !’a göre de¤iflir. Zaten

yukardaki matematiksel formüldeki s›ralamada da, N say›s›n›n

varl›¤› “(!x " X)(!! > 0)” simgelerinden sonra söyleniyor. Ya-

ni her x " X ve her ! > 0 için, istenen koflulu sa¤layan ayr› bir

N olabilir. Bu ba¤›ml›l›¤› göstermek için bazen N yerine N!, x
yaz›l›r.

N ’nin !’a göre de¤iflmesi ola¤an çünkü ne de olsa ! küçül-

dükçe
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|ƒn(x)  ƒ(x)| < !
eflitsizli¤ini sa¤lamak, yani ƒn(x)’nin ƒ(x)’e en fazla ! kadar ya-

k›n olmas›n› sa¤lamak güçleflmeli: Genelde ! küçüldükçe bu

eflitsizli¤in sa¤land›¤› N say›lar›n› büyütmek gerekir; sadece pek

ender durumlarda N, !’dan ba¤›ms›zd›r.

N ’nin x’e göre de¤iflmesi de ola¤an bulunabilir. Gerçekten

de pek s›k durumda x de¤ifltikçe 

|ƒn(x)  ƒ(x)| < !
eflitsizli¤inin sa¤lanmas› gecikebilir. Öte yandan bazen de gecik-

mez, baz› durumlarda, hatta oldukça s›k rastlanan baz› durum-

larda, belli bir N ’den büyük n say›lar› için

|ƒn(x)  ƒ(x)| < !
eflitsizli¤i her x " X için sa¤lan›r. ‹flte bu durumda,

(ƒn : X .  )n
fonksiyon dizisinin

ƒ : X .  

fonksiyonuna düzgün yak›nsad›¤› söylenir.

Düzgün yak›nsakl›¤›n biçimsel tan›m› flöyle:

(!! > 0) QN (!x " X) (!n > N) |ƒn(x)  ƒ(x)| < !.
Bu formülü bir önceki formülle karfl›laflt›r›p “!x " X” sim-

gelerinin nerden nereye geçti¤ini gözlemlemekte yarar vard›r.

Al›flt›rmalar
1. Her ƒ, g, h " Fonk(X,  ) için,

d(ƒ, g) = d(ƒ  g, 0) = d(ƒ  h, g  h)

eflitli¤ini kan›tlay›n. (Buradaki 0, elbette sabit 0 fonksiyonu an-

lam›na geliyor.)

2. Önsav 56.1.iv’ü kan›tlay›n. Önsav 56.1.iii’te ve Önsav

56.1.iv’te eflitliklerin her zaman do¤ru olmad›¤›n› gösterin.

3. X =  olsun. Her n do¤al say›s› için, 

ƒn :  .  

fonksiyonu, n d›fl›nda her yerde 0 de¤erini als›n ve n’de de n de-

¤erini als›n. 
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limn .$0 ƒn =p 0

eflitli¤inin do¤ru ama 

limn .$0 ƒn =u 0

eflitli¤inin yanl›fl oldu¤unu kan›tlay›n.

4. X =  olsun. Her pozitif n do¤al say›s› için, ƒn :  .  

fonksiyonu, n d›fl›nda her yerde 0 de¤erini als›n ve n’de 1/n de-

¤erini als›n. 

limn .$0 ƒn =u 0

eflitli¤ini kan›tlay›n.

56.5. Düzgün Yak›nsakl›¤›n Cebiri
fiimdi düzgün yak›nsakl›¤›n cebiri (daha do¤rusu aritmeti¤i)

üzerine birkaç sonuç kan›tlayal›m.

Teorem 56.4. X bir küme olsun. (ƒn)n ve (gn)n, X’ten  ’ye

giden iki fonksiyon dizisi ve r "  olsun. E¤er 

limn .$0 ƒn =u ƒ

ve

limn .$0 gn =u g

ise, (ƒn + gn)n ve (rƒn)n fonksiyon dizilerinin de düzgün limitle-

ri vard›r ve

limn .$0 (ƒn + gn) =u ƒ + g

ve

limn .$0 rƒn =u rƒ

olur.

Kan›t: Birinci eflitli¤in kan›t› tamamen,

||(ƒn + gn)  (ƒ + g)||= ||(ƒn  ƒ) + (gn  g)||

≤ ||ƒn  ƒ|| + ||gn  g||

eflitsizli¤ine dayan›r ve Sandviç Teoremi sayesinde Önsav

56.3’ten hemen ç›kar. ‹kincisini okura b›rak›yoruz. n

Belki flafl›rt›c› ve hayal k›r›kl›¤›na neden olacak ama, benzer

sonuç çarpma için benzer sonuç bu genellikte do¤ru de¤ildir.
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Buna hemen bir örnek verelim. X =  olsun. 

ƒn(x) = 1/n ve gn(x) = g(x) = x

olsun. O zaman 

limn .$0 ƒn =u 0 

ve 

limn .$0 gn =u g

olur. Teorem 53.1’e göre 

limn .$0 ƒngn =p 0 

olur elbette ama Örnek 55.1’e göre 

limn .$0 ƒngn =u 0

olmaz. 

Öte yandan e¤er her ƒn ve her gn fonksiyonu X üzerine s›-

n›rl›ysa o zaman Teorem 56.4 çarpma için de geçerlidir. S›n›rl›

fonksiyonlarla bir sonraki bölümde ilgilenece¤imizden bunun

kan›t›n› erteliyoruz. (Dileyen afla¤›daki 9 ve 10’uncu al›flt›rma-

lara bakabilir.) Bunu bildi¤imizi varsayarsak,  ’nin her s›n›rl› I

altkümesinde,

limn .$0 (ƒngn)|I =u 0 

oldu¤unu buluruz (ki bunun böyle oldu¤unu Örnek 55.2’de el-

le göstermifltik.)

Al›flt›rmalar
Afla¤›daki al›flt›rmalarda tersi söylenmedikçe X bir küme ve

(ƒn)n gibi diziler fonksiyon dizileri; ayr›ca her fonksiyon X’ten

 ’ye gidiyor.

1. X =  olsun. ƒn :  .  fonksiyonlar› flöyle tan›mlans›n:

ƒn fonksiyonlar›n›n grafiklerini çizin. Noktasal yak›nsad›¤› fonk-

siyonu bulun. (ƒn)n dizisi bu noktasal limite düzgün yak›nsar m›?
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2. X = (0, 1) ve ƒn(x) = xn olsun.

limn .$0 ƒn =p 0

eflitli¤ini ve her n için ||ƒn || = 1 eflitli¤ini gösterin. Demek ki süp-

normu 1 olan bir fonksiyonlar dizisi, süpnormu 1 olmayan bir

fonksiyona noktasal olarak yak›nsayabiliyorlar.

3. E¤er limn .$0 ƒn =u ƒ ise limn .$0 ||ƒn|| = ||ƒ|| eflitli¤ini ka-

n›tlay›n. (Tersinin do¤ru olmas› sözkonusu bile olamaz!)

4. X =  ve ƒn(x) = x + 1/n olsun. 

limn .$0 ƒn(x) =u x

eflitli¤inin do¤ru oldu¤unu ama

limn .$0 ƒn(x)2 =u x2

eflitli¤inin yanl›fl oldu¤unu gösterin.

5. limn .$0 ƒn =u ƒ olsun. ƒ’nin s›n›rl› oldu¤unu varsayal›m,

yani ||ƒ|| < 0 olsun. fiunu kan›tlay›n: Öyle bir A ve N vard›r ki,

her n > N için, ||ƒn|| ≤ A. (Yani (ƒn)n dizisinin kuyru¤unun s›n›r-

l› oldu¤unu kan›tlay›n.)

6. Her fley yukardaki al›flt›rmadaki gibi olsun ama ƒ illa s›-

n›rl› olmas›n. O zaman al›flt›rmadaki sonucun do¤ru olmayabi-

lece¤ini kan›tlay›n. 

7. E¤er her ƒn s›n›rl›ysa ve (ƒn)n dizisi düzgün yak›nsaksa, o

zaman (||ƒn||)n say› dizisinin s›n›rl› oldu¤unu kan›tlay›n.

8. E¤er her ƒn s›n›rl›ysa ve (ƒn)n dizisi düzgün yak›nsaksa, o

zaman (||ƒn||)n say› dizisinin s›n›rl› oldu¤unu kan›tlay›n.

9. (ƒn)n ve (gn)n, X’ten  ’ye giden iki s›n›rl› fonksiyon dizi-

si olsun. E¤er limn.0 ƒn =u ƒ ve limn .$0 gn =u g ise, 

limn .$0 ƒn·gn =u ƒ·g

eflitli¤ini kan›tlay›n. (‹pucu: Bir önceki al›flt›rmadan yararlanacak-

s›n›z.)

10. (||ƒn||)n say› dizisinin bir M taraf›ndan s›n›rl› oldu¤unu

varsayal›m. g : [ M, M] .  sürekli bir fonksiyon olsun. 

limn .$0 g ◦ƒn =u g ◦ ƒ 

eflitli¤ini kan›tlay›n.
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11. limn .$0 ƒn =u ƒ olsun. fiunu kan›tlay›n: ! > 0 ne olursa

olsun, öyle bir N say›s› vard›r ki, her n, m > N için, 

||ƒn  ƒm|| < !
olur. (Bu son özelli¤i sa¤layan dizilere Cauchy dizileri ad› ve-

rilir ve bu diziler bir sonraki altbölümünün konusu.)

56.6. Cauchy Dizileri
fiimdi gerçel say›lardan Fonk(X,  ) metrik uzay›na genellefl-

tirece¤imiz ikinci kavram› ele alal›m: Cauchy dizisi kavram›.

(ƒn)n, Fonk(X,  ) metrik uzay›ndan bir dizi olsun. E¤er her

! > 0 için,

n, m > N ise d(ƒn, ƒm) < !
koflulunu sa¤layan bir N varsa, (ƒn)n’ye Cauchy dizisi ad› verilir.

Tan›mdaki !’u dilersek 1’den küçükeflit alabilece¤imizden

(e¤er tan›m 1’den küçükeflit !’lar için do¤ruysa her ! için do¤ru-

dur), tan›mdaki d(ƒn, ƒm) yerine ||ƒn  $ƒm|| alabiliriz. Dolay›s›y-

la tan›m› “E¤er her ! > 0 için,

n, m > N ise ||ƒn  ƒm|| < !
koflulunu sa¤layan bir N varsa, (ƒn)n’ye Cauchy dizisi ad› veri-

lir” olarak de¤ifltirebiliriz.

Aynen gerçel say›larda oldu¤u gibi, Fonk(X,  ) metrik uza-

y›n›n her yak›nsak dizisi Cauchy dizisidir ve her Cauchy dizisi

yak›nsakt›r. Bu özellik (daha do¤rusu bu özelli¤in ikinci k›sm›)

her metrik uzay› taraf›ndan paylafl›lmaz. (Örne¤in #’de bu do¤-

ru de¤ildir.) Bu özelli¤i olan metrik uzaylar›na tam metrik uzay-

lar› denir. 

Teorem 56.5. Fonk(X,  ) metrik uzay›ndaki her yak›nsak

dizi Cauchy dizisidir. Ayr›ca Fonk(X,  ) metrik uzay›n›n her

Cauchy dizisi yak›nsakt›r. Daha ayr›nt›l› söylemek gerekirse,

Fonk(X,  ) metrik uzay›ndaki her Cauchy dizisinin noktasal li-

miti vard›r ve dizi bu noktasal limite düzgün yak›nsar. K›sacas›

Fonk(X,  ) metrik uzay› tamd›r.
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Kan›t: Birinci k›sm›n tan›m› standart ve oldukça kolay. 

limn .$0 ƒn =u ƒ 

olsun, yani 

limn.0 ||ƒn  ƒ|| = 0

olsun. ! > 0 rastgele seçilmifl olsun. O zaman öyle bir N vard›r

ki, her n > N için

||ƒn  ƒ|| < !/2
olur. Dolay›s›yla Teorem 1.iii’e göre, her n, m > N için,

||ƒn  ƒm|| = ||(ƒn  $ƒ) + (ƒ  ƒm)|| ≤ ||ƒn  $ƒ|| + ||ƒ  ƒm|| 

< !/2 + !/2 = !
olur. Demek ki (ƒn)n dizisi Cauchy dizisiymifl.

fiimdi teoremin ikinci k›sm›n› kan›tlayal›m. (ƒn)n, Fonk(X,  )

metrik uzay›nda bir Cauchy dizisi olsun. Demek ki her ! > 0 için,

n, m > N ise ||ƒn  ƒm|| < !
koflulunu sa¤layan bir N vard›r. Bir baflka deyiflle, her ! > 0 için,

n, m > N ise 

sup{|ƒn(x)  ƒm(x)| : x " X} < !
koflulunu sa¤layan bir N vard›r. Bundan da tabii ki, her ! > 0 ve

her x " X için, n, m > N ise 

|ƒn(x)  ƒm(x)| < !
koflulunu sa¤layan bir N ’nin varl›¤› ç›kar. Demek ki, (ƒn(x))n
dizisi gerçel say›larda bir Cauchy dizisidir. Gerçel say›lar tam ol-

du¤undan bu dizinin bir limiti vard›r. Limite ƒ(x) diyelim:

ƒ(x) = limn .$0 ƒn(x).

Böylece X’ten  ’ye giden bir ƒ fonksiyonu bulmufl oluruz. fiimdi 

limn .$0 ƒn =u ƒ 

eflitli¤ini kan›tlamam›z gerekiyor.

Okurun, verece¤imiz kan›t›n ne kadar zekice oldu¤unu kav-

rayabilmesi için en az bir saat kendi bafl›na kan›tlamaya çal›fl-

mas›nda yarar vard›r.

Herhangi bir ! > 0 seçelim. N de yukardaki gibi olsun. m > N

sabit bir say› olsun. Demek ki her her x " X ve n > N için,

|ƒn(x)  ƒm(x)| < !
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eflitsizli¤i sa¤lan›r. fiimdi bu eflitsizlikte n’yi sonsuza götürelim

(m ve x sabit kalacaklar). Gerçel say›lardan gerçel say›lara giden

mutlak de¤er fonksiyonu sürekli oldu¤undan, Sandviç Teore-

mi’nden,

! ≥ limn.0 |ƒn(x)  ƒm(x)| = |limn.0(ƒn(x)  ƒm(x))| 

= |ƒ(x)  ƒm(x)|

elde ederiz. Bu eflitsizlik her x " X için do¤ru oldu¤undan,

! ≥ ||ƒ  ƒm ||

elde ederiz. Her ! > 0 için,

m > N ise ||ƒ  ƒm || ≤ !
eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir N say›s› bulduk. Ama bu aynen,

limn .$0 ||ƒ  ƒm || = 0

demektir, yani gerçekten de limn .$0 ƒn =u ƒ olur. Kan›t›m›z bit-

mifltir. n

56.7. S›n›rl› Fonksiyonlar Kümesi #0(X)

#0(X,  ), ya da k›saca #0(X), X kümesinden  ’ye giden s›-

n›rl› fonksiyonlar kümesi olsun:

ƒ " #0(X) 7 ƒ(X) s›n›rl›.

E¤er ƒ, g " #0(X) ise, elbette ||ƒ  g|| bir gerçel say› olur.

Dolay›s›yla Önsav 56.1’e göre,

d(ƒ, g) = min{1, ||ƒ  g||}

yerine

d(ƒ, g) = ||ƒ  g||

al›rsak da #0(X) bir metrik uzay› olur. Her iki metrikten birini

seçelim. Bizim için önemli olmayacak.

Teorem 56.6. X bir küme olsun. #0(X), d metri¤i için tam

bir metrik uzayd›r.

Kan›t: #0(X)’nin d için bir metrik uzay oldu¤u belli. Taml›-

¤› kan›tlayal›m. #0(X) metrik uzay›ndan bir (ƒn)n Cauchy dizi-

si seçelim. Herhangi bir ! > 0 seçelim. N, her n, m > N için, 
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d(ƒn, ƒm) < !
eflitsizli¤ini sa¤lanacak biçimde seçilsin. O zaman her x " X

için,

|ƒn(x)  ƒm(x)| ≤ d(ƒn, ƒm) < !
olur. Demek ki (ƒn(x))n"" dizisi  ’nin bir Cauchy dizisidir.  

tam oldu¤undan bu dizi yak›nsakt›r. Bu dizinin limitine ƒ(x) di-

yelim. Böylece X ’ten  ’ye giden bir ƒ fonksiyonu elde ederiz. ƒ,

elbette (ƒn)n dizisinin noktasal limitidir. ‹ki fley kan›tlamal›y›z:

ƒ’nin s›n›rl› oldu¤unu ve

limn.0 ƒn =u ƒ

eflitli¤ini.

ƒ’nin s›n›rl› oldu¤unun kan›t› kolay: Düzgün yak›nsaman›n

tan›m›nda !$= 1 alal›m. O zaman bir n için d(ƒn, ƒ) < 1 olur, do-

lay›s›yla her x " X için,

|ƒn(x)  ƒ(x)| < 1

olur. Böyle bir n’yi sabitleyelim. x0 " X sabit bir eleman olsun.

B say›s›, her x " X için,

|ƒn(x)  ƒn(x0)| ≤ B

eflitsizli¤i sa¤lanacak biçimde seçilsin. (ƒn s›n›rl› bir fonksiyon

oldu¤undan, böyle bir B vard›r.) fiimdi her x " X için,

|ƒ(x)  ƒ(x0)| ≤ |ƒ(x)  ƒn(x)| + |ƒn(x)  ƒn(x0)| 

+ |ƒn(x0)  ƒ(x0)|

≤ |ƒ(x)  ƒn(x)| + B + |ƒn(x0)  ƒ(x0)|

≤ 1 + B + 1 = B + 2

olur. Bu da ƒ’nin s›n›rl› bir fonksiyon oldu¤unu gösterir.

fiimdi s›ra limn .$0 ƒn =u ƒ eflitli¤ini kan›tlamaya geldi. Her-

hangi bir ! > 0 seçelim. Her n, m > N için 

d(ƒn, ƒm) < !
koflulunu sa¤layan bir N vard›r. Böyle bir N seçelim. m > N

göstergeci de sabitlensin. Her x " X ve n > N için,

|ƒn(x)  ƒm(x)| < !
eflitsizli¤i sa¤lan›r. fiimdi bu eflitsizlikte n’yi sonsuza götürelim

(m ve x sabit kalacaklar).  ’den  ’ye giden
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y |y  ƒm(x)|

fonksiyonu sürekli oldu¤undan (Önsav 42.4), Sandviç Teore-

mi’nden,

! ≥ limn .$0 |ƒn(x)  ƒm(x)| = |limn.0 ƒn(x)  $ƒm(x)|

= |ƒ(x)  ƒm(x)|

elde ederiz. Bu eflitsizlik her x " X için do¤ru oldu¤undan,

! ≥ d(ƒ, ƒm)

elde ederiz. Demek ki her ! > 0 için,

m > N ise d(ƒ, ƒm) ≤ !
eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir N say›s› bulduk. Ama bu aynen,

limm.0 d(ƒ, ƒm) = 0

demektir, yani gerçekten de limn.0 ƒn =u ƒ olur. Kan›t›m›z bit-

mifltir. n

Yukardaki kan›tta #0(X) metrik uzay›ndaki her Cauchy di-

zisinin s›n›rl› oldu¤unu kan›tlad›¤›m›z›n fark›na vard›n›z m›?

Varmad›ysan›z yukardaki teoremi kullanan bir baflka kan›t›n›

verelim:

Teorem 56.7. #0(X) metrik uzay›ndaki her Cauchy dizisi

s›n›rl›d›r.

Kan›t: (ƒn)n, #0(X) metrik uzay›nda bir Cauchy dizisi olsun.

ƒ bu dizinin düzgün limiti olsun. ! = 1 olarak seçilmifl olsun. N,

her n > N için,

||ƒ  ƒn|| < 1

olacak biçimde seçilmifl olsun. Demek ki, her n > N için,

||ƒn|| = ||(ƒn  ƒ) + ƒ|| ≤ ||ƒn  ƒ|| + ||ƒ|| ≤ 1 + ||ƒ||

elde ederiz. Dolay›s›yla,

M = max{||ƒ0||, ||ƒ1||, ..., ||ƒN||, 1 + ||ƒ||}

ise, her n için,

||ƒn|| ≤ M

olur. n
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fiimdi düzgün yak›nsakl›¤›n cebiri (daha do¤rusu aritmeti¤i)

üzerine sonuçlar kan›tlayal›m. Teorem 56.4 ve ard›ndan gelen

örnekten farkl› olarak #0(X) metrik uzay›nda fonksiyon çarpma-

s› da terbiyeli bir davran›fl sergiliyor.

Teorem 56.8. X bir küme olsun. (ƒn)n ve (gn)n, #0(X)’den

iki dizi olsun ve r "  olsun. E¤er 

limn .$0 ƒn =u ƒ

ve

limn .$0 gn =u g

ise, (ƒn + gn)n, (ƒngn)n ve (rƒn)n fonksiyon dizilerinin de düzgün

limitleri vard›r ve

limn .$0 (ƒn + gn) =u ƒ + g,

limn .$0 (ƒngn) =u ƒg

ve

limn .$0 rƒn =u rƒ

olur.

Kan›t: Birinci ve üçüncü eflitlik aynen Teorem 56.4, yaln›z

ƒ + g ve rƒ fonksiyonlar›n›n #0(X) uzay›nda olmalar› gerekti¤i

kan›tlanmas› gerekiyor ki bunu da Teorem 56.1’den biliyoruz.

limn .$0 (ƒngn) =u ƒg

eflitli¤ini kan›tlayal›m. ! > 0 verilmifl olsun. Teorem 56.6’dan

g’nin s›n›rl› oldu¤unu biliyoruz. A > 0 say›s› ||g|| ≤ A olarak se-

çilmifl olsun. Ayr›ca Teorem 56.7’den (ƒn)n dizisinin s›n›rl› oldu-

¤unu biliyoruz. B > 0 say›s›, her n için ||ƒn|| < B olarak seçilmifl

olsun. Varsay›ma göre, her n > N1 için,

||gn  g|| < !/2B

eflitsizli¤ini sa¤layan bir N1 vard›r. Gene varsay›ma göre, her

n > N2 için,

||ƒn  ƒ|| < !/2A

eflitsizli¤ini sa¤layan bir N2 vard›r. N = N1 + N2 olsun. O za-

man her n > N için,
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||ƒngn  ƒg|| = ||(ƒngn  ƒng) + (ƒng  ƒg)||

≤ ||ƒngn  ƒng|| + ||ƒng  ƒg||

≤ ||ƒn||||gn  g|| + ||ƒn  ƒ||||g||

< B·(!/2B) + (!/2A)·A = !
eflitlikleri sa¤lan›r. Demek ki,

limn .$0 (ƒngn) =u ƒg

olur. n

56.8. Sürekli Fonksiyonlar Kümesi C(X)
X 5  olsun. X ’ten Y ’ye giden sürekli fonksiyonlar kümesi

C(X,  ) ya da k›saca C(X) olarak gösterilir. 

C(X) 5 Fonk(X,  ) 

oldu¤undan, C(X)’i d mesafesi alt›nda bir metrik uzay olarak al-

g›layabiliriz.

E¤er X s›n›rl› ve kapal› bir aral›ksa, Teorem 47.2’ye göre, 

C(X) 5 #0(X)

olur3. Aksi durumda istenirse 

C(X) 1 #0(X) 

altuzay›na bak›labilir.

Bu bölümde C(X) metrik uzay›n› irdeleyece¤iz. Akla ilk ge-

len soru bunun tam bir metrik uzay› olup olmad›¤› sorusu:

Teorem 56.9. Sürekli fonksiyonlardan oluflan dizilerin düz-

gün limiti de süreklidir. Yani C(X) tam bir metrik uzay›d›r.

Bu teorem afla¤›daki sonuçtan ç›kar.

Teorem 56.10. E¤er (ƒn : X .  )n dizisi ƒ fonksiyonuna

düzgün yak›ns›yorsa ve ƒn fonksiyonlar›n›n her biri bir a " X

noktas›nda sürekliyse, o zaman ƒ fonksiyonu da a noktas›nda

süreklidir.
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Kan›t: ! > 0 olsun. Öyle bir N seçelim ki, her n ≥ N için, 

d(ƒ, ƒn) < !/3 

olsun. n = N + 1 olsun. O zaman her x " X için,

|ƒ(x)  ƒn(x)| < !/3 

olur. ƒn fonksiyonu a’da sürekli oldu¤undan a’y› içeren öyle bir

U 5 X aç›k kümesi vard›r ki, her x " U için, 

|ƒn(x)  ƒn(a)| < !/3 

olur. fiimdi x " U için hesaplayal›m: 

|ƒ(x)  ƒ(a)| ≤ |ƒ(x)  ƒN(x)| + |ƒN(x)  ƒn(a)| + |ƒn(a)  ƒn(x)|

≤ !/3 + !/3 + !/3 = !
olur. Dolay›s›yla ƒ fonksiyonu a noktas›nda süreklidir. n

Sonuç 56.11. C(X) ve C(X) 1 #0(X) metrik uzaylar› tamd›r.

Al›flt›rmalar
1. [0, 1] kümesinden  ’ye giden öyle bir sürekli fonksiyon

dizisi bulun ki, dizinin noktasal limiti olsun ama limit fonksiyo-

nu s›n›rs›z olsun.

2.  ’den  ’ye giden

fonksiyonlar›n›n 0 fonksiyonuna düzgün yak›nsad›¤›n› kan›t-

lay›n.

ƒn :  .  

fonksiyon dizisi düzgün yak›nsak m›d›r?

4. Öyle sürekli (ƒn : [0, 1] .  )n fonksiyon dizisi bulun ki

sürekli bir fonksiyona noktasal yak›nsas›n ama düzgün yak›n-

samas›n.

5. Her ƒn fonksiyonu s›n›rl›ysa ve (ƒn)n düzgün yak›nsaksa

(ƒn)n dizisinin s›n›rl› bir dizi oldu¤unu gösterin.

56. Fonk(X,  ) Metrik Uzay› ve Düzgün Yak›nsama 595

$
% &

8
n x

n x
( )

( )

1

1 2

$
3. % &

'

(

)
*
+

n x
x n

n x x n
( )

| | /

| | | | /

1 1

1

e¤er  ise

e¤er  ise
 olarak tan›mlanan



6. [0, 0) aral›¤›ndan  ’ye giden 

fonksiyon dizisinin noktasal yak›nsad›¤›n› ama düzgün yak›nsa-

mad›¤›n› kan›tlay›n. Bu fonksiyon dizisinin düzgün yak›nsad›¤›

bir altküme bulun. (ƒn fonksiyonlar›n› sizin için afla¤›da çizdik.)

7. x "  için 

olsun. E fonksiyonu irrasyonellerde 0 de¤erini als›n ve birbirine

asal a ve b tamsay›lar› için 

E(a/b) = |b|

olsun. 

gn(x) = E(x) + 1/n

olsun. (ƒn)n ve (gn)n dizilerinin her sonlu aral›kta düzgün yak›n-

sad›¤›n› ama (ƒngn)n dizisinin hiçbir sonlu aral›kta düzgün ya-

k›nsamad›¤›n› kan›tlay›n.

8. x " (0, 1) için 

olsun. (ƒn)n dizisinin (0, 1) üzerinde noktasal yak›nsad›¤›n› ama

düzgün yak›nsamad›¤›n› kan›tlay›n.

9. E¤er X kapal› bir aral›ksa ve (ƒn : X .  )n dizisi ƒ fonk-

siyonuna düzgün yak›ns›yorsa ve 

g : X .  \ {0} 
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fonksiyonu sürekliyse, (ƒn /g)n dizisinin ƒ/g fonksiyonuna düz-

gün yak›nsad›¤›n› kan›tlay›n.

10. Her ƒ, g " #0(X) için,

| ||ƒ||  ||g|| | ≤ ||ƒ + g||

eflitsizli¤ini kan›tlay›n.

11. Y =  olsun. Her n " " ve her x "  için, 

ƒn+1(x) ≤ ƒn(x)

ise ve limn .$0 ƒn =u 0 ise 

Zn≥0 ( 1)nƒn(x) 

dizisinin düzgün yak›nsad›¤›n› kan›tlay›n.

12. ƒ :  .  düzgün sürekli (bkz. Bölüm 42, Örnek

42.8’den hemen sonra) ve her n > 0 do¤al say›s› için

ƒn(x) = ƒ(x + 1/n) 

olsun. (ƒn)n dizisinin ƒ’ye düzgün yak›nsad›¤›n› kan›tlay›n. E¤er

ƒ düzgün sürekli de¤ilse bunun do¤ru olmayabilece¤ini gösterin.

13. ƒn : X .  fonksiyonlar› ƒ fonksiyonuna düzgün yak›n-

sas›n. X ’in (xn)n dizisi x noktas›na yak›nsas›n. (ƒn(xn))n dizisi-

nin ƒ(x)’e yak›nsad›¤›n› kan›tlay›n.
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57.1. Kuvvet Serileri
Kuvvet serilerini önceki say›lar›m›zda görmüfltük. An›msa-

tal›m. Bunlar,

biçiminde yaz›lan ifadelerdi. Burada her an bir gerçel say›d›r. x

ise gerçel say›larda de¤er alan bir de¤iflken olarak görülebilir.

‹fadede x’i sabit bir gerçel say› olarak al›p, sonsuz bir toplam›

an›msatan

ifadesini,

say›s› olarak görmek istiyoruz; tabii böyle bir limit varsa...

Yoksa, serinin x say›s›nda ›raksak oldu¤unu söylüyoruz. (Seri-

nin x’te tan›ms›z oldu¤unu da söyleyebiliriz.) Örne¤in x = 0 ise,

limit vard›r ve a0 de¤erine eflittir. Di¤er say›larda limit olabilir

de olmayabilir de. fiunu kan›tlam›flt›k [bkz. Teorem 35.1]: Öy-

le bir R ≥ 0 vard›r ki, x " ( R, R) için yukardaki limit vard›r

ve x 3 [ R, R] için ise limit yoktur. x = VR için ise limit olabi-
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lir de olmayabilir de, kuvvet serisine göre de¤iflir. Bu R,

olarak belirlenmifltir ve ad›na yak›nsakl›k yar›çap› denir. R’nin

0 ya da 0 olabilece¤ini de an›msatal›m. Örne¤in, exp x, sin x,

cos x kuvvet serilerinde R sonsuzdur ve bu kuvvet serileri  ’den

 ’ye giden birer fonksiyon verirler. Öte yandan, 

kuvvet serisi için R = 1’dir ve bu kuvvet serisi sadece ( 1, 1) ara-

l›¤›nda bir fonksiyon tan›mlar. (Bu fonksiyon da, ƒ(x) = (1 – x)–1

fonksiyonudur.)

57.2. Fonksiyonlar›n Sonsuz Toplam›
Kuvvet serileri, aix

i gibi fonksiyonlar›n (sonsuz) toplam› ola-

rak alg›lanabilir. Böyle alg›land›¤›nda, kuvvet serilerini genellefl-

tirmek iflten bile de¤ildir: aix
i fonksiyonlar› toplanabildi¤i gibi

herhangi ƒi(x) fonksiyonlar› da toplanabilir. Hatta bu durumda

x, herhangi bir X kümesinden bir eleman olarak da görülebilir.

X herhangi bir küme olsun. Her i do¤al say›s› için, 

ƒi " Fonk(X,  ) 

olsun. Bu fonksiyonlar› teker teker toplay›p,

fonksiyonlar›na bakabiliriz. Ard›ndan bu sonlu toplamlar›n n

sonsuza giderken limitini alabiliriz:

tan›m›n› yapal›m. “Tan›m yapal›m” dedik ama bu asl›nda çok

eksik bir tan›md›r. Tan›mda iki sorun var:

1) Tan›mda limitin noktasal limit mi yoksa düzgün limit mi

oldu¤u söylenmemifl.
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2) Limit yoksa tan›m ne demek oluyor?

Birinci sorun o kadar önemli de¤il çünkü her fleyden önce

e¤er düzgün yak›nsakl›k varsa noktasal yak›nsakl›¤›n da oldu-

¤unu ve bu durumda noktasal limitle düzgün limitin birbirine

eflit olduklar›n› biliyoruz. Ayr›ca hangi yak›nsakl›k sözkonusuy-

sa o yak›nsakl›¤›n ad›n› ayr›ca zikredebiliriz; fonksiyonlar›n

toplam›n›n noktasal ya da düzgün yak›nsak oldu¤unu söylemek

bu sorunu çözer.

‹kinci soruna gelince: Nitekim bu sonsuz toplam (yani limit)

baz› noktalarda yak›nsak olabilir, baz› noktalarda da olmayabi-

lir. Bu sorunu da sonsuz toplam›n hangi kümede yak›nsak oldu-

¤unu belirtmekle çözeriz. 

Demek ki, söylenmesi gereken,

serisinin X’in bir A altkümesinde noktasal ya da düzgün yak›n-

sak oldu¤udur. Böylece tan›mdaki belirsizlikler giderilmifl olur.

Örne¤in exp, cos ve sin fonksiyonlar› - bilindi¤i üzere -  

üzerine noktasal yak›nsakt›r ama  üzerine düzgün yak›nsak

de¤ildirler. Ama - birazdan kan›tlayaca¤›m›z üzere -  ’nin her

s›n›rl› altkümesi üzerine bu seriler düzgün yak›nsakt›r.

Bir baflka örnek,

serisi ( 1, 1) aral›¤› üstünde noktasal yak›nsakt›r ama düzgün

yak›nsak de¤ildir öte yandan her 0 < a < 1 için seri [ a, a] ara-

l›¤› üstünde düzgün yak›nsakt›r. (Birazdan görece¤iz bunlar›.) 

57.3. Weierstrass M-Testi
Bir fonksiyon serisinin düzgün yak›nsak olup olmad›¤›n› an-

laman›n en kolay yolu Weierstrass M-testi ad› verilen afla¤›daki

testi uygulamakt›r.
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Teorem 57.1. Weierstrass M-Testi. X herhangi bir küme ol-

sun. (ƒi)i, #
0(X)’de herhangi bir fonksiyon dizisi olsun. Her i

için, ||ƒi|| ≤ Mi eflitsizli¤ini sa¤layan ve

serisinin yak›nsak oldu¤u Mi say›lar› varsa o zaman 

serisi düzgün yak›nsakt›r.

Testin ne kadar uygulanabilir oldu¤u her halinden belli, ne

de olsa düzgün yak›nsakl›k gibi zor bir kavram›, gerçel say› se-

rileride normal yak›nsakl›¤a indirgiyor.

Weierstrass M-Testi’nin Kan›t›: Teoremi kan›tlamak için,

dizisinin süpnorm için bir Cauchy dizisi oldu¤unu kan›tlamak

yeterli (Teorem 57.4). Bu dizinin iki teriminin fark›n›n süpnor-

munu belirleyelim. n > m olsun. Hesaplayal›m:

En sondaki say›y› küçültebilir miyiz? Evet!

serisi yak›nsak oldu¤undan,

dizisi yak›nsakt›r, dolay›s›yla bir Cauchy dizisidir. fiimdi veril-

mifl bir ! > 0 için, N ’yi, her n > m > N için,
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eflitsizli¤i do¤ru olacak biçimde seçelim. Böylece her n, m > N

için,

olur ve böylece Weierstrass M-Testi’nin kan›t› tamamlan›r. n

Teoremi uygularken seçilen Mi’nin x’ten ba¤›ms›z olmas›na

özen göstermeli.

Hemen uygulamalara geçelim.

Sonuç 57.2. exp, cos ve sin fonksiyonlar›n›n serileri olan

serileri  ’nin her s›n›rl› altkümesi üzerinde düzgün yak›nsakt›r. 

Kan›t: Düzgün yak›nsakl›¤› [ R, R] aral›¤› için kan›tlamak

yeterli. Öyle yapal›m. Bu aral›ktan herhangi bir x alal›m. Önce

exp’in dizisini s›n›rlayal›m:

oldu¤undan, Weierstrass M-Testi’nde, ƒi(x) = xi/i! ve Mi’yi Ri / i!

olarak almak yeterli. 

fiimdi cos x’in serisine bakal›m. 

Bu sefer de Mi’yi R2i / (2i)! olarak almak yeterli.

sin x serisi okura b›rak›lm›flt›r. n
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Yukardaki sonuçtan çok daha genel bir sonuç geçerlidir.

Zaten sonucun kan›t›ndan da hissetmiflsinizdir daha genel bir

teoremin do¤ru oldu¤unu:

sun. S < R olsun. O zaman

serisi [ S, S] aral›¤› üstünde düzgün yak›nsakt›r.

Kan›t: Teorem 35.1’e göre, seri S’de mutlak yak›nsakt›r. Do-

lay›s›yla,

serisi yak›nsakt›r. Weierstrass M-Testi’ni ƒi(x) = aix
i fonksiyon-

lar›na ve Mi = |ai|S
i say›lar›na uygulayal›m. n

Teoremden kuvvet serilerinin yak›nsakl›¤›n›n oldukça güçlü

oldu¤u ç›k›yor.

Sonuç 57.4. Kuvvet serileri yak›nsakl›k yar›çaplar› içinde

süreklidir.

Kan›t: Kuvvet serisi

olsun. Yak›nsakl›k yar›çap› R olsun. a, |a| < R eflitsizli¤ini sa¤-

las›n. S, |a| < S < R eflitsizliklerini sa¤layan herhangi bir say› ol-

sun. [ S, S] kapal› aral›¤› içinde,

fonksiyonlar› (polinomiyal olduklar›ndan) sürekli fonksiyonlar-

d›r. Ayr›ca, yukardaki teoreme göre bu kapal› aral›k üzerinde,
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olur, yani yak›nsakl›k düzgündür. Demek ki, sürekli fonksiyon-

lar›n düzgün limiti olan serimiz [ S, S] kapal› aral›¤› üzerinde

süreklidir [Teorem 57.1]. Dolay›s›yla a’da da süreklidir. n

Sonuç 57.5. exp, sin, cos fonksiyonlar› süreklidir. 

Kan›t: Yukardakilerden do¤rudan ç›kar. n

Al›flt›rmalar

1. ƒ :  .  düzgün sürekli olsun (bkz. Bölüm 42, Örnek

42.8’den hemen sonra).

ƒn(x) = ƒ(x + 1/n) 

olsun. (ƒn)n dizisinin ƒ’ye düzgün yak›nsad›¤›n› kan›tlay›n. E¤er

ƒ düzgün sürekli de¤ilse bunun do¤ru olmayabilece¤ini gösterin.

¤›n› kan›tlay›n. 

4. fiu serilerin düzgün yak›nsak olduklar›n› kan›tlay›n: 

5. fiu serinin düzgün yak›nsak oldu¤u bir aral›k var m›d›r?
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