53. Fonksiyon Dizilerinin
Noktasal Yakinsamasi

erhangi bir kiime olsun. Mesela X < R olabilir (ama ol-

-*. mayabilir de). Her # dogal sayisi icin bir f,, : X — R
fonksiyonu verilmig olsun. O zaman her x € X icin ayri

bir (f,(x)),, sayr dizisi elde etmis oluruz. Her x € X icin bu
(f(x)),, say1 dizisinin bir limiti olabilir ya da olmayabilir. Diye-
lim her x € X i¢in (f,,(x)),, say: dizisinin bir limiti var. x’e gore
degisebilecek bu limite f(x) diyelim. Boylece, (f,,),, fonksiyon di-
zisinden bir f : X — R fonksiyonu elde ederiz. f fonksiyonunun

bu (f,,),, fonksiyon dizisinin limitini oldugunu séylemek herhal-
de kabul edilir bir tanim olur. Oyle diyecegiz. Tek farkla ki, “li-
mit” yerine “noktasal limit” soziini kullanmayi yegleyecegiz
ciinkii ilerde fonksiyon dizileri i¢in daha dogal bir limit kavrami
bulacagz.
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Bicimsel tanimi verelim: X herhangi bir kiime olsun. Ve
X’ten R’ye giden bir (f,,),, fonksiyon dizisi verilmis olsun. Eger
her x € X icin (f,(x)),, say1 dizisinin bir limiti varsa, o zaman,
(f,.),, fonksiyon dizisinin, her x € X icin,

flx) = limn — © fulx)

olarak tanimlanan f : X — R fonksiyonuna noktasal yakinsa-
digr ve f’nin (f,), fonksiyon dizisinin (noktasal) limiti oldugu
soylenir. Bu durumda,

f= limn Soofn
ya da

fELm, o fy
yazilir. Esitligin tstiindeki p, Ingilizce noktasal anlamina gelen
pointwise sozcuguniin p’sidir.

Bir (f,,),, fonksiyon dizisinin noktasal limiti varsa, bu limit
elbette biriciktir.

Hemen birkac 6rnek verelim. Orneklerimizde X hep R’nin
bir altkiimesi olacak ama 6yle olmak zorunda degil.

Ornek 53.1. X = R ve f,(x) = x/n olsun. Her x € R igin,
lim,, , o f,(x) =1lim, , , x/n=0
olur. Demek ki (f,,),, fonksiyon dizisinin limiti sabit O fonksiyo-
nuymus. f, fonksiyonlarinin grafigi asagida. Giderek yataylasi-
yorlar ve en sonunda f(x) = 0 fonksiyonuna yakinsiyorlar.
\ fi
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Ornek 53.2. X = [0, 1] ve fu(x) = x olsun. O zaman,
0 egerx #1ise

li =
im,, 5 £,(%) {1

eger x =1 ise

olur. Demek ki (f,,),, fonksiyon dizisinin limiti,

flx) =

0 egerx #1ise
1 egerx=1ise

formiiliiyle tanimlanan f fonksiyonudur.

A

1

Bu ornekte, f, fonksiyonlarinin her birinin sirekli ama f
fonksiyonunun (1 noktasinda) siireksiz olduguna dikkatinizi ce-
keriz. Demek ki stirekli bir fonksiyon dizisinin noktasal limiti
surekli olmak zorunda olmayabilir. Bu da olduk¢a rahatsiz edi-

ci bir durum.

Ornek 53.3. X = R ve
2 n
X x X
fn(X)—1+T!+7!+"'+7!
olsun. O zaman, exp fonksiyonun tanimina gore,
limn —> fn(x) =eXp X
olur. Benzer sonug, gene tanimlardan dolay: sin ve cos fonksi-

yonlari i¢in de gecerlidir:
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; x21+1

Qi+

2i
ixX

Qi)

sinx =lim, ,,, > (1)

cosx =lim,,_, Z:Z:l(—l)

2n%+n—N)x+3n-5

n2

Ornek 53.4. f,,(x) = olsun.

O zaman,
lim,, o f,(x) £2x
olur.

Ornek 53.2°de siirekli bir fonksiyon dizisinin noktasal limi-
tinin siirekli olmayabilecegini gordik. Daha 6nce de dedigimiz
gibi bu oldukc¢a rahatsiz edici bir sey. Ilerde fonksiyonlarin ya-
kinsamasi kavramiyla hafifce oynayarak bu rahatsiz edici sey-
den kurtulacagiz ve diizgiin yakinsaklik olarak adlandirilan ye-
pyeni bir yakinsama kavraminda surekli bir fonksiyon dizisinin
limiti stirekli olacak.

Asagidaki teoremin kaniti ¢ok basittir, benzer esitliklerin sa-
y1 dizileri i¢in gecerli olmasindan kaynaklanir.

Teorem. X, herbangi bir kiime olsun. (f,),, ve (g,),, X'ten
R’ye giden iki fonksiyon dizisi ve r € R olsun. Eger
lim, ,, f,2fvelim, ,  g,%¢
isey (f,, + &) (*f ) vE (f8,), fonksiyon dizilerinin de nokta-
sal limitleri vardwr ve
lim, _, o 7f, &rf
ve

lim, _, o (f48x) £ S8
esitlikleri saglanir. Ayrica eger her x € X i¢in
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glx) =0
ve
g,(x) =0
ise, (f,/8,),, fonksiyon dizisinin de noktasal limiti vardir ve
lim,, _, o fl8, & f1g
esitligi saglanir.
Kanit: Okura birakilmistir. O

Alistirmalar
1. X = [0, 1] ve f,,(x) = nx(1 — x)” olsun. O zaman lim,,_,, f,
noktasal limitinin sabit 0 fonksiyonu oldugunu kanitlayin.
f,(1/n) > 1/6 esitsizligini kanitlayin.
2. X = R ve her n < 0 dogal sayisi igin,

n eger 0<x <1/mise
f(x) =
1 yoksa

olsun. O zaman,

lim, ,,f,=0
dir (yani limit, sabit O fonksiyonudur.)
3. X = R ve her n < 0 dogal sayisi igin,

n eger 0<x <1/nise
f(x) =

1 yoksa

olsun. O zaman, (f,,),, dizisinin limiti var midir? Yoksa, X ne
alinirsa dizinin bir limiti vardir?
4. f,,: 10, 1] = R soyle tanimlansin:

n’x eger 0< x <1/2n ise

f,(x)=12n —n’x eger 0< x <1/2n ise
0 eger 0< x <1/2n ise

Bu fonksiyonlarin grafiklerini ¢izin. (Asagida!) Fonksiyonlarmn
limitinin sabit 0 fonksiyonu oldugunu kanitlayin.
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fs

/s

3 &
vef X13% 12 213 1 g
15 1/4 215

Son alistirmada da goriilecegi tizere, fonksiyonlarin noktasal
yakinsamasi pek mutlu bir kavram degil: Maksimum degerleri
sonsuza gidebilen bir fonksiyon dizisi noktasal olarak 0’a yakin-
sayabiliyor.



54. Fonksiyon Dizilerinin
Diizgiin Yakinsamasi

ir onceki bolimde bir fonksiyon dizisinin bir bagka fonk-
Bsiyona noktasal yakinsamasinin ne demek oldugunu gor-

diik. Tanimi animsatalim ¢uinki bu tanimi hafifce degis-
tirerek ¢ok daha guglii bir “fonksiyon dizisi yakinsamasi1” kav-
rami elde edecegiz:

X herhangi bir kiime ve X’ten R’ye giden bir (f,,),, fonksiyon
dizisi verilmis olsun. Eger her x € X i¢in (f,,(x)),, say1 dizisinin bir
limiti varsa, o zaman, (f,,),, fonksiyon dizisinin, her x € X i¢in,

flx) = hmn — ® fn(x)
olarak tanimlanan f : X — R fonksiyonuna noktasal yakinsa-
dig1 ve f’nin (f,), fonksiyon dizisinin noktasal limiti oldugu
soylenir. Bu durumda,
fElim, o f,
yazilir. Bir baska deyisle, (f,,),, fonksiyon dizisinin limiti olan
lim,, _, , f, fonksiyonu, her x € X icin,
(lim,, _, , f,)(x) =1lim, _,  f,(x)
olarak tanimlanmustir.
Tanimui biraz daha agacak olursak, bir
(fn: X > R),
fonksiyon dizisinin bir
f: X->R

555
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fonksiyonuna yakinsamasi icin, her x € X ve her ¢ > 0 icin 6y-
le bir N olmali ki, her # > N i¢in,
Fole) - Fl) < &
olsun.
Bunu simgesel olarak yazalim:
esitligi, aynen,
(Vx € X)(Ve>0)IN (V> N) If,(x) - f(x) <e
anlamina gelir.
Buradaki N sayisi x’e ve €’a gore degisir. Zaten yukardaki
matematiksel formiildeki siralamada da N sayisi
“(Vx e X)(Ve>0)”
simgelerinden sonra gelir. Yani her x € X ve her € > 0 icin, is-
tenen kosulu saglayan ayri bir N olabilir. Bu bagimlilig1 goster-
mek i¢in bazen N yerine, N, , yazilir.
N’nin ¢’a gore degismesi olagan ¢linkii ne de olsa ¢ kugil-
dikee
1) = fl)l <&
esitsizligini saglamak, yani f,(x)’nin f(x)’e € kadar yakin olma-
sin1 saglamak giiclesir: Genelde ¢ kugiildiikce bu esitsizligin sag-
landig1 7 sayisini buytitmek gerekir. (Genellikle, sadece pek en-
der durumlarda N, €’dan bagimsizdir.)
N’nin x’e gore degismesi de olagan bulunabilir. Nitekim x
degistikce
ful) - fl<e
esitsizliginin saglanmasi giderek gecikebilir. Ote yandan bazen
de gecikmez, bazi durumlarda, hatta oldukga sik rastlanan bazi
durumlarda, belli bir N’den biiyiik 7 sayilari igin
Fol) = Fl) < &
esitsizligi her x € X i¢in saglanir. Bu durumda
(f,: X>R),
fonksiyon dizisinin
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f: X->R
fonksiyonuna diizgiin yakinsadigi sdylenir. Bu durumda,
lim, o fn2f
yazilir ve (f,,), fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin ya-
kinsadigr soylenir. (Esitligin Gstiindeki # harfi, Ingilizce diizgiin
demek olan uniform soézctiginiin u’sudur.)
Diuzgiin yakinsakligin bigimsel tanimi soyle:
(Ve>0)3IN (Vx € X) (V> N) If,(x) — f(x) <e.
Bu formiilii bir 6nceki formulle karsilastirmakta ve
“Vx e X7
simgelerinin nerden nereye gectigini gozlemlemekte yarar vardir.

Diizgiin yakinsakligi sozle ifade edelim: Eger her ¢ > 0 icin,

her n > N ve her x € X icin,

1) - fl)l <
esitsizliginin saglandig: bir N sayisi varsa, (f,,),, fonksiyon dizi-
sinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsadig soylenir.

Diuzgiin yakinsakligin noktasal yakinsakliktan su 6nemli ay-
rimi var. Dizgin yakinsaklikta, (f,,(x)),, dizileri f(x) sayilarina
aym hizla yakinsarlar. Oysa noktasal yakinsaklikta yakinsama
hiz1 x’e gore degisebilir. Dolayisiyla diizgiin yakinsaklik, nokta-
sal yakinsakliktan ¢ok daha hos ve ¢ok daha yararh bir kavram-
dir. Bunu yakin zamanda gorecegiz. Ayrica noktasal yakinsak-
liktan daha kuvvetli bir kavramdir, yani noktasal yakinsamak,
diizgiin yakinsakliktan ¢cok daha kolaydir: Bir fonksiyon dizisi
duizgiin yakinsaksa ayni zamanda noktasal yakinsaktir ama bu-
nun tersi dogru degildir:

Teorem 54.1. Eger (f,,),, fonksiyon dizisinin f fonksiyonu-
na diizgiin yakinsryorsa noktasal da yakinsar.

Kamit: Bu kadar agiklamadan sonra bu teoremin ayrica bir
kanita ihtiyaci oldugunu sanmiyoruz: Eger bir N her x igin isi-
mize yariyorsa, elbette her x i¢in bu N isimize yarar! (]
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Duzgiin yakinsakli kavramini geometrik olarak da ifade
edebiliriz ve boylece kavram sezgilerimize daha yatkin bir hale
gelir. (f,,),, fonksiyon dizisi f’ye diizgiin yakinsasin. € > 0 veril-
mis olsun. O zaman yeterince buyiik 7’ler ve her x igin,

fulee) - fx)] <,
yani
() =& < fulx) < flx) + &
esitsizligi saglanir. Bir bagka deyisle, yeterince buytk #’ler igin
f, fonksiyonlar1 f — ¢ ile f + ¢ arasindadir. Sekil asagida.

A f,, fonksiyonlar

Demek ki (f,,),, fonksiyon dizisinin f’ye diizgiin yakinsama-
st i¢in yeter ve gerek kosul, her € > 0 icin, f,, fonksiyonlarinin
bir zaman sonra f — ¢ ile f + ¢ seridinin igine girmesidir.

Birazdan ornekler verecegiz (gegen bolimiin 6rneklerinin
ustiinden gegecegiz) ama once bunca agiklamadan sonra ¢ok ba-
riz olmasi gereken bir de su teoremi aradan ¢ikaralim:

Teorem 54.2. Y c X iki kiime olsun. (f,),,, X’ten R’ye giden
bir fonksiyon dizisi olsun. Eger (f,,),, dizisi f fonksiyonuna diiz-
giin yakinsiyorsa, o zaman (f ,y),, fonksiyon dizisi f|y fonksiyo-
nuna diizgiin yakinsar.

Kanit: Eger bir N her x € X i¢in isimize yariyorsa, elbette bu
N her x € Y icin de isimize yarar! [l
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Birazdan gorecegimiz tizere (Ornekleri boldur zaten) bu te-
oremin tersi yanhstir, yani (f,,),, dizisi f fonksiyonuna noktasal
yakinsasa ve (f,,y),, fonksiyon dizisi f}y fonksiyonuna diizgiin
yakinsasa ve hatta Y bir bicimde X’te “yogun” olsa bile (f,,),, di-
zisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsamayabilir.

Alistirmalar
1. X = YU Z olsun. (f,),, X ten R’ye giden bir fonksiyon
dizisi olsun. Eger (f,,1y),, ve (f,17),, fonksiyon dizileri diizgiin ya-
kinsaksa, (f,,),, fonksiyon dizisinin de diizgtin yakinsak oldugu-
nu kanitlayin.
2. Eger X sonluysa, noktasal yakinsak her fonksiyon dizisi-
nin diizgiin yakinsak oldugunu kanitlayin.

Gelelim orneklere. Bir 6nceki boliimdeki noktasal yakinsak-
liklarin diizgiin yakinsaklik olup olmadiklarini irdeleyecegiz.
Eger dizi dizgiin yakinsak degilse, fonksiyonlarin tanim kiime-
si olan X’in Oyle (olabildigince genis) bir Y altkiimesini bulaca-
g1z ki Y’ye kisitlanmig fonksiyon dizisi diizgin yakinsak olsun.

Ornek 54.1. X = R ve f,(x) = x/n olsun. Bir 6nceki boliim-
de bu dizinin noktasal limitinin sabit 0 fonksiyonu oldugunu
gorduk. Bakalim dizgin yakinsaklik var mi?

Teorem 54.1’e gore fonksiyon dizisi ancak sabit 0 fonksi-
yonuna duzgiin yakinsayabilir. Zaten bu bir sonraki sayfada
cizdigimiz fonksiyon grafiklerinden de bariz bi¢imde goruli-
yor.

Eger f, fonksiyonlarinn grafiklerine bakarsak diizgiin yakin-
sakhigin olmadigini hissederiz: Belli ki x buyudikee (f,,(x)),, yani
(x/n),, dizisi 0’a yakinsamakta gecikiyor, ya da soyle agiklayalim:
£,/ ler hicbir zaman sabit 0 fonksiyonunun (¢, €) seridine girmi-
yorlar. Bunu bicimsel olarak kanitlayalim.
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i

f

13

m—

7 P -

e=1

olsun. Diyelim 6yle bir N var ki her 7 > N ve her x € R icin,
If (x)—0l<e=1,
yani
lx/nl < 1,

yani

x| < 7.
Ama bu son esitlikten daha sagma bir sey olamaz! Her x sayisi-
nin mutlak degeri elbette 72’den kiiciik degildir. Demek ki duz-
gun yakinsaklik yok.

Ama simdi f,, fonksiyonlarini sinirh bir araliga kisitlayalim,
diyelim bir A > 0 i¢in, fonksiyonlari [-A, A] araligina kisitladik.
Bakalim neler olacak... Bu fonksiyonlara g,, diyelim:

81 = full-a, Al

(g,),, fonksiyonlar dizisinin sabit 0 fonksiyonuna diizgiin ya-
kinsadigini kanitlayacagiz.

Bunun boyle oldugu yukardaki sekilden de anlagiliyor:
Fonksiyonlar sadece [-A, A] araligina kisitlandigindan (A ¢ok
buytk bile olsa), g, fonksiyonlar: (7 yeterince biyiik alindigin-
da) (-, €) seridine girerler. Bunu bicimsel olarak kanitlayalim
simdi.
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g > 0 verilmis olsun. Oyle bir N bulacagiz ki, her #n > N ve
her x € [-A, A] i¢in,

lg,,(x) — Ol <&,
yani
lx/nl < €,
yani
lxl/e < n

olacak. Bu son esitsizligin yeterince biiyiik 7’ler i¢in saglandigini
gormek pek o kadar zor degil, ¢cunkii her x € [-A, A] i¢in Ix| < A,
dolayisiyla eger 7’yi n > A/e olacak bi¢imde alirsak istedigimizi el-
de ederiz.

Daha da bi¢imsel kaniti verelim: € > 0 verilmis olsun.

N > Ale
esitsizligini saglayan herhangi bir dogal say1 segelim, 6rnegin,
N =[Alk] +1
olsun. O zaman her 7 > N igin,
lg,,(x) = Ol = Ix/nl = Ixl/n < IxI/N < A/N < ¢

olur. Kanitimiz tamamlanmugtir.

Teorem 54.2’den dolayi f,, fonksiyonlarinin R’nin herhangi
sinirh bir altkiimesine kisitlanmiglar sabit 0 fonksiyonuna duiz-
gln yakinsar.



562 54. Fonksiyon Dizilerinin Diizglin Yakinsamasi

Ornek 54.2. X = [0, 1] ve fu(x) = x olsun. O zaman,

0 egerx=1ise

lim, . f,(x)= {

1 egerx=11ise
olur. Demek ki (f,,), fonksiyon dizisinin noktasal limiti,

0 egerx=1ise
f(x)={ e
1 egerx=11ise

formiililyle tanimlanan f fonksiyonudur. Dolayisiyla (f,,),, fonk-
siyon dizisi ancak bu f fonksiyonuna dizgiin yakinsayabilir.

A
1+e

1
1-¢

€
€

—&+

Yakinsakligin diizgiin olmadigini kanitlayacagiz. Yukardaki
sekilden de bunun anlagilmasi lazim. Belli ki 1 mizik¢ilik yapi-
yor. f’nin 1’de aldig1 1 degeri ytiziinden, kiiciik bir € igin, f,
fonksiyonlar1 hi¢bir zaman f merkezli ¢ kalinligindaki seride
girmiyor. Bunu bigimsel olarak kanitlayalim.

Bu sefer € = 1/2 alalim. Diyelim 6yle bir N var ki her n > N
ve her x € [0, 1] i¢in,

If (x) = flx)l <e=1/2
olsun. O zaman her # > N ve her x € [0, 1) icin de,
If ,(x) = flx)l < € =1/2,

yani
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x" = Ix" < 1/2
olur. Bunun 6zel bir hali olarak, her x € [0, 1) i¢in
aN+1 < 172
olur. Ama bu dogru olamaz, ciinkii g(x) = xN+1 fonksiyonu sii-
reklidir ve x, (soldan) 1’e dogru giderken bu fonksiyonun limiti
1’dir:
limx 1 AN+1 — 1,
Dolayisiyla 1’e yeterince yakin x’ler i¢in xN+1 sayis1 1’e ¢ok ya-
kin olmali, yani 1/2’yi asmali. Demek ki (f,),, fonksiyon dizisi
diizgiin yakinsayamaz.

Simdi bir 6nceki 6rnekte yaptigimiza ¢cok benzer bir sey ya-
palim. Cok kiiciik ama pozitif bir a sayisi secelim ve fonksiyon-
larimiz1 [0, 1] araligindan R’ye yollayacagimiza, [0, 1 — o] ara-
ligindan R’ye yollayalim. Bu durumda fonksiyon dizisinin sabit
0 dizisine diizgiin yakinsadigini kanitlayabiliriz.

1

et l-a 1

Bu, yukardaki sekilden de anlagiliyor. 1 — a < 1 oldugundan,
n’yi yeterince buyuk segersek, f,, fonksiyonlar: (-, €) seridinin
icine girerler.

Nitekim, & > 0 olsun. Oyle bir N bulacagiz ki her # > N ve
her x € [0, 1 — o] igin,

x" =|f,(x) -0l <e
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olacak. x” < (1 — a)” oldugundan, her » > N i¢in
(1-a)<c¢
esitsizligini saglamak yeterli. Boyle bir N bulmak miimkiin mii-
diir? Evet! Ciinkii 0 <1 — o < 1 oldugundan,
lim,, o (1— o) =0
esitligi gecerlidir, yani belli bir N°’den sonra her n, (1 —a)” < ¢
esitsizligini saglar.

Ornek 54.3. X = R ve

x  x2 x"

olsun. O zaman, exp fonksiyonun tanimina gore,
lim,, , o f,(x) = expx
olur. Demek ki,
lim, _, ., f, Zexp.
Peki diizgiin yakinsaklik var mi? Yok! Nitekim eger x’i pozitif
alirsak,

xn+l

(n+1)

>0

expx — f,(x)=

olur ve € > 0 ve 7 € N ne olursa olsun, bu say1 x ¢cok buytiik alin-
diginda €’u asar.

Ote yandan (daha nceki iki 6rnekte de oldugu gibi), eger f,
fonksiyonlarini R’nin smurlt bir altkiimesine kisitlarsak, o za-
man yakinsaklik diizgiin olur.

Okurun bu asamada bunu kanitlamaya calismasinda bii-
yiik yarar vardir. Bolim 57°de kuvvet serileriyle ilgili cok daha
genel bir sonu¢ kanitlayacagimizdan, biz bunun kanitini ileriye
sarkitiyoruz.
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Alistirmalar

1. Ornek 54.2°deki (f,,),, dizisinin (0, 1) agik araliginda diiz-
gun yakinsak olmadigini kanitlayin.

2. Ornek 54.3’teki (f,), dizisinin siirh bir aralkta exp
fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini kanitlayin.

3. f,(x) = x"n olsun ve f,’yi [-1, 1] kapali araliginda tanim-
Ii bir fonksiyon olarak gorelim. (f,,),, dizisinin sabit 0 fonksiyo-
nuna dizgin yakinsadigini kanitlayin.

4. f,:(0,1) > R fonksiyonu,

1
tulx) = 1+nx

kuraliyla tanimlanmig olsun. (f,,), fonksiyon dizisinin sabit 0

fonksiyonuna noktasal yakinsadigini ama dizgiin yakinsamadi-
gin1 kanitlayin.
5.f,:10,0) —> R fonksiyonu,
fal) = —
1+nx
kuraliyla tanimlanmis olsun. (f,,),, dizisinin sabit 0 fonksiyonu-

na diizgin yakinsadigini kanitlayin.
6. f,,: R —> R fonksiyonu,

xZ

fn(x) =

1+nx?
kuraliyla tanimlanmis olsun. (f,,),, dizisinin sabit 0 fonksiyonu-
na duzgiin yakinsadigini kanitlayin.
7. f,: R = R fonksiyonu,

x3

fa(x)=

14 nx?

kuraliyla tanimlanmus olsun. (f,,),, dizisinin her siirh kiimede
diizgiin yakinsadigini kanitlayin.



55. Diizgiin Yakimnsakligin
Diizgiin Tanimi

ir onceki bolimde bir fonksiyon dizisinin bir bagka fonk-
Bsiyona diizgiin yakinsamasinin ne demek oldugunu gor-

diik. Bu boliimde ayni kavramin daha kullanigh ve bir¢ok
anlamda daha dogru bir tanimini verecegiz.

Once diizgiin yakinsakligin tanimimi animsatalim: X her-
hangi bir kiime ve X’ten R’ye giden bir (f,,), fonksiyon dizisi
verilmis olsun. Eger her ¢ > 0 icin,

her n > N ve her x € X icin, If,(x) — f(x)l < ¢
onermesini saglayan bir N sayisi varsa, (f,),, fonksiyon dizisinin
f fonksiyonuna diizgiin yakinsadig soylenir.
Bu tanimda,
“Uf ) - flx)] < &7
esitsizligi yerine
U plr) - )l < &7
esitsizligini almak bir sey degistirmez. Yani yukardaki tanimla
su tanim ayni anlama gelir: Eger her € > 0 igin,
her n > N ve her x € X i¢in, |f,(x) — f(x)| < ¢
onermesini saglayan bir N sayisi varsa, (f,,),, fonksiyon dizisinin
f fonksiyonuna diizgiin yakinsadig soylenir.

Nitekim birinci tanimdaki kosul her € > 0 i¢in saglaniyorsa,
elbette ikinci tanimdaki kosul da her € > 0 i¢in saglanir, ¢inki
ne de olsa

567
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o) — FO0) < &= 1f ) — flx)l <
onermesi dogrudur. Simdi ikinci tanimdaki kosulun her ¢ > 0 i¢in
saglandigini varsayalim ve birinci tanimdaki kogulun her € > 0
i¢in saglandigini kanitlayalim. € > 0 verilmis olsun. Tkinci tanimi
¢ yerine &/2’ye uygulayalim: her # > N ve her x € X igin,
If,(x) = flx)l < e/2
esitsizliginin saglandigi bir N sayist vardir. Bu N sayisi isimizi
goriir: Her # > N ve her x € X icin,
If,(x) = flx)l <el2
esitsizligi, dolayisiyla
Ful) - flx)l <&
esitsizligi saglanir. Kanitimiz bitmistir.
Bu boliimde yapmak istedigimiz i¢in ikinci tanim daha kul-
lanigh olacak. Bundan boyle ikinci tanimi kullanacagiz.
Simdi su basit ama 6nemli gozlemi yapalim: Eger her x € X
icin,
folet) - flx)l <
esitsizligi gegerliyse, o zaman,
sup{lf,(x) = f(x)l : x € X} <¢
esitsizligi de gegerlidir. Ve bunun tam tersi de dogrudur: Eger
bir 7 i¢in,
sup{lf,(x) - f(x)| : x € X} <e¢
esitsizligi gegerliyse, her x € X i¢in
o) - fl)l <
esitsizligi gegerlidir. Dolayisiyla diizgiin yakinsakhigin tanimini
sOyle de verebiliriz: Eger her € > 0 igin,
her n > N icin sup{lf,(x) — f(x)l : x € X} < ¢
onermesini saglayan bir N sayisi varsa, (f,),, fonksiyon dizisinin
f fonksiyonuna diizgiin yakinsadig: soylenir.
Simdi,
f,, — fll = sup{lf,(x) = f(x) : x € X}

tanimini yapalim ve diizgiin yakinsakligin son tanimindaki
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supllf,,(x) - f(x)l: x € X)
sayist yerine |If,, — fIl sembolizmini kullanalim. O zaman diiz-
gun yakinsakhigin tanimi su sekle dontisiir: Eger her € > 0 igin,
her n > Nicin llf,, — fll< e
onermesini saglayan bir N sayisi varsa, (f,,),, fonksiyon dizisinin
f fonksiyonuna diizgiin yakinsadig soylenir.

Elde etmek istedigimiz tanima adim adim yaklasiyoruz...
Normlara uymak i¢in ufak bir degisiklik daha yapalim. Aynen
birinci siitunda ta en basta yaptigimiz gibi IIf,, — fll < &” yerine
llf,, — fll < & alabiliriz. Iste tanimin sondan bir 6nceki hali: Eger
her ¢ > 0 i¢in, her #n > N icin,

If,— fll<e
esitsizliginin saglandig bir N sayisi varsa, (f,,),, fonksiyon dizi-
sinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsadig soylenir.

Bu son kosulun ne dediginin farkina vardiniz mi? Bu kosul
aynen,

lim,, ., llf,,— fll =0
diyor! Tek bir farkla ki lIf,, — fIller illa say1 olmak zorunda de-
giller, co da olabilirler. Eger sonsuz tane 7 i¢in lIf,, — fIl’ler o olu-
yorsa, o zaman bunlarin limiti 0 olamaz ve diizgiin yakinsaklik
yoktur. Eger en fazla sonlu tane # i¢in Ilf,, — fI’ler « oluyorsa,
o zaman lIf,, — fIller arasindan sonsuz olanlarini ¢ikarip geri ka-
lan say1 dizisinin yakinsaklhigina bakabiliriz.

Simdi tanimin son halini yazabiliriz:

Tanim: X herbangi bir kiime ve X’ten R’ye giden bir (f,),,
fonksiyon dizisi verilmis olsun. Eger
lim,_, IIf,,— fll=0
ise, (f,,),, fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yaknsa-
digr soylenir.

Son iki bolimde igledigimiz 6rnekleri bu yeni tanim 1g1§inda
tekrar ele alalim.
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Ornek 55.1. X = R ve f,(x) = x/n olsun. Ornek 54.1°de bu
dizinin noktasal limitinin sabit 0 fonksiyonu oldugunu ama di-
zinin diizgun yakinsak olmadigini gordiik. Diizgiin yakinsama-
nin olmadigini IIf,, — Oll sayilarini hesaplayarak gorelim:

Ilf,, — Oll = sup{lx/n — Ol : x € R}
=sup{lxl/n: x € R} = oo,
Demek ki (Ilf,, — Oll),, dizisi 0’a yakinsamiyor, hatta bir say1 di-
zisi bile degil. Dolayisiyla (f,,),, dizisi 0’a (ya da baska bir fonk-
siyona) diizgiin yakinsayamaz.

Simdi f,, fonksiyonlarini bir A > 0 i¢in, [-A, A] araligina. Bu

fonksiyonlara g, diyelim:
8n = Full-a, A)
Bu durumda (g,,),, dizisinin sabit 0 fonksiyonuna diizgiin yakin-
sar, nitekim,
0 <llg, — Oll = sup{lx/n — Ol : x € [-A, Al}
=sup{lxl/n : x € [-A, A]} < Aln
oldugundan, Sandvi¢ Teoremi’ne gore
lim,, , , llg,—0ll=0
olur.

Ornek 55.2. X = [0, 1] ve f,(x) = x” olsun. O zaman,

0 egerx=1ise

lim, ., f,(x)= {

1 egerx=1ise

olur. Demek ki (f,,), fonksiyon dizisinin noktasal limiti,

0 egerx =1ise
f(x)={ s

1 egerx=1ise
formiliiyle tanimlanan f fonksiyonudur. Gegen bolimde f’nin
bu dizinin diizgiin limiti olmadigini kanitlamistik. Ayni seyi
lim,,_,, lIf,, — fll
limitini hesaplayarak gosterelim. Tanim kiimesini, [0, 1] yerine
[0, 1) alip diizgtin yakinsakligin olmadigini gostersek de olur
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(bkz. Teorem 54.2). O zaman, (f,,),, dizisinin noktasal limiti sa-
bit 0 fonksiyonu olur ve dolayisiyla
lim,, _, , IIf,, - Oll

limitinin olmadigini ya da olsa bile bu limitin 0 olmadigini ka-
nitlamamiz gerekir. Nitekim,

llf,, — Oll = supflx” — 0l : x € [0, 1)}

=supflxl”: x € [0, 1)} = 1
oldugundan,
lim, , ,IIf,—0ll=1%0

olur ve (f,,),, dizisi sabit 0 dizisine diizgiin yakinsamaz.

Simdi ¢ok kiiciik ama pozitif bir a sayisi secelim ve fonksi-
yonlarimizi [0, 1] araligindan R’ye yollayacagimiza, [0, 1 — o]
araligindan R’ye yollayalim. Bu durumda fonksiyon dizisinin
sabit 0 dizisine diizgiin yakinsadigini kanitlayabiliriz:

llf,, — Oll = sup{lx” — Ol : x € [0, 1 — a]}
= sup{lxl” : x € [0, 1 — a]}
(1—o)”

oldugundan,
lim,, _, o, IIf, — Oll = lim,, _, , (1 — )" =0
olur ve bu sefer (f,,),, dizisi sabit 0 dizisine diizgiin yakinsar.

Ornek 55.3. X = R ve
2 n
X x X
)= 1y ey

olsun. O zaman, exp fonksiyonun tanimina gore,
lim,, _, o, f,(x) = exp x
olur. Demek ki,
Diizgiin yakinsakhigin olmadigini gostermistik. Bir daha goste-
relim:
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|| t —CXP" = Sup{| f,,(x) —expx| 1x € [R}

Gosterdik!



