51. Limitler ve Sonsuzlar

u bolimde, icinde hem limiti hem de sonsuzlar1 barindiran
kavramlardan s6z edecegiz. Ornegin
lim, , , f(x) =b,
lim, ,,f(x) =b
ve
lim, , , f(x) =0
gibi esitliklerin matematiksel anlamlarini verecegiz. Birinci du-
ruma bir 6rnek verelim.
3 3x% —4x+5

flx) = 2=
2x~+1
formiliiyle tanimlanan fonksiyonu ele alalim. Bu fonksiyon her

gercel say1 i¢in tanimlidir. x ¢ok ¢ok buytuidugii zaman bu fonk-
siyonun degerleri ne olur? Biraz distiniince anlagilacag tzere,
x ¢ok biiyiik oldugu zaman, 3x2 terimi paydaki
3x2 -4x + 5
terimine hitkmeder, yani x ¢ok biiyiik oldugunda, 3x2’nin ya-
ninda
—4x + 5

pek kiiciik kalir, esamesi bile okunmaz. Ornegin x = 1000 iken
3x2 sayist 3 milyon civarindadir, ama —4x + 5 sayisi, mutlak
degeri alindiginda bile sadece 4000 dolayindadir. 3 milyonun
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520 51. Limitler ve Sonsuzlar

yaninda 4000’in sozii bile edilmez! x daha da biiyiidiikce 3x2
ile —4x + § arasindaki fark astronomik olur. Benzer sey payda
icin de gecerlidir. Demek ki x cok ¢ok biyiik oldugunda,
f(x)’in kabaca 3x2/2x2, 3/2’ye esittir:

3x2 —4x+5  3x?

3
flx) = St
2x% 11 252 2

x’e birkag deger vererek, f(x)’i - 6rnegin Excel’de - hesaplayalim.
f(1) = 1 ,3333...
[2) =
f(3) = 1 ,052631...
f(10) = 1,31840...
f(100) = 1,480175991...
f(1. OOO =1,49800175..
£(10.000) = 1,49980001...
£(100.000) = 1,4998...
£(100.000) = 1,49998...
Goriuldugu gibi x buytidiikge f(x) degeri 1,5 sayisina yani 3/2’ye
cok yaklasiyor. “x sonsuz oldugunda”, f(x) sanki tam 1,5 ola-
cak! Iste bu boliimde “x sonsuz oldugunda” sozlerine anlam ve-
recegiz. Biz, “x sonsuz oldugunda” demeyecegiz de (¢unkii ol-
maz Oyle sey!), “x sonsuza gittiginde” diyecegiz.
f(x)’in x buyudik¢e 3/2’ye cok yakin bir deger oldugu soy-
le de anlasilabilir: Pay: ve payday: x2’ye bolelim.
3x% —4x+5 3-4/x+5/x* 3

f(x) = = ~—.
2x% +1 2+1/x2 2

Beliren 4/x, 5/x2, 1/x2 gibi ifadeler, beliren 3 ve 2 sayilar1 yanin-
da cok kiiguk kalirlar, x buyudiikge bu ifadeler 0’a ¢ok yakla-
sirlar, sonsuz diye bir gercel say1 olsa, 0 degerini alacaklar, ama
oyle bir gergel say1 olmadigindan sadece 0’a yakinsamakla yeti-
niyorlar.
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Biitiin bu soylediklerimiz edebiyata girer simdilik. Asagida,
tanimlari matematiksel olarak verecegiz.

x Sonsuza Gittiginde
f : R - R bir fonksiyon ve b € R olsun. “x sonsuza gitti-
ginde f(x), b’ye gider” ya da “b’ye yakinsar”in matematiksel
anlamini verecegiz. Edebi anlami soyle: Eger x’i yeterince buiyiik
alirsak, f(x)’1 b’ye istedigimiz kadar yaklastirabiliriz, yani f(x)
ile b arasindaki farki istedigimiz kadar kiguk yapabiliriz, yeter
ki x’1 yeterince buytik alabilelim.

Ay

/; y=flx)

\_o A
b

x sonsuza gittiginde b’ye yakinsayan iki fonksiyonun grafigi

Ornegin, yukardaki érnekte b = 3/2 ve eger x’i 10.000°den
buyuk alirsak, f(x) ile 3/2 arasindaki fark 0,001’1 gecmez. Eger
f(x) ile 3/2 arasindaki farkin 0,000001’i gegmemesini istiyor-
sak, o zaman x’i daha da buytk almaliyiz. (Ne kadar buytk al-
mamiz gerektigini bulmak zorunda degiliz! Yeter ki yeterince
buyuk aldigimizda f(x)’in b’ye istedigimiz kadar yakin olacagi-
n1 bilelim.)
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Matematiksel tanimi verme zamani geldi: Eger her & > 0 i¢in,
x>A=lf(x)-bl<e
onermesini saglayan bir A sayisi varsa, o zaman, “x sonsuza git-
tiginde f(x), b’ye yakinsar (ya da gider)” denir.

Birazdan kanitlayacagimiz tizere, b sayisi, oldugunda biri-
ciktir; yani eger x sonsuza gittiginde f(x) bir sayiya yakinsiyor-
sa, f(x) ikinci bir sayiya daha yakinsayamaz. Bundan aldigimiz
cesaretle,

lim, , , f(x)=0
yazacagiz.

[k 6rnegimizin x sonsuza giderken 3/2’ye yakinsadigini ma-
tematiksel tanima uygun olarak kanitlayalim.

3x% —4x+5 3
2241 2
Kanut: ¢ > 0, verilmis olsun. Oyle bir A bulacagiz ki, her x > A

Ornek. lim,_,,

icin,
If(x) —2/3l < ¢
esitsizligi saglanacak. (Burada f(x), limiti alinacak kesirli ifade-
yi simgeliyor.) Bunu yapmak icin
If(x) — 2/3I
ifadesiyle oynayip, bu ifadenin ¢’dan kiigiik olmasi i¢in A’nin
ne kadar buiyiik olmasi gerektigini bulacagiz.

3x2—4x+5 3| [28x% —dx+5)-32x7 +1)
‘ 1241 2 22x2 +1)
| -8x+7 | |[-8x+7]
20x2+1) | 20x%+1)

Bu agsamada x’i 1’den biiyiik almaya and igelim ki paydaki
—8x +7
ifadesi negatif olsun. Hesaplara devam edelim:
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Simdi x’i 4/e’dan buiyiik alirsak istedigimiz esitsizlige ulasiriz.

Bxt-4x+s 3

2352 — 4x +5)- 3222 +1)

2x% +1 22x2% +1)
| —8x +7 |-8x+7| 8x-7
= 2 =552 52
2ex2+1)| 22x2+1)  2x%+1
8x 8x 4
< -

22241 2% x
¢’u bir de ayrica 1’den buiyiik almaliydik. Demek ki A sayisim

max{1, 4/¢} olarak secebiliriz.

Alistirmalar
1. Su esitlikleri tanimdan hareketle kanitlayin:

3x*+4x-5 3

I _
Mame ™0 2
. Sx2+4x-5 -5
Mo 27 2
2 J—
1imx%% - 0.

2. Asagidaki limitleri bulun ve buldugunuz limitin ifadenin
gercekten limiti oldugunu tanimdan hareketle kanitlayin.
[ 7XHAx=S L Txt+4x-S
Yukardaki alistirmalarda, limiti alinan fonksiyonlarin her
gercel sayida tammlanmadig dikkatinizi cekmistir. Ornegin en
son alistirmada, x = 1/41/3 icin f(x) tanimsizdir. Ama ne 6nemi
var kil.. “x sonsuza giderken” f(x)’in kaga yakinsayacagi x’in
cok biiyiik degerlerini ilgilendiren bir soru, f(x)’in birkag sayi-
da aldig1 degerden bagimsiz. Ornegin, f ve g fonksiyonlari bel-
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li bir B sayisindan sonra esitlerse, yani her x > B i¢in f(x) = g(x)
oluyorsa, o zaman, x sonsuza giderken f(x)’in limiti varsa x
sonsuza giderken g(x)’in de limiti vardir ve bu iki limit birbiri-
ne esittir. Bunu gormek igin, tanimdaki A sayisin1 B’den buyiik
se¢mek yeterli.

Demek ki aslinda x sonsuza giderken f(x)’in limitini almak
icin fonksiyonun bitiin R kiimesi iizerinde tanimli olmasi ge-
rekmiyor, sadece tanim kiimesinde x’in sonsuza gidebilmesi, ya-
ni tamim kimesinin tstten sinirli olmamasi yeterli. Verdigimiz
tanimi genigletelim.

Tanim. X < R, ustten sinirli olmayan bir kime olsun.
f: X->R,
bir fonksiyon olsun. Eger her € > 0 icin,
(x e Xvex>A)=|If(x)-bl<e
onermesini saglayan bir A sayisi varsa, o zaman, “x sonsuza git-
tiginde f(x), b’ye yakinsar (ya da gider)” denir.

Dikkat edilirse, X = N oldugunda, f(x)’in x sonsuza gittigin-
de b’ye yakinsamasiyla (f(n)),, dizisinin 7 sonsuza gittiginde
b’ye yakinsamasi ayni kavramlardir.

x sonsuza gittiginde higbir sayiya yakinsamayan fonksiyon
ornegi vermek zor degildir. f(x) = x ve f(x) = x2 fonksiyonlar1
x buytudugiinde siirekli buytirler ve hicbir sayiya yakinsamazlar.
Ama sinirli olup da x sonsuza gittiginde higbir sayiya yakinsa-
mayan fonksiyon ornekleri de vardir. -1 ile 1 arasinda yer alan
sin x fonksiyonu boyle bir 6rnektir (ustelik siireklidir); bunun
kanitini 6niimiizdeki birkag sayi icinde gorecegiz. Belki yapay
bulunabilecek bir 6rnek:

{1 eger x € N ise
f(x) = 9 .
0 egerx ¢Nise
fonksiyonu alttan ve tistten sinirlidir ama x sonsuza giderken li-
miti yoktur.
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>
>

~
J

N x

C

x sonsuza gittiginde hi¢bir sayiya yakinsamayan
iki fonksiyonun grafigi

Simdi limitin - oldugunda - bir tane oldugunu kanitlayalim.

Onsav 51.1. X c R, iistten surls olmayan bir kiime olsun.
FiXoR,
bir fonksiyon olsun. Eger x sonsuza gittiginde f(x), b’ye yakin-
styorsa o zaman x sonsuza gittiginde f(x) baska bir sayiya ya-
kinsayamaz.
Kanit: x sonsuza gittiginde f(x) hem b’ye hem de ¢’ye yakin-
sasin ve b # ¢ olsun. ¢ = Ic — bl/2 olsun. B ve C sayilari,
(x e Xvex>B)=If(x)-bl<eg
ve
(xe Xvex>C) = lf(x)—cl<e
onermelerini saglayacak bigimde segilsin. O zaman
x=IBl +ICl +1
i¢in,
hem |f(x) — bl < ¢ hem de |f(x) — cl < ¢
olur. Demek ki,
2e =1b—cl <Ib— flx)l +If(x) —cl<e/2 +e/2 =¢
olur. Bir celiski. [
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Demek ki gergekten, x sonsuza gittiginde f(x), b’ye yakinsi-

yorsa,

lim, , , flx)=b
yazabiliriz. (Birkag¢ tane olsaydi, limitlerden birini, 6rnegin en
buiytugiinii secmek zorunda kalabilirdik, karekok fonksiyonun-
da yaptigimiz gibi...)

Eger X < Y < R ise, X ustten sinirli degilse ve f: Y -> R
fonksiyonu x sonsuza giderken b’ye yakinsiyorsa, f’nin X’e ki-
sitlanig olan f|y fonksiyonu da x sonsuza gittiginde b’ye yakin-
sar. Elbette! Ama bunun tersi dogru degildir, yani x sonsuza git-
tiginde f, b’ye ya da baska bir yere yakinsamadan da f|y fonk-
siyonu b’ye yakinsayabilir. Yan siitunda buna bir 6rnek verildi,

{1 eger x e N ise
flx) = . .
0 egerx ¢N ise
ornegi. Ote yandan x sonsuza gittiginde f|y fonksiyonu b’ye ya-
kinsiyorsa, f fonksiyonu - eger bir yere yakinsiyorsa - ancak
b’ye yakinsayabilir.

Teorem 51.2. lim, _, ,, 1/x = 0.

Kanit: f(x) = 1/x denklemiyle tanimlanan fonksiyonun tanim
kiimesini 0’1 igermeyen ve tistten sinirsiz herhangi bir X < R ola-
rak secebiliriz. € > 0 olsun. A = 1/¢ olsun. Eger x € X sayisi, x > A
esitsizligini sagliyorsa, o zaman

If(x) =0l =1/lxl = 1/x < 1/A = ¢
olur. Istedigimizi kanitladik. O]

Alistirmalar
1. Eger f(x) siirh bir fonksiyonsa,
lim, _, o f(x)/x =0
esitligini kanitlayin.
2.Nc Xc Rve f: X — R bir fonksiyon olsun. x sonsuza
gittiginde f(x)’in limiti olsun.



$1. Limitler ve Sonsuzlar 527

lim, , , f(x)=bvelim, ,  f(n)=0b
esitliklerinin egdeger olduklarini kanitlayin.

x sonsuza giderken alinan limitlerde toplama, ¢arpma ve
bolmede bir sorun ¢ikmaz, her sey aynen tahmin edildigi gibi
olur.

Teorem 51.3. X ¢ R, iistten surl olmayan bir kiime ve r €
R olsun. f, g : X —> R, birer fonksiyon olsun. Eger x sonsuza
gittiginde f(x) ve g(x), sirasryla b ve ¢’ye yakimsiyorsa o zaman
x sonsuza gittiginde f(x) £ g(x), rf(x) ve f(x)g(x) swrasryla
b + ¢, rb ve bc’ye yakinsar. Eger ¢ # 0 ise, 1/g(x) fonksiyonu
1/c’ye yakinsar.

Kanit: Teorem 7.1’in kanitindan pek bir farki yok. Okura
birakiyoruz. O

Alistirmalar

2 —
1. lim 3xT_dx 42 =% esitligini kanitlayin. Bunu 6nce

T 5?4
tanima bagvurarak, sonra da yukarda kanitlanan sonuglari kul-

lanarak yapin.

3 —
2. Timy 25 =2 iting bulun,

6x> +1

Bilegkeyle limitin iligkisi biraz daha problematiktir.

Teorem 51.4. X < R, iistten simrli olmayan bir kiime olsun.
FiX R,
bir fonksiyon olsun.
limy , . f(x) = b
olsun. f(X)c Yc Rigcing:Y — R bir fonksiyon olsun. Ayri-
ca (b’nin Y’nin bir yogunlasma noktasi oldugunu ve)
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lim, ,,g(x)=c
esitligini varsayalim. Bir de, eger f~1(b) kiimesi iistten simirsiz
oldugunda g(b) = c esitligini varsayalim. O zaman
lim ., g(f(x)) = ¢
olur.
Kanit: € > 0 olsun.
lim, ,, glx)=c¢
oldugundan, 6yle bir 8 > 0 vardir ki, eger y € Y,
O<ly-bl<$
esitsizliklerini saglyorsa,
lg(y) —cl <€
olur. Ote yandan,
lim, , , f(x)=0
oldugundan 6yle bir A vardir ki, her x > A esitsizligini saglayan
her x € X i¢in,
If(x) — bl <&
olur. Eger f~1(b) kiimesi iistten sinirhysa, A’y
(A, 00) N f1(b) = &
olacak kadar biiyiik segelim.
Simdi x € X sayist x > A esitsizligini saglyorsa,
If(x) — bl <&
olur ve eger f(x) # b ise (6rnegin f~1(b) kiimesi iistten sinirlry-
sa), bundan,
lg(f(x)) —cl <
cikar. Eger f~1(b) kiimesi iistten sinirh degilse, f(x) = b esitligi-
nin saglandig1 x noktalarinda da gene
lg(f(x)) —cl=lg(b) —cl=0<¢
olur. O

Sonug 51.5. X ¢ R, idistten surl olmayan bir kiime olsun.
f:X >R,
bir fonksiyon olsun.
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lim, , , f(x)=b
olsun.
fX)cYcR
icin g : Y - R, b’de siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman
lim, _, , g(f(x)) = ¢
olur.

Alstirma. lim, _, o+ f(x) = b ile lim,. _, , f(1/x) = b esitlikle-
ri arasinda nasil bir mantiksal bag olabilir?

x Eksi Sonsuza Gittiginde
Yukarda yaptiklarimizi motamo x eksi sonsuza yakinsarken
de yapabiliriz. Tanimi1 verelim.

Tanmim. X < R, alttan sinirli olmayan bir kiime olsun.
f: X->R,
bir fonksiyon olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in,
(xeXvex<A)=If(x)-bl<e

onermesini saglayan bir A sayisi varsa, o zaman, “x eksi sonsu-
za gittiginde f(x), b’ye yakmmsar (ya da gider)” denir.

x, eksi ya da art1 sonsuza yakinsadigindaki limitler arasinda
cok yakin bir iligki vardir.

Teorem 51.6. X c R, alttan simirli olmayan bir kiime ve
FiX R,
bir fonksiyon olsun. Asagidaki iki 6nerme esdegerdir:
a) x, eksi sonsuza gittiginde, f(x), b’ye yakmnsar.
b) lim,, _, ., f(-x) = b.
Kanit: Cok bariz. H

Yukardaki teorem sayesinde, bir onceki bolimde kanitla-
diklarimizdan asagidaki sonuclari elde ederiz:
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Sonug 51.7. X < R, alttan simrli olmayan bir kiime olsun.
f: X->R,
bir fonksiyon olsun. Eger x eksi sonsuza gittiginde f(x), b’ye ya-
kinstyorsa, o zaman, x eksi sonsuza gittiginde f(x) baska bir sa-
yiya yakimsayamaz.
Kanit: Ya aynen Onsav 1’deki gibi kanitlanir ya da Teorem
51.3 ve Onsav 51.1 kullanilir. O

Dolayisiyla eger x eksi sonsuza gittiginde f(x), b’ye yakinsi-
yorsa lim, _, _ f(x) = b yazabiliriz.

Sonug 51.8. Teo. 51.3, x, eksi sonsuza giderken de gecerlidir.

Sonsuza Yakinsamak
Bazen bir fonksiyon belli bir noktaya yaklastiginda sinirsiz
bi¢imde biiyiiyebilir. Ornegin
flx) = 1/x2
kuraliyla tanimlanmis fonksiyon x, 0’a cok yakinken ¢ok biuytr.
Bu durumda, “x, 0’a giderken f(x) sonsuza iraksar (ya da gi-
der)” deriz.

Bicimsel tanim soyle:

Tanim. f : X — R bir fonksiyon olsun. a, X’in bir yogunlag-

ma noktasi olsun. Eger her A i¢in,
(x e XveO<lx—al<d) = flx)>A
esitsizligini saglayan bir & > 0 sayisi varsa, o zaman, x, a’ya gi-
derken f(x) sonsuza waksar (ya da gider) ya da f(x)’in a’da li-
miti sonsuzdur denir ve bu
lim, , , f(x)=o

olarak yazilir.

Eksi sonsuza iraksamayi da tamimlayalim:
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Tamim. f : X — R bir fonksiyon olsun. a, X’in bir yogunlas-

ma noktasi olsun. Eger her A icin,
(xeXvel<lx—al<d) = flx) <A
esitsizligini saglayan bir 8 > 0 varsa, o zaman, x, a’ya giderken
f(x) eksi sonsuza 1raksar (ya da gider) denir ya da f(x)’in a’da
limiti eksi sonsuzdur denir ve bu
lim, , , f(x) = —»

olarak yazilir.

Eger bir fonksiyonun a’daki limiti o ise, bagka bir say1 ya da
—o olamaz elbette.

Sonsuza 1raksamak, aynen yakimsamak gibi toplama ve
carpma islemleriyle uyumludur. Hatta sayfa 30-34’teki sonucla-
r1 sonsuzlarla iglem yapildigi durumlara uyarlayabiliriz.

Teorem 51.8. lim, _, , f(x) ve lim, _, , g(x) gercel say: ya da
+oo olsunlar, yani
K =Ru {OO, —OO}
kiimesinde olsunlar. R kiimesinde toplamayt, carpmay: ve bol-
meyi soyle tammmlayalim:

|

8

|

8

|

8
818[(Q(8

o | | o
X|=0|b<0| 0 |[b>0]| =~ |-0|[b<0]| 0|b>0| ©
—o| o) B | -0 |- —o| & 0 0 0 | g
a<0| o | ab | 0| ab |- a<0| o | bla | 0| bla |-
0| | 0 0| 0 |@ 0ol | @ |9 9 |9
a>0| 0| ab 0| ab | » a>0|-w| bla | 0| bla | »
0| - | —mn | o 0 w| O 0 0 0 %}

(stitun/sira)

(Boskiime yazan hanelerde islem tammmlanmanugstir.) * islemi,
toplama, carpma ya da bolme islemlerinden birini simgelesin ve
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(limy _, , f(x))*(lim, _, , g(x))
islemi yukaridaki tablolarda tanimlanmis olsun. O zaman,
lim, _, ; (f(x)*g(x)),
ifadesi
(limy _, , f(x))*(lim, _, , g(x))
nesnesine egit olur.
Kanit: Okura birakilmustir. O

Sonug 51.9. lim, _, , f(x) = 2w ise ve r € R\ {0} bir gercel
sayrysa,
lim, _, ,7f(x) =7lim, _, , f(x)
esitligi saglanir. H

Sonug 51.10. f : X — R bir fonksiyon ve a, X’in bir yogun-
lasma noktast olsun. O zaman,

lim, , , f(x) =< lim, _, , —f(x) = -0
ve
lim, , , f(x) =0 =lim, _, , 1/f(x) =0
onermeleri dogrudur. [l
Ikinci 6nermedeki = isareti <> isaretiyle degistirilemez. Or-
negin

flx)=x
fonksiyonu x, 0’a giderken 0’a gider ama 1/x fonksiyonu x, 0’a
giderken sonsuza gitmez.
Ote yandan, f(x) = 1/x fonksiyonu x sagdan 0’a giderken
sonsuza, soldan 0’a giderken de eksi sonsuza yakinsar. Bu te-
rimleri de tanimlayalim:

Tanm. f : X — R bir fonksiyon olsun. a, X’in saginda bir
yogunlagsma noktasi olsun. Eger her A igin,
(xeXvel<a—-x<d)=f(x)>A
esitsizligini saglayan bir 8 > 0 varsa, o zaman, x, @’ya soldan gi-
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derken f(x) sonsuza wraksar (ya da gider) denir ve bu

lim, , - f(x) =
olarak yazilir.

lim, _,  £f(x) = +o0 tanimlarini vermeyi ve bu tanimlar i¢in
Teorem 51.8’in analogunu kanitlamay1 okurlara birakiyoruz.
Ornegin,
lim, _, o~ 1/x = —oo,
llmx - 0F 1/x = o0,
hrnx S50 1/.762 = 00,
limx -0t 1/x2 = 00,
f(x) = 1/x ve f(x) = 1/x2 fonksiyonlarinin grafikleri agagida.

flx)=1/x

flx) = 1/x?
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x Sonsuza Giderken f(x)’in Sonsuza Gitmesi
Son olarak, lim,. _, ., f(x) = £oo ifadesine bir anlam verelim.
Sadece lim, _, ., f(x) = oo ifadesini tanimlamak yeterli diye dii-
sunuyoruz.
Ifadenin sezgisel anlami acik olmali: x cok ¢ok ¢ok biiyiidii-
giinde f(x)’in de ¢ok ¢ok ¢ok biiyiidiigii anlamia gelir. Orne-

gin,
lim, _, o, x = lim, _, o x2 = lim, _, ,, Vx = oo
Bir bagka ornek daha:
lim Sxt—4x+2 C
T e 41

Iste tanim:

Tanim. X < R, istten sinirli olmayan bir kiime olsun.
f: X->R,
bir fonksiyon olsun. Eger her B sayisi icin,
(xeXvex>A)= f(x)>B
onermesini saglayan bir A sayisi varsa, o zaman, “x sonsuza git-
tiginde f(x) sonsuza rraksar (ya da gider)” denir. Bu durumda,
lim, _, o f(x) =0

yazariz.

Diger tanimlar1 ve tanimlarin toplama, ¢carpma ve bolmeyle
uyumlarini kanitlamay1 ce asagidaki sonuglari okura birakiyoruz.

Teorem 51.11. f # 0 ve g # 0 iki polinom olsun. a ve b bu
polinomlarin baskatsayisiysa, € = abllabl = il olsun.

Eger deg f < deg g ise lim,. _, , f(x =0,
Eger deg f > deg g ise lim,. _, ,, f(x ) = go0,
Eger deg f = deg g ise lim,. _, , f(x) =alb

olur. J
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Sandvi¢ Teoremi’nin uygun versiyonu da bu tiir limitler igin
gegerlidir:

Teorem 51.12. f ve g, tamm kiimeleri iistten simirli olmayan
iki fonksiyon olsun. Eger f < g ise ve lim,. _, ,, f(x) = oo ise lim,,
s o0 &(x) = 0 olur. H

Aligtirmalar
1. Eger lim,, _, , f(x) = lim, _, , g(x) = o ise,
lim, _, , (f(x) + g(x)) =
esitligini kanitlayin.
2. Bu bolimde kanitlanmamig sonuglari kanitlayin.
3. Asagidaki limitleri bulun.

SBxt r4x 42 —6x% 1 4x+2

lim , lim ,
T xS 41 T exd 41

. 3x° +4x 42 . SxZ 4 dx 42
O 4’41 U 10x24+1

4. lim, _, ,, exp x = oo ve lim, _, , exp (—x) = 0 esitliklerini
kanitlayin.
5. Asagidaki limitleri bulun.

lim 2expx —3 im 2expx —3
X% Sexpx +7° X% Sexp2x +7°
lim, ., 2exp(—x)—3 lim, ., 4exp3x —expx

Sexp(-x)+7’ 7exp3x +exp2x



Limit Alistirmalari

1. lim,_,, (3x% — 12) limitini bulun.
2. Asagidaki limitleri bulun:
3. a herhangi bir say1 olsun.
lim x> =27 lim x> —8x% +9x +18
3 x2-5x+6

expx —exp3 lim exp2x —exp6
x-3 3 x-3 ’

b

limx—>3

limitini bulun.
. (a+ x)3 s
limy 0 ————

4. Asagidaki limitleri bulun:

x> —27 . 8x2+9x +18

—— lim
X—>00 b X—>00 b
7x+4 x> —5x+6

327 (2x% +9x +18)°

lim
X—>00
x0—5x2+6

S 5x3 +2x—3’

5. Asagidaki limitleri bulun:
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6. Asagidaki limitleri bulun:
x -27 8x% +9x +18

oy ———, lim,. s
x—)007x+4 x—)oo_x3_5x+6
3x° ~27 x

a2 hm —00 T 19

Sx% +2x -3 i [x]

(=2x% +9x +18)°
x® —5x2 46

i 3x2-27 | s5x*-7
o —5x3+2x—3 2x-3 |

lim, ,_

lim, ,_, ,

i i_x—1+x+lj
7 &2 x x2+1/)
po o [3xP1 2x-5) . [3x+l 2275
O 2 3x 43 Tl 42 3x+3
7. Asagidaki limitleri bulun:
. 27 x3-27
lim ., — lim = ———,
x—0 7 x x—0 7 x
. 3x2-17 . x* -1
lim ——, lim

x—3" _x3 +27’ x—>-3" _x3 _27'

8. Asagidaki limitleri bulun:

V9+x-3

lim,._, T,limx_)() exp(x?)
8 03 -2 e eXPRx)-1
x—0 x > x—=0 expx—1 :

lim,_yoo(Vx +34 —x ), limx_)oo((x _S3 /s )

9. Asagidaki limitleri bulun:



Limit Ahstirmalar 539

10. Asagidaki limitleri bulun:
1 . 1

lim ., ———lim
x—1 xZ _1

x—1" x2 _ 1
X X

——,lim
+ s .

lim
11. Asagidaki limitleri bulun:

lim,_,, expx, lim,_, ,expx,

lim, ,_,xexpx, lim, ,oxexpx,

hmx—>0+ exp hmx—>0‘ exp .

x, sonsuza, eksi sonsuza, 0*’ya ve 0~’ye giderken f’nin limitleri-

limx_mm, l'mx_mﬁ, l'mx_,oo¥ (n eN).
X X
x—2 . .
12. f(x)=1 «x eger x >0 ise olarak tanimlansin.
3x eger x <0 ise
ni bulun.

13. Her 7 dogal sayisi igin,

esitligini kanitlayin. (“Eksponansiyel biiyiime” tabirinin mensei
expx
=

hmx—)oo T a
X

bu limittir.)

14. n bir dogal say1 olsun.

lim, , , x"exp x

limitini bulun.

15. lim,._, , exp(exp x) limitini bulun.

16. lim,_,., exp(exp x) limitini bulun.

17. lim,._,_, exp(1/exp(1/x)) limitini bulun.

18. lim,_, x/sin x limitini bulun.



52. Monoton Fonksiyonlarin
Limitleri

ir X < R kiimesi tizerine tanimlanmig artan bir f : X - R
fonksiyonu diisiinelim. Ornegin séyle bir sey:

Ay

y = flx)

x, tanim kiimesinin tistsinirina (soldan tabii ki) gittiginde, fonk-
siyonun sonlu ya da sonsuz bir limiti olmasi - her zaman dogru
olmasa da - makul bir 6ngorudir. Asagida olasi dort durum go-
runuyor:
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v
v

lim,_ f(x) = lim__  flx)=b

Artan bir fonksiyonun, x, tanim kiimesinin iistsinirina gitti-
ginde, sonlu ya da sonsuz bir limiti var midir ve varsa bu limit
nedir?

Her ne kadar yukardaki sekillerde fonksiyonlar siirekli gibi
gorunse de, fonksiyonlarin siirekli olmalarina pek gerek yok san-
ki. Fonksiyon siirekli de olsa siireksiz de olsa, limit olmal sanki...

Ama biraz diisiiniince bir iki teknik sorunla karsilagiriz. On-
ce o sorunlari tartigip halledelim. (Tartismadan hoslanmayanlar
dogrudan teoreme ve kanitina gidebilirler. Zaten teorem de ka-
nit1 da birkag satir1 ge¢miyor.)

Ornegin eger X = (0, 1) U {2} ise, f(x)’in x, 2’ye giderken li-
miti alinamaz, ¢inkti 2, X’ten ayrik bir sayidir, X’in bir yogun-
lasma noktasi degildir. (Limit kavraminin tanimini animsayin:
Bir fonksiyonun limiti ancak tanim kiimesinin yogunlagsma nok-
talarinda alinabilir.)

Bu sorunu halletmenin en kolay yolu, sup X € R oldugun-
da, sup X sayisinin X’in bir yogunlagma noktasi oldugunu var-
saymaktir. Ama ayni sorunu boyle bir kisitlama getirmeden, da-
ha sik bicimde de ¢6zebiliriz: f(x)’in limitini, x, sup X’e gide-
rken almaya kalkisacagimiza, limiti, x, limsup X’e giderken al-
maya calisabiliriz. O zaman yukardaki sorun kaybolur. (Onsav
26.6’dan animsayalim: limsup X, eger sonlu bir sayiysa, X’in
yogunlagma noktalarinin en buytugudir. X’in yogunlasma nok-
tas1 yoksa zaten o zaman yapacak bir sey yok, hi¢bir noktada li-
mit alamayiz.)
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Sorun olmasa da bir soru var ve bu soru yanitlanmazsa ka-
nit agsamasinda soru soruna donusebilir: x, limsup X’e giderken
f(x)’in limiti hangi say1 olacaktir?

Fonksiyon artan oldugundan, x, limsup X’e giderken f’nin
limitinin sup f(X) olmasini beklemek makul gibi gortniiyor.
Ama maalesef bu her zaman dogru degil. Ornegin, X = [0, 1] ise

ve f fonksiyonu,
{O eger x <1 ise
f(x) = v .
1 egerx=11se
olarak tanimlanmigsa, o zaman, X’in limsup’i 1’dir ve
lim, ,y f(x) =01 =sup f(X)
olur.

Bu sorunu ¢ézmek igin, x, limsup X’e giderken f(x)’in limi-
tinin sup f(X) degil de limsup f(X) oldugu tahmininde buluna-
biliriz ama bu tahmin de yetersiz kalir ¢iinkii 6rnegin f sabit bir
fonksiyon oldugunda limsup f(X) yoktur.

x, limsup X’e giderken f’nin limitinin

sup{f(x) : x € X ve x < limsup X}
olmasi gerektigi biraz daha dogru bir tahmindir. Ama bu da
tam dogru bir tahmin olmaz. Bu sefer soyle bir sorun belirebi-
lir: limsup X, sagdan da X’in bir yogunlasma noktasi olabilir ve
f fonksiyonu limsup X’in saginda sorun yaratabilir. Ornegin,
X=(0,)u{l+1m:n=1,23,..)

ve

{O eger x <1 ise

f(x) = § .
1 egerx=>1ise

ise, limsup X = 1 olur ve lim,. _, ; f(x) limiti yoktur.

Bu sorunun da ¢6ziimii var: Normal limit alacagimiza, limi-
ti soldan alalim; f(x)’in limitini, x, limsup X’e giderken degil, x,
limsup X’e soldan giderken alalim.

Bazi okurlar: sikabilecek bu uzun tartismadan sonra artik
baklay:1 agzimizdan cikarip teoremimizi yazabiliriz:
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Teorem 52.1. X < R ve f : X — R, artan bir fonksiyon ol-
sun. Eger
a = limsup X € R U {o0}
ise ve
b = sup{f(x):x € X ve x < a}
ise 0 zaman,
lim, , , f(x)=b
olur. (a =  ise, a- = oo anlagmasini yapalim.)

A

y = flx)

X

Dikkat: X’in limsup’ii olmayabilir, 0 zaman teorem hicbir
sey dememektedir.

Benzer bir sonug, elbette azalan fonksiyonlar ve inf ve li-
minf’ler i¢in de gegerlidir.

Bu arada artan ve azalan fonksiyonlarin tanimini yapalim da
hicbir gey gizli kalmasin:

XcRvef: X—>R

bir fonksiyon olsun. Eger X’in her x <y elemanlari i¢in f(x) < f(y)
oluyorsa, f’ye artan fonksiyon denir. Eger X’in her x < y elema-
ni igin f(x) < f(y) oluyorsa, f’ye mutlak artan fonksiyon denir.
Benzer tamimlar azalan ve mutlak azalan fonksiyonlar i¢in de ya-
pilir. Artan ya da azalan fonksiyonlara monoton fonksiyonlar adi
verilir.
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Teoremin Kaniti: a ve b’nin R’de olduklarini varsayalim.

Diyelim teorem dogru degil. O zaman 6yle bir € > 0 vardir
ki, 8 > 0 ne olursa olsun,

hemx € X n(a—8,a) hemde b - f(x) > ¢

iligkilerini saglayan bir x buluruz. Bu & sayisini sabitleyelim.

b’nin tanimindan dolay1, X’in,

b-e<flc)<b

esitsizliklerini saglayan bir ¢ < a elemani vardir.

A

b

fle)
b-¢+

flx)T

y = f(x)

Cx a

Simdi ilk paragraftaki 8’y1 a — ¢ sayisina esit alahm. O za-
man, hem

xeXn(a-0%,a)=Xnlca)
hem de
b-f(x)>¢
iligkilerini saglayan bir x buluruz. Demek ki, hem
c<x
olur hem de
flx)<b-e<flc)

olur, ki bu iki esitsizlik f’nin artan olmasiyla celisir.

a ve b’den birinin ya da her ikisinin birden sonsuz oldugu
durumlarin kanit1 da benzerdir ve okura birakilmustir. [



