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Bu bölümde, içinde hem limiti hem de sonsuzlar› bar›nd›ran
kavramlardan söz edece¤iz. Örne¤in

limx .$0 ƒ(x) = b,
limx .$a ƒ(x) = b

ve 
limx .$0 ƒ(x) = 0

gibi eflitliklerin matematiksel anlamlar›n› verece¤iz. Birinci du-
ruma bir örnek verelim.

formülüyle tan›mlanan fonksiyonu ele alal›m. Bu fonksiyon her
gerçel say› için tan›ml›d›r. x çok çok büyüdü¤ü zaman bu fonk-
siyonun de¤erleri ne olur? Biraz düflününce anlafl›laca¤› üzere,
x çok büyük oldu¤u zaman, 3x2 terimi paydaki 

3x2  4x + 5 
terimine hükmeder, yani x çok büyük oldu¤unda, 3x2’nin ya-
n›nda 

 4x + 5 
pek küçük kal›r, esamesi bile okunmaz. Örne¤in x = 1000 iken
3x2 say›s› 3 milyon civar›ndad›r, ama  4x + 5 say›s›, mutlak
de¤eri al›nd›¤›nda bile sadece 4000 dolay›ndad›r. 3 milyonun

$
% &

 8

8
( )x

x x

x

3 4 5

2 1

2

2



yan›nda 4000’in sözü bile edilmez! x daha da büyüdükçe 3x2

ile  4x + 5 aras›ndaki fark astronomik olur. Benzer fley payda
için de geçerlidir. Demek ki x çok çok büyük oldu¤unda,
ƒ(x)’in kabaca 3x2/2x2, 3/2’ye eflittir:

x’e birkaç de¤er vererek, ƒ(x)’i - örne¤in Excel’de - hesaplayal›m.
ƒ(1) = 1,3333...
ƒ(2) = 1
ƒ(3) = 1,052631...
ƒ(10) = 1,31840...
ƒ(100) = 1,480175991...
ƒ(1.000) = 1,49800175..
ƒ(10.000) = 1,49980001...
ƒ(100.000) = 1,4998...
ƒ(100.000) = 1,49998...

Görüldü¤ü gibi x büyüdükçe ƒ(x) de¤eri 1,5 say›s›na yani 3/2’ye
çok yaklafl›yor. “x sonsuz oldu¤unda”, ƒ(x) sanki tam 1,5 ola-
cak! ‹flte bu bölümde “x sonsuz oldu¤unda” sözlerine anlam ve-
rece¤iz. Biz, “x sonsuz oldu¤unda” demeyece¤iz de (çünkü ol-
maz öyle fley!), “x sonsuza gitti¤inde” diyece¤iz.

ƒ(x)’in x büyüdükçe 3/2’ye çok yak›n bir de¤er oldu¤u flöy-
le de anlafl›labilir: Pay› ve payday› x2’ye bölelim. 

Beliren 4/x, 5/x2, 1/x2 gibi ifadeler, beliren 3 ve 2 say›lar› yan›n-
da çok küçük kal›rlar, x büyüdükçe bu ifadeler 0’a çok yakla-
fl›rlar, sonsuz diye bir gerçel say› olsa, 0 de¤erini alacaklar, ama
öyle bir gerçel say› olmad›¤›ndan sadece 0’a yak›nsamakla yeti-
niyorlar.
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Bütün bu söylediklerimiz edebiyata girer flimdilik. Afla¤›da,
tan›mlar› matematiksel olarak verece¤iz.�Sonsuza Gitti¤inde

ƒ :  .  bir fonksiyon ve b "  olsun. “x sonsuza gitti-
¤inde ƒ(x), b’ye gider” ya da “b’ye yak›nsar”›n matematiksel
anlam›n› verece¤iz. Edebi anlam› flöyle: E¤er x’i yeterince büyük
al›rsak, ƒ(x)’i b’ye istedi¤imiz kadar yaklaflt›rabiliriz, yani ƒ(x)
ile b aras›ndaki fark› istedi¤imiz kadar küçük yapabiliriz, yeter
ki x’i yeterince büyük alabilelim.

Örne¤in, yukardaki örnekte b = 3/2 ve e¤er x’i 10.000’den
büyük al›rsak, ƒ(x) ile 3/2 aras›ndaki fark 0,001’i geçmez. E¤er
ƒ(x) ile 3/2 aras›ndaki fark›n 0,000001’i geçmemesini istiyor-
sak, o zaman x’i daha da büyük almal›y›z. (Ne kadar büyük al-
mam›z gerekti¤ini bulmak zorunda de¤iliz! Yeter ki yeterince
büyük ald›¤›m›zda ƒ(x)’in b’ye istedi¤imiz kadar yak›n olaca¤›-
n› bilelim.)
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Matematiksel tan›m› verme zaman› geldi: E¤er her ! > 0 için, 
x > A K |ƒ(x)  b| < !

önermesini sa¤layan bir A say›s› varsa, o zaman, “x sonsuza git-
ti¤inde ƒ(x), b’ye yak›nsar (ya da gider)” denir. 

Birazdan kan›tlayaca¤›m›z üzere, b say›s›, oldu¤unda biri-
ciktir; yani e¤er x sonsuza gitti¤inde ƒ(x) bir say›ya yak›ns›yor-
sa, ƒ(x) ikinci bir say›ya daha yak›nsayamaz. Bundan ald›¤›m›z
cesaretle,

limx .$0 ƒ(x) = b
yazaca¤›z.

‹lk örne¤imizin x sonsuza giderken 3/2’ye yak›nsad›¤›n› ma-
tematiksel tan›ma uygun olarak kan›tlayal›m.

Kan›t: ! > 0, verilmifl olsun. Öyle bir A bulaca¤›z ki, her x > A
için, 

|ƒ(x)  2/3| < !
eflitsizli¤i sa¤lanacak. (Burada ƒ(x), limiti al›nacak kesirli ifade-
yi simgeliyor.) Bunu yapmak için 

|ƒ(x)  2/3| 
ifadesiyle oynay›p, bu ifadenin !’dan küçük olmas› için A’n›n
ne kadar büyük olmas› gerekti¤ini bulaca¤›z.

Bu aflamada x’i 1’den büyük almaya and içelim ki paydaki 
 8x + 7 

ifadesi negatif olsun. Hesaplara devam edelim:
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fiimdi x’i 4/!’dan büyük al›rsak istedi¤imiz eflitsizli¤e ulafl›r›z.

!’u bir de ayr›ca 1’den büyük almal›yd›k. Demek ki A say›s›n›
max{1, 4/!} olarak seçebiliriz.

Al›flt›rmalar
1. fiu eflitlikleri tan›mdan hareketle kan›tlay›n:

2. Afla¤›daki limitleri bulun ve buldu¤unuz limitin ifadenin
gerçekten limiti oldu¤unu tan›mdan hareketle kan›tlay›n.

Yukardaki al›flt›rmalarda, limiti al›nan fonksiyonlar›n her
gerçel say›da tan›mlanmad›¤› dikkatinizi çekmifltir. Örne¤in en
son al›flt›rmada, x = 1/41/3 için ƒ(x) tan›ms›zd›r. Ama ne önemi
var ki!.. “x sonsuza giderken” ƒ(x)’in kaça yak›nsayaca¤› x’in
çok büyük de¤erlerini ilgilendiren bir soru, ƒ(x)’in birkaç say›-
da ald›¤› de¤erden ba¤›ms›z. Örne¤in, ƒ ve g fonksiyonlar› bel-
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li bir B say›s›ndan sonra eflitlerse, yani her x > B için ƒ(x) = g(x)
oluyorsa, o zaman, x sonsuza giderken ƒ(x)’in limiti varsa x

sonsuza giderken g(x)’in de limiti vard›r ve bu iki limit birbiri-
ne eflittir. Bunu görmek için, tan›mdaki A say›s›n› B’den büyük
seçmek yeterli.

Demek ki asl›nda x sonsuza giderken ƒ(x)’in limitini almak
için fonksiyonun bütün  kümesi üzerinde tan›ml› olmas› ge-
rekmiyor, sadece tan›m kümesinde x’in sonsuza gidebilmesi, ya-
ni tan›m kümesinin üstten s›n›rl› olmamas› yeterli. Verdi¤imiz
tan›m› geniflletelim.

Tan›m. X 5  , üstten s›n›rl› olmayan bir küme olsun. 
ƒ : X .  , 

bir fonksiyon olsun. E¤er her ! > 0 için, 
(x " X ve x > A) K |ƒ(x)  b| < !

önermesini sa¤layan bir A say›s› varsa, o zaman, “x sonsuza git-
ti¤inde ƒ(x), b’ye yak›nsar (ya da gider)” denir.

Dikkat edilirse, X = " oldu¤unda, ƒ(x)’in x sonsuza gitti¤in-
de b’ye yak›nsamas›yla (ƒ(n))n dizisinin n sonsuza gitti¤inde
b’ye yak›nsamas› ayn› kavramlard›r.

x sonsuza gitti¤inde hiçbir say›ya yak›nsamayan fonksiyon
örne¤i vermek zor de¤ildir. ƒ(x) = x ve ƒ(x) = x2 fonksiyonlar›
x büyüdü¤ünde sürekli büyürler ve hiçbir say›ya yak›nsamazlar.
Ama s›n›rl› olup da x sonsuza gitti¤inde hiçbir say›ya yak›nsa-
mayan fonksiyon örnekleri de vard›r.  1 ile 1 aras›nda yer alan
sin x fonksiyonu böyle bir örnektir (üstelik süreklidir); bunun
kan›t›n› önümüzdeki birkaç say› içinde görece¤iz. Belki yapay
bulunabilecek bir örnek:

fonksiyonu alttan ve üstten s›n›rl›d›r ama x sonsuza giderken li-
miti yoktur.
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fiimdi limitin - oldu¤unda - bir tane oldu¤unu kan›tlayal›m.

Önsav 51.1. X 5  , üstten s›n›rl› olmayan bir küme olsun. 
ƒ : X .  , 

bir fonksiyon olsun. E¤er x sonsuza gitti¤inde ƒ(x), b’ye yak›n-

s›yorsa o zaman x sonsuza gitti¤inde ƒ(x) baflka bir say›ya ya-

k›nsayamaz. 
Kan›t: x sonsuza gitti¤inde ƒ(x) hem b’ye hem de c’ye yak›n-

sas›n ve b , c olsun. ! = |c  b |/2 olsun. B ve C say›lar›,
(x " X ve x > B) K |ƒ(x)  b| < !

ve
(x " X ve x > C) K |ƒ(x)  c | < !

önermelerini sa¤layacak biçimde seçilsin. O zaman 
x = |B| + |C| + 1 

için,
hem |ƒ(x)  b| < ! hem de |ƒ(x)  c | < !

olur. Demek ki,
2! = |b  c| ≤ |b  ƒ(x)| + |ƒ(x)  c| < !/2 + !/2 = !

olur. Bir çeliflki. n
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Demek ki gerçekten, x sonsuza gitti¤inde ƒ(x), b’ye yak›ns›-
yorsa,

limx .$0 ƒ(x) = b
yazabiliriz. (Birkaç tane olsayd›, limitlerden birini, örne¤in en
büyü¤ünü seçmek zorunda kalabilirdik, karekök fonksiyonun-
da yapt›¤›m›z gibi...)

E¤er X 5 Y 5  ise, X üstten s›n›rl› de¤ilse ve ƒ : Y .  

fonksiyonu x sonsuza giderken b’ye yak›ns›yorsa, ƒ’nin X’e k›-
s›tlan›fl› olan ƒ|X fonksiyonu da x sonsuza gitti¤inde b’ye yak›n-
sar. Elbette! Ama bunun tersi do¤ru de¤ildir, yani x sonsuza git-
ti¤inde ƒ, b’ye ya da baflka bir yere yak›nsamadan da ƒ|X fonk-
siyonu b’ye yak›nsayabilir. Yan sütunda buna bir örnek verildi,

örne¤i. Öte yandan x sonsuza gitti¤inde ƒ|X fonksiyonu b’ye ya-
k›ns›yorsa, ƒ fonksiyonu - e¤er bir yere yak›ns›yorsa - ancak
b’ye yak›nsayabilir.

Teorem 51.2. limx .$0 1/x = 0.
Kan›t: ƒ(x) = 1/x denklemiyle tan›mlanan fonksiyonun tan›m

kümesini 0’› içermeyen ve üstten s›n›rs›z herhangi bir X U  ola-
rak seçebiliriz. ! > 0 olsun. A = 1/! olsun. E¤er x " X say›s›, x > A
eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman 

|ƒ(x)  0| = 1/|x| = 1/x < 1/A = !
olur. ‹stedi¤imizi kan›tlad›k. n

Al›flt›rmalar
1. E¤er ƒ(x) s›n›rl› bir fonksiyonsa, 

limx .$0 ƒ(x)/x = 0
eflitli¤ini kan›tlay›n.

2. " 5 X 5  ve ƒ : X .  bir fonksiyon olsun. x sonsuza
gitti¤inde ƒ(x)’in limiti olsun.
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limx .$0 ƒ(x) = b ve limn .$0 ƒ(n) = b
eflitliklerinin eflde¤er olduklar›n› kan›tlay›n.

x sonsuza giderken al›nan limitlerde toplama, çarpma ve
bölmede bir sorun ç›kmaz, her fley aynen tahmin edildi¤i gibi
olur.

Teorem 51.3. X 5  , üstten s›n›rl› olmayan bir küme ve r "
 olsun. ƒ, g : X .  , birer fonksiyon olsun. E¤er x sonsuza

gitti¤inde ƒ(x) ve g(x), s›ras›yla b ve c’ye yak›ns›yorsa o zaman

x sonsuza gitti¤inde ƒ(x) V g(x), rƒ(x) ve ƒ(x)g(x) s›ras›yla 

b + c, rb ve bc’ye yak›nsar. E¤er c , 0 ise, 1/g(x) fonksiyonu

1/c’ye yak›nsar.
Kan›t: Teorem 7.1’in kan›t›ndan pek bir fark› yok. Okura

b›rak›yoruz. n

Al›flt›rmalar

tan›ma baflvurarak, sonra da yukarda kan›tlanan sonuçlar› kul-
lanarak yap›n.

Bileflkeyle limitin iliflkisi biraz daha problematiktir.

Teorem 51.4. X 5  , üstten s›n›rl› olmayan bir küme olsun. 
ƒ : X .  , 

bir fonksiyon olsun. 
limx .$0 ƒ(x) = b

olsun. ƒ(X) 5 Y 5  için g : Y .  bir fonksiyon olsun. Ayr›-

ca (b’nin Y’nin bir yo¤unlaflma noktas› oldu¤unu ve)
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limx .$b g(x) = c
eflitli¤ini varsayal›m. Bir de, e¤er ƒ 1(b) kümesi üstten s›n›rs›z

oldu¤unda g(b) = c eflitli¤ini varsayal›m. O zaman

limx .$0 g(ƒ(x)) = c
olur.

Kan›t: ! > 0 olsun.
limx .$b g(x) = c

oldu¤undan, öyle bir # > 0 vard›r ki, e¤er y " Y,
0 < |y  b| < #

eflitsizliklerini sa¤l›yorsa,
|g(y)  c| < !

olur. Öte yandan, 
limx .$0 ƒ(x) = b 

oldu¤undan öyle bir A vard›r ki, her x > A eflitsizli¤ini sa¤layan
her x " X için, 

|ƒ(x)  b| < #
olur. E¤er ƒ 1(b) kümesi üstten s›n›rl›ysa, A’y› 

(A, 0) 1 ƒ 1(b) = 4
olacak kadar büyük seçelim.

fiimdi x " X say›s› x > A eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, 
|ƒ(x)  b| < #

olur ve e¤er ƒ(x) , b ise (örne¤in ƒ 1(b) kümesi üstten s›n›rl›y-
sa), bundan,

|g(ƒ(x))  c| < !
ç›kar. E¤er ƒ 1(b) kümesi üstten s›n›rl› de¤ilse, ƒ(x) = b eflitli¤i-
nin sa¤land›¤› x noktalar›nda da gene

|g(ƒ(x))  c| = |g(b)  c| = 0 < !
olur. n

Sonuç 51.5. X 5  , üstten s›n›rl› olmayan bir küme olsun. 
ƒ : X .  , 

bir fonksiyon olsun. 
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limx .$0 ƒ(x) = b
olsun. 

ƒ(X) 5 Y 5  
için g : Y .  , b’de sürekli bir fonksiyon olsun. O zaman

limx .$0 g(ƒ(x)) = c
olur.

Al›flt›rma. limx . 0+ ƒ(x) = b ile limx . 0 ƒ(1/x) = b eflitlikle-
ri aras›nda nas›l bir mant›ksal ba¤ olabilir?

x Eksi Sonsuza Gitti¤inde
Yukarda yapt›klar›m›z› motamo x eksi sonsuza yak›nsarken

de yapabiliriz. Tan›m› verelim.

Tan›m. X 5  , alttan s›n›rl› olmayan bir küme olsun. 
ƒ : X .  , 

bir fonksiyon olsun. E¤er her ! > 0 için, 
(x " X ve x < A) K |ƒ(x)  b| < !

önermesini sa¤layan bir A say›s› varsa, o zaman, “x eksi sonsu-
za gitti¤inde ƒ(x), b’ye yak›nsar (ya da gider)” denir.

x, eksi ya da art› sonsuza yak›nsad›¤›ndaki limitler aras›nda
çok yak›n bir iliflki vard›r.

Teorem 51.6. X 5  , alttan s›n›rl› olmayan bir küme ve 
ƒ : X .  , 

bir fonksiyon olsun. Afla¤›daki iki önerme eflde¤erdir:
a) x, eksi sonsuza gitti¤inde, ƒ(x), b’ye yak›nsar.
b) limx .$0 ƒ( x) = b.
Kan›t: Çok bariz. n

Yukardaki teorem sayesinde, bir önceki bölümde kan›tla-
d›klar›m›zdan afla¤›daki sonuçlar› elde ederiz:
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Sonuç 51.7. X 5  , alttan s›n›rl› olmayan bir küme olsun. 
ƒ : X .  , 

bir fonksiyon olsun. E¤er x eksi sonsuza gitti¤inde ƒ(x), b’ye ya-

k›ns›yorsa, o zaman, x eksi sonsuza gitti¤inde ƒ(x) baflka bir sa-

y›ya yak›nsayamaz. 
Kan›t: Ya aynen Önsav 1’deki gibi kan›tlan›r ya da Teorem

51.3 ve Önsav 51.1 kullan›l›r. n

Dolay›s›yla e¤er x eksi sonsuza gitti¤inde ƒ(x), b’ye yak›ns›-
yorsa limx .$ 0 ƒ(x) = b yazabiliriz.

Sonuç 51.8. Teo. 51.3, x, eksi sonsuza giderken de geçerlidir.

Sonsuza Yak›nsamak
Bazen bir fonksiyon belli bir noktaya yaklaflt›¤›nda s›n›rs›z

biçimde büyüyebilir. Örne¤in
ƒ(x) = 1/x2

kural›yla tan›mlanm›fl fonksiyon x, 0’a çok yak›nken çok büyür.
Bu durumda, “x, 0’a giderken ƒ(x) sonsuza ›raksar (ya da gi-
der)” deriz.

Biçimsel tan›m flöyle:

Tan›m. ƒ : X .  bir fonksiyon olsun. a, X’in bir yo¤unlafl-
ma noktas› olsun. E¤er her A için,

(x " X ve 0 < |x  a| < #) K ƒ(x) > A
eflitsizli¤ini sa¤layan bir # > 0 say›s› varsa, o zaman, x, a’ya gi-
derken ƒ(x) sonsuza ›raksar (ya da gider) ya da ƒ(x)’in a’da li-

miti sonsuzdur denir ve bu
limx .$a ƒ(x) = 0

olarak yaz›l›r.

Eksi sonsuza ›raksamay› da tan›mlayal›m:
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Tan›m. ƒ : X .  bir fonksiyon olsun. a, X’in bir yo¤unlafl-
ma noktas› olsun. E¤er her A için,

(x " X ve 0 < |x  a| < #) K ƒ(x) < A
eflitsizli¤ini sa¤layan bir # > 0 varsa, o zaman, x, a’ya giderken
ƒ(x) eksi sonsuza ›raksar (ya da gider) denir ya da ƒ(x)’in a’da

limiti eksi sonsuzdur denir ve bu
limx .$a ƒ(x) =  0

olarak yaz›l›r.

E¤er bir fonksiyonun a’daki limiti 0 ise, baflka bir say› ya da
 0 olamaz elbette.

Sonsuza ›raksamak, aynen yak›nsamak gibi toplama ve
çarpma ifllemleriyle uyumludur. Hatta sayfa 30-34’teki sonuçla-
r› sonsuzlarla ifllem yap›ld›¤› durumlara uyarlayabiliriz.

Teorem 51.8. limx .$a ƒ(x) ve limx .$a g(x) gerçel say› ya da

V0$olsunlar, yani

 =  / {0,  0}
kümesinde olsunlar.  kümesinde toplamay›, çarpmay› ve böl-

meyi flöyle tan›mlayal›m:

(Boflküme yazan hanelerde ifllem tan›mlanmam›flt›r.) * ifllemi,
toplama, çarpma ya da bölme ifllemlerinden birini simgelesin ve
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(limx .$a ƒ(x))*(limx .$a g(x))
ifllemi yukar›daki tablolarda tan›mlanm›fl olsun. O zaman, 

limx .$a (ƒ(x)*g(x)),
ifadesi

(limx .$a ƒ(x))*(limx .$a g(x))
nesnesine eflit olur.

Kan›t: Okura b›rak›lm›flt›r. n

Sonuç 51.9. limx .$a ƒ(x) = V0 ise ve r "  \ {0} bir gerçel

say›ysa,
limx .$a rƒ(x) = r limx .$a ƒ(x)

eflitli¤i sa¤lan›r. n

Sonuç 51.10. ƒ : X .  bir fonksiyon ve a, X’in bir yo¤un-

laflma noktas› olsun. O zaman,
limx .$a ƒ(x) = 0$7$limx .$a  ƒ(x) =  0

ve

limx .$a ƒ(x) = 0$K$limx .$a 1/ƒ(x) = 0
önermeleri do¤rudur. n

‹kinci önermedeki K iflareti 7 iflaretiyle de¤ifltirilemez. Ör-
ne¤in 

ƒ(x) = x
fonksiyonu x, 0’a giderken 0’a gider ama 1/x fonksiyonu x, 0’a
giderken sonsuza gitmez.

Öte yandan, ƒ(x) = 1/x fonksiyonu x sa¤dan 0’a giderken
sonsuza, soldan 0’a giderken de eksi sonsuza yak›nsar. Bu te-
rimleri de tan›mlayal›m:

Tan›m. ƒ : X .  bir fonksiyon olsun. a, X’in sa¤›nda bir
yo¤unlaflma noktas› olsun. E¤er her A için,

(x " X ve 0 < a  x < #) K ƒ(x) > A
eflitsizli¤ini sa¤layan bir # > 0 varsa, o zaman, x, a’ya soldan gi-
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derken ƒ(x) sonsuza ›raksar (ya da gider) denir ve bu
limx .$a ƒ(x) = 0

olarak yaz›l›r.

limx .$aV Vƒ(x) = V0 tan›mlar›n› vermeyi ve bu tan›mlar için
Teorem 51.8’in analogunu kan›tlamay› okurlara b›rak›yoruz.

Örne¤in,
limx .$0 1/x =  0,
limx .$0+ 1/x = 0,
limx .$0 1/x2 = 0,

limx .$0+ 1/x2 = 0.
ƒ(x) = 1/x ve ƒ(x) = 1/x2 fonksiyonlar›n›n grafikleri afla¤›da.
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x Sonsuza Giderken ƒ(x)’in Sonsuza Gitmesi
Son olarak, limx .$V0 ƒ(x) = V0 ifadesine bir anlam verelim.

Sadece limx .$0 ƒ(x) = 0 ifadesini tan›mlamak yeterli diye dü-
flünüyoruz.

‹fadenin sezgisel anlam› aç›k olmal›: x çok çok çok büyüdü-
¤ünde ƒ(x)’in de çok çok çok büyüdü¤ü anlam›na gelir. Örne-
¤in,

limx .$0 x = limx .$0 x2 = limx .$0 √x = 0. 
Bir baflka örnek daha:

‹flte tan›m: 

Tan›m. X 5  , üstten s›n›rl› olmayan bir küme olsun. 
ƒ : X .  , 

bir fonksiyon olsun. E¤er her B say›s› için, 
(x " X ve x > A) K ƒ(x) > B

önermesini sa¤layan bir A say›s› varsa, o zaman, “x sonsuza git-

ti¤inde ƒ(x) sonsuza ›raksar (ya da gider)” denir. Bu durumda,
limx .$0 ƒ(x) = 0

yazar›z.

Di¤er tan›mlar› ve tan›mlar›n toplama, çarpma ve bölmeyle
uyumlar›n› kan›tlamay› ce afla¤›daki sonuçlar› okura b›rak›yoruz.

Teorem 51.11. ƒ , 0 ve g , 0 iki polinom olsun. a ve b bu

polinomlar›n baflkatsay›s›ysa, ! = ab/|ab| = V1 olsun.
E¤er deg ƒ < deg g ise limx .$0 ƒ(x)/g(x) = 0,
E¤er deg ƒ > deg g ise limx .$0 ƒ(x)/g(x) = !0,
E¤er deg ƒ = deg g ise limx .$0 ƒ(x)/g(x) = a/b

olur. n
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Sandviç Teoremi’nin uygun versiyonu da bu tür limitler için
geçerlidir:

Teorem 51.12. ƒ ve g, tan›m kümeleri üstten s›n›rl› olmayan

iki fonksiyon olsun. E¤er ƒ ≤ g ise ve limx .$0 ƒ(x) = 0 ise limx

.$0 g(x) = 0 olur. n

Al›flt›rmalar
1. E¤er limx .$0 ƒ(x) = limx .$0 g(x) = 0 ise,

limx .$0 (ƒ(x) + g(x)) = 0
eflitli¤ini kan›tlay›n.

2. Bu bölümde kan›tlanmam›fl sonuçlar› kan›tlay›n.
3. Afla¤›daki limitleri bulun.

4. limx .$0 exp x = 0 ve limx .$0 exp ( x) = 0 eflitliklerini
kan›tlay›n.

5. Afla¤›daki limitleri bulun.
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Limit Al›flt›rmalar›
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1. limx.2 (3x2  12) limitini bulun.
2. Afla¤›daki limitleri bulun:
3. a herhangi bir say› olsun.

limitini bulun.

4. Afla¤›daki limitleri bulun:

5. Afla¤›daki limitleri bulun:
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6. Afla¤›daki limitleri bulun:

7. Afla¤›daki limitleri bulun:

8. Afla¤›daki limitleri bulun:

9. Afla¤›daki limitleri bulun:
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10. Afla¤›daki limitleri bulun:

11. Afla¤›daki limitleri bulun:

x, sonsuza, eksi sonsuza, 0+’ya ve 0 ’ye giderken ƒ’nin limitleri-

ni bulun.
13. Her n do¤al say›s› için,

eflitli¤ini kan›tlay›n. (“Eksponansiyel büyüme” tabirinin menflei

bu limittir.)
14. n bir do¤al say› olsun.

limx. 0 xn exp x 

limitini bulun.
15. limx. 0 exp(exp x) limitini bulun.
16. limx.0 exp(exp x) limitini bulun.
17. limx. 0 exp(1/exp(1/x)) limitini bulun.
18. limx.0 x/sin x limitini bulun.
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52. Monoton Fonksiyonlar›n
Limitleri
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Bir X 5  kümesi üzerine tan›mlanm›fl artan bir ƒ : X .  

fonksiyonu düflünelim. Örne¤in flöyle bir fley:

x, tan›m kümesinin üsts›n›r›na (soldan tabii ki) gitti¤inde, fonk-
siyonun sonlu ya da sonsuz bir limiti olmas› - her zaman do¤ru
olmasa da - makul bir öngörüdür. Afla¤›da olas› dört durum gö-
rünüyor:

x

y

y = ƒ(x)

x

y

a

limx.a ƒ(x) = 0

x

y

a

limx.a ƒ(x) = b

b



Artan bir fonksiyonun, x, tan›m kümesinin üsts›n›r›na gitti-
¤inde, sonlu ya da sonsuz bir limiti var m›d›r ve varsa bu limit
nedir? 

Her ne kadar yukardaki flekillerde fonksiyonlar sürekli gibi
görünse de, fonksiyonlar›n sürekli olmalar›na pek gerek yok san-
ki. Fonksiyon sürekli de olsa süreksiz de olsa, limit olmal› sanki... 

Ama biraz düflününce bir iki teknik sorunla karfl›lafl›r›z. Ön-
ce o sorunlar› tart›fl›p halledelim. (Tart›flmadan hofllanmayanlar
do¤rudan teoreme ve kan›t›na gidebilirler. Zaten teorem de ka-
n›t› da birkaç sat›r› geçmiyor.)

Örne¤in e¤er X = (0, 1) / {2} ise, ƒ(x)’in x, 2’ye giderken li-
miti al›namaz, çünkü 2, X’ten ayr›k bir say›d›r, X’in bir yo¤un-
laflma noktas› de¤ildir. (Limit kavram›n›n tan›m›n› an›msay›n:
Bir fonksiyonun limiti ancak tan›m kümesinin yo¤unlaflma nok-
talar›nda al›nabilir.)

Bu sorunu halletmenin en kolay yolu, sup X "  oldu¤un-
da, sup X say›s›n›n X’in bir yo¤unlaflma noktas› oldu¤unu var-
saymakt›r. Ama ayn› sorunu böyle bir k›s›tlama getirmeden, da-
ha fl›k biçimde de çözebiliriz: ƒ(x)’in limitini, x, sup X’e gide-
rken almaya kalk›flaca¤›m›za, limiti, x, limsup X’e giderken al-
maya çal›flabiliriz. O zaman yukardaki sorun kaybolur. (Önsav
26.6’dan an›msayal›m: limsup X, e¤er sonlu bir say›ysa, X’in
yo¤unlaflma noktalar›n›n en büyü¤üdür. X’in yo¤unlaflma nok-
tas› yoksa zaten o zaman yapacak bir fley yok, hiçbir noktada li-
mit alamay›z.)
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Sorun olmasa da bir soru var ve bu soru yan›tlanmazsa ka-
n›t aflamas›nda soru soruna dönüflebilir: x, limsup X’e giderken
ƒ(x)’in limiti hangi say› olacakt›r? 

Fonksiyon artan oldu¤undan, x, limsup X’e giderken ƒ’nin
limitinin sup ƒ(X) olmas›n› beklemek makul gibi görünüyor.
Ama maalesef bu her zaman do¤ru de¤il. Örne¤in, X = [0, 1] ise
ve ƒ fonksiyonu,

olarak tan›mlanm›flsa, o zaman, X’in limsup’ü 1’dir ve
limx.1 ƒ(x) = 0 , 1 = sup ƒ(X)

olur. 
Bu sorunu çözmek için, x, limsup X’e giderken ƒ(x)’in limi-

tinin sup ƒ(X) de¤il de limsup ƒ(X) oldu¤u tahmininde buluna-
biliriz ama bu tahmin de yetersiz kal›r çünkü örne¤in ƒ sabit bir
fonksiyon oldu¤unda limsup ƒ(X) yoktur.

x, limsup X’e giderken ƒ’nin limitinin
sup{ƒ(x) : x " X ve x ≤ limsup X}

olmas› gerekti¤i biraz daha do¤ru bir tahmindir. Ama bu da
tam do¤ru bir tahmin olmaz. Bu sefer flöyle bir sorun belirebi-
lir: limsup X, sa¤dan da X’in bir yo¤unlaflma noktas› olabilir ve
ƒ fonksiyonu limsup X’in sa¤›nda sorun yaratabilir. Örne¤in,

X = (0, 1) / {1 + 1/n : n = 1, 2, 3, ... }
ve

ise, limsup X = 1 olur ve limx . 1 ƒ(x) limiti yoktur. 
Bu sorunun da çözümü var: Normal limit alaca¤›m›za, limi-

ti soldan alal›m; ƒ(x)’in limitini, x, limsup X’e giderken de¤il, x,
limsup X’e soldan giderken alal›m.

Baz› okurlar› s›kabilecek bu uzun tart›flmadan sonra art›k
baklay› a¤z›m›zdan ç›kar›p teoremimizi yazabiliriz:
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Teorem 52.1. X 5  ve ƒ : X .  , artan bir fonksiyon ol-

sun. E¤er

a = limsup X "  / {0} 
ise ve

b = sup{ƒ(x) : x " X ve x < a} 
ise o zaman,

limx . a ƒ(x) = b
olur. (a = 0 ise, a = 0$anlaflmas›n› yapal›m.) 

Dikkat: X’in limsup’ü olmayabilir, o zaman teorem hiçbir
fley dememektedir.

Benzer bir sonuç, elbette azalan fonksiyonlar ve inf ve li-
minf’ler için de geçerlidir. 

Bu arada artan ve azalan fonksiyonlar›n tan›m›n› yapal›m da
hiçbir fley gizli kalmas›n: 

X 5  ve ƒ : X .  

bir fonksiyon olsun. E¤er X’in her x < y elemanlar› için ƒ(x) ≤ ƒ(y)
oluyorsa, ƒ’ye artan fonksiyon denir. E¤er X’in her x < y elema-
n› için ƒ(x) < ƒ(y) oluyorsa, ƒ’ye mutlak artan fonksiyon denir.
Benzer tan›mlar azalan ve mutlak azalan fonksiyonlar için de ya-
p›l›r. Artan ya da azalan fonksiyonlara monoton fonksiyonlar ad›
verilir.

a

b

y = ƒ(x)

....
...

X

$%%%%&%%%'



Teoremin Kan›t›: a ve b’nin  ’de olduklar›n› varsayal›m. 
Diyelim teorem do¤ru de¤il. O zaman öyle bir ! > 0 vard›r

ki, # > 0 ne olursa olsun, 
hem x " X 1 (a  #, a) hem de b  ƒ(x) > !

iliflkilerini sa¤layan bir x buluruz. Bu ! say›s›n› sabitleyelim.
b’nin tan›m›ndan dolay›, X’in,

b  ! < ƒ(c) ≤ b
eflitsizliklerini sa¤layan bir c < a eleman› vard›r. 

fiimdi ilk paragraftaki #’y› a  c say›s›na eflit alal›m. O za-
man, hem 

x " X 1 (a  #, a) = X 1 (c, a) 
hem de 

b  ƒ(x) > !
iliflkilerini sa¤layan bir x buluruz. Demek ki, hem

c < x
olur hem de 

ƒ(x) < b  $! < ƒ(c)
olur, ki bu iki eflitsizlik ƒ’nin artan olmas›yla çeliflir.

a ve b’den birinin ya da her ikisinin birden sonsuz oldu¤u
durumlar›n kan›t› da benzerdir ve okura b›rak›lm›flt›r. n
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