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49.1. Sürekli Fonksiyon Geniflletmek

Bölüm 4’te, her q kesirli say›s› ve her a pozitif gerçel say›s›
için, ad›na “a’n›n q’üncü kuvveti” denilen ve aq diye yaz›lan bir
say› tan›mlam›flt›k. (aq say›s›n›n varl›¤›, Arade¤er Teoremi’nin-
den de ç›kar, bkz. Bölüm 46, Al›flt›rma 3.) 

q " ! iken, aq, ilkokuldan beri bildi¤imiz güç almayd›. q = 1/2
iken de aq say›s›n› y›llar öncesinden ö¤renmifltik: a1/2 = √a, yani
a’n›n karekökü.

Demek ki, örne¤in (√2)3/5 diye bir say›n›n varl›¤›n› - tam
olarak hesaplayamasak da - biliyoruz, ancak (√2)√2 diye, hatta
2√2 diye bir say›n›n varl›¤›n› henüz bilmiyoruz çünkü bir gerçel
say›n›n √2 gibi kesirli olmayan bir gücünü flimdiye kadar hiç ta-
n›mlamad›k. ‹flte bu bölümde pozitif bir gerçel say›n›n gerçel bir
gücünü almas›n› ve çok daha fazlas›n› ö¤renece¤iz.

Yapaca¤›m›z ifl asl›nda oldukça basit. E¤er a > 0 ve r her-
hangi birer gerçel say›ysa ve (qn)n kesirli say› dizisi r’ye yak›ns›-
yorsa, o zaman ar say›s› (aqn)n dizisinin limiti olacak, yani (ta-
n›m gere¤i)

ar = limn .$0 aqn

olacak.
a "  >0, sabit bir say› olsun.



ƒ : #.  

fonksiyonu ƒ(q) = aq olarak tan›mlans›n. (Asl›nda ƒ fonksiyo-
nu de¤erlerini  >0 kümesinde al›r; ama bunun önemi olmaya-
cak.) ƒ’yi  ’den  ’ye giden (asl›nda  >0 kümesine giden) ve ge-
ne sürekli olan bir fonksiyona geniflletmek istiyoruz. Bunu yap-
mak için dört olguya ihtiyac›m›z olacak:

1) ƒ sürekli bir fonksiyondur.
2) E¤er (qn)n, terimleri kesirli say›lar olan bir Cauchy dizi-

siyse, (ƒ(qn))n de bir Cauchy dizisidir. (Her sürekli fonksiyonun
bu özelli¤i olmayabilir; bkz. Örnek 42.3. Bu özelli¤i olan sürek-
li bir fonksiyona 
���������	
��denir ve Cauchy sürekli fonk-

siyonlar süreklidirler. Bkz. Bölüm 48.6.)
3) #,  ’de yo¤undur, yani herhangi iki gerçel say› aras›nda

kesirli bir say› vard›r. Bunun bir baflka eflde¤er ifadesi, her ger-
çel say›ya yak›nsayan bir kesirli say› dizisinin varl›¤›d›r. 

Üçüncü olgunun do¤rulu¤unu Teorem 3.10’dan biliyoruz,
ama ilk iki olgunun kan›tlanmas› gerekiyor. Gereksinece¤imiz
dördüncü olgu ise “teorem” ad›n› fazlas›yla hakediyor:

Teorem 49.1. A,  ’nin yo¤un bir altkümesi ve

ƒ : A .  

sürekli bir fonksiyon olsun. Ayr›ca e¤er (an)n, terimleri A’da

olan bir Cauchy dizisiyse, (ƒ(an))n de bir Cauchy dizisi olsun.
(Yani ƒ ayr›ca Cauchy-sürekli olsun.) O zaman, g|A = ƒ eflitli¤i-

nin sa¤land›¤› bir ve bir tane

g :  .  

sürekli fonksiyonu vard›r. Ayr›ca e¤er r herhangi bir gerçel sa-

y›ysa ve terimleri A’dan olan (an)n say› dizisi r’ye yak›ns›yorsa,
o zaman

g(r) = limn .$0 ƒ(an)
olur.

A,  ’de �����demek,  ’nin herhangi iki de¤iflik eleman›-
n›n aras›nda A’dan bir eleman var demektir; ya da her x "  ve
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her ! > 0 için |x  a| < ! eflitsizli¤ini sa¤layan bir a " A var de-
mektir; ya da verilmifl her gerçel say›ya yak›nsayan terimleri
A’dan seçilmifl bir say› dizisi var demektir.

Bir sonraki flekil teoremi görsellefltiriyor.
Teoremdeki g fonksiyonunun (e¤er varsa) bir tane oldu¤unu

kan›tlamak pek zor de¤il, hemen kan›tlayal›m:

Teorem 49.2. E¤er  ’den  ’ye giden iki sürekli fonksiyon

 ’nin yo¤un bir altkümesinde birbirlerine eflitlerse, o zaman bu

iki fonksiyon her yerde eflittir.
Kan›t: E¤er g1 ve g2,  ’den  ’ye giden iki sürekli fonksiyon-

sa ve  ’nin yo¤un bir altkümesinde birbirlerine eflitlerse, o zaman
g1  g2 olarak tan›mlanan h fonksiyonu  ’den  ’ye giden ve
 ’nin yo¤un bir altkümesinde sabit 0 de¤eri alan bir fonksiyon-
dur. h’nin  üzerinde sabit 0 de¤eri ald›¤›n› kan›tlamak yeterli.

h’nin 0 de¤eri ald›¤› yo¤un altkümeye A diyelim. a "  , her-
hangi bir gerçel say› olsun. A,  ’de yo¤un oldu¤undan, terimle-
ri A’da olan ve limiti a olan bir (an)n dizisi vard›r. h sürekli ol-
du¤undan,
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h(a) = h(limn.0 an) = limn.0 h(an) = limn.0 0 = 0
olur (bkz. Teorem 45.1). Teorem 49.2 kan›tlanm›flt›r. n

ƒ(q) = aq fonksiyonunun kan›tlamaya söz verdi¤imiz ilk iki
özelli¤ini kan›tlamay› bölümün sonuna b›rak›p Teorem 49.1’in
kan›t›na giriflelim.

Teorem 49.1’in Kan›t›: x "  olsun. A,  ’de yo¤un oldu-
¤undan, terimleri A’da olan ve x’e yak›nsayan bir (an)n dizisi
vard›r. (an)n dizisi yak›nsak oldu¤undan bir Cauchy dizisidir.
Varsay›ma göre (ƒ(an))n de bir Cauchy dizisidir, dolay›s›yla bu
dizinin  ’de bir limiti vard›r. g fonksiyonunun x’teki de¤erini,

g(x) = limn.0 ƒ(an)
olarak tan›mlamak istiyoruz. Ama bunu yapmadan önce, 

limn.0 ƒ(an)
de¤erinin, x’e yak›nsayan (an)n dizisinin seçiminden ba¤›ms›z
oldu¤unu, sadece ve sadece x’e göre de¤iflti¤ini kan›tlayal›m; ya-
ni terimleri A kümesinden olan (an)n ve (bn)n Cauchy dizilerinin
 ’deki limitleri eflitse (limitler x’e eflitse), o zaman

limn.0 ƒ(an) = limn.0 ƒ(bn)
eflitli¤inin do¤ru olmas› gerekti¤ini kan›tlayal›m. [Dikkat, kan›-
t›n buras›nda bir hinlik var.] Nitekim, (an)n ve (bn)n dizisi  ’de
ayn› noktaya yak›nsad›klar›ndan,

a0, b0, a1, b1, a2, b2, a3, b3, ...
dizisi de bu noktaya yak›nsar (Al›flt›rma 1); dolay›s›yla bu yeni
dizi de bir Cauchy dizisidir. Varsay›ma göre,

ƒ(a0), ƒ(b0), ƒ(a1), ƒ(b1), ƒ(a2), ƒ(b2), ...
dizisi de bir Cauchy dizisidir ve  ’de bir limiti vard›r. Bu dizi-
nin altdizileri olan (ƒ(an))n ve (ƒ(bn))n dizileri de zorunlu olarak
bu limite yak›nsarlar.

Demek ki
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g(x) = limn.0 ƒ(an)
tan›m› geçerli bir tan›md›r, bu tan›m, (an)n dizisine göre de¤il,
sadece x’e göre de¤iflir. g|A = ƒ eflitli¤i, a " A için,

g(a) = limn.0 ƒ(a) = ƒ(a)
eflitli¤i sayesinde bariz oldu¤undan, ifl, g’nin sürekli oldu¤unu
kan›tlamaya kald›. Kan›tlayal›m:

x "  verilmifl olsun. g’nin x’te sürekli oldu¤unu kan›tlaya-
ca¤›z. 

Önce flu sav› kan›tlayal›m:

Sav: x "  ve ! > 0 verilmifl olsun. Öyle bir # > 0 say›s› var-

d›r ki e¤er a " A say›s› |x  a| < # eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o za-

man |g(x)  ƒ(a)| < ! eflitsizli¤i de sa¤lan›r.
Sav’›n Kan›t›: x’i sabitleyelim. Diyelim sav yanl›fl. O zaman

öyle bir ! > 0 vard›r ki, her n > 0 do¤al say›s› için, 
hem |x  an| < 1/n hem de |g(x)  ƒ(an)| ≥ !

eflitsizliklerinin sa¤land›¤› bir an " A say›s› bulunur. Ama o za-
man da A’n›n (an)n dizisi x’e yak›nsar ama g(x) = limn.0 ƒ(an)
olmaz. Bu da g’nin tan›m›yla çeliflir. Sav kan›tlanm›flt›r. n

fiimdi g’nin sürekli oldu¤unu kan›tlayabiliriz.

Birinci Kan›t: x " olsun. (xn)n, x’e yak›nsayan herhangi bir
dizi olsun. Bir n göstergecini sabitleyelim. Sav’a göre, her k > 0
tamsay›s› için öyle bir # > 0 vard›r ki, e¤er a " A say›s› 

|xn  a| < #
eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman 

|g(xn)  ƒ(a)| < 1/k
eflitsizli¤i de sa¤lan›r. A yo¤un oldu¤undan, hem 

|xn  an,k| < min{#, 1/k}
hem de
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|g(xn)  ƒ(an,k)| < 1/k
eflitsizliklerini sa¤layan bir an,k " A vard›r. fiimdi (an,n)n dizisi-
ne bakal›m. |xn  an,n| < 1/n oldu¤undan, yani

xn  1/n < an,n < xn + 1/n
oldu¤undan, Sandviç Teoremi’ne göre,

limn.0 an,n = x
olur. Bundan ve g’nin tan›m›ndan da

g(x) = limn.0 ƒ(an,n) 
ç›kar. Öte yandan |g(xn)  ƒ(an,n)| < 1/n, yani

ƒ(an,n)  1/n < g(xn) < ƒ(an,n) + 1/n
oldu¤undan, gene Sandviç Teoremi’ne göre,

limn.0 g(xn) = limn.0 ƒ(an,n) = g(x)
elde edilir. Teorem 1 kan›tlanm›flt›r.

‹kinci Kan›t: (Bizim tercihimiz birinci kan›ttan yana, ama çe-
flit çeflit zevk var.) x "  ve ! > 0 olsun. # > 0, yukardaki savda-
ki gibi olsun, ama # say›s› ! için de¤il de !/2 için seçilmifl olsun,
yani e¤er a " A say›s›

|x  a| < #
eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman

|g(x)  ƒ(a)| < !/2 
eflitsizli¤i sa¤lans›n. Her 

y " (x  $#/2, x + #/2) 
için,

|g(x)  g(y)| < !
eflitsizli¤ini kan›tlayarak teoremin kan›t›n› bitirmek istiyoruz.
Diyelim bu do¤ru de¤il. O zaman

|x  y| < #/2
ve 

|g(x)  g(y)| ≥ !
eflitsizliklerini sa¤layan bir y say›s› vard›r. Diyelim,

g(y) ≥ g(x) + !.
(Bkz. afla¤›daki flekil. Di¤er durumun kan›t› benzerdir.) 
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O zaman, e¤er a " A say›s›, y’nin en fazla #/2 kadar yak›-
n›ndaysa, 

|x  a| ≤ |x  y| + |y  a| < #/2 + #/2 = #
oldu¤undan, 

|g(x)  ƒ(a)| < !/2 
eflitsizli¤i sa¤lanmal›, dolay›s›yla,

ƒ(a) < g(x) + !/2 < g(x) + ! ≤ g(y) 
olmal›. Ama o zaman da,

|g(y)  ƒ(a)| = g(y)  ƒ(a) 
> g(y)  (g(x) + !/2) 
≥ g(x) + !  (g(x) + !/2) = !/2

olur. Demek ki her a " A say›s› için, e¤er 
|y  a| < #/2 

ise, 
|g(y)  ƒ(a)| ≥ !/2 

eflitsizli¤ini kan›tlad›k. Bu da g’nin tan›m›yla bariz bir çeliflkidir.
Teorem 49.1 ikinci kez kan›tlanm›flt›r. n

Al›flt›rmalar
ƒ ve g, Teorem 49.1’deki gibi olsunlar.
1. ƒ sabit fonksiyonsa g’nin de sabit oldu¤unu kan›tlay›n.
2. ƒ s›n›rl› bir fonksiyonsa g’nin de s›n›rl› oldu¤unu ve s›n›r-
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lar›n de¤iflmedi¤ini kan›tlat›n.
3. ƒ artansa g’nin de artan oldu¤unu kan›tlay›n.

49.2. Gerçel Say›larda Üs Almaya Do¤ru
fiimdi en sona b›rakt›¤›m›z ilk iki olguyu kan›tlayal›m.

Teorem 49.3. a "  >0, sabit bir say› olsun.
ƒ : #.  >0

fonksiyonu ƒ(q) = aq olarak tan›mlans›n. O zaman 

i) ƒ süreklidir.
ii) E¤er (qn)n, terimleri kesirli say›lar olan bir Cauchy dizi-

siyse, (ƒ(qn))n de bir Cauchy dizisidir.

Teorem 49.1 ve 49.3 sayesinde, her a "  >0 ve her b "  
için, ab olarak gösterilen, daha önce bildi¤imiz güç alma fonk-
siyonuyla uyumlu olan ve b’ye göre sürekli bir fonksiyona sahip
oluruz.

Teorem 49.3’ün Kan›t›: i) Bir an için ƒ’nin 0’da sürekli ol-
du¤unu varsayal›m. p "#, herhangi bir kesirli say› olsun. ƒ’nin
p’de de sürekli oldu¤unu gösterece¤iz. ! > 0 olsun. ƒ, 0’da sü-
rekli oldu¤undan, öyle bir # > 0 vard›r ki, e¤er |q| < # ise,

|1  aq| = |a0  aq| = |ƒ(0)  ƒ(q)| < !/ap

olur. fiimdi q " # kesirli say›s›, |q  p| < # eflitsizli¤ini sa¤las›n.
O zaman,

|ƒ(p)  ƒ(q)| = |ap  aq| = |ap  ap+(q p)| 
= ap |1  a(q p)| < !

olur, yani ƒ, p’de de süreklidir. Demek ki ƒ’nin 0’da sürekli ol-
du¤unu kan›tlamak yeterli.

E¤er a = 1 ise, ƒ, sabit 1 fonksiyonu oldu¤undan ƒ elbette
süreklidir. Bundan böyle a’n›n 1 olmad›¤›n› varsayal›m.

Bir an için, e¤er a < 1 ise ƒ’nin sürekli oldu¤unu bildi¤imizi
varsayal›m. O zaman a > 1 ise de ƒ’nin sürekli oldu¤unu göste-
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relim. a > 1 ve b = 1/a olsun. O zaman b < 1 olur. Demek ki,
varsay›ma göre, 

g(q) = bq

olarak tan›mlanan 
g : #.  >0

fonksiyonu süreklidir. Öte yandan,
ƒ(q) = aq = (1/b)q = 1/bq = 1/g(q)

oldu¤undan, yani ƒ = 1/g oldu¤undan, ƒ de süreklidir (bkz. Te-
orem 43.9). Demek ki bundan böyle 

0 < a < 1 
eflitsizliklerini varsayabiliriz. Varsayal›m. 

ƒ’nin 0’da sürekli oldu¤unu kan›tlamam›z gerekti¤ini an›m-
satal›m. Meflhur ! > 0 verilmifl olsun. Öyle bir # > 0 bulaca¤›z
ki, e¤er q kesirli say›s› |q| < # eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, |1  aq| < !
olacak. !’u 1’den küçük alman›n hiçbir mahsuru olamaz; öyle
yapal›m. Demek ki 

0 < 1  ! < 1.
Diledi¤imiz #’y› önce pozitif q say›lar› için bulaca¤›z (ve bu-

laca¤›m›z bu #’ya #1 diyece¤iz). ! üzerine yukarda yapt›¤›m›z
varsay›mdan dolay›, 

limn.0 (1  !)n = 0
olur (bkz. Teorem 8.1). Dolay›s›yla bir 

u " "
do¤al say›s› için,

(1  !)u < a
olur. #1 = 1/u olsun. q kesirli say›s› 0 < q < #1 eflitsizliklerini sa¤-
las›n. Demek ki,

1  ! < a1/u = a#1 < aq

ve
|1  aq| = 1  aq < !.

Bu durumda istedi¤imiz gibi bir #1 bulduk. (Bir baflka deyiflle
ƒ’nin 0’›n sa¤›nda sürekli oldu¤unu kan›tlad›k.)
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fiimdi negatif kesirli say›lar› için bir #2 > 0 bulaca¤›z. ! > 0
oldu¤undan, 

limn.0 (1 + !)n = 0
olur. Dolay›s›yla, öyle bir N vard›r ki,

1/a < (1 + !)N

olur. #2 = 1/N olsun. q negatif kesirli say›s›,  q = |q| < #2 eflitsiz-
li¤ini sa¤las›n. O zaman,

1  $! < 1 < aq = (1/a) q < (1 + !) Nq

= (1 + !) q/#2 = 1 + !
olur, yani

1  $! < aq < 1 + !R
yani |1  aq| < ! olur.

Son olarak, # = min{#1, #2} olsun. E¤er q, |q| < # eflitsizli¤ini
sa¤layan herhangi bir kesirli say›ysa,

|aq  a0| = |aq  1| < !
olur, yani ƒ, 0’da süreklidir.

ii) fiimdi, (qn)n bir Cauchy dizisi olsun. (ƒ(qn))n dizisinin de
bir Cauchy dizisi oldu¤unu gösterelim.

! > 0 olsun. (qn)n bir Cauchy dizisi oldu¤undan s›n›rl›d›r
[bkz. Teorem 11.4]. O zaman (ƒ(qn))n dizisi de s›n›rl›d›r [bkz.
Teorem 4.8.i]. Her n için ƒ(qn) < A olsun. ƒ fonksiyonu 0’da sü-
rekli oldu¤undan, öyle bir # > 0 vard›r ki, e¤er q " # say›s› |q|
< # eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman 

|ƒ(q)  1| = |ƒ(q)  ƒ(0)| < !/A
olur. (qn)n bir Cauchy dizisi oldu¤undan, öyle bir N vard›r ki, her
n, m > N için, |qn  qm| < # olur. fiimdi hesap yapal›m: n, m > N
için, 

|ƒ(qn)  ƒ(qm)| = |aqn  aqm| = aqm|aqn qm  1| 
= aqm|ƒ(qn  $qm)  1| 
≤ A|ƒ(qn  $qm)  1| 
< AJ(!/A) = !

elde ederiz. Bu da (ƒ(qn))n dizisinin Cauchy oldu¤unu gösterir.
Teorem tamam›yla kan›tlanm›flt›r. n
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Dizi Al›flt›rmalar›
1. (an)n ve (bn)n dizileri ayn› say›ya yak›ns›yorsa, o zaman

a0, b0, a1, b1, a2, b2, a3, b3, ...
dizisinin de ayn› say›ya yak›nsad›¤›n› kan›tlay›n.

2. (xn)n dizisi x’e yak›ns›yorsa ve an say›lar›, 
|xn  an| < 1/n

eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman (an)n say› dizisinin de x’e yak›n-
sad›¤›n› kan›tlay›n.

3. (xn)n bir Cauchy dizisi olsun. Sonsuz tane n için xn ≤ 0 ve
sonsuz tane n için xn ≥ 0 olsun.

limn.0 xn = 0
eflitli¤ini kan›tlay›n.

49.3. Gerçel Say›larda Üs Alma
Teorem 49.1’in ve yukarda yapt›klar›m›z›n sonucunu ç›ka-

ral›m. 

Sonuç 49.4. a > 0 bir gerçel say›ysa, her q " # için

ƒa(q) = aq

eflitli¤ini sa¤layan bir ve bir tane sürekli

ƒa :  .  >0

fonksiyonu vard›r. E¤er r herhangi bir gerçel say›ysa ve (qn)n
kesirli say› dizisi r’ye yak›ns›yorsa, o zaman ƒa(r) say›s› (ƒa(qn))n
dizisinin limitidir, yani

ƒa(r) = limn .$0 ƒa(qn)
olur. n

Sonuç 49.4’te var oldu¤u söyleyen ƒa fonksiyonunun bir r
gerçel say›s›ndaki imgesini ar olarak yazaca¤›z. Demek ki,

ar = limn .$0 aqn.
Her r , 0 için 0r say›s›n› 0 olarak tan›mlayaca¤›z. 00, bu

bölümlük tan›ms›z olacak. ar say›s› “a
����r” olarak okunur.
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49.4. Üs Alma Fonksiyonunun Özellikleri
Bir üstte tan›mlanan üs alma fonksiyonlar›n›n tahmin edilen

(ve ilk ve orta ö¤retimde sorgulanmadan kabul ettirilen) özellik-
leri vard›r. Bu özellikleri teker teker kan›tlayal›m. Bütün bu
özellikler 1) kesirli say›larda tan›mlanan üs alma fonksiyonun
özelliklerinden ve 2) gerçel say›larda tan›mlanan üs alma fonk-
siyonun tan›m›ndan ç›kacakt›r.

Sonuç 49.5. Her a, b > 0 ve her r, s gerçel say›lar› için flu

özellikler do¤rudur.
i. ar+s = aras.
ii. a0 = 1r = 1.
iii. 1/ar = a r.
iv. (ar)s = ars.
v. (ab)r = arbr.
vi. r  ar fonksiyonu e¤er a > 1 ise artand›r, a < 1 ise aza-

land›r.
vii. E¤er a , 1 ise 

r ar

fonksiyonu  ile  >0 aras›nda bir efllemedir.
viii. E¤er a > 1 ise, 

limx .$0 ax = 0, 
e¤er a < 1 ise, 

limx .$0 ax = 0 
olur. 

Kan›t: (rn)n ve (sn)n, s›ras›yla r’ye ve s’ye yak›nsayan kesirli
say› dizileri olsun. Kan›tta yukardaki ƒa yaz›l›m›n› kullanmak
yararl› olacak: 

ƒa(r) = ar. ƒa
fonksiyonunun sürekli oldu¤unu ve eflitliklerin r ve s kesirli sa-
y› olduklar›nda do¤ru olduklar›n› kullanaca¤›z. [bkz. Teorem
4.8].
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(i) Hesap ortada:
ƒa(r)ƒa(s) = limn.0ƒa(rn)limn.0ƒa(sn)

= limn.0 ƒa(rn)ƒa(sn) 
= limn.0 ƒa(rn + sn) 
= ƒa(limn.0(rn + sn))
= ƒa(r + s)

olur. Her eflitli¤in neden do¤ru oldu¤unu okur kurcalamal›d›r.
(ii ve iii) Kan›t okura b›rak›lm›flt›r. Aynen yukardaki gibi ele

al›nmal›.
(iv) Önce s’nin bir do¤al say› oldu¤unu varsayal›m. O za-

man, (i)’e göre (s üzerine tümevar›mla), ars = (ar)s olur, yani bu
durumda eflitlik do¤rudur.

fiimdi s pozitif bir kesirli say› olsun. u, v, pozitif do¤al say›-
lar olmak üzere s = u/v yazal›m. O zaman, birinci bölüme göre,

(ars)v = arsv = aru = (ar)u

olur, yani 
ars = (ar)u/v = (ar)s.

Demek ki s, pozitif bir kesirli say› iken de eflitlik do¤ru. Eflitli¤in
her kesirli say› için do¤ru oldu¤u (ii) ve (iii)’ten ç›kar. 
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fiimdi s bir gerçel say› olsun. O zaman,
ars= ƒa(rs) = ƒa(r limn.0(sn)) 

= ƒa(limn.0(r s n)) = limn.0$ƒa(r s n)
= limn.0$ƒar(sn) = ƒar(s) = (ar)r

olur. (Her ad›m›n neden do¤ru oldu¤unu kontrol edin lütfen.)
(v) Do¤rudan hesap:

(ab)r = limn .$0 (ab)rn = limn .$0 a rnbrn

= limn .$0 arn limn .$0 b rn = arbr.
(vi) a > 1 olsun. r ≤ s olsun. O zaman r ve s’ye yak›nsayan

(rn)n ve (sn)n dizilerini her n için
rn ≤ sn

olacak biçimde seçebiliriz ve, a > 1 oldu¤undan,
ƒa(r) = limn.0$ƒa(rn) ≤ limn.0$ƒa(sn) = ƒ(s)

elde ederiz. E¤er a < 1 ise kan›t benzerdir.
(vii) a > 1 varsay›m›n› yapal›m. O zaman,

limn .$0 an = 0
oldu¤undan,

limn .$0 a n = 0
olur. b "  >0 herhangi bir say› olsun. O zaman n ve m do¤al
say›lar› için,

a m < b < an

eflitsizlikleri sa¤lan›r. Arade¤er Teoremi’ne göre belli bir x için 
b = ax

olur. Demek ki ƒa örtendir.
fiimdi ƒa’n›n birebir oldu¤unu kan›tlayal›m. 

a r = a s

olsun ama r , s olsun. Diyelim r < s. 
r < p < q < s

eflitliklerini sa¤layan p ve q kesirli say›lar›n› seçelim. (vi)’dan
dolay› 

a r ≤ ap < aq ≤ a s = a r

elde ederiz. Bir çeliflki.
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(viii) a > 1 varsay›m›n› yapal›m. Önerme,
limn .$0 an = 0

eflitli¤inden ve (vi)’dan ç›kar. a > 1 durumu için 1’den büyük
olan 1/a’y› ele al›n ve birinci k›s›mdan yararlan›n. n

Al›flt›rmalar
1. r "  , sabit bir say› olsun. g(x) = x r kural›yla tan›mlan-

m›fl g :  >0 .  >0 fonksiyonunun sürekli oldu¤unu gösterin. g
ne zaman bir eflleflmedir?

2. r "  \ {0} sabit bir say› olsun. (xn)n, limiti olan bir dizi
olsun.

limn.0 xn
r = (limn.0 xn) r

eflitli¤ini kan›tlay›n.
3. r "  \ {0} sabit bir say› olsun. (xn)n, sonsuza ›raksayan

bir dizi olsun.
limn.0 xn

r = 0
eflitli¤ini kan›tlay›n.

4. E¤er a > 1 ise, 
limx .$ 0 ax = 0, 

e¤er a < 1 ise, 
limx .$ 0 ax = 0

eflitliklerini kan›tlay›n. 
5. limx .$0 x1/x limitini bulun.
6. Teorem 37.1’i kesirli p say›lar›ndan gerçel p say›lar›na

genellefltirin, yani flu teoremi kan›tlay›n:
Teorem. p gerçel bir say› olsun. O zaman,

serisi p > 1 ise yak›nsakt›r, aksi halde ›raksakt›r.
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50. Sa¤dan Soldan Limit

509

Örnek 42.2’ye bir daha bakal›m:

Bu fonksiyonun grafi¤i flöyle:

Fonksiyon 0’da sürekli de¤il ama belli ki bu fonksiyon 0’da
o kadar da kötü davranm›yor; fonksiyon 0 dolay›nda soldan S’a
sa¤dan da 1’e yak›ns›yor... Bu söyledi¤imizi birazdan matema-
tiksellefltirece¤iz.

Öte yandan, kesirli say›larda 1, kesirli olmayan say›larda 0
de¤erini alan fonksiyon, 0’da (ve di¤er noktalarda da) sürekli
olmamakla kalm›yor, bir önceki fonksiyondan çok daha vahfli-
ce ve ac›mas›zca davran›yor.

Bu bölümde, ilk örne¤imizde oldu¤u gibi, belki süreksiz ama
gene de süreksiz oldu¤u noktalarda ele avuca gelen fonksiyon-
larla u¤raflaca¤›z.

$  
% &

'

(

)
*
+

( )x
x

x

1 0

0 0

e¤er  ise

e¤er  ise
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Grafi¤i afla¤›da olan fonksiyonu ele alal›m. Fonksiyon belli
ki a noktas›nda sürekli de¤il, çünkü x, a’ya giderken ƒ(x) kâh
b’ye kâh c’ye yak›n oluyor. Daha do¤rusunu söyleyelim, x, a’ya
soldan yaklafl›rken ƒ(x), b’ye yaklafl›yor ama x, a’ya sa¤dan

yaklafl›rken ƒ(x), c’ye yaklafl›yor. Buradan ƒ(x)’in bir soldan bir
de sa¤dan olmak üzere iki limiti oldu¤u düflüncesi do¤abilir. Ni-
tekim bu örnekte ƒ’nin bir sol limiti bir de sa¤ limiti vard›r.

Matematiksel tan›m› yapmaya çal›flal›m: A 5  bir gerçel
say›lar kümesi olsun. a "  , A’n›n bir yo¤unlaflma noktas› ol-
sun. b "  olsun. Ve nihayet 

ƒ : A .  

bir fonksiyon olsun. E¤er her ! > 0 için, 
(a  #, a) 1 A

kümesindeki her x say›s›n›n
|ƒ(x)  b| < !

eflitsizli¤ini sa¤lad›¤› bir # > 0 varsa, o zaman, “x, a’ya soldan
giderken ƒ(x)’in limiti b’dir” ya da “ƒ(x)’in a’da soldan limiti
b’dir” denir. 

Ama bu tan›mda bir fley eksik. Çünkü a, A’n›n bir yo¤unlafl-
ma noktas› olabilir ama pozitif bir # için (a  #, a) 1 A kümesi
boflküme olabilir ve bu durumda her b say›s› ƒ’nin a’da soldan
limiti olur. Bunu kabul edilemez bir durum olarak addetti¤imiz-
den a ile A aras›ndaki iliflkiyi düzeltmeliyiz.

E¤er her # > 0 için (a  #, a) 1 A , 4 oluyorsa, bu durum-
da a’ya A’n›n sa¤›ndaki yo¤unlaflma noktas› diyelim. Örne¤in
1 say›s› (0, 1) aral›¤›n›n sa¤›nda bir yo¤unlaflma noktas›d›r ama
solunda bir yo¤unlaflma noktas› de¤ildir. 0, 1, 3 ve 4 noktalar› 
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(0, 1) / (1, 2) / (3, 5)
kümesinin soldan yo¤unlaflma noktalar›d›r; 1 ve 5 ayn› zaman-
da sa¤dan yo¤unlaflma noktas›d›r. Her soldan yo¤unlaflma nok-

tas› bir yo¤unlaflma noktas›d›r ama bunun tersi do¤ru de¤idir.
fiimdi tan›m› verebiliriz:

Tan›m: A 5  bir gerçel say›lar kümesi olsun. a "  , A’n›n
sa¤›nda bir yo¤unlaflma noktas› olsun. b "  olsun. Ve nihayet 

ƒ : A .  

bir fonksiyon olsun. E¤er her ! > 0 için, 
(a  #, a) 1 A

kümesindeki her x say›s›n›n
|ƒ(x)  b| < !

eflitsizli¤ini sa¤lad›¤› bir # > 0 varsa, o zaman, “x, a’ya soldan
giderken ƒ(x)’in limiti b’dir” ya da “ƒ(x)’in a’da soldan limiti
b’dir” denir.

Yani x, a’ya giderken ƒ(x)’in soldan limitinin b olmas› için,
her pozitif ! say›s› için öyle bir pozitif # say›s› olmal› ki,

x " (a  #, a) 1 A

koflulu, 
|ƒ(x)  b| < !

eflitsizli¤ini gerektirmeli.
Bu koflul daha simgesel olarak flöyle yaz›l›r:

!!>0 Q#>0 !x"A (0 < a  $x < # K |ƒ(x)  b| < !).
Sa¤dan limit benzer flekilde tan›mlan›r.
Sa¤dan ve soldan limitler daha önce gördü¤ümüz limit kav-

ram›ndan pek de¤iflik kavramlar de¤iller ve hemen hemen ayn›
özellikleri sa¤larlar.
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Afla¤›daki önsav ve teoremlerde, aksi belirtilmedikçe, bir ƒ
fonksiyonunun a’da soldan limiti varsa, a’n›n fonksiyonun ta-
n›m kümesinin sa¤dan bir yo¤unlaflma noktas› oldu¤unu varsa-
yaca¤›z.

Önsav 50.1. Soldan limit varsa biriciktir.
Kan›t: Aynen Önsav 48.2 gibi. Okura al›flt›rma olarak b›ra-

k›lm›flt›r. n

Önsav 50.1 sayesinde, x, a’ya soldan yaklafl›rken ƒ(x)’in li-
miti varsa, bu limiti,

limx . a ƒ(x)
olarak yazma hakk›n› kendimizde buluruz. Sa¤dan limit de

limx . a+ ƒ(x)
yaz›l›r.

Önsav 50.2. ƒ, g ve h üç fonksiyon olsun. Tan›m kümeleri-

nin kesiflimine A diyelim. a say›s› A’n›n sa¤dan yo¤unlaflma

noktas› olsun. E¤er ƒ ve h’nin a’da soldan limitleri varsa ve bu

limitler birbirlerine eflitlerse ve pozitif bir 2 say›s› için 

(a  2, a) 1 A

kümesindeki her x say›s›,
ƒ(x) ≤ g(x) ≤ h(x)

eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman g’nin de a’da soldan limiti var-

d›r ve bu üç limit de birbirine eflittir.
Kan›t: ƒ ve h’nin a’daki soldan limitlerine b diyelim. ! > 0

rastgele olsun. 
#1 > 0 ve #2 > 0 

say›lar›, tan›m kümesindeki her x " A için,
0 < a  $x < #1 K |ƒ(x)  b| < !

ve
0 < a  $x < #2 K |h(x)  b| < !
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önermelerini sa¤las›n. # = min{2, #1, #2} olsun. O zaman, 
0 < a  $x < #

ise, 
ƒ(x)  b ≤ g(x)  b ≤ h(x)  b,

dolay›s›yla
|g(x)  b| ≤ max{h(x)  b,  (ƒ(x)  b)} < !

olur. Kan›t bitmifltir. n

Önsav 50.3. ƒ’nin 0’da sa¤dan limiti varsa 

g(x) = ƒ( x)
eflitli¤iyle tan›mlanan g fonksiyonunun soldan limiti vard›r ve

iki limit birbirine eflittir.
Kan›t: Okura al›flt›rma olarak b›rak›lm›flt›r. n

Ayn› önermeler sa¤ ile sol terimleri de¤ifl tokufl yap›ld›¤›nda
da geçerlidir elbet.

Teorem 50.4. Bir fonksiyonun bir noktada limiti olmas› için

yeter ve gerek koflul, fonksiyonun o noktada soldan ve sa¤dan

limiti olmas› ve bu limitlerin birbirine eflit olmalar›d›r. Ayr›ca

bu durumda üç limit de birbirine eflittir, yani

limx . a ƒ(x) = limx . a+ ƒ(x) = limx . a ƒ(x)
olur.

Kan›t: Fonksiyonun bir noktada limiti varsa, fonksiyonun o
noktada soldan ve sa¤dan limiti oldu¤u ve bu limitlerin eflit ol-
du¤u tan›mlardan dolay› bariz.

fiimdi fonksiyonun a noktas›nda soldan ve sa¤dan limiti ol-
du¤unu ve bu limitlerin eflit olduklar›n› varsayal›m. Sol ve sa¤
limitlere b diyelim. Fonksiyonun a’da limitinin b oldu¤unu ka-
n›tlayaca¤›z.

! > 0 herhangi bir say› olsun. b, ƒ’nin soldan limiti oldu¤un-
dan, öyle bir #1 > 0 vard›r ki,
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(a  #1, a) 1 A

kümesinin her x say›s›
|ƒ(x)  b| < !

eflitsizli¤ini sa¤lar. Ayr›ca b, ƒ’nin sa¤dan limiti oldu¤undan,
öyle bir #2 > 0 vard›r ki,

(a, a + #2) 1 A

kümesinin her x say›s›
|ƒ(x)  b| < !

eflitsizli¤ini sa¤lar. fiimdi # = min{ #1, #2} olsun. Elbette # > 0.
Elbette (a  #, a + #) 1 A kümesinin her x say›s›

|ƒ(x)  b| < !
eflitsizli¤ini sa¤lar. n

Burada limiti al›nacak fonksiyonun tan›m kümesine 0’› da-
hil etmemek gerek, çünkü ifade 0’da tan›ms›z. Limiti almak için
bir de 0’›n tan›m kümesinin yo¤unlaflma noktas› olmas› gerek.
Tan›m kümesini  \ {0} alabiliriz örne¤in.

Limiti al›nacak ifadeyle oynayal›m:

En sa¤daki ifadenin x, 0’a giderken limitini alaca¤›z. Do¤-
rusu pek kolaya benzemiyor. Neyse ki ifadenin soldan ve sa¤-
dan limitini alabiliriz. Önce x’in pozitif oldu¤unu varsayal›m.
O zaman,

olur. Demek ki, x > 0 oldu¤unda,
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elde ederiz. Ama exp x, sürekli bir fonksiyon, dolay›s›yla 0’da li-
miti var ve bu limit de exp 0’a, yani 1’ eflit. Önsav 50.2’ye göre 

fiimdi x negatif olsun. y =  x > 0 olsun. O zaman,

eflitli¤inden ve y > 0 oldu¤undan (biraz önce yap›lanlardan do-
lay›),

elde ederiz. Gene Önsav 50.2’ye göre,

elde ederiz. 
Teorem 50.4’e göre, son iki sonuçtan,

eflitli¤i elde edilir.

eflitli¤ini kan›tlay›n.

Limit Al›flt›rmalar›

1a. “|x + 3| < #$K |4x  12| < 0,04” önermesini do¤rulayan
en büyük #’y› bulun. 

1b. Limit tan›m›n› uygulayarak,
limx .$3 (4x  5) = 7

eflitli¤ini kan›tlay›n.
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2. Merkezi 7 olan ve

eflitsizli¤ini sa¤layan en büyük aral›¤› bulun.
3. limx .$2 (3x2 + 4x  5) limitini bulun.

limx .$3 ƒ(x) limitini bulun.
7. Afla¤›daki limitleri bulun.

limx .$3+ ƒ(x) = 10 ve limx .$3 ƒ(x) = 7 eflitliklerini kan›tlay›n.

ise limit var m›d›r?
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