49. Siirekli Fonksiyon
Genisletmek ve Us Almak

49.1. Siirekli Fonksiyon Genisletmek

Bolim 4’te, her g kesirli sayisi ve her a pozitif gergel sayisi
i¢cin, adina “a’nin ¢’incti kuvveti” denilen ve a4 diye yazilan bir
say1 tanimlamistik. (@9 sayisinin varligi, Aradeger Teoremi’nin-
den de ¢ikar, bkz. Boliim 46, Alistirma 3.)

q € Z iken, a4, ilkokuldan beri bildigimiz gii¢ almaydi. g = 1/2
iken de a9 sayisim yillar 6ncesinden 6grenmistik: al/2 = Va, yani
a’nin karekokii.

Demek ki, 6rnegin (V2)3/5 diye bir saymin varligmi - tam
olarak hesaplayamasak da - biliyoruz, ancak (V2)N2 diye, hatta
2\2 diye bir saymin varligini hentiz bilmiyoruz ¢iinkt bir gergel
saymnin \2 gibi kesirli olmayan bir giiciinii simdiye kadar hic ta-
nimlamadik. Iste bu boliimde pozitif bir gercel saymnin gercel bir
glciinti almasini ve ¢ok daha fazlasini 6grenecegiz.

Yapacagimiz is aslinda oldukc¢a basit. Eger a > 0 ve 7 her-
hangi birer gergel sayiysa ve (q,,),, kesirli say1 dizisi ’ye yakinsi-
yorsa, o zaman a’ sayisi (a4»), dizisinin limiti olacak, yani (ta-
nim geregi)

a’ =lim, _, ,, a9

olacak.
a € R>0, sabit bir say1 olsun.
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f:Q->R
fonksiyonu f(q) = a4 olarak tamimlansin. (Aslinda f fonksiyo-
nu degerlerini R>0 kiimesinde alir; ama bunun énemi olmaya-
cak.) f’yi R’den R’ye giden (aslinda R>0 kiimesine giden) ve ge-
ne siirekli olan bir fonksiyona genisletmek istiyoruz. Bunu yap-
mak i¢in dort olguya ihtiyacimiz olacak:

1) f suirekli bir fonksiyondur.

2) Eger (q,,),,, terimleri kesirli sayilar olan bir Cauchy dizi-
siyse, (f(q,)),, de bir Cauchy dizisidir. (Her stirekli fonksiyonun
bu 6zelligi olmayabilir; bkz. Ornek 42.3. Bu 6zelligi olan siirek-
li bir fonksiyona Cauchy-siirekli denir ve Cauchy stirekli fonk-
siyonlar stireklidirler. Bkz. Bolim 48.6.)

3) Q, R’de yogundur, yani herhangi iki gergel say1 arasinda
kesirli bir say1 vardir. Bunun bir baska esdeger ifadesi, her ger-
cel sayiya yakinsayan bir kesirli say1 dizisinin varhgidir.

Uciincii olgunun dogrulugunu Teorem 3.10’dan biliyoruz,
ama ilk iki olgunun kanitlanmasi gerekiyor. Gereksinecegimiz
dordiincii olgu ise “teorem” adimi fazlasiyla hakediyor:

Teorem 49.1. A, R’nin yogun bir altkiimesi ve
fiASR
siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica eger (a,,),, terimleri A’da
olan bir Cauchy dizisiyse, (f(a,)), de bir Cauchy dizisi olsun.
(Yani f ayrica Cauchy-siirekli olsun.) O zaman, g5 = f esitligi-
nin saglandig bir ve bir tane
g:R->R
siirekli fonksiyonu vardir. Ayrica eger r herhangi bir gercel sa-
yrysa ve terimleri A’dan olan (a,,),, say: dizisi r'ye yakinsiyorsa,
o zaman
g(r) = limn — f(an)
olur.
A, R’de yogun demek, R’nin herhangi iki degisik elemani-
nin arasinda A’dan bir eleman var demektir; ya da her x € R ve
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her € > 0 i¢in Ix — al < ¢ esitsizligini saglayan bir a € A var de-
mektir; ya da verilmis her gercel sayiya yakinsayan terimleri
A’dan secilmis bir say1 dizisi var demektir.

Bir sonraki sekil teoremi gorsellestiriyor.

Teoremdeki g fonksiyonunun (eger varsa) bir tane oldugunu
kanitlamak pek zor degil, hemen kanitlayalim:

'R

Teorem 49.2. Eger R’den R’ye giden iki siirekli fonksiyon
R’nin yogun bir altkiimesinde birbirlerine esitlerse, o zaman bu
iki fonksiyon her yerde esittir.

Kanit: Eger g; ve g5, R’den R’ye giden iki siirekli fonksiyon-
sa ve R’nin yogun bir altkiimesinde birbirlerine esitlerse, o zaman
g1 — & olarak tammlanan / fonksiyonu R’den R’ye giden ve
R’nin yogun bir altkiimesinde sabit O degeri alan bir fonksiyon-
dur. /’nin R tzerinde sabit 0 degeri aldigini kanitlamak yeterli.

h’nin 0 degeri aldig1 yogun altkiimeye A diyelim. a € R, her-
hangi bir gergel say1 olsun. A, R’de yogun oldugundan, terimle-
ri A’da olan ve limiti @ olan bir (a,,),, dizisi vardir. b strekli ol-
dugundan,
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h(a) = b(lim,_,,, a,) = lim, ., h(a,) = lim,, ., 0 =0

olur (bkz. Teorem 45.1). Teorem 49.2 kanitlanmustir. O

f(q) = a4 fonksiyonunun kanitlamaya soz verdigimiz ilk iki
ozelligini kanitlamayi bolimiin sonuna birakip Teorem 49.1’in
kanitina girigelim.

Teorem 49.1’in Kaniti: x € R olsun. A, R’de yogun oldu-
gundan, terimleri A’da olan ve x’e yakinsayan bir (a,,), dizisi
vardir. (a,), dizisi yakinsak oldugundan bir Cauchy dizisidir.
Varsayima gore (f(a,,)),, de bir Cauchy dizisidir, dolayisiyla bu
dizinin R’de bir limiti vardir. g fonksiyonunun x’teki degerini,

glx) = limn—)oo flay)
olarak tanimlamak istiyoruz. Ama bunu yapmadan 6nce,
lim,,_,, f(a,)

degerinin, x’e yakinsayan (a,,),, dizisinin se¢iminden bagimsiz
oldugunu, sadece ve sadece x’e gore degistigini kanitlayalim; ya-
ni terimleri A kiimesinden olan (a,,),, ve (b,,),, Cauchy dizilerinin
R’deki limitleri esitse (limitler x’e esitse), o zaman

lim, ., f(a,) =lim,_ . f(b,)
esitliginin dogru olmasi gerektigini kanitlayalim. [Dikkat, kani-
tin burasinda bir hinlik var.] Nitekim, (a,,),, ve (b,,),, dizisi R’de
ayni noktaya yakisadiklarindan,

ap, bo, aq, bl’ a, bz, as, b3,
dizisi de bu noktaya yakinsar (Alistirma 1); dolayisiyla bu yeni
dizi de bir Cauchy dizisidir. Varsayima gore,

Flag)s Fibo)s flar), £(by), fay), Fiba), ..

dizisi de bir Cauchy dizisidir ve R’de bir limiti vardir. Bu dizi-
nin altdizileri olan (f(a,,)),, ve (f(b,,)),, dizileri de zorunlu olarak
bu limite yakinsarlar.

Demek ki
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g(x) = hmn—>00 f(an>
tanimu gegerli bir tanimdir, bu tanim, (a,,),, dizisine gore degil,
sadece x’e gore degisir. g|4 = f esitligi, a € A i¢in,
gla) = limn—)oo f(él) = f(a)

esitligi sayesinde bariz oldugundan, is, g’nin stirekli oldugunu
kanitlamaya kaldi. Kanitlayalim:

x € R verilmig olsun. g’nin x’te stirekli oldugunu kanitlaya-
cagiz.

Once su savi kanitlayalim:

Sav: x € R ve & > 0 verilmis olsun. Oyle bir & > 0 sayist var-
dir ki eger a € A sayisi Ix — al < 8 esitsizligini sagliyorsa, o za-
man g(x) — f(a)l < € esitsizligi de saglanr.

Sav’m Kaniti: x’i sabitleyelim. Diyelim sav yanlis. O zaman
oyle bir € > 0 vardir ki, her 7 > 0 dogal sayis! icin,

hem Ix — a,| < 1/n hem de Ig(x) — f(a,) 2 €
esitsizliklerinin saglandig bir a,, € A sayist bulunur. Ama o za-
man da A’nin (a,,),, dizisi x’e yakinsar ama g(x) = lim,,_,, f(a,,)
olmaz. Bu da g’nin tanimiyla geligir. Sav kanitlanmustir. [l

Simdi g’nin siirekli oldugunu kanitlayabiliriz.

Birinci Kanit: x € R olsun. (x,,),,, x’e yakinsayan herhangi bir
dizi olsun. Bir 7 gostergecini sabitleyelim. Sav’a gore, her k > 0
tamsayisi igin 6yle bir & > 0 vardir ki, eger a € A sayisi

Ix,, —al <&
esitsizligini sagliyorsa, o zaman
lg(x,,) — fla)l < 1/k
esitsizligi de saglanir. A yogun oldugundan, hem
lx,, — a,, | < min{3, 1/k}
hem de
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lg(x,,) — f(an’k)l < 1/k
esitsizliklerini saglayan bir a,,;, € A vardir. §imdi (a,, ,,),, dizisi-
ne bakalim. Ix,, — a,, ,| < 1/n oldugundan, yani
x,—lUn<a,,<x,+1n
oldugundan, Sandvi¢ Teoremi’ne gore,
limn—)oo Ay =%
olur. Bundan ve g’nin tanimindan da
glx) = limn—)oo f(an,n)
cikar. Ote yandan Ig(x,,) — f(an’n)l < 1/n, yani
f(an,n) - 1n< g(xn) < f(an,n) + 1/n
oldugundan, gene Sandvi¢ Teoremi’ne gore,
lirnn—)oo g(xn) = limﬂ—)oo f(an,n) = g(x)
elde edilir. Teorem 1 kanitlanmustir.

Ikinci Kanit: (Bizim tercihimiz birinci kanittan yana, ama ce-
sit cesit zevk var.) x € R ve € > 0 olsun. 8 > 0, yukardaki savda-
ki gibi olsun, ama & sayis1 € i¢in degil de &/2 i¢in se¢ilmis olsun,
yani eger a € A sayisi

Ix —al <8
esitsizligini sagliyorsa, o zaman
lg(x) — f(a)l < &2
esitsizligi saglansin. Her
y € (x—08/2,x + d/2)

icin,

g(x) —g)l <&
esitsizligini kanitlayarak teoremin kanitini bitirmek istiyoruz.
Diyelim bu dogru degil. O zaman

lx — yl < 8/2

ve

lg(x) —gy)l = ¢
esitsizliklerini saglayan bir y sayisi vardir. Diyelim,

gly) 2 glx) + &.
(Bkz. asagidaki sekil. Diger durumun kaniti benzerdir.)
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x-0 x-0/2y «x x+0/2  x+d

O zaman, eger a € A sayisi, y'nin en fazla 8/2 kadar yaki-
nindaysa,
x —al<lx—yl+ly—al <8/2+8/2=5
oldugundan,
lg(x) — f(a)l < &2
esitsizligi saglanmali, dolayisiyla,
fla) < g(x) + &/2 < glx) + £ < g(y)
olmali. Ama o zaman da,
lg(y) - fla)l = g(y) - f(a)
> g(y) — (glx) + &/2)
>g(x) +e—(glx) +¢€2)=¢/2
olur. Demek ki her a € A sayisi i¢in, eger
ly —al < 8/2
1se,
lg(y) = fla)l 2 e/2
esitsizligini kanitladik. Bu da g’nin tanimiyla bariz bir ¢eligkidir.
Teorem 49.1 ikinci kez kanitlanmugtir. (]

Aligtirmalar
f ve g, Teorem 49.1°deki gibi olsunlar.
1. f sabit fonksiyonsa g’nin de sabit oldugunu kanitlayin.
2. f smurli bir fonksiyonsa g’nin de sinirli oldugunu ve sinir-
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larin degismedigini kanitlatin.
3. f artansa g’nin de artan oldugunu kanitlayin.

49.2. Gergel Sayilarda Us Almaya Dogru
Simdi en sona biraktigimiz ilk iki olguyu kanitlayalim.

Teorem 49.3. a € R>Y, sabit bir say: olsun.
f: Q- R0
fonksiyonu f(q) = a4 olarak tamimlansin. O zaman
i) f siireklidir.
ii) Eger (q,,),,, terimleri kesirli sayilar olan bir Cauchy dizi-
siyse, (f(q,,),, de bir Cauchy dizisidir.

Teorem 49.1 ve 49.3 sayesinde, her a € R>0 ve her b € R
icin, ab olarak gosterilen, daha 6nce bildigimiz gii¢ alma fonk-
siyonuyla uyumlu olan ve b’ye gore siirekli bir fonksiyona sahip
oluruz.

Teorem 49.3’tin Kaniti: i) Bir an i¢in f’nin 0’da stirekli ol-
dugunu varsayalim. p € Q, herhangi bir kesirli say1 olsun. f’nin
p’de de stirekli oldugunu gosterecegiz. € > 0 olsun. f, 0’da su-
rekli oldugundan, oyle bir & > 0 vardir ki, eger Igl < 8 ise,

11— a9l = a0 — adl = 1£(0) - f(q)| < e/aP
olur. Simdi g € Q kesirli sayisi, lg — pl < 8 esitsizligini saglasin.
O zaman,
I£(p) = f(q)l = lab — a4l = lab — ap+(q-D)|
=aPll —alaPl<e
olur, yani f, p’de de suireklidir. Demek ki f’nin 0’da surekli ol-
dugunu kanitlamak yeterli.

Eger a = 1 ise, f, sabit 1 fonksiyonu oldugundan f elbette
stireklidir. Bundan boyle @’nin 1 olmadigini varsayalim.

Bir an igin, eger a < 1 ise f’nin siirekli oldugunu bildigimizi
varsayalim. O zaman a > 1 ise de f’nin siirekli oldugunu goste-
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relim. a > 1 ve b = 1/a olsun. O zaman b < 1 olur. Demek ki,
varsayima gore,
glq) = b4
olarak tanimlanan
g: Q> R0
fonksiyonu siireklidir. Ote yandan,
flq) =aq = (1/b)q = 1/b1 = 1/g(q)
oldugundan, yani f = 1/g oldugundan, f de stireklidir (bkz. Te-
orem 43.9). Demek ki bundan boyle
O<a<l1

esitsizliklerini varsayabiliriz. Varsayalim.

f’nin 0°da siirekli oldugunu kanitlamamiz gerektigini anim-
satalim. Meshur € > 0 verilmis olsun. Oyle bir § > 0 bulacagiz
ki, eger g kesirli sayisi Igl < & esitsizligini saghyorsa, |1 — a4l < ¢
olacak. €’u 1’den kiigiik almanin hi¢bir mahsuru olamaz; 6yle
yapalim. Demek ki

0<1l-¢e<1.

Diledigimiz 8’y1 6nce pozitif g sayilari icin bulacagiz (ve bu-
lacagimiz bu &’ya 8, diyecegiz). € tizerine yukarda yaptigimiz
varsayimdan dolayi,

lim,, ., (1-€)7=0
olur (bkz. Teorem 8.1). Dolayisiyla bir
ueN
dogal sayist igin,
(1-¢)<a

olur. 81 = 1/u olsun. g kesirli sayis1 0 < q < 8 esitsizliklerini sag-
lasin. Demek ki,

1-g<allm=a%<gq
ve

1-adl=1-a9<c.
Bu durumda istedigimiz gibi bir 8; bulduk. (Bir baska deyisle
f’nin 0’in saginda siirekli oldugunu kanitladik.)
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Simdi negatif kesirli sayilar1 igin bir 8, > 0 bulacagiz. € > 0
oldugundan,
lim,, ., (1 +¢€)"” =00
olur. Dolayisiyla, oyle bir N vardir ki,
1a < (1+¢)N
olur. 8, = 1/N olsun. g negatif kesirli sayisi, —q = lgl < 3, esitsiz-
ligini saglasin. O zaman,
1-e<1<ad=(1/a)9<(1+¢e)Ng
=(1+e)92=1+¢
olur, yani
1-e<ai9<1 +c¢,
yani |1 — a4l < ¢ olur.

Son olarak, & = min{3y, 8,} olsun. Eger g, lgl < & esitsizligini
saglayan herhangi bir kesirli sayiysa,

laq — a0l =laq -1l < ¢
olur, yani f, 0’da sureklidir.

ii) Simdi, (g,,),, bir Cauchy dizisi olsun. (f(q,,)),, dizisinin de
bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.

e > 0 olsun. (g,,),, bir Cauchy dizisi oldugundan sinirhdir
[bkz. Teorem 11.4]. O zaman (f(q,,)),, dizisi de sinirhdir [bkz.
Teorem 4.8.i]. Her 7 i¢in f(q,,) < A olsun. f fonksiyonu 0’da sii-
rekli oldugundan, 6yle bir 6 > 0 vardir ki, eger g € Q sayisi Igl
< 0 esitsizligini sagliyorsa, o zaman

If(q) = 11 = 1f(q) - f(0)l < e/A
olur. (g,,),, bir Cauchy dizisi oldugundan, 6yle bir N vardir ki, her
n, m > N i¢in, lg,, — g,,,| < 8 olur. Simdi hesap yapalim: 7, m > N
icin,
If(q,) — f(q,)| = lad" — a9~ = adrlad—a» — 1|

=adf(q, - q,, — 1|

< Alf(qn - qm) — 1l

< Ax(e/A) = ¢
elde ederiz. Bu da (f(q,,)),, dizisinin Cauchy oldugunu gosterir.
Teorem tamamiyla kanitlanmisgtir. [l
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Dizi Alistirmalari
1. (a,), ve (b,),, dizileri ayni sayiya yakinsiyorsa, o zaman
ap, bo, at, bl, aj, bz, as, b3,
dizisinin de ayni sayiya yakimsadigini kanitlayin.
2. (x,,),, dizisi x’e yakinsiyorsa ve a,, sayilari,
lx, —a,l < 1/n
esitsizligini sagliyorsa, o zaman (a,,),, say1 dizisinin de x’e yakin-
sadigin kanitlayin.
3. (x,,),, bir Cauchy dizisi olsun. Sonsuz tane 7 i¢in x,, < 0 ve
sonsuz tane 7 i¢in x,, > 0 olsun.
lim,, ,, x, =0
esitligini kanitlayim.

49.3. Gergel Sayilarda Us Alma
Teorem 49.1’in ve yukarda yaptiklarimizin sonucunu ¢ika-
ralim.

Sonug 49.4. a > 0 bir gercel sayrysa, her g € Q icin
f a(q ) = ad
esitligini saglayan bir ve bir tane siirekli
f,:R—>R>0
fonksiyonu vardir. Eger r herhangi bir gercel sayrysa ve (q,,),
kesirli say: dizisi v’ye yakinsiyorsa, o zaman f ,(r) sayist (f,(q,,),,
dizisinin limitidir, yani
fa(") = limn — © fa(qn)
olur. [l

Sonug¢ 49.4’te var oldugu soyleyen f, fonksiyonunun bir r
gergel sayisindaki imgesini a” olarak yazacagiz. Demek ki,

a’ =lim, _, , adn.

Her r # 0 icin 07 sayisi1 0 olarak tanimlayacagiz. 09, bu

bolimlik tamimsiz olacak. a” sayisi “a #issii r” olarak okunur.
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49.4. Us Alma Fonksiyonunun Ozellikleri
Bir tistte tanimlanan tis alma fonksiyonlarinin tahmin edilen
(ve ilk ve orta 6gretimde sorgulanmadan kabul ettirilen) 6zellik-
leri vardir. Bu ozellikleri teker teker kanitlayalim. Bitin bu
ozellikler 1) kesirli sayilarda tanimlanan tis alma fonksiyonun
ozelliklerinden ve 2) gercel sayilarda tanimlanan s alma fonk-
siyonun tanimindan ¢ikacaktir.

Sonug 49.5. Her a, b > 0 ve her r, s gercel sayilari icin su
ozellikler dogrudur.

1. a™s = a’as.

i.a¥=17=1.

i, 1/a” = a™.

iv. (a”)s = a’s.

v. (ab)" = a’br’.

Vi. 7 > a” fonksiyonu eger a > 1 ise artandir, a < 1 ise aza-
landsr.

vii. Eger a # 1 ise

r=a’

fonksiyonu R ile R>0 arasinda bir eslemedir.

viil. Eger a > 1 ise,

lim aX =

X —> 0 >

eger a < 1 ise,
lim, ,,a*=0
olur.

Kanut: (r,,), ve (s,),, sirasiyla 7’ye ve s’ye yakinsayan kesirli
say1 dizileri olsun. Kanitta yukardaki f, yazilimimi kullanmak
yararli olacak:

falr)=a’ [,
fonksiyonunun siirekli oldugunu ve esitliklerin 7 ve s kesirli sa-
y1 olduklarinda dogru olduklarini kullanacagiz. [bkz. Teorem

4.8].
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(i) Hesap ortada:

Far)fals) = limn»oofa hmnawfa(sn)
= lim,, 0 f4(r,)f alsy,

= limn—)oo fa(rn )
= flim, (7, +s,))
=f,(r+s)

olur. Her esitligin neden dogru oldugunu okur kurcalamalidir.

(ii ve iii) Kanit okura birakilmigtir. Aynen yukardaki gibi ele
alinmali.

(iv) Once s’nin bir dogal say1 oldugunu varsayalm. O za-
man, (i)’e gore (s lizerine timevarimla), a” = (a”)s olur, yani bu
durumda esitlik dogrudur.

Simdi s pozitif bir kesirli say1 olsun. u, v, pozitif dogal say1-
lar olmak tzere s = u/v yazalim. O zaman, birinci bolime gore,
(aTs)V = a™sv = g™ = (q7)"

olur, yani

ars = (ar)u/z/ = (a”)s.
Demek ki s, pozitif bir kesirli say1 iken de esitlik dogru. Esitligin
her kesirli say1 i¢in dogru oldugu (ii) ve (iii)’ten ¢ikar.

flx)=b*
flx) =d* f(x) =u" Flx) = & flx) =a*
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Simdi s bir gergel say1 olsun. O zaman,
ar= [4(r9) = folrlim, (s,)
= fa(limn—xm(rs n) = limn—>oo falrsy)
S 1imy n f () = Fl) = ()
olur. (Her adimin neden dogru oldugunu kontrol edin liitfen.)
(v) Dogrudan hesap:
(ab)"=lim,, _, , (ab)™ = lim,, _, , a’b"
n—> o0 o D= a’br.

(vi) a > 1 olsun. < s olsun. O zaman r ve s’ye yakinsayan

= lim a™ lim
(r,), ve (s,),, dizilerini her » icin
7, =S,
olacak bicimde secebiliriz ve, a > 1 oldugundan,
falr) =lim, o, fo(r,) <lim, o f4(s,) = f(s)
elde ederiz. Eger a < 1 ise kanit benzerdir.
(vii) @ > 1 varsayimini yapalim. O zaman,
lil’nn S d?=00
oldugundan,
lim, ,,a”=0
olur. b € R>Y herhangi bir say1 olsun. O zaman #n ve m dogal
sayilari icin,
am<b<a”
esitsizlikleri saglanir. Aradeger Teoremi’ne gore belli bir x icin
b =ax
olur. Demek ki f, 6rtendir.
Simdi f,’nin birebir oldugunu kanitlayalim.
a’=as
olsun ama 7 # s olsun. Diyelim 7 < s.
r<p<g<s
esitliklerini saglayan p ve g kesirli sayilarini segelim. (vi)’dan
dolay:
a’<alP<ai<as=a’
elde ederiz. Bir ¢celigki.
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(viii) @ > 1 varsayimini yapalim. Onerme,

limn o a =
esitliginden ve (vi)’dan ¢ikar. @ > 1 durumu icin 1’den buyiik

olan 1/a’y1 ele alin ve birinci kisimdan yararlanin. ]

Aligtirmalar

1. r € R, sabit bir say1 olsun. g(x) = x” kuraliyla tanimlan-
mis g : R>0 — R>0 fonksiyonunun siirekli oldugunu gosterin. g
ne zaman bir eslesmedir?

2.r € R\ {0} sabit bir say1 olsun. (x,,),,, limiti olan bir dizi
olsun.

lim,_,, x,/ = (lim,,_,, x,)"

esitligini kanitlayin.

3. r € R\ {0} sabit bir say1 olsun. (x,,),,, sonsuza iraksayan
bir dizi olsun.

1 7 =
lim,, ,, x,” =
esitligini kanitlayin.
4. Eger a > 1 ise,
lim, ,_,a*=0,
eger a < 1 ise,
1 X —
lim, ,_,a¥=o

esitliklerini kanitlayin.
5. lim, _, o, x* limitini bulun.
6. Teorem 37.11 kesirli p sayilarindan gergel p sayilarina
genellestirin, yani su teoremi kanitlayin:
Teorem. p gercel bir sayi olsun. O zaman,
o 1
i=1p
serisi p > 1 ise yakinsaktir, aksi halde iraksaktir.
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Ornek 42.2’ye bir daha bakalim:

1 egerx>0 ise
f(x) = . .

0 egerx <0 ise
Bu fonksiyonun grafigi soyle:

y

Fonksiyon 0’da stirekli degil ama belli ki bu fonksiyon 0’da
o kadar da kotii davranmiyor; fonksiyon 0 dolayinda soldan 0’a

sagdan da 1’e yakinsiyor... Bu soyledigimizi birazdan matema-

tiksellestirecegiz.

Ote yandan, kesirli sayilarda 1, kesirli olmayan sayilarda 0
degerini alan fonksiyon, 0’da (ve diger noktalarda da) siirekli

olmamakla kalmiyor, bir 6nceki fonksiyondan ¢ok daha vahsi-

C€ v€ acimasizca davramyor.

Bu bolimde, ilk 6rnegimizde oldugu gibi, belki stireksiz ama
gene de siireksiz oldugu noktalarda ele avuca gelen fonksiyon-

larla ugrasacagiz.

509
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Grafigi asagida olan fonksiyonu ele alalim. Fonksiyon belli
ki a noktasinda siirekli degil, ¢tinkii x, a’ya giderken f(x) kih
b’ye kah c’ye yakin oluyor. Daha dogrusunu soyleyelim, x, a’ya
soldan yaklagirken f(x), b’ye yaklagiyor ama x, a’ya sagdan

by y = flx)

a

yaklagirken f(x), c’ye yaklasiyor. Buradan f(x)’in bir soldan bir
de sagdan olmak tizere iki limiti oldugu diistincesi dogabilir. Ni-
tekim bu 6rnekte f’nin bir sol limiti bir de sag limiti vardir.

Matematiksel tanimi yapmaya calisalim: A < R bir gercel
sayilar kiimesi olsun. a € R, A’nin bir yogunlagsma noktasi ol-
sun. b € R olsun. Ve nihayet

f:A->R

bir fonksiyon olsun. Eger her € > 0 icin,

(@a=0,a) A
kiimesindeki her x sayisinin

If(x)— bl <e¢
esitsizligini sagladigi bir 8 > 0 varsa, o zaman, “x, a’ya soldan
giderken f(x)’in limiti b’dir” ya da “f(x)’in a’da soldan limiti
b’dir” denir.

Ama bu tanimda bir sey eksik. Ciinkii @, A’nin bir yogunlas-
ma noktasi olabilir ama pozitif bir & i¢in (a — 8, a) N A kiimesi
boskiime olabilir ve bu durumda her b sayisi f’nin a’da soldan
limiti olur. Bunu kabul edilemez bir durum olarak addettigimiz-
den a ile A arasindaki iliskiyi diizeltmeliyiz.

Eger her 8 > 0 icin (a — 8, a) N A # & oluyorsa, bu durum-
da a’ya A’nin sagindaki yogunlasma noktas: diyelim. Ornegin
1 sayis1 (0, 1) araliginin saginda bir yogunlasma noktasidir ama
solunda bir yogunlagma noktasi degildir. 0, 1, 3 ve 4 noktalari
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0, ) v (1,2)u(3,5)
kiimesinin soldan yogunlagsma noktalaridir; 1 ve 5 ayni zaman-
da sagdan yogunlasma noktasidir. Her soldan yogunlagsma nok-

A’nin sagdan yogunlagma noktasi

A’nin soldan yogunlagma noktalar:
tasi bir yogunlagsma noktasidir ama bunun tersi dogru degidir.
Simdi tanimi verebiliriz:

Tanim: A R bir gergel sayilar kiimesi olsun. a € R, A’nin
saginda bir yogunlagsma noktasi olsun. b € R olsun. Ve nihayet
f:A->R

bir fonksiyon olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in,

(@a—98,a)MA
kiimesindeki her x sayisinin

If(x)— bl <¢
esitsizligini sagladigi bir 8 > 0 varsa, o zaman, “x, a’ya soldan
giderken f(x)’in limiti b’dir” ya da “f(x)’in a’da soldan limiti
b’dir” denir.

Yani x, a’ya giderken f(x)’in soldan limitinin b olmast igin,

her pozitif € sayisi i¢in 6yle bir pozitif & sayist olmal ki,
xe(a@a-0,a)NnA
kosulu,
If(x) — bl <¢

esitsizligini gerektirmeli.

Bu kosul daha simgesel olarak soyle yazilir:

Ve>0 3850 VxeA (0<a—x <8 =If(x) — bl <eg).

Sagdan limit benzer sekilde tanimlanir.

Sagdan ve soldan limitler daha 6nce gordigiimiiz limit kav-
ramindan pek degisik kavramlar degiller ve hemen hemen aymi
ozellikleri saglarlar.
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Asagidaki onsav ve teoremlerde, aksi belirtilmedikge, bir f
fonksiyonunun a’da soldan limiti varsa, a’nin fonksiyonun ta-
nim kiimesinin sagdan bir yogunlasma noktasi oldugunu varsa-
yacagiz.

Onsav 50.1. Soldan limit varsa biriciktir.
Kamit: Aynen Onsav 48.2 gibi. Okura alistirma olarak bira-
kilmustir. (]

Onsav 50.1 sayesinde, x, @’ya soldan yaklasirken f(x)’in li-
miti varsa, bu limiti,
lim, _, , f(x)
olarak yazma hakkini kendimizde buluruz. Sagdan limit de
lim, _, ,. f(x)
yazilir.

Onsav 50.2. f, g ve b ii¢ fonksiyon olsun. Tamm kiimeleri-
nin kesisimine A diyelim. a sayisi A’min sagdan yogunlasma
noktast olsun. Eger f ve b’nin a’da soldan limitleri varsa ve bu
limitler birbirlerine esitlerse ve pozitif bir a. sayist icin

(@a-—o,a)NA
kiimesindeki her x sayist,
flx) < glx) < b(x)
esitsizligini saglryorsa, o zaman g'nin de a’da soldan limiti var-
dir ve bu ii¢ limit de birbirine esittir.

Kanit: f ve h’nin a’daki soldan limitlerine b diyelim. € > 0

rastgele olsun.
8 >0ved, >0
sayilari, tanim kiimesindeki her x € A igin,
O<a-x<d=If(x)-bl<e
ve
O<a-x<d) =lh(x)-bl<e
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onermelerini saglasin. 8 = min{a, 8¢, 8,} olsun. O zaman,
O<a-x<3d

ise,
flx) = b<glx)—b<hx)-b,
dolayisiyla
lg(x) — bl < max{h(x) — b, —(f(x) — b)} < ¢
olur. Kanit bitmistir. O

Onsav 50.3. f’nin 0’da sagdan limiti varsa
g(x) = f(-x)
esitligiyle tammlanan g fonksiyonunun soldan limiti vardir ve
iki limit birbirine esittir.
Kanit: Okura alistirma olarak birakilmustir. O

Ayni 6nermeler sag ile sol terimleri degis tokus yapildiginda
da gecerlidir elbet.

Teorem 50.4. Bir fonksiyonun bir noktada limiti olmasi icin
yeter ve gerek kosul, fonksiyonun o noktada soldan ve sagdan
limiti olmasi ve bu limitlerin birbirine esit olmalaridir. Ayrica
bu durumda ii¢ limit de birbirine esittir, yani

lim, , , f(x) =lim, _, ., f(x) =lim, _, , f(x)
olur.

Kanit: Fonksiyonun bir noktada limiti varsa, fonksiyonun o
noktada soldan ve sagdan limiti oldugu ve bu limitlerin esit ol-
dugu tamimlardan dolay: bariz.

Simdi fonksiyonun a noktasinda soldan ve sagdan limiti ol-
dugunu ve bu limitlerin esit olduklarini varsayalim. Sol ve sag
limitlere b diyelim. Fonksiyonun a’da limitinin b oldugunu ka-
nitlayacagiz.

¢ > 0 herhangi bir say1 olsun. b, f’nin soldan limiti oldugun-
dan, oyle bir 8; > 0 vardir ki,
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(@a-98,a)NA
kiimesinin her x sayisi
If(x) - bl <¢
esitsizligini saglar. Ayrica b, f’nin sagdan limiti oldugundan,
oyle bir 8, > 0 vardr ki,
(a,a+8) A
kiimesinin her x sayisi
If(x)—bl<eg
esitsizligini saglar. $imdi 8 = min{ &;, d,} olsun. Elbette 5 > 0.
Elbette (a — 8, a + 8) N A kiimesinin her x sayisi
If(x) - bl <e¢
esitsizligini saglar. ]

expx -1 _

Ornek. lim,_,

Burada limiti alinacak fonksiyonun tanim kiimesine 0’1 da-
hil etmemek gerek, ¢unkii ifade 0’da tanimsiz. Limiti almak igin
bir de 0’in tanim kiimesinin yogunlagsma noktasi olmasi gerek.
Tanim kiimesini R \ {0} alabiliriz 6rnegin.

Limiti alinacak ifadeyle oynayalim:

n n
o X o X

expx —1  &in=0 5 n=l g Nw X

X X X n=1p\

1

En sagdaki ifadenin x, 0’a giderken limitini alacagiz. Dog-
rusu pek kolaya benzemiyor. Neyse ki ifadenin soldan ve sag-
dan limitini alabiliriz. Once x’in pozitif oldugunu varsayalim.
O zaman,

0 x" 0 x"
expx —1 n=0 ;1

1< = =
X X X

n-1

n-1 n
o X 0 X o X
) Z”:1 o z”:l (n—1)! ) Z"ZOJ e

olur. Demek ki, x > 0 oldugunda,

n=1 p!
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-1
1<EPX =2 expx
X
elde ederiz. Ama exp x, siirekli bir fonksiyon, dolayisiyla 0’da li-
miti var ve bu limit de exp 0’a, yani 1’ esit. Onsav 50.2’ye gore
. expx —1
lim . — - 1.

Simdi x negatif olsun. y = —x > 0 olsun. O zaman,
LI 1
expx -1 exp(-y)-1 expy 1 expy-1
x -y -y exXpy y
esitliginden ve y > 0 oldugundan (biraz 6nce yapilanlardan do-
lay),

1 expx—1
<——x<
expy x
elde ederiz. Gene Onsav 50.2’ye gore,

1

expx =

expx—1
x—0" x N

lim 1
elde ederiz.
Teorem 50.4%e gore, son iki sonugtan,

expx —1 _1

limy_,0
x

esitligi elde edilir.

exp(x +h)—expx
h

Alstirma. limy,_y = expx esitligini ka-

esitligini kanitlayim.

Limit Alistirmalart

la. “Ix + 3l < 8 = l4x — 12| < 0,04” 6nermesini dogrulayan
en buyuk &’y1 bulun.
1b. Limit tanimini uygulayarak,
lim, ,3(@4x-35)=7
esitligini kanitlayimn.
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2. Merkezi 7 olan ve

Mx—3—4<1

esitsizligini saglayan en biiyiik araligi bulun.
3. lim, _, 5 (3x2 + 4x — 5) limitini bulun.

. x> -8 e
4. lim,, 23, =3 esitligini kanitlayin.
x .

3 2
5. lim,_,3 X Z2xT oAx 3 limitini bulun.
2
x“-x-6

x+2 egerx>3ise
6. flx)= . olsun.
4x +1 egerx <3 ise
lim, _, 5 f(x) limitini bulun.
7. Asagidaki limitleri bulun.
. x-2 . 2x% -8
a. llmx%zm, b. llmxﬁzﬁ,

e lim x+2 4. lim 2x%-3x-35
. x—>02+4x_x23 . x—5 x—5

. x3 +9x2
e. lim,_, 3 3

x> +8x% —4x 57

4x -2  eger x >3 ise
8. f(x)= . olsun.
2x+1  egerx <3 ise

b

lim, _, 3+ f(x) = 10 ve lim, _, 3- f(x) = 7 esitliklerini kanitlayin.

) x ) X ...
9. lim + — ve lim _ — limitlerini bulun.
x—0 |x| x—0 |x|
. la+x —~Na .. ...
10. 2 > 0 olsun. lim,_,o~~——=—= limitini bulun. a = 0
x

ise limit var midir?
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exp(2x)—1

11. lim,_, =2 esitligini kanitlayin.

12. limy_ SPEO L jiini bulun,
X

13. lim,,_, SP* 2 12%

1
— esitligini kanitlayin.
x? 2



