48. Limait

ir (x,,),, dizisinin (7 sonsuza giderken) limitini tanimlamig
Bve bu ders notlarinin olduk¢a uzun bir bolimiinta bu kav-
rama ayirmistik.

Bu bolimde benzer bir limit kavrami tanitacagiz. Eger f bir
fonksiyonsa, “x, a’ya yaklasirken f(x)’in limiti” ne demektir?
Burada, x, a’ya ¢cok ¢ok ¢ok yaklastiginda, f(x)’in belli bir sayi-
ya ¢ok cok ¢ok yakin olup olamayacagi, oluyorsa hangi sayiya
cok cok ¢ok yakin olacagi sorusunu irdeleyecegiz.

Grafigi asagidaki gibi olan bir

f:(a, b) >R
fonksiyon distinelim. Bu fonksiyon (g, b) agik araliginda tanim-
lanmig ama a ve b noktalarinda tanimlanmamus, yani f(a) ve

by

zlz (a, b) b

f(b) diye bir deger yok. Ama grafige bakinca goriliiyor ki ashin-
da f(a)’nin u olarak, f(b)’nin de v olarak tanimlanmasi gerekir-
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mis... Ne olmussa olmus, bir aksilik olmug ve f’nin a ve b’deki
degerleri atlanmus...

Neden yukardaki ornekte f(a)’nin u# olarak tanimlanmasi
gerektigini diisiniiyoruz? Cilinki (a, b) araligindaki bir x sayisi
a’ya cok ¢ok yakinken f(x) degeri de #’ya cok ¢ok yakin oluyor.
x’1, sanki bir film izliyormus gibi, a’ya dogru hareket ettirdigi-
nizde, f(x)’in #’ya dogru hareket ettigini ve x, a’ya yaklastikca
f(x)’in de #’ya yaklastigini goreceksiniz. Bu filmi asagida izleye-
bilirsiniz.
ty

/\y:f(x)

a<x b

Bir bagka ornege bakalim. a < ¢ < b olsun.
f:la, b]\ {c} > R,
grafigi asagidaki gibi olan bir fonksiyon olsun. Fonksiyon ¢
noktasinda tanimlanmamis. Oysa fonksiyon c¢’nin solunda ve

by y = flx)

a c E

saginda tamimlanmis. x, c’ye soldan yaklastiginda, f(x) degeri
v’ye yaklasiyor; ama x, c’ye sagdan yaklastiginda, f(x) degeri
u’ya yaklasiyor. u # v oldugundan, bu durumda x, a’ya yaklas-
tiginda, f(x)’in sabit bir sayiya yaklastigini soyleyemiyoruz. Bu
durumda f’nin ¢’de tanimlanmamis olmasi dogal karsilanabilir.
Ama eger u = v olsaydi (yani fonksiyonun grafigi asagidaki gibi
olsaydi), o zaman f fonksiyonunun ¢’deki degerini dogal olarak
f(u) olarak tanmimlayabilirdik.
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a c b
Okur belki de yukardaki tartismayla siireklilik arasinda bir
bag olacagini tahmin etmistir. Dogru tahmin!

48.1. Matematiksel Tanima Girig
Yukardaki boliimde limit kavramina sezgisel bir girig yapmak
istedik. Limitin tam matematiksel tanimina yine de hazir degiliz.
Once siireklilik kavramina biraz degisik bir gozle bakalim.
Bir fonksiyonun bir noktada siirekli olmasinin tanimin
animsayalim: Bir
f:A->R
fonksiyonunun bir a € A noktasinda séirekli olmasi igin gereken
(ve yeten) kosul sudur:
Her ¢ > 0 icin 6yle bir & > 0 olmali ki,
lx —al <&
esitsizligini saglayan her x € A igin,
F(x) - fla)l <&
esitsizligi saglansin.
Edebi dile ¢evirecek olursak, bu tanim, x, a’ya ¢ok yakin ol-
dugunda, f(x), f(a)’ya ¢cok yakindir diyor. Kosul
X =a
icin hep dogru oldugundan, x’i a’dan degisik almanin bir mah-
suru yok, oyle yapalim: Bir
f:A->R
fonksiyonunun bir @ € A elemaninda séirekli olmasi icin gere-
ken (ve yeten) kosul sudur:
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Her € > 0 icin 6yle bir 8 > 0 olmali ki,
Ix —al <8
esitsizligini saglayan her x € A\ {a} icin,
I£(x) - fla) <&
olsun.

Bu noktada bir artistlik yapacagiz! Hem de en alasindan! Sii-
rekliligin bu son taniminda a’y1 illa f fonksiyonunun tanim ki-
mesinde almayalim da, R’nin herhangi bir elemani olarak alalim,
bakalim bagimiza neler gelecek? Basimiza pek bir sey gelmez,
cuinkii eger a ¢ A ise f(a)’dan soz edemeyiz ve If(x) — f(a)l < €
esitsizligi anlamsiz olur, anlamsiz olmaktan 6te yazilamaz bile!
Madem 6yle, biz de tamimda f(a) yerine R’nin herhangi bir b ele-
manini koyariz! O zaman yukardaki kosul soyle yazilir:

her € > 0 icin 6yle bir 8 > 0 olmali ki,
Ix —al <8
esitsizligini saglayan her x € A\ {a} icin,
If(x) — bl <¢
olsun.

f fonksiyonu ve a ve b noktalariyla ilgili anlamh bir kogul
elde ettik. Kosul, sezgisel olarak sunu soyliyor: x, a’ya cok yak-
lagtiginda ama a’dan degisik oldugunda, f(x), b’ye ¢ok yaklasir.
Kosulu soyle de ifade edebiliriz: Eger x’i a’ya yeterince yakin
ama a’dan degisik alirsak, f(x)’i b’ye istedigimiz kadar yaklag-
tirabiliriz.

Iste “x, a’ya yakinsarken f(x)’in limiti 5’dir”in taniminin
yukardaki gibi olmasini istiyoruz.

Ama bu tanim tesebbiisiinde kiigiik bir sorun var, o da su:
Eger a noktasi A kiimesinin uzagindaysa, daha matematiksel
olarak ifade edelim: a’nin belli bir komsulugunda A\ {a} kiime-
sinde hi¢ eleman yoksa, daha anlasilir bicimde ifade edelim: bir
6 > 0 igin,

(@a—0d,a+d)N(A\{a}) =0
ise, gene bir bagka deyisle, bir 8 > 0 igin,
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(@a—9d,a+0)NACcC{a)
i1se, 0 zaman,
Ix —al <3
esitsizligini saglayan bir x € A \ {4} eleman: bulunamayacag:
icin, yukardaki tanim tesebbiistine gore, x, a’ya yakinsarken her
b sayist f’nin bir limiti olur. (Bogkiimenin her elemani her ko-

y=flx) |

A a8 a a+d
Eger bir & > 0 icin, (a—8, a+8) N A < {a} oluyorsa
her b sayist f>nin a’da limiti olur.

sulu saglar, dolayisiyla bogkiimenin her x elemani If(x) — bl < ¢
esitsizligini saglar.) Bu yluzden tanimdaki @’nin her 8 > 0 igin,
(@=8,a+8) N (A\{a) 2D

kosulunu saglamasi gerekir ki her b sayisi limit olmasin ve “li-
mit” denen sey biricik olsun ve bir ise yarasin.

Yukardaki kosulu saglayan bir a elemanina A’nin yogunlas-
ma noktast denir. Limit kavramin ele almadan 6nce yogun-
lagsma noktasi kavramina goz atalim.

48.2. Yogunlagsma Noktas1
A, R’nin bir altkiimesi olsun. a € R olsun. Eger her § > 0
icin,
(@-8,a+8) N (A\{a) =D
ise a’ya A’nin yogunlasma noktas: ad verilir.

X
A I{ a 1
AN

a—o a+d

A’nin yogunlagsma noktasi A’da olabilir de olmayabilir de.
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Ornekler

1. Z’nin yogunlagma noktasi yoktur.

2. Sonlu bir kiimenin yogunlagsma noktas: yoktur.

3.A={1/n:n=1,2,3, ..} ve AU {0} kimelerinin tek bir
yogunlagma noktasi vardir: 0.

4. {1/n + 1/m : n € N\ {0}} kiimesinin yogunlasma noktalari
0 ve bir

n € N\ {0}
sayisi i¢in 1/z bi¢iminde yazilan sayilardir.

5. (0, 1) agik araliginin yogunlagsma noktalar1 kiimesi [0, 1]
kapali araligidir.

6. [0, 1] kapali araliginin her noktasi kendisinin bir yogun-
lasma noktasidir. Bu kiimenin baska da yogunlagsma noktasi
yoktur.

7. (0, 1) U (1, 2) kiimesinin yogunlagma noktalar1 kiimesi
[0, 2] kapali araligidir.

7. Q’niin yogunlasma noktalari kiimesi R’dir.

8. R\ Q’niin yogunlasma noktalari kiimesi R’dir.

Yogunlagsma noktasi kavrami analizin en 6nemli kavramla-
rindan biridir. Ileride daha sik sozedecegiz bu kavramdan. Bu
sayida ihtiyacimiz olmayacak ama okurun kavrami daha iyi his-
setmesi i¢in, yogunlagma noktalariyla ilgili 6nemli bir sonug ka-
nitlayalim.

Onsav 48.1. a’min A’rmun bir yogunlasma noktas: olmast icin
gerek ve yeter kosul, A’da a’ya yakinsayan ve terimleri birbirin-
den degisik olan bir dizinin bulunmasidir.

Kanit: (=) Once a’nin A’nin bir yogunlasma noktasi oldu-
gunu varsayalim. Demek ki, her pozitif # dogal sayisi icin,

(a—1/n,a+1/n) A (A\{a))
kiimesinde bir x,, elemani bulunur. O zaman elbette
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lim, ,, x, =a

olur. Ama (x,,),, dizisinin terimleri birbirinden degisik olmayabi-

xﬂ
A 1 { a 1
A%

a—1/n a+l/n

lir. Bu dizinin, birbirinden degisik terimleri olan bir altdizisini
bulmak zor degildir.
Soyle de kanitlayabiliriz. Her 7 > 0 igin,
[, — 4
2
esitsizliklerini saglayan x,, € A elemanlari bulabiliriz. Bunu s6y-

0 <|x,41 —d| <

le yapariz: x € A herhangi bir eleman olsun. x,, sayilarini tiime-
varimla bulacagiz. x,’nin bulundugunu varsayalim. & = Ix,, — al/2
olsun. Tumevarim varsayimindan dolay1 6 > 0’dir. a, A’nin bir
yogunlasma noktasi oldugundan,

(@a-8,a+d) N(A\{a}) =D
olur. $imdi x,,,{ elemanini bu kiimeden secelim. Istedigimiz ko-
sul saglanir.

Tumevarimla, her # > i icin,

0< |xn - a| < |xzin__:’|
esitsizligi kolaylikla kanitlanir. Demek ki x,,’ler birbirinden de-
gisiktirler. i = 0 icin,
0< |xn - a| < |x02_;a|
elde edilir. Demek ki,
lim, ,, x,=a
olur.

Simdi A’da a’ya yakinsayan terimleri degisik olan bir dizinin
varligini varsayalim. Boyle bir (x,,),, dizisi alalim. 8 > 0 herhan-
gi bir say1 olsun.

(a—38,a+3) N (A\{a})
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kiimesinin bog olmadigini kanitlamamiz gerekiyor. Ama bu k-
mede (x,,),, dizisinin bir terimi olmali! Onsavimiz kanitlamistir.
L]

48.3. Nihayet Limit Tanimi

Simdi artik limit kavraminin matematiksel tanimini verebiliriz.

Tanim: A < R bir gergel sayilar kiimesi olsun. a € R, A’nin
bir yogunlagsma noktasi olsun. b € R olsun. Ve nihayet f: A - R
bir fonksiyon olsun. Eger her € > 0 i¢in,

(@a—90,a+3) N (A\{a})

kiimesindeki her x sayisinin

If(x)— bl <¢
esitsizliginin saglandig bir 6 > 0 varsa, o zaman, “x, a’ya gider-
ken f(x)’in limiti b’dir” ya da “f(x)’in a’da limiti b’dir” denir.
Yani x, a’ya giderken f(x)’in limitinin & olmasi i¢in, her pozitif
€ sayisi i¢in oyle bir pozitif & sayisi olmali ki,

x € (a—90,a+3d) Nn(A\{a})

kosulu,

If(x)—bl<e¢
esitsizligini gerektirmeli.

Bu kosul daha simgesel olarak soyle yazilir:

Ve>0 3850 VxeA (0 <lx —al <8 = If(x) — bl < g).

Bir noktanin altin1 ¢izmek gerekir: “x, a’ya giderken” de-
mek, “x, a’ya ¢ok yaklasirken ama x, a’ya esit olmadan a’ya
yaklagirken” demektir; ¢inkii f fonksiyonu a’da tanimli olma-
yabilir (olabilir de ama olmayabilir de). Ornegin a = 0 ve

flx) = expx —1

olabilir. Bu 6rnekte f fonksiyonu 0’da tanimli degildir ama say-

X

fa 46’de gorecegimiz tizere 0’da limiti vardir ve bu limit 1°dir.
Limitin - oldugunda, limit olmayabilir ¢tinkii - biricik oldu-
gunu kanitlayalim:
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Onsav 48.2. x, a’ya giderken bir fonksiyonun limiti en fazla
bir say: olabilir. Yani x, a’ya giderken bir fonksiyonun iki degi-
sik limiti olamaz.

Kanit: f : A — R bir fonksiyon ve a € R, A’nin bir yogun-
lagma noktasi olsun. Diyelim x, a’ya giderken f’nin limiti hem
b hem de ¢ oluyor. Kanitin anafikri su: x, a’ya ¢ok yakinken,
f(x) hem b’ye hem de c’ye yakin olamaz. Nitekim ¢ = |b — cl/2
olsun. &, ve 8, pozitif sayilari, her x € A igin,

O<lx—al <8, = If(x)-bl<e
ve
O<lx—al<d,=If(x) —cl<e
onermelerini saglasinlar. 8 = min{3;, 3.} olsun. a4, A’nin bir yo-
gunlagma noktasi oldugundan, A’da
O<lx—al<$
esitsizliklerini saglayan bir x vardir. O zaman,
b —cl=1(b- f(x)) + (f(x)— <)l
<|b — flx)l + If(x) — cl
<e+e=2e=1b-
olur ve bu bir ¢eligkidir. [l

Yukardaki 6nsav sayesinde, x, a’ya giderken f(x)’in limiti
b ise, b’nin biricik oldugunu biliyoruz; dolayisiyla, gonul ra-
hathigiyla
lim, ,,flx)=b
yazabiliriz.
Boliimiin girisinde yaptigimiz tartismadan su 6nemli sonug
cikar:

Teorem 48.3. f : A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. Eger
a, A’min bir yogunlasma noktasi degilse, o zaman f, a’da siirek-
lidir. Eger a, A’min bir yogunlasma noktasiysa, f’nin a noktasin-
da siirekli olmast icin lim, _, , f(x) = f(a) kosulu yeter ve gerek
kosuldur. O
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Teorem 45.1°den ve Teorem 48.3’ten su sonuclar ¢ikar:

Sonug 48.4. f : A > R bir fonksiyon ve a € A olsun. Asagi-
daki onermeler esdegerdir.
i. f, a noktasinda siireklidir.
ii. lim, _, , f(x) = f(a)
ili. A’min a’ya yakinsayan her (x,,),, dizisi igin,
limn —> f(xn) = f(a)
esitligi saglanmalidir. O

Sonug 48.5. f : A — R bir fonksiyon olsun. Asagidaki 6ner-
meler esdegerdir.

i. f siireklidir.

ii. Her a € A icin

lim, _, , f(x) = f(a).
iii. A’da bir elemana yakimsayan A’min her (x,,),, dizisi icin,
hmn — 0 f(xn) = f(hmn —> 0 xn)

esitligi saglanmalidir.

Ornek 48.1. Su formiille tanimlanan fonksiyona bakalim:
2
-1
flx) ==

x-1
Dikkatli okur yukardaki ciimlede bir eksiklik oldugunu anlamis-

tir: Bir fonksiyonu tanimlamak i¢in fonksiyonun kuralini vermek
yetmez, bir de ayrica fonksiyonun tanim ve deger kiimelerini de
vermek gerekir. (Tanim kiimesi deger kiimesinden biraz daha
onemlidir.) Bu formiille tanimlanan fonksiyonun tanim kiimesi
1’1 icermeyen herhangi bir say1 kiimesi olabilir; ¢iinkii fonksiyon
1’de tanimh degildir. Biz, f fonksiyonunu R\ {1}’"den R kiimesi-
ne giden bir fonksiyon olarak gorecegiz. Bu fonksiyon aslinda
(kesirli ifadeyi sadelestirerek), f(x) = x + 1 formuliyle de veri-
lebilirdi (ama x # 1 kosuluyla!) Fonksiyonun grafigi soyle:
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by y=x+1

™~

grafikte delik var

24

2_1 1
flx) = d _1 fonksiyonunun grafigi
x—

1 sayist R \ {1} kiimesinin bir yogunlasma noktasidir. Dola-
yisiyla, her ne kadar fonksiyon 1’de tanimli degilse de, x, 1’e gi-
derken fonksiyonun limitini almaya ¢alisabiliriz:

x? -1
lim,_y f(o) = lim,_,y -1 lim,_q(x +1).

En sondaki esitlik, x, 1’e esit olmadigindan gecerli; bir 6nceki
sayfada altini ¢izerek soyledigimizi animsayin:

Bir noktanin altin1 ¢izmek gerekir: “x, a’ya gider-

ken” demek, “x, a’ya ¢ok yaklagirken ama x, a’ya

esit olmadan, a’ya yaklasirken” demektir; ¢inki f

fonksiyonu a’da tanimli olmayabilir (olabilir de

ama olmayabilir de), yani a sayis1 f’nin tanim kii-

mesinde olmayabilir.
Nitekim burada a@ = 1 ve bu say1 f’nin tanim kiimesinde degil.

Yukardaki paragrafla - anlasilir bir bi¢imde aslinda - barigik
olmayan okura su esitlik daha anlamli gelecektir:
lim, 1 f(x) =lim, _, { (x+1).
Buradan devam edelim. g(x) = x + 1 formiliiyle tanmlanan ve
R’den R’ye giden g fonksiyonu, polinomiyal bir fonksiyon ol-
dugundan, stireklidir. Dolayisiyla, Sonug 48.4%e gore, x, 1’e gi-
derken g(x)’in limiti g(1), yani 1 + 1 = 2’dir. Sonug olarak:
lim, 1 f(x) =lim, _, ¢ (x+1)
= lim, _, 1 glx) = g(1) = 2.
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Yukardaki 6rnek belki kolaydi ve kolay bir 6rnegi biraz faz-
la ayrintisiyla agiklamig olabiliriz. Ama bunun yararh olduguna

inaniyoruz.
2
- ) xX“+x—6 ) (x —2)(x +3)
Ornek 2. lim,_,, ———=lim,_,, ————=
TUxr43x-10 T (x=2)(x +9)
x+3 2+3 5

=lim, ,——="-—==.
245 245 7
Bir baska 6nemli nokta daha: Cogu zaman, yukardaki or-
nekte oldugu gibi bir fonksiyonun degil, bir ifadenin limiti ali-
nir. Yani fonksiyonun tanim kiimesi belirtilmez. Bu bazen soru-
na yol acgabilir, ¢iinkii fonksiyonun limiti fonksiyonun tanim
kiimesine gore de degisebilir. Ornegin,
x| [1 egerx >0 ise
fx)=—= {

x -1 eger x <0 ise
kuralyla tanimlanmis bir fonksiyonun 0°daki limiti fonksiyo-
nun tanim kiimesine gore degisir. Tanim kumesi (—oo, 0) ise li-
mit —1°dir, tanim kiimesi (0, o) ise limit 1’dir, tamim kiimesi R
ise limit yoktur. Ama tasalanmayin, genellikle bir ifadenin limi-
tinin alinmast istenildiginde, bu tiir anomalik durumlar olmaya-
cak, limit tanim kiimesine gore degismeyecek.

Bir polinom stirekli bir fonksiyon verdiginden, asagidaki so-

nuglar kolaydir.

Sonug 48.6. P(T) € R[X] bir polinomsa ve a € R ise,
lim, _, , P(x) = P(a)
olur.

Sonug 48.7. P(T), O(T) € R[X] iki polinomsa, a € R ise ve
Of(a) # 0 ise, 0 zaman

lim,, _, , P(x)/O(x) = P(a)/O(a)
olur.
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48.4. Limit ve Toplamayla Carpma

Bu bolimde limit almayla toplama ve ¢arpma gibi islemler
arasindaki iligkileri irdeleyecegiz. Her sey diledigimiz ya da di-
lenmesi gerektigi gibi olacak,

lim, ,, f(x) + lim,_,, g(x) = lim,_,, (f(x)+g(x))
ve
(lim_ ) (limy , gl) = lim,, flx)gl)

gibi esitlikler, esitligin sol tarafindaki ifadeler anlamli oldukla-
rinda, dogru olacaklar. (Bu, sag taraftaki ifade de anlamli ola-
cak anlamna gelir.)

Not: Teorem 48.3’ten dolay: f ve g fonksiyonlari, a’da sii-
rekli oldugunda bu esitlikler dogrudur.

Altbolimiin devaminda stirekli aynmi seyi tekrarlamamak
icin su tanimlari yapiyoruz: A < R, bir gercel sayilar kiimesi. a
e R, A’nin bir yogunlagsma noktasi ve f ve g, A’dan R’ye giden
iki fonksiyon.

Teorem 48.8. Eger f ve g’nin a’da limitleri varsa o zaman
f + g ve f-g fonksiyonlarnun da a’da limitleri vardir ve
lim, ,, f(x) + lim,_,, g(x) = lim,_,, (f+g)(x)
ve
(lim,_,, flx)lim, g g(x)) = lim,_,, (f-g))
esitlikleri saglanir.

Kanit: lim,_,, f(x) = b ve lim,._,, f(x) = ¢ olsun. Once daha
kolay olan toplamadan baglayalim. & > 0 verilmis olsun. b, f’nin
a’da limiti oldugundan, 6yle bir 8; > 0 vardir ki,

(@a=98p,a+0)NA
kiimesinin her x sayisi
If(x) — bl < &2

esitsizligini saglar. Ayrica ¢, g’nin a’da limiti oldugundan, oyle
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bir 8, > 0 vardir ki,
(@a=08ya+0)NA
kiimesinin her x sayisi
lg(x) — cl < €/2
esitsizligini saglar. $imdi 8 = min{ &;, 8,} olsun. Elbette 5 > 0.
Elbette (a — 8, a + 8) N A kiimesinin her x sayisi
I(f(x) + g(x)) — (b + o)l = I(f(x) — b) + (glax) — o)l
<If(x) — bl +lg(x) —cl<e2 +el2=¢
olur ve birinci esitlik boylece kanitlanmig olur.

Gelelim ikinci esitlige. Bu bizi birincisinden biraz daha fazla
ugragtiracak. Resmi kanit1 daha sonraya birakip tartigalim. € >
0 verilmis olsun. Oyle bir 6 > 0 ariyoruz ki, lx — al < & ise,

Lf(x —bcl<e
olsun. Bu If(x - bdl 1fad651yle oynayip
Lf(x —bcl<e

esitsizliginin gecerli olma31 1g1r1 x’in a’nin ne kadar yakininda ol-
masi gerektigini bulalim. Bunun i¢in elbette f ve g’yi hesaplarin
icine sokma11y1z Hesaplara baglayalim:
If(x)g(x) — bl = If(x)g(x) — f(x)c + f(x)c — bl
<If(x) — f(x)cl + If(x)c — bl
=f(x IIg( —cl + If(x) = blicl.
En sagdaki
Lf(x)llg(x) — ¢l + |f(x) — blicl

ifadesinin &’dan kiigiik olmasini istiyoruz. Toplanilan terimlerin
her birini £/2’den kiiciik yapabilirsek o zaman toplam ¢’dan kii-
ciik olur. Bu ifadenin sagindaki |f(x) — bllc| terimi bu agidan bir
sorun teskil etmiyor, ctinkii ne de olsa ¢, x’ten bagimsiz sabit bir
sayt ve f’nin a’daki limiti b oldugundan, If(x) — bl sayisi
&/2lcl’den kugiik olacak bicimde segebiliriz; o zaman, |f(x) — bllcl
terimi ¢/2’den kuguk olur. (Eger ¢ = 0 ise, e/2c’de diye bir sey
yoktur ama eger ¢ = 0 ise en sagdaki ifade zaten kaybolur. ¢’nin
0 olup olmamasiyla ugrasmak istemiyorsak x’i |f(x) — bl sayist
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e/2(lcl+1)’den kuciik olacak bigcimde segebiliriz.) Sagdaki
If(x)llg(x) — ¢l terimi daha problematik ciinkii, her ne kadar
lg(x) — cl yi kugultebilirsek de, eger |f(x)l sinirsiz biiytirse ¢ar-
pimlari ¢ok kiicitk olmayabilir. Demek ki f(x)’in ¢ civarinda si-
nirli oldugunu kanitlamaliyiz. Once bunu kanitlayalim, daha
sonra teoremin resmi kanitini veririz.

Teorem 48.9. Eger f’nin a’da limiti varsa o zaman f, a’nin
bir komsulugunda svrlidiry yani 6yle bir 8 > 0 ve M vardir ki,
efer x € (a—38,a+8) N Aise, |f(x)l < M olur.

Kamit: lim_,, f(x) = b olsun. &€ = 1 alalim. Limitin tanimin-
dan dolayi, oyle bir 8 > 0 vardir ki, eger x € (@ —8,a+3) N A
ise, If(x) —bl<e=1yani b -1 < f(x) < b + 1 olur. Eger

M = max{lb — 11, 16 + 1l
ise, bundan, |f(x)l < M ¢ikar. O

Teorem 48.6’nin Ikinci Kisminin Resmi Kaniti:

¢ > 0 verilmig olsun.

1) lim,_,, f(x) = b oldugundan, 6yle bir §; > 0 vardir ki,
eger x € (a — 98¢, a + 1) N A ise,

[tx) -] < (|c|+1)
olur. Dolayisiyla bu durumda,
e lel e
| {(x) = b|lc| < (—m)'“—zmﬁz (1)
olur.
2) Ayrica, gene lim, ,, f(x) = b oldugundan, Teorem

48.7’ye gore, oyle bir 8, > 0 ve M > 0 vardir ki, eger
xe(@-98,a+d)NA
ise,
lf(x) < M 2)

olur.
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3) lim,_,, g(x) = ¢ oldugundan, 6yle bir 83 > 0 vardir ki, eger
x € (a—93,a+33) N Aise,

€
lg)—c|< oo (3)
olur.
4) Simdi 8 = min{34, 3,, 83} > 0 ve
x€(a—0,a+d)NA
ise olsun. O zaman (1, 2, 3) e§itsizliklerinden dolayi,
If(x)g(x) — bel = If(x) — f(x)c + f(x)c — bdl
<If(x) — f(x)cl + If(x)c — bl
=If(x ||g —cl + 1f(x) — bllcl
SM(eR2M) +el2=¢/2 +€e/l2 =¢
olur. Teorem 48.8 kanitlanmugtir. O

Sonug 48.10. Eger f’nin a’da limiti varsa ve r € R herhangi bir
gercel sayrysa, o zaman rf fonksiyonunun da a’da limiti vardir ve
lim, ,,7f(x) =rlim,_,, f(x)

esitligi saglanr.

Kanit: Teorem 48.8’den g(x) = r alarak ¢ikar. Bir baska ka-
mit: lim,_, , f(x) = b olsun. Eger 7 = 0 ise her sey ortada. Bundan
boyle 7’nin 0 olmadigini varsayalim. Limitin tanimina gore, Oy-
le bir & > 0 vardir ki, her x € (a — 8, a + 8) N A i¢in |f(x) — bl <
ellrl olur, demek ki, l7f(x) — rbl = Irllf (x) — bl < Irl &/lrl = € olur.
Sonug kanitlanmugtir. [l

Bu sonucun bariz bir sonucu:

lim,_,, —f(x) = -lim,_,, f(x)
tabii eger sagdaki ifadenin anlami varsa, yani sagdaki limit
varsa...
2 6 )
4 x“+x -
Ornek 3. lim —_ .
’Hz[xzwx—mJ
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Ornek 48.2’den ve Teorem 48.6’dan dolay1 (5/7)2 = 25/49
bulunur.

Teorem 48.8’e benzer bir sonug 1/f fonksiyonu icin de ge-
cerlidir:

Teorem 48.11. Eger lim,_, , f(x) varsa ve 0 degilse o zaman
lim,_,, 1/f(x) de vardir ve
1 1

X—>a

lim =
flx)  limy 4 {(x)

esitligi gecerli olur.

Bu teoremi kanitlamadan once Teorem 48.9’nin bir benzeri-
ni kanitlamaliyiz.

Teorem 48.12. Eger f’nin a’da limiti varsa ve bir ¢ € R icin,
lim, ,, f(x)>¢
oluyorsa, o zaman 6yle bir 8 > 0 vardir ki, eger
xe(a@a—908,a+d)NA
ise,
flx)>c
olur.
Kamt: lim_,, f(x) =b > colsun. e = b — ¢ > 0 olsun. O za-
man oyle bir 8 > 0 vardir ki, eger
xe€e(a@a—086,a+d)NA

1se,
If(x) — bl <,
demek ki,
c=b-ge<f(x)
olur. O

<« »

Elbette benzer teorem “<” esitsizlik isareti icin de gegerli-
dir. Teorem 48.10’un kanitinda yukardaki teoremi ¢ = 0’a uy-
gulayacagiz.
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Teorem 48.11%tin Kamti: lim,_,, f(x) = b olsun. Sonug 8’e
gore, gerekirse f yerine —f alarak, b’nin pozitif oldugunu varsa-
yabiliriz. € > 0 olsun.

1) lim,_,, f(x) = b > b/2 oldugundan, Teorem 10’a gore Oy-
le bir 81 > 0 vardir ki, eger

xe(l@a-9%,a+d)NA
ise,
flx) > b2
olur.
2) Ote yandan, lim,._,, f(x) = b oldugundan, 6yle bir §, > 0
vardir ki, eger
x€(@-98a+d)NA
ise, |f(x) — bl < b2&/2 olur.
8 = min{d, 8,} olsun. Eger
xe€(a—0,a+d)NA
ise, yukardaki iki paragrafi kullanarak,
1 1] b ) 3 b~ f(x) 3 b*e/2 .
1) b 160 {0 272 p2)2

buluruz. Bir teoremin daha sonuna geldik. [l

48.5. Limit ve Siralama
Bir 6nceki boliimde siralamayla ilgili bir sonug kanitladik,
daha dogrusu kanitlamak zorunda kaldik: Bu boliimde de yar-
dimimiza yetigsecek olan Teorem 10. Buna esitsizlikle ilgili bag-
ka sonuclar da ekleyecegiz. f, g, A ve a, bir onceki bolumdeki
gibi olsunlar.
Eger bir 8 > 0 i¢in her
xe(a-3%,a+d)NA
elemani
flx) < glx)
esitsizligini sagliyorsa, o zaman “@’min bir komsulugunda f < g7
denir.
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Teorem 48.13. Eger lim,_,, f(x) ve lim,_,, g(x) varsa ve
a’mn bir komgsulugunda f < g ise o zaman,
lim, ,, f(x) <lim,_,, g(x)
olur.
Kanit: @’nin bir komsulugunda f < g oldugundan, tanim ge-
regi, Oyle bir 8 > 0 vardir ki, her
x€(a@a—0,a+d)NA

igin
flx) < g(x)
olur.
lim,_,, f(x)=b
ve

lim, ,, g(x)=c¢
olsun. Bir an i¢in, b > ¢ varsayimini yapalim.
b+c
2

d:

olsun. O zaman,
lim, ,, gx)=c<d<b=lim,,, f(x)
olur. Teorem 48.10%a gore, Oyle bir §; > 0 vardir ki, eger
x€(@-9%8p,a+d8)NA
1se,
flx)>d
olur. Gene Teorem 48.12°¢ gore (daha dogrusu Teorem
48.12’in benzerine gore), oyle bir 8, > 0 vardir ki, eger
xe(@a-98,a+d)NA
ise,
glx)<d
olur. Demek ki eger
lx — al < min{8, 84, 3,}
ise,
flx) >d>glx)
olur. Bu da Ix — al < & iken f(x) < g(x) gergegiyle ¢elisir. ]
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Teorem 48.14 [Sandvi¢ Teoremil. b, A’da tanimli ve ger-
cel sayilarda deger alan bir fonksiyon olsun. Eger lim,._,, f(x)
ve lim,_,, g(x) varsa ve esitlerse ve a’nin bir komsulugunda

f<h<g
ise o zaman,
lim,_,, f(x) = lim,_,, h(x) = lim,_, , g(x)
olur.
h(x) — f(x)) limiti oldugunu ve bu limi-

Kanit: Eger lim,_, , (

tin 0’a esit oldugunu gosterirsek, o zaman
h(x) = (h(x) - f(x)) + f(x)
oldugundan, Teorem 6’ya gore,

h(x)

lim,_,,
vardir ve
lim h(x) =lim,_,, (h(x)— f(x)) + lim,_,, f(x)
=0+ lim,_,, f(x) = lim,_,, f(x)
olur. Demek ki @’nin bir komsulugunda

0O<h-f<g-f

X—>a

esitsizlikleri ve
limy_,, (glx) - f(x)) =0
esitligi varsayimlarindan hareketle
lim,, ., (h(x) — f(x)
limitinin oldugunu ve 0’a esit oldugunu kanitlamamiz gereki-
yor. h — f yerine b, g — f yerine g yazalim ve
lim,_,, g(x) =0
esitliginden ve a’nin bir komsulugunda
0<h<g
esitsizliklerinden hareketle,
lim,_,, h(x)
limitinin oldugunu ve 0’a esit oldugunu kanitlamamiz gerekiyor.
e > 0 olsun.
lim,_,, g(x) = 0 oldugundan 6yle bir 8; > 0 vardir ki,
(@a-=9%1,a+d)NA
araligindaki her x sayisi icin,
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—e<g(x)<eg

esitsizligi saglanir.

a’nin bir komgulugunda 0 </ < g oldugundan 6yle bir &, > 0
vardir ki, (a — 8,, a + 8;) N A kiimesindeki her x saysi igin,

0< flx) < glx)
olur. Demek ki eger 8 = min{ 8y, 3,} ise, her
x€(@a-98,a+d)NA
igin,
0< f(x) <glx) <e,

yani —¢ < f(x) < € saglanir. Demek ki lim,_,, f(x) = 0. [l

Aligtirmalar
1. Eger lim,_,, f(x) varsa o zaman
lim,_,, If(x)!
limitinin de oldugunu ve
lim,_,, If(x)l = llim,._,, f(x)I
esitliginin gegerli oldugunu kanitlayin.

2.lim,_,, If(x)l = 0 ile lim,_,, f(x) = O esitliklerinin esdeger
olduklarini kanitlayin. (Birinin limiti varsa ve 0’a esitse, digeri-
nin de vardir ve o da 0’a esittir.) Ama bunun 0 disinda bir say1
icin dogru olmadigini kanitlaymn.

48.6. Limit ve Bileske
Bu son boliimde, limitle fonksiyonlarin bileskesi arasindaki
iligkiyi irdeleyecegiz.

Teorem 48.15. lim,._,, f(x) = b olsun ve f, a’nin bir komsu-
lugunda birebir olsun. f(A) < B < R, bir baska gercel sayilar
kiimesi ve g, B’den R’ye giden bir baska fonksiyon olsun. Eger
lim,_,;, g(x) = c ise

lim, _,, g(f(x))
vardir ve c’ye esittir.
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Kanit: & > 0 olsun.
lim, ,; g(x)=c¢
oldugundan, 6yle bir 8; > 0 vardir ki her
xe(b-381,b+3)nB\{b}
igin,
glx) e (c—gc+e)
olur. Ayrica lim,_,, f(x) = b oldugundan, 6yle bir & > 0 vardir
ki her
x € (a—90,a+0d) NA\{a}

igin,

f(x) e (b—381,b+3)
olur. f, @nin bir komgulugunda birebir oldugundan, f, a’nin bu
komsulugunda b degerini en fazla bir kez alabilir. § > 0 sayisini,

xe(a-0,a+0)NA\{a)
ise f(x) # b olacak kadar kiigiik segebiliriz.
Simdi x € (a—38,a +8) N A\ {a} ise, once,
f(x) € (b-381,b+38)) nB\{b}

olur; sonra da, ilk paragraftan dolay:

gUf(x) € (c—& c +2)
olur. Kanitimiz tamamlanmugtir. [l

Teorem 48.16. lim,_,, f(x) = b olsun. f(A) < B < R, bir
baska gercel sayilar kiimesi olsun. g, B’den R’ye giden ve b’de
siirekli olan bir baska fonksiyon olsun. O zaman lim,._, , g(f(x))
= g(b) olur.

Kamit: g surekli oldugundan,

limx—)a g(f(x)) = g(limx—m flx)) = g(b)
olur. O

Alistirmalar
1. Eger lim,_,, f(x) = b ise ve f, a’nin bir komsulugunda bi-
rebirse, 0 zaman b’nin f(A)’ nin bir yogunlasma noktasi oldugu-
nu kanitlayin. (f, sabit b fonksiyonuysa bu yanls).
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2. {1/n + 1/m : n € N\ {0}} kiimesinin yogunlagma noktala-
rinin O ve bir 7 € N\ {0} sayisi i¢in 1/z bi¢ciminde yazilan sayi-
lar oldugunu kanitlayin.

48.7. Cauchy-Siirekli Fonksiyonlar
Cauchy dizilerini Cauchy dizilerine gotiren bir fonksiyona
bazen Cauchy siirekli denir. Eger X # R ise, siirekli fonksiyonlar
Cauchy-siirekli olmayabilirler. Ornegin Ornek 42.2’deki fonksi-
yon siireklidir ama Cauchy-siirekli degildir. Ote yandan X = R
ise Cauchy-siirekli bir fonksiyon siirekli olmak zorundadir.

Teorem 48.17. f : R — R Cauchy-siirekli bir fonksiyonsa
stireklidir.

Kanit: Nitekim, eger (x,,),, dizisi x’e yakinsiyorsa, bir Ca-
uchy dizisidir. (bkz. Teorem 12.3.) O zaman,

Xy Xy X715 Xy X2y Xy X35 Xy X4,y ..
dizisi de Cauchy’dir ve limiti x’tir. f Cauchy-siirekli oldugun-
dan,
Fxo)s F(x)y Flxg)y £, Flx3), F(x)y Florg), F), oo

dizisi Cauchy’dir. Iginde sabit f(x) dizisi barindirdigindan, bu
Cauchy dizisi f(x)’e yakinsar. Demek ki f(x)’e yakinsayan bu
dizinin bir altdizisi olan (f(x,,)), dizisi de f(x)e yakinsar. Te-
orem 48.3’e gore f sureklidir.



