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H
er zamanki gibi sezgilere seslenen bir girifl yapaca¤›z. Bir
a noktas›nda sürekli bir ƒ fonksiyonu ele alal›m. E¤er x
noktas› a’ya çok yak›nsa, ƒ(x) noktas› da ƒ(a)’ya çok

yak›nd›r. Dolay›s›yla e¤er bir (xn)n dizisi a’ya yak›ns›yorsa,

(ƒ(xn))n dizisinin de ƒ(a)’ya yak›nsamas›n› beklemeye hakk›m›z
var. Nitekim öyle de olur. Hatta bunun tersi de do¤rudur: Bu
özelli¤i olan her fonksiyon a noktas›nda süreklidir. Yani afla¤›-
daki teorem süreklili¤in bir baflka tan›m› olarak da alg›lanabilir.

Teorem 45.1. a " X 5  ve ƒ : X .  fonksiyonu için afla-
¤›daki iki koflul eflde¤erdir:

1. ƒ fonksiyonu a’da süreklidir.
2. X’in a’ya yak›nsayan her (xn)n dizisi için, (ƒ(xn))n dizisi

ƒ(a)’ya yak›nsar.

axn xm

ƒ(xn)

ƒ(a)

y = ƒ(x)

x

y



Kan›t: (1 K 2). (xn)n, X’te a’ya yak›nsayan bir dizi olsun.
! > 0 olsun. Pozitif # say›s›n›, her x " (a  $#, a + #) 1 X
için, 

|ƒ(x)  ƒ(a)| < !
olacak biçimde seçelim. Ayr›ca N say›s›n›, her n > N için,

|xn  a| < #
olacak biçimde seçelim. O zaman, her n > N için, önce 

|xn  a| < #,
sonra, 

|ƒ(xn)  ƒ(a)| < !
olur. Demek ki (ƒ(xn))n dizisi ƒ(a)’ya yak›nsar.

(2 K 1). ƒ’nin a’da sürekli olmad›¤›n› varsayal›m. O zaman
öyle bir ! > 0 vard›r ki, # > 0 ne olursa olsun, X’te, 

|x  a| < #
eflitsizli¤ini sa¤layan ama 

|ƒ(x)  ƒ(a)| < !
eflitsizli¤ini sa¤lamayan, yani

|ƒ(x)  ƒ(a)| ≥ !
eflitsizli¤ini sa¤layan bir x vard›r. Demek ki her n > 0 do¤al sa-
y›s› için, X’te, 

|xn  a| < 1/n
ve

|ƒ(xn)  ƒ(a)| ≥ !
eflitsizliklerini sa¤layan bir xn vard›r (# = 1/n al›n). Buradan,
(xn)n dizisinin a’ya yak›nsad›¤› ama (ƒ(xn))n dizisinin ƒ(a)’ya
yak›nsamad›¤› anlafl›l›r. Bir çeliflki. Teorem kan›tlanm›flt›r. n

Sonuç 45.2. X 5  ve ƒ : X .  fonksiyonu için afla¤›daki
iki koflul eflde¤erdir:

1. ƒ fonksiyonu süreklidir.
2. xn " X ve limn.0 xn " X ise

limn.0 ƒ(xn) = ƒ(limn.0 xn)
olur. n
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Yani “limit alma”yla “ƒ de¤erini alma” birbiriyle de¤iflen ifl-
lemlerdir. 

Öte yandan, e¤er (xn)n bir Cauchy dizisiyse, ƒ sürekli bile ol-
sa, (ƒ(xn))n bir Cauchy dizisi olmayabilir. Örne¤in X =  \ {0}
olsun. ƒ : X .  fonksiyonu,

olarak tan›mlans›n. O zaman ƒ fonksiyonu süreklidir [sayfa 21,
Örnek 3]. fiimdi xn = ( 1)n/n olsun. (xn)n bir Cauchy dizisidir
çünkü  ’de ( \ {0}’da de¤il!) limiti vard›r (bu limit 0’d›r.) Ama
(ƒ(xn))n dizisi 0, 1, 0, 1, 0, 1, ... dizisidir ve elbette Cauchy dizi-
si de¤ildir.

Örnek: limn.0 e1/n = 1.
Kan›t: e1/n = exp(1/n) ve exp fonksiyonu (her noktada oldu-

¤u gibi) 0’da da sürekli. Demek ki,
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S
ürekli bir ƒ fonksiyonu düflünelim. Tan›m kümesinde bu-
lunan a < b say›lar› için ƒ(a) < ƒ(b) olsun. Bu fonksiyonun
temsili grafi¤ini çizelim:

Fonksiyonun grafi¤inin düzlemde nas›l bir e¤ri çizdi¤ini tam
olarak bilemeyiz elbet ama bu e¤rinin, düzlemin (a, ƒ(a)) nokta-
s›ndan (b, ƒ(b)) noktas›na kadar kesintisiz olarak gitti¤ini bili-
yoruz. Dolay›s›yla fonksiyonun grafi¤i, y = ƒ(a) ile y = ƒ(b) ya-
tay do¤rular› aras›nda kalan her yatay do¤ruyu kesmeli. Demek
ki y0 " (ƒ(a), y(b)) ne olursa olsun,

ƒ(x0) = y0
eflitli¤ini sa¤layan bir x0 " (a, b) noktas› olmal›. Bir sonraki fle-
kilde temsili bir resim çizdik.

a b

ƒ(a)

ƒ(b)

y

x

y = ƒ(x)



Do¤rulu¤unu yukarda (matematiksel olarak de¤il) sezgisel
olarak aç›klad›¤›m›z bu olguya 

��������������	ad› verilir.
Teoremi kan›tlamadan önce teoreme bir karfl›örnek verelim!

Karfl›örnek 1. ƒ : #.# fonksiyonu ƒ(x) = x2 kural› taraf›n-
dan tan›mlanm›fl olsun. Polinomiyal oldu¤undan, ƒ’nin sürekli ol-
du¤unu biliyoruz. fiimdi a = 1, b = 3 olsun. O zaman ƒ(a) = 1 < 9
= ƒ(b) olur. y0 = 2 olsun. ƒ(a) < 2 < ƒ(b) oldu¤undan, yukarda
söylenenlere inanacak olursak, 1’le 3 aras›nda 

x0
2 = ƒ(x0) = 2, 

eflitli¤ini sa¤layan bir x0 " # olmal›. Ama bunun do¤ru olma-
d›¤›n› biliyoruz, çünkü √2, kesirli bir say› de¤ildir! Demek ki
Arade¤er Teoremi # için yanl›fl.
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Bir baflka karfl›örnek daha verelim!

Karfl›örnek 2. ƒ, (0, 2) / (4, 6) aral›¤›ndan  ’ye giden 
ƒ(x) = x

kural›yla tan›mlanan fonksiyon olsun. ƒ süreklidir [Örnek 42.7 ya

da Bölüm 42, Al›flt›rma 2]. a = 1 ve b = 5 olsun. O zaman 
ƒ(1) = 1 < 5 = ƒ(5) 

olur. fiimdi y0 = 3 olsun. 1 < 3 < 5 olmas›na karfl›n, gene ƒ(x) = 3
eflitli¤ini sa¤layan bir x noktas› yoktur (çünkü x = 3 tan›m küme-
sinde de¤ildir.)

Buradaki sorun da fonksiyonun [1, 5] aral›¤›nda de¤il de 
(0, 2) / (4, 6) 

kümesinde tan›mlanmam›fl olmas›. 

Her iki örnekte de sorun, fonksiyonun tan›m kümesinde
“delik”lerin olmas›. Birincisinde √2 tan›m kümesinde de¤il,
ikincisinde ise [2, 4] aral›¤› tan›m kümesinde de¤il. Sürekli fonk-
siyonlar sürekli olduklar›ndan, iki de¤er ald›klar›nda bu iki de-
¤erin aras›ndaki tüm de¤erleri al›rlar, yeter ki tan›m kümesinde
delikler bulunmas›n. 

Arade¤er Teoremi’nin s›n›rlar›n› çizdik. fiimdi teoremi yaz›p
kan›tlayal›m.
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Teorem 46 [Arade¤er Teoremi]. a ≤ b olmak üzere
ƒ : [a, b] .  

sürekli bir fonksiyon olsun. O zaman ƒ fonksiyonu ƒ(a) ile ƒ(b)
aras›ndaki tüm de¤erleri al›r.

Kan›t: Gerekirse ƒ yerine gene sürekli olan  ƒ fonksiyonun
alarak,

ƒ(a) ≤ ƒ(b) 
eflitsizli¤ini varsayabiliriz. (Teoremi  ƒ için kan›tlarsak, teore-
min ƒ için de kan›tlanaca¤›na ikna olun.) 

ƒ(a) ≤ y0 ≤ ƒ(b) 
eflitsizli¤ini sa¤layan bir y0 alal›m. E¤er 

y0 = ƒ(a) ya da y0 = ƒ(b) 
ise bu durumda önerme do¤rudur. Bundan böyle

ƒ(a) < y0 < ƒ(b)
eflitsizliklerini varsayal›m.

A kümesi flöyle tan›mlans›n:
A = {x " [a, b] : ƒ(x) ≤ y0}.

A boflküme de¤ildir çünkü a, A’n›n bir eleman›d›r. Ayr›ca A kü-
mesi b taraf›ndan üstten s›n›rl›d›r. Demek ki A’nin bir en küçük

üsts›n›r› vard›r. Bu üsts›n›ra s diyelim: s = sup A. (Birinci karfl›-
örne¤imizde böyle bir s olmayabilirdi, gerçel say›larda çal›fl›yor
olmam›z iflimize yar›yor.) 
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ƒ(s) = y0 eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z. Bunun için önce ƒ(s) ≥ y0,
sonra ƒ(s) ≤ y0 eflitsizli¤ini kan›tlayaca¤›z.

Sav 1. ƒ(s) ≥ y0.
Sav 1’in Kan›t›: Diyelim ƒ(s) < y0. Bu varsay›mdan bir çelifl-

ki elde edece¤iz. Çeliflkinin nerden kaynaklanaca¤›n› afla¤›daki
flekilde göstermeye çal›flt›k. Okur kan›t› okurken bir yandan da
göz ucuyla afla¤›daki flekle bakmal›d›r.

s = b olsa, o zaman y0 < ƒ(b) = ƒ(s) < y0 gibi bir saçmal›k el-
de ederiz. Demek ki s < b.

Sav’›n kan›t›n›n anahtar› Sonuç 43.15’te kan›tlanan olgu:
Sürekli bir fonksiyon bir noktada belli bir say›dan küçük de¤er-
ler al›yorsa, fonksiyon o noktan›n bir komflulu¤unda da o say›-
dan küçük de¤erler al›r. Bu olguyu burada tekrarlayal›m:

Olgu. X 5  , a " X ve ƒ : X .  , a noktas›nda sürekli bir
fonksiyon olsun. E¤er ƒ(a) < c ise, öyle bir 2 > 0 vard›r ki, her

x " X 1 (a  2, a + 2)
için ƒ(x) < c olur.

Bu olguda, X yerine [a, b], a yerine s ve c yerine y0 alal›m.
ƒ(s) < y0 ve ƒ sürekli oldu¤undan, her 

x " (s  #, s + #) 1 [a, b] 
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için,
ƒ(x) < y0 (1)

eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir # > 0 oldu¤unu buluruz. Ama b > s
oldu¤undan,

(s, s + #) 1 [a, b] , 4.
Bu keflisimden bir x al›rsak, (1)’den dolay›,

ƒ(x) < y0
olur. Öte yandan x > s = sup A oldu¤undan, x 3 A olur ve ƒ(x)
> y0 eflitsizli¤i sa¤lan›r. Çeliflki.

Sav 2. ƒ(s) ≤ y0.
Sav 2’nin Kan›t›: Gene bir çeliflki elde etmek amac›yla ƒ(s)

> y0 eflitsizli¤ini varsayal›m. Çeliflkinin nerden kaynaklanaca¤›-
n› bir sonraki flekilde göstermeye çal›flt›k.

s = a olsa, o zaman y0 > ƒ(a) = ƒ(s) > y0 gibi bir saçmal›k el-
de ederiz. Demek ki a < s.

Sav’›n kan›t›n›n matematiksel özü Sonuç 43.16’da. Bu sonu-
cu tekrar yazal›m:

Olgu. X 5  , a " X ve ƒ : X .  , a noktas›nda sürekli bir
fonksiyon olsun. E¤er ƒ(a) > c ise, öyle bir 2 > 0 vard›r ki, her

x " X 1 (a  2, a + 2)
için ƒ(x) > c olur.
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Bu olguda, X yerine [a, b], a yerine s ve c yerine y0 alal›m.
ƒ(s) > y0 ve ƒ sürekli oldu¤undan, yukardaki Olgu’ya göre öyle
bir # > 0 vard›r ki, her 

x " (s  #, s + #) 1 [a, b] 
için,

ƒ(x) > y0
olur. s > a ve s = sup A oldu¤undan, 

(s  #, s) 1 A , 4
olur. Bu kesiflimden bir x seçelim. O zaman hem

ƒ(x) > y0,
hem de (x " A oldu¤undan),

ƒ(x) ≤ y0
olur. Gene çeliflki. Kan›t›m›z tamamlanm›flt›r. n

Arade¤er Teoremi analizin en önemli teoremlerinden biridir.
Birkaç sonucunu irdeleyelim.

Sonuç 46.1. a ≤ b olmak üzere, 
[a, b] 5 X 5  ve ƒ : X .  

sürekli bir fonksiyon olsun. E¤er y0 say›s› ƒ(a) ile ƒ(b) aras›nda-
ysa,

ƒ(c) = y0
eflitli¤ini sa¤layan bir c " [a, b] vard›r.

Kan›t: Teoremi ƒ’nin [a, b] aral›¤›na k›s›tlanm›fl›na uygu-
lamak yeterli. (Teorem 42.3’e göre ƒ’nin k›s›tlan›fl› da sürekli-
dir.) n

Sonuç 46.2 [Bolzano Teoremi]. E¤er sürekli bir fonksiyon
bir aral›kta hem negatif hem de pozitif de¤erler al›yorsa 0 de¤e-
rini de al›r.

Kan›t: ƒ(a) ≤ 0 ≤ ƒ(b) ise, Sonuç 46.1’e göre a ile b aras›n-
da ƒ(c) = 0 eflitli¤ini sa¤layan bir c vard›r. n
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Bölümün en bafl›nda verdi¤imiz ikinci örnek, “aral›k” sözcü-
¤ünü att›¤›m›zda Sonuç 46.2’nin do¤ru olmad›¤›n› gösteriyor.

Her ne kadar Sonuç 46.2, Arade¤er Teoremi’nin özel bir ha-
li gibi duruyorsa da, Sonuç 46.2’den Arade¤er Teoremi’ni kan›t-
lamak mümkündür. Bu kan›t› verelim:

(Bolzano Teoremi K Arade¤er Teoremi): ƒ(a) ≤ y0 ≤ ƒ(b)
olsun. Sürekli oldu¤unu bildi¤imiz 

g(x) = ƒ(x)  y0
fonksiyonunu ele alal›m. O zaman g(a) ≤ 0 ≤ g(b) olur. Bolzano
Teoremi’ne göre a ile b aras›nda g(c) = 0 eflitli¤ini sa¤layan bir
c vard›r. g’nin tan›m›na geri dönersek, ƒ(c) = y0 bulunur. n

Teoremin sonuçlar›n› irdelemeye devam edelim. Önce poli-
nomlarla ilgili birkaç önemli sonuç verelim.

Sonuç 46.3. Derecesi tek olan gerçel katsay›l› bir polinomun
gerçel say›larda bir kökü vard›r.

Kan›t: p, tek dereceli bir polinom olsun. p’yi baflkatsay›s›na
bölerek, p’nin baflkatsay›s›n›n 1 oldu¤unu varsayabiliriz. O za-
man

limn . 0 p(n) = 0
olur [bkz. Sonuç 24.12]. Demek ki, yeterince büyük bir b " için
p(b) > 0 olur. p’nin derecesi tek oldu¤undan,

limn . 0 p( n) =  0
eflitli¤ini de kan›tlamak zor de¤il. Demek ki a "  için p(a) < 0
olur. Sonuç 46.2’ye göre p’nin (a ile b aras›nda) bir kökü vard›r.

n

Örnek: ‹lla bir örnek gerekiyorsa iflte bir örnek: 
x5  Lx4 + √2x3  100x + e = 0

eflitli¤ini sa¤layan bir gerçel say› vard›r.
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Sonuç 46.4.  [X]’in indirgenemez bir polinomunun derece-
si ya 1 ya da çift olmak zorundad›r.

Asl›nda, Cebirin Temel Teoremi’ne göre,  [X]’in indirgene-
mez polinomlar›n›n derecesi 1 ya da 2 olmak zorundad›r. 

Sonuç 46.4’ün Kan›t›: E¤er ƒ "  [X], derecesi tek olan bir
polinomsa, Sonuç 46.3’e göre ƒ’nin bir kökü vard›r. Bu köke
a diyelim. O zaman X  a polinomu ƒ’yi böler (en temel cebir
bilgisi gerekiyor burada). ƒ indirgenemez oldu¤undan, bun-
dan, bir b "  için ƒ(X) = b(x  a) ç›kar. Yani ƒ’nin derecesi
1’dir. n

Bir sonraki teorem, kesiflmeleri gereken fonksiyon grafikle-
rinin gerçekten kesifltiklerini söyleyecek:

Sonuç 46.5. ƒ ve g :  .  iki sürekli fonksiyon olsun.
E¤er ƒ(a) ≤ g(a) ve ƒ(b) ≥ g(b) eflitsizliklerini sa¤layan a ve b
gerçel say›lar› varsa ƒ(c) = g(c) eflitli¤ini sa¤layan bir c gerçel sa-
y›s› vard›r.

Kan›t: Sonuç 46.2’yi sürekli oldu¤unu bildi¤imiz h = ƒ  g
fonksiyonuna ve a ve b noktalar›na uygulay›n. n
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Sonuç 46.6. ƒ :  .  , üstten ve alttan s›n›rl› sürekli bir
fonksiyon olsun. O zaman bir c say›s› için ƒ(c) = c olur.

Kan›t: a = sup {ƒ(x) : x "  } + 1 ve 
b = inf {ƒ(x) : x "  }  1

olsun. O zaman her x "  için 
b < ƒ(x) < a

olur. 
g(x) = ƒ(x)  x

olsun. g’nin sürekli oldu¤unu biliyoruz. Yukardaki eflitsizlikler-
den dolay› 

g(a) < 0 < g(b). 
fiimdi Sonuç 46.2’yi g’ye uygularsak, g(c) = 0 eflitli¤ini sa¤layan
bir c say›s›n›n varl›¤›n› görürüz. g’nin tan›m›ndan da ƒ(c) = c
ç›kar. n

Teorem 46.7. ƒ : X .  sürekli bir fonksiyon olsun. I 5 X
bir aral›k olsun. O zaman ƒ(I) da bir aral›kt›r. 

Kan›t: E¤er 2 < E, ƒ(I)’dan iki elemansa 2 ve E aras›ndaki
her M eleman›n ƒ(I)’da oldu¤unu kan›tlamam›z yeterli. a, b " I
için, 2 = ƒ(a), E = ƒ(b) olsun. O zaman, Arade¤er Teoremi’ne
göre a ile b aras›nda ƒ(c) = M eflitli¤ini sa¤layan bir c vard›r. c,
elbette I’dad›r, yani M = ƒ(c) " ƒ(I). n

Dikkat: E¤er yukarda I s›n›rl› bir aral›ksa, ƒ(I) s›n›rs›z bir
aral›k olabilir. Örnek: I = (0, 1) ve ƒ(x) = 1/x.
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Teorem 46.7 daha ileri bir düzeyde do¤rudur: 
1) E¤er I kapal› bir aral›ksa, ƒ(I) da kapal› bir aral›kt›r.
2) E¤er I kapal› ve s›n›rl› bir aral›ksa, ƒ(I) da kapal› ve s›n›r-

l› bir aral›kt›r.
3) Sürekli bir fonksiyon, kapal› ve s›n›rl› bir aral›k üzerinde

maksimum de¤erlerini al›r.
Bütün bunlar› yak›nda kan›tlayaca¤›z.
Her sürekli fonksiyonun “Arade¤er Özelli¤i’ni sa¤lad›¤›n›

kan›tlad›k. Peki Arade¤er Özelli¤ini sa¤layan her fonksiyon sü-
rekli midir? Yani e¤er

ƒ :  .  

fonksiyonu her a < b ve ƒ(a) ile ƒ(b) aras›ndaki her de¤eri al›-
yorsa o zaman ƒ sürekli olmak zorunda m›d›r? Hay›r de¤ildir.
Bunun standart örne¤i

fonksiyonudur. Bu fonksiyon Arade¤er Özelli¤i’ni sa¤lar ama
0’da sürekli de¤ildir.

Arade¤er Teoremi’ni sa¤layan fonksiyonlara Darboux fonk-

siyonlar› denir1.

Al›flt›rmalar
1) ƒ :  .  sürekli bir fonksiyon olsun. E¤er ƒ’nin görüntü-

sü sonlu bir kümeyse ƒ’nin sabit bir fonksiyon oldu¤unu gösterin.
2) ƒ : [0, 1] . [0, 1] sürekli bir fonksiyon ise 

ƒ(x) = x
eflitli¤ini sa¤layan bir x say›s›n›n varl›¤›n› kan›tlay›n.

3) n > 0 bir do¤al say› ve 
a "  ≥0

olsun. 
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1 Darboux fonksiyonlar›yla ilgili daha fazla bilgi için Zafer Ercan, U¤ur Gül
ve Mine Menekfle, Arade¤er Teoremfli’ni sa¤layan Ama Sürtekli Olmayan
Fonksiyonlar, MD-2010-II, sayfa 73-76.



a = bn

eflitli¤ini sa¤layan bir 
b "  ≥0

say›s›n›n varl›¤›n› Arade¤er Teoremi’yle kan›tlay›n, yani a1/n sa-
y›s›n›n varl›¤›n› kan›tlay›n.

Arade¤er Teoremi’nin Popüler Matematik Uygulamalar›
Popüler Teorem 1. Yeryüzünde, herhangi bir anda, yeryüzü-

nün tam di¤er taraf›ndaki noktayla ayn› hava bas›nc›nda olan
en az bir nokta vard›r.

Kan›t: Herhangi bir meridyen alal›m. Bu meridyeni kesen ve
dünyan›n merkezinden geçen bir do¤ruya bakal›m. Bu do¤ru
meridyenimizi A ve B uç noktalar›nda kessin. ƒ(A) ve ƒ(B), bu

noktalardaki hava bas›nc› olsun.
Meridyenin ekvator düzlemiyle
yapt›¤› aç› 2 derece ise, 

g(2) = ƒ(A)  ƒ(B) 
olsun. 2 de¤ifltikçe, yani do¤ru,
dünyan›n merkezi etraf›nda merid-
yenimizi hep kesecek biçimde dön-
dü¤ünde, g(2) de¤iflir ama sürekli
de¤iflir, yani g, [0, 360) aral›¤›n-
dan  ’ye giden sürekli bir fonksi-

yondur. Meridyen 180 derece döndü¤ünde bu de¤er eksisine
dönüflür, çünkü o zaman A noktas› B noktas›, B noktas› da A
noktas› olur. Arade¤er teoreminden dolay›, 2 ile 2 + 180 ara-
s›nda g(E) = 0 eflitli¤ini sa¤layan bir E aç›s› vard›r. Demek ki,
ekvator düzlemiyle bu E aç›s›n› yapan do¤ru, meridyenimizi,
ƒ(A) = ƒ(B) eflitli¤ini sa¤layan A ve B uç noktalar›nda keser.n

Popüler Teorem 2. fiekli flemali ne olursa olsun, bir pasta tek
bir b›çak darbesiyle iki eflit parçaya bölünebilir.
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Birinci Kan›t: Pastay› kesmeyen bir # do¤rusu seçelim. (Bkz.
afla¤›daki flekil) Pasta s›n›rl› oldu¤undan böyle bir do¤ru vard›r.
Bu do¤ru üstünde bir P noktas› seçelim. Do¤ruyu P noktas›n›
sabit tutarak döndürürsek, do¤ru pastay› bir zaman sonra kes-
meye bafllar, pastay› iki parçaya
ay›r›r. Bu parçalardan birinin hac-
mi 0’dan bafllayarak artar, ta ki bu
parça pastan›n tamam› olana dek.
Pastan›n ve maddenin sürekli oldu-
¤unu varsayarsak, bu art›fl, do¤ru-
nun #’yle yapt›¤› 2 aç›s›na göre sü-
rekli olarak de¤iflir. Pastan›n top-
lam hacmine 1 dersek, do¤runun
kesti¤i parçalardan biri 0 hacimden 1 hacme kadar sürekli ola-
rak artar, dolay›s›yla bir zaman sonra 1/2 olmak zorundad›r.

‹kinci Kan›t: Gene pastay› kesmeyen bir # do¤rusu seçelim
ve bir sonraki flekilden takip edelim.
# do¤rusunu pastan›n oldu¤u yöne
do¤ru kayd›ral›m (öteleyelim). Kan›t
bir önceki kan›t gibi devam eder. Bu
kan›tta bafllang›çta ald›¤›m›z do¤ru-
nun pastay› kesmemesi koflulunun
gereksiz oldu¤una dikkatinizi çeke-
riz, çünkü pasta s›n›rl› oldu¤undan,
her do¤ru yeterince ötelenirse pastay› kesmez. n

Popüler Teorem 3. Tek bir b›çak darbesiyle hem bir pasta
hem de bir patates ayn› anda iki eflit parçaya bölünebilir.

Kan›t: Herhangi bir P noktas› ve bu noktadan geçen herhan-
gi bir # do¤rusu seçelim. #’yi öteleyerek pastay› iki eflit parçaya
bölebilece¤imizi biliyoruz. Muhtemelen, pastay› tam ortadan
ikiye bölen bu do¤ru, patatesi iki eflit parçaya ay›rmam›flt›r.
fiimdi P noktas›n› sabit alarak # do¤rusunu hafifçe döndürelim.
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Elde etti¤imiz yeni do¤ruya m ad›n› verip, aynen yukardaki gi-
bi, m’yi öteleyerek pastay›
iki eflit parçaya ay›ral›m.
Bu da patatesi iki eflit par-
çaya ay›rmayabilir. Do¤ru-
lar› P noktas› etraf›nda
döndürmeye devam edelim.
Aç› de¤ifltikçe, pastay› iki
eflit parçaya ay›ran do¤ru-
lar patatesi de de¤iflik oran-
larda bölecek. Pastay› iki eflit parçaya bölen do¤rular›n # ile yap-
t›klar› aç›lar 0 dereceden 180 dereceye kadar de¤iflebilece¤inden
pastay› iki eflit parçaya bö-
len do¤rulardan birinin pa-
tatesi iki eflit parçaya böle-
ce¤ini kan›tlamak zor de-
¤il: Bir do¤ru patatesi 3’e 4
oran›nda bölüyorsa, 180
derece döndürülmüfl do¤ru
patatesi 4’e 3 oran›nda bö-
ler, dolay›s›yla belli bir aç›-
da patates iki eflit parçaya
(3,5 - 3,5 oran›nda!) bölünmeli. n

Al›flt›rma: Yukardaki kesimlerde b›çak dikey tutulmufl ve
pasta dikey darbelerle kesilmiflti. Dikey olmayan kesimlere de
izin verirsek, hareket özgürlü¤ümüz 2’den (bir nokta etraf›nda
döndürmek ve düzlemde ötelemek) 3’e ç›kar (bir nokta etraf›n-
da döndürmek, düzlemde ötelemek ve b›ça¤›n masan›n düzle-
miyle yapt›¤› aç›y› de¤ifltirmek) ve böylece hem pastay› hem pa-
tatesi hem de bir tabak makarnay› tek bir b›çak darbesiyle iki-
fler eflit parçalara ay›rabiliriz. Afiyet olsun.
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47. Sürekli Fonksiyonlar›n 
Uç De¤erleri

461

A
rade¤er Teoremi’nden, bir aral›¤›n sürekli bir fonksiyon
alt›ndaki imgesinin gene bir aral›k oldu¤unu biliyoruz;
bunu Teorem 46.7’de kan›tlam›flt›k. Bu bölümde kapa-

l› ve s›n›rl› bir aral›¤›n sürekli bir fonksiyon alt›ndaki imgesinin
gene kapal› ve s›n›rl› bir aral›k oldu¤unu görece¤iz. Bundan da

sürekli bir fonksiyonun kapal› ve s›n›rl› bir aral›kta uç de¤erle-
rini (infimum ve supremum de¤erlerini) ald›¤› anlafl›l›r. Bu, ma-
tematiksel analizin çok kullan›lan, hem teoride hem de pratik-
te s›k s›k baflvurulan teoremlerden biridir.

y = ƒ(x)

a

maksimum
de¤er

I

Sürekli bir fonksiyon, kapal› ve s›n›rl› bir I aral›¤›nda
hem minimum hem de maksimum de¤erlerini al›r.
Arade¤er Teoremi’nden dolay›, fonksiyon bu uç de¤erler
aras›ndaki her de¤eri de al›r. Yani ƒ(I) da kapal› ve s›n›rl› bir
aral›kt›r.

minimum
de¤er

b

ƒ(I)



Teorem 47.1 [Uç De¤er Teoremi]. I 5 , kapal› ve s›n›rl› bir
aral›k olsun. 

ƒ : I .  

sürekli bir fonksiyon olsun. O zaman öyle bir a, b " I vard›r ki,
her x " I için

ƒ(b) ≤ ƒ(x) ≤ ƒ(a)
olur. Yani ƒ(b) = inf ƒ(I) ve ƒ(a) = sup ƒ(I) eflitli¤ini sa¤layan a,
b " I say›lar› vard›r. 

Bu teoremi k›saca, “sürekli bir fonksiyon kapal› ve s›n›rl› bir
aral›kta maksimum de¤erini al›r” diye ifade edilir. Tabii bu so-
nuç do¤ruysa, ƒ yerine  ƒ alarak, sürekli bir fonksiyon kapal›
ve s›n›rl› bir aral›kta minimum de¤erini ald›¤›n› da anlar›z.
Maksimum ve minimum de¤erlerin oldu¤u da böylece - üstü ka-
pal› bir biçimde söylenmiflse de - anlafl›l›yor, yani kapal› ve s›-
n›rl› bir aral›¤›n sürekli bir fonksiyon alt›nda imgesi de s›n›rl›-
d›r. Demek ki bütün bu dediklerimiz asl›nda flu teoremde sakl›:

Teorem 47.2. Kapal› ve s›n›rl› bir aral›¤›n sürekli bir fonk-
siyon alt›ndaki imgesi gene kapal› ve s›n›rl› bir aral›kt›r.

Sonuç 47.3. X 5  bir altküme, ƒ : X .  sürekli bir fonk-
siyon ve I 5 X, kapal› ve s›n›rl› bir aral›k olsun. O zaman her x
" I için,

ƒ(a) ≤ ƒ(x) ≤ ƒ(b)
eflitsizliklerini sa¤layan a ve b " I say›lar› vard›r.

Teoremin kan›t›na bafllamadan önce, teore-
min kapal› olmayan aral›klarda yanl›fl oldu¤unu
farkedelim. Nitekim (0, 1] aral›¤› üstünde ta-
n›mlanm›fl olan ƒ(x) = 1/x fonksiyonu süreklidir
ama üstten s›n›rl› de¤ildir, de¤er kümesi [1, ∞)
aral›¤›d›r. 
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Teorem, kapal› ama s›n›rs›z aral›klarda da yanl›flt›r. Örne¤in
yukardaki gibi ƒ(x) = 1/x kural›yla tan›mlanan ƒ : [1, 0) .  

fonksiyonunun imgesi kapal› olmayan (0, 1] aral›¤›d›r.

Oldukça ayd›nlat›c› bir örnek de flu: (0, 1) aral›¤›nda ƒ(x) =
x2 kural›yla tan›mlanm›fl fonksiyon, de¤erlerini gene (0, 1) ara-
l›¤›nda al›r. Bu fonksiyonun de¤erleri 1’e çok yaklafl›rlar ama

hiç 1 olmazlar (bkz. soldaki grafik.) Fonksiyon, 0 ile 1aras›nda
her de¤eri al›r ama 1 de¤erini almaz. Bunun nedeni fonksiyonun
tan›m kümesinin (0, 1) aç›k aral›¤› olmas›d›r. Oysa tan›m küme-
sini [0, 1] kapal› aral›¤› olarak tan›mlasayd›k, fonksiyon maksi-
mum de¤erini 1’de alacakt›: 12 = 1 (bkz. sa¤daki grafik.) 

Teorem 47.2’nin Kan›t›: Kapal› ve s›n›rl› aral›¤a I, sürekli
fonksiyona da ƒ diyelim. ƒ(I)’n›n bir aral›k oldu¤unu biliyoruz
[bkz. Teorem 46.7].

Önce fonksiyonun, yani görüntü kümesi ƒ(I)’nin üstten s›-
n›rl› oldu¤unu kan›tlayal›m. ƒ(I)’n›n s›n›rl› olmad›¤›n› varsaya-
l›m. O zaman her n do¤al say›s› için, ƒ(xn) > n eflitsizli¤ini sa¤-
layan bir xn " I bulunur. Elbette 

limn .$0 ƒ(xn) = 0
dur. Bu aflamada Bolzano-Weierstrass Teoremi’ne (Teorem
18.1) ihtiyac›m›z olacak.
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Bolzano-Weierstrass Teoremi’ne göre I aral›¤› taraf›ndan s›-
n›rlanm›fl olan (xn)n dizisinin yak›nsak bir altdizisi vard›r. Bu
altdiziye (xnN)n diyelim. (ƒ(xn))n sonsuza ›raksad›¤›ndan, bu di-
zinin bir altdizisi olan (ƒ(xnN))n dizisi de sonsuza ›raksar. (Ne-
den? Bkz. Al›flt›rma 1.) Ama ƒ sürekli oldu¤undan,

limn .$0 ƒ(xnN) = ƒ(limn .$0 xnN) "  
olur (Teorem 45.1) ki bu bir çeliflkidir.

Demek ki ƒ, yani ƒ(I) kümesi üstten s›n›rl›. Ayn› nedenden
 ƒ de üstten s›n›rl›. Bu da ƒ alttan s›n›rl› demektir. Böylece
ƒ(I)’n›n s›n›rl› bir aral›k oldu¤unu kan›tlad›k.

fiimdi c, ƒ(I)’n›n en küçük üsts›n›r› olsun. c’nin ƒ(I)’da oldu-
¤unu kan›tlayaca¤›z.

c, ƒ(I)’n›n en küçük üsts›n›r› oldu¤undan, ƒ(I) kümesinde
c’ye yak›nsayan bir (yn)n dizisi vard›r. Her n için yn " ƒ(I) oldu-
¤undan, yn = ƒ(xn) eflitli¤ini sa¤layan xn " I vard›r. Bolzano-We-
ierstrass Teoremi’ne (Teorem 18.1) göre I aral›¤› taraf›ndan s›-
n›rlanm›fl olan (xn)n dizisinin yak›nsak bir altdizisi vard›r. Bu alt-
diziye (xnN)n ve limitine de a diyelim. E¤er I = [u, v] ise, her n için
u ≤ xnN ≤ v oldu¤undan, Sandviç Teoremi’ne göre (Teorem 6.1),
u ≤ a ≤ v, yani a " I olur. Hesap zaman› geldi: 

c = limn .$0 yn = limn .$0 ƒ(xn)
= limn .$0 ƒ(xnN) = ƒ(a) " ƒ(I).

Kan›t›m›z tamamlanm›flt›r. n

Teorem 47.2’nin Yar›s›n›n Bir Baflka Kan›t›

K, kapal› bir aral›k ve ve ƒ : K .  sürekli bir fonksiyon
olsun. ƒ(K)’n›n s›n›rl› olmad›¤›n› varsayal›m. Bir b "  sabit-
leyelim. Her n do¤al say›s› için öyle bir xn " K eleman› bula-
l›m ki, d(ƒ(xn), b) ≥ n olsun. K kapal› bir aral›k oldu¤undan,
Bolzano-Weierstrass Teoremi’ne göre (xn)n dizisinin yak›nsak
bir altdizisi vard›r (teorem 18.1). Bu yak›nsak altdiziye (xnk

)k
diyelim. Limitine de x diyelim. O zaman, ƒ sürekli oldu¤un-
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dan, 
d(ƒ(x), b) = d(ƒ(limk.0$xnk

), b) = d(limk.0$ƒ(xnk
), b) 

= limk.0$d(ƒ(xnk
), b) ≥ limk.0$nk = 0.

Bir çeliflki. n

Al›flt›rmalar
1. Sonsuza yak›nsayan bir dizinin her altdizisinin de sonsu-

za ›raksad›¤›n› kan›tlay›n.
2. ƒ(x) = x2 kural›yla tan›mlanm›fl 

ƒ : [ 1, 2] .  

fonksiyonunun ald›¤› en küçük ve en büyük de¤erleri bulun.

Popüler Teorem. Sabit uzunlukta bir telle, en büyük alan›
kaplayacak bir dikdörtgen yap›labilir. Telin uzunlu¤u p ise bu
en büyük alan p2/16’d›r.

Kan›t: Telin uzunlu¤u p olsun. Çevresi p olan bir dikdörtge-
nin bir kenar› x ise, di¤er kenar› p/2  x’tir; dolay›s›yla alan› 

olur. x’in de¤eri 0 ile p/2 aras›nda de¤iflti¤ine göre, ƒ fonksiyo-
nunu [0, p/2] aral›¤›ndan  ’ye giden bir fonksiyon olarak göre-
biliriz. ƒ sürekli oldu¤undan, bölümde kan›tlanan teoreme göre,
kapal› ve s›n›rl› olan bu aral›kta ƒ en büyük de¤erini al›r. 

ƒ(p/4) = p2/16 
oldu¤undan, bu en bü-
yük de¤er p2/16’dan kü-
çük olamaz. Hatta fonk-
siyonun grafi¤i bir para-
bol oldu¤undan, fonksi-
yon en büyük de¤eri, 0
ile p/2 olan iki kökünün
tam ortas›nda, yani x = p/4 için al›r. n
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