45. Diziler ve Sureklilik

er zamanki gibi sezgilere seslenen bir giris yapacagiz. Bir
Ha noktasinda siirekli bir f fonksiyonu ele alalim. Eger x
noktasi @’ya ¢ok yakinsa, f(x) noktast da f(a)’ya ¢ok
yakindir. Dolayisiyla eger bir (x,), dizisi a’ya yakinsiyorsa,

A

y = [flx)

(f(x,,),, dizisinin de f(a)’ya yakinsamasini beklemeye hakkimiz
var. Nitekim Oyle de olur. Hatta bunun tersi de dogrudur: Bu
ozelligi olan her fonksiyon a noktasinda siireklidir. Yani asagi-
daki teorem siuirekliligin bir bagska tanimi olarak da algilanabilir.

Teorem 45.1.a € X c R ve f : X > R fonksiyonu icin asa-
Sidaki iki kosul esdegerdir:

1. f fonksiyonu a’da siireklidir.

2. X’in a’ya yakmsayan ber (x,,),, dizisi igin, (f(x,)),, dizisi
f(a)ya yakinsar.
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Kanit: (1 = 2). (x,,),, X’te a’ya yakinsayan bir dizi olsun.
¢ > 0 olsun. Pozitif 8 sayisini, her x € (@ =8, a +8) N X
igin,
If(x) - fla) <&

olacak bi¢imde segelim. Ayrica N sayisini, her 7 > N igin,

Ix,, —al <&
olacak bi¢imde secelim. O zaman, her # > N icin, once
lx,, — al <3,
sonra,
|f(xn) - f(a)l <ée

olur. Demek ki (f(x,,)),, dizisi f(a)’ya yakinsar.
(2 = 1). f’nin a’da siirekli olmadigini varsayalim. O zaman
oyle bir &€ > 0 vardir ki, > 0 ne olursa olsun, X’te,
Ix —al <8

esitsizligini saglayan ama

If(x) = fla)l <&
esitsizligini saglamayan, yani

If(x) - fla)l >
esitsizligini saglayan bir x vardir. Demek ki her # > 0 dogal sa-
yist igin, X’te,

lx,, —al < 1/n

ve

fx,) - fla)l > &
esitsizliklerini saglayan bir x,, vardir (3 = 1/n alin). Buradan,
(x,,), dizisinin a’ya yakinsadigi ama (f(x,,)), dizisinin f(a)’ya
yakinsamadigi anlasilir. Bir celiski. Teorem kanitlanmigtir. [

Sonug¢ 45.2. X c Rve f : X — R fonksiyonu icin asagidaki
iki kosul esdegerdir:
1. f fonksiyonu siireklidir.
2.x, € Xvelim, ., x, € Xise
lim,, ., f(x,) = f(lim,_,, x,,)
olur. [l
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Yani “limit alma”yla “f degerini alma” birbiriyle degisen is-
lemlerdir.
Ote yandan, eger (x,,),, bir Cauchy dizisiyse, f siirekli bile ol-
sa, (f(x,)), bir Cauchy dizisi olmayabilir. Ornegin X = R \ {0}
olsun. f : X — R fonksiyonu,
{1 eger x >0 ise
f(x) = § .
0 egerx <0 ise
olarak tanimlansin. O zaman f fonksiyonu siireklidir [sayfa 21,
Ornek 3]. Simdi x,, = (~1)"n olsun. (x,,),, bir Cauchy dizisidir
ciinkii R’de (R \ {0}’da degil!) limiti vardir (bu limit 0’dir.) Ama
(f(x,)), dizisi 0, 1, 0, 1, 0, 1, ... dizisidir ve elbette Cauchy dizi-
si degildir.
Ornek: lim,,_,, el/7 = 1.
Kanit: e/ = exp(1/n) ve exp fonksiyonu (her noktada oldu-

gu gibi) 0’da da siirekli. Demek ki,

7—>00 el/n = hmn—)oo exp(l/n)

=exp(lim,_,,1/n) =exp0 =1.

lim
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lunan a < b sayilari i¢in f(a) < f(b) olsun. Bu fonksiyonun

Sﬁrekli bir f fonksiyonu diigiinelim. Tanim kiimesinde bu-

temsili grafigini ¢izelim:

Ay

a b

Fonksiyonun grafiginin diizlemde nasil bir egri ¢izdigini tam
olarak bilemeyiz elbet ama bu egrinin, diizlemin (a, f(a)) nokta-
sindan (b, f(b)) noktasina kadar kesintisiz olarak gittigini bili-
yoruz. Dolayisiyla fonksiyonun grafigi, y = f(a) ile y = f(b) ya-
tay dogrulari arasinda kalan her yatay dogruyu kesmeli. Demek
ki yg € (f(a), y(b)) ne olursa olsun,
flxo) = yo

esitligini saglayan bir x € (a, b) noktast olmali. Bir sonraki ge-
kilde temsili bir resim ¢izdik.
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by y = flx)

a xlo b
y =y, dogrusu, fonksiyonun grafigini
en az bir noktada (sekilde ii¢ noktada) keser.
Dogrulugunu yukarda (matematiksel olarak degil) sezgisel
olarak acikladigimiz bu olguya Aradeger Teoremi ad:i verilir.
Teoremi kanitlamadan once teoreme bir karsiornek verelim!

Karsiornek 1. f : Q — Q fonksiyonu f(x) = x2 kural tarafin-
dan tanimlanmis olsun. Polinomiyal oldugundan, f’nin siirekli ol-
dugunu biliyoruz. Simdia = 1, b = 3 olsun. O zaman f(a) =1<9
= f(b) olur. yy = 2 olsun. f(a) < 2 < f(b) oldugundan, yukarda
soylenenlere inanacak olursak, 1’le 3 arasinda

x0% = flxg) = 2,
esitligini saglayan bir x; € Q olmali. Ama bunun dogru olma-
digint biliyoruz, ¢iinkii V2, kesirli bir say1 degildir! Demek ki
Aradeger Teoremi Q icin yanls.
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Bir baska karsiornek daha verelim!

Karsiornek 2. f, (0, 2) U (4, 6) araligindan R’ye giden
flx)=x

kuraliyla tamimlanan fonksiyon olsun. f siireklidir [Ornek 42.7 ya

by

J)Q=3

2 3 4 6

da Bolum 42, Alistirma 2]. a = 1 ve b = § olsun. O zaman
f)y=1<5=f(5)
olur. Simdi y = 3 olsun. 1 < 3 < § olmasmna kargin, gene f(x) = 3
esitligini saglayan bir x noktasi yoktur (¢tinkii x = 3 tanim kiime-
sinde degildir.)
Buradaki sorun da fonksiyonun [1, 5] araliginda degil de
(0,2) U (4, 6)
kiimesinde tanimlanmamis olmasi.

Her iki ornekte de sorun, fonksiyonun tanim kimesinde
“delik”lerin olmasi. Birincisinde V2 tamim kiimesinde degil,
ikincisinde ise [2, 4] araligi tanim kiimesinde degil. Siirekli fonk-
siyonlar stirekli olduklarindan, iki deger aldiklarinda bu iki de-
gerin arasindaki tim degerleri alirlar, yeter ki tanim kiimesinde
delikler bulunmasin.

Aradeger Teoremi’nin sinirlarini ¢izdik. Simdi teoremi yazip
kanitlayalim.
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Teorem 46 [Aradeger Teoremi]. a < b olmak iizere
f:la, b] > R
siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman f fonksiyonu f(a) ile f(b)
arasindaki tiim degerleri alir.
Kanit: Gerekirse f yerine gene surekli olan —f fonksiyonun
alarak,
fla) < f(b)
esitsizligini varsayabiliriz. (Teoremi —f icin kanitlarsak, teore-
min f icin de kanitlanacagina ikna olun.)
fla) <yo < f(b)
esitsizligini saglayan bir y, alalim. Eger
Yo = f(a) ya da yg = f(b)
ise bu durumda 6nerme dogrudur. Bundan boyle
fla) < yo < f(b)
esitsizliklerini varsayalim.
A kiimesi soyle tanimlansin:
A=fx e la, bl : flx) <yl
A bosktuime degildir ¢iinkii @, A’nin bir elemanidir. Ayrica A ki-
mesi b tarafindan ustten sinirlidir. Demek ki A’nin bir en kiiciik

Ay y = flx)
f(b)
Yog Y=Y
fla)
x
a \ s b -

A

ustsiniri vardir. Bu istsinira s diyelim: s = sup A. (Birinci karsi-
ornegimizde boyle bir s olmayabilirdi, gergel sayilarda calisiyor
olmamiz igimize yariyor.)



46. Aradeger Teoremi 451

f(s) = yg esitligini kanitlayacagiz. Bunun icin 6nce f(s) > vy,
sonra f(s) <y esitsizligini kanitlayacagiz.

Sav 1. f(s) > y,.

Sav 1’in Kanitr: Diyelim f(s) < . Bu varsayimdan bir ¢elis-
ki elde edecegiz. Celiskinin nerden kaynaklanacagini asagidaki
sekilde gostermeye ¢alistik. Okur kaniti okurken bir yandan da
g0z ucuyla asagidaki sekle bakmalidir.

by y = flx)

f(b)
/
€

(s—3, s+0)

s = b olsa, 0 zaman y, < f(b) = f(s) <y, gibi bir sagmalik el-
de ederiz. Demek ki s < b.

Sav’in kanitinin anahtari Sonug 43.15’te kanitlanan olgu:
Stirekli bir fonksiyon bir noktada belli bir sayidan kiiciik deger-
ler aliyorsa, fonksiyon o noktanin bir komsulugunda da o sayi-
dan kiiciik degerler alir. Bu olguyu burada tekrarlayalim:

Olgu. X c R,a € Xve f: X > R, anoktasinda siirekli bir
fonksiyon olsun. Eger f(a) < c ise, 6yle bir o > 0 vardir ki, her
xeXnNn(@a—oa,a+a)

icin f(x) < ¢ olur.
Bu olguda, X yerine [a, b], a yerine s ve ¢ yerine y, alalim.
f(s) < yg ve f siirekli oldugundan, her
xe(s—8,s+d) N]a,b]
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igin,
£x) < vg (1)

esitsizliginin saglandigi bir 8 > 0 oldugunu buluruz. Ama b > s
oldugundan,

(s, s +8) N [a, b] = D.
Bu kesisimden bir x alirsak, (1)’den dolay,

) f(x) <o

olur. Ote yandan x > s = sup A oldugundan, x ¢ A olur ve f(x)
>y, esitsizligi saglanir. Celigki.

Sav 2. f(s) < y,.

Sav 2’nin Kaniti: Gene bir celiski elde etmek amaciyla f(s)
> v esitsizligini varsayalim. Celiskinin nerden kaynaklanacag-
n1 bir sonraki sekilde gostermeye ¢alistik.

Ay y=[flx)

1) /
8If(s)

Q

I >
i
(s—8, s+0)

s = a olsa, o zaman y; > f(a) = f(s) > y, gibi bir sagmalik el-
de ederiz. Demek ki a < s.

Sav’in kanitinin matematiksel 6zii Sonug 43.16’da. Bu sonu-
cu tekrar yazalim:

Olgu. X c R,a € Xve f: X > R, anoktasinda siirekli bir
fonksiyon olsun. Eger f(a) > c ise, 6yle bir a. > 0 vardwr ki, her
xeXnNna—oa,a+a)

icin f(x) > ¢ olur.
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Bu olguda, X yerine [a, b], a yerine s ve ¢ yerine y, alalim.
f(s) > yg ve f surekli oldugundan, yukardaki Olgu’ya gore oyle
bir & > 0 vardir ki, her

x e (s—38,s+d) N]a,b]

igin,

f(x) >y
olur. s > a ve s = sup A oldugundan,

(=0, NA#J

olur. Bu kesisimden bir x secelim. O zaman hem

f(x) >y,
hem de (x € A oldugundan),

flx) <y
olur. Gene celiski. Kanitimiz tamamlanmustir. O

Aradeger Teoremi analizin en 6nemli teoremlerinden biridir.
Birkag¢ sonucunu irdeleyelim.

Sonug 46.1. a < b olmak iizere,
[a,b]c XcRvef: X—>R
siirekli bir fonksiyon olsun. Eger vy sayisi f(a) ile f(b) arasinda-
ysa,
fle) =g

esitligini saglayan bir ¢ € |a, b] vardr.

Kanit: Teoremi f’nin [a, b] araligina kisitlanmisina uygu-
lamak yeterli. (Teorem 42.3’e gore f’nin kisitlanisi da stirekli-
dir.) ]

Sonug 46.2 [Bolzano Teoremi]. Eger siirekli bir fonksiyon
bir aralikta hem negatif hem de pozitif degerler alryorsa 0 dege-
rini de alir.

Kanit: f(a) < 0 < f(b) ise, Sonug 46.1°e gore a ile b arasin-
da f(c) = 0 esitligini saglayan bir ¢ vardir. (]
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Bolimiin en basinda verdigimiz ikinci 6rnek, “aralik” sozcii-
gunt attigimizda Sonug 46.2’nin dogru olmadigini gosteriyor.

Her ne kadar Sonug 46.2, Aradeger Teoremi’nin 6zel bir ha-
li gibi duruyorsa da, Sonug 46.2’den Aradeger Teoremi’ni kanit-
lamak miimkiindiir. Bu kanit1 verelim:

(Bolzano Teoremi = Aradeger Teoremi): f(a) <y, < f(b)
olsun. Sirekli oldugunu bildigimiz
g(x) = f(x) =y
fonksiyonunu ele alalim. O zaman g(a) < 0 < g(b) olur. Bolzano
Teoremi’ne gore a ile b arasinda g(c) = 0 esitligini saglayan bir
¢ vardir. g’nin tanimina geri donersek, f(c) = yy bulunur. [

Teoremin sonuglarini irdelemeye devam edelim. Once poli-
nomlarla ilgili birka¢ 6nemli sonug verelim.

Sonug 46.3. Derecesi tek olan gercel katsayili bir polinomun
gercel sayilarda bir kokii vardr.

Kanit: p, tek dereceli bir polinom olsun. p’yi baskatsayisina
bolerek, p’nin bagkatsayisinin 1 oldugunu varsayabiliriz. O za-
man

lim,, _, , p(n) = o
olur [bkz. Sonug 24.12]. Demek ki, yeterince biiyiik bir b € R i¢in
p(b) > 0 olur. p’nin derecesi tek oldugundan,
lim,, _, ., p(-n) = —o0

esitligini de kanitlamak zor degil. Demek ki a € R i¢in p(a) < 0

olur. Sonug 46.2’ye gore p’nin (a ile b arasinda) bir koku vardir.
O

Ornek: Illa bir 6rnek gerekiyorsa iste bir 6rnek:
x5 —mxt +2x3 - 100x + e = 0
esitligini saglayan bir gergel say1 vardir.
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Sonug 46.4. R[X|’in indirgenemez bir polinomunun derece-
si ya 1 ya da cift olmak zorundadir.

Aslinda, Cebirin Temel Teoremi’ne gore, R[X]’in indirgene-
mez polinomlarinin derecesi 1 ya da 2 olmak zorundadir.

Sonuc 46.4’tin Kanmiti: Eger f € R[X], derecesi tek olan bir
polinomsa, Sonug 46.3’¢ gore f’nin bir koki vardir. Bu koke
a diyelim. O zaman X — a polinomu f’yi béler (en temel cebir
bilgisi gerekiyor burada). f indirgenemez oldugundan, bun-
dan, bir b € R i¢in f(X) = b(x — a) ¢ikar. Yani f’nin derecesi
1’dir. []

Bir sonraki teorem, kesismeleri gereken fonksiyon grafikle-
rinin gercekten kesistiklerini soyleyecek:

Sonug 46.5. f ve g : R — R iki siirekli fonksiyon olsun.
Eger f(a) < gla) ve f(b) > g(b) esitsizliklerini saglayan a ve b
gercel sayilari varsa f(c) = g(c) esitligini saglayan bir c gercel sa-
yist vardir.

A\ B

a c b

Kanit: Sonug 46.2%yi siirekli oldugunu bildigimiz h = f — g
fonksiyonuna ve a ve b noktalarina uygulayin. H
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Sonug 46.6. f : R — R, iistten ve alttan simrly siirekli bir
fonksiyon olsun. O zaman bir ¢ saysi icin f(c) = ¢ olur.

y = flx)

A\ B

b

Kanit: a = sup {f(x) : x € R} + 1 ve
b=inf{f(x):x e R} -1
olsun. O zaman her x € R i¢in
b<flx)<a

olur.

glx) = flx) —x
olsun. g’nin siirekli oldugunu biliyoruz. Yukardaki esitsizlikler-
den dolay1

gla) <0 < g(b).
Simdi Sonug 46.2°yi g’ye uygularsak, g(c) = 0 esitligini saglayan
bir ¢ sayisinin varligini goriiriiz. ¢g’nin tanimindan da f(c) = ¢
cikar. L]

Teorem 46.7. f : X — R siirekli bir fonksiyon olsun. [ < X
bir aralik olsun. O zaman f(I) da bir araliktir.

Kanit: Eger o < B, f(I)’dan iki elemansa o ve B arasindaki
her y elemanin f(I)’da oldugunu kanitlamamiz yeterli. a, b e I
icin, o = f(a), p = f(b) olsun. O zaman, Aradeger Teoremi’ne
gore aq ile b arasinda f(c) = y esitligini saglayan bir ¢ vardir. c,
elbette I’dadir, yani y = f(c) € f(I). H

Dikkat: Eger yukarda I sinirh bir araliksa, f(I) sinirsiz bir
aralik olabilir. Ornek: I = (0, 1) ve f(x) = 1/x.
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Teorem 46.7 daha ileri bir diizeyde dogrudur:

1) Eger I kapal bir araliksa, f(I) da kapali bir araliktir.

2) Eger I kapali ve sinirl bir araliksa, f(I) da kapali ve sinir-
I bir araliktir.

3) Surekli bir fonksiyon, kapali ve sinirli bir aralik tizerinde
maksimum degerlerini alir.

Biitiin bunlar1 yakinda kanitlayacagiz.

Her siirekli fonksiyonun “Aradeger Ozelligi'ni sagladigini
kanitladik. Peki Aradeger Ozelligini saglayan her fonksiyon sii-
rekli midir? Yani eger

f:R->R
fonksiyonu her a < b ve f(a) ile f(b) arasindaki her degeri ali-
yorsa o zaman f siirekli olmak zorunda midir? Hayir degildir.
Bunun standart 6rnegi
sin(1/x) eger x #0 ise

()= {0 eger x =0 ise
fonksiyonudur. Bu fonksiyon Aradeger Ozelligi'ni saglar ama
0°da stirekli degildir.

Aradeger Teoremi’ni saglayan fonksiyonlara Darboux fonk-
siyonlan denirl.

Aligtirmalar
1) f: R — R surekli bir fonksiyon olsun. Eger f’nin gortunti-
sti sonlu bir kiimeyse f’nin sabit bir fonksiyon oldugunu gosterin.
2) f:10, 1] — [0, 1] surekli bir fonksiyon ise
flx)=x
esitligini saglayan bir x sayisinin varhgini kanitlayn.
3) n > 0 bir dogal say1 ve
ae R0
olsun.

1 Darboux fonksiyonlariyla ilgili daha fazla bilgi i¢in Zafer Ercan, Ugur Gl
ve Mine Menekse, Aradeger Teoremsi’ni saglayan Ama Sirtekli Olmayan
Fonksiyonlar, MD-2010-II, sayfa 73-76.
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a=>b"
esitligini saglayan bir
b e R0
sayisinin varligini Aradeger Teoremi’yle kanitlayin, yani al/” sa-
yisinin varligini kanitlayin.

Aradeger Teoremi’nin Popiiler Matematik Uygulamalar

Popiiler Teorem 1. Yeryiiziinde, herbangi bir anda, yeryiizii-
niin tam diger tarafindaki noktayla aynmi hava basmcimda olan
en az bir nokta vardir.

Kanit: Herhangi bir meridyen alalim. Bu meridyeni kesen ve
diinyanin merkezinden gecen bir dogruya bakalim. Bu dogru
meridyenimizi A ve B ug noktalarinda kessin. f(A) ve f(B), bu

noktalardaki hava basinci olsun.
Meridyenin ekvator diizlemiyle
yaptigi aci o derece ise,

gla) = f(A) - f(B)
olsun. o degistikge, yani dogru,
diinyanin merkezi etrafinda merid-
yenimizi hep kesecek bicimde don-
diugiinde, g(a) degisir ama surekli
degisir, yani g, [0, 360) arahigin-
dan R’ye giden siirekli bir fonksi-

yondur. Meridyen 180 derece dondugiinde bu deger eksisine
dontistir, cinkii 0 zaman A noktasi B noktasi, B noktasi da A
noktasi olur. Aradeger teoreminden dolayi, o ile o + 180 ara-
sinda g(B) = 0 esitligini saglayan bir B acisi vardir. Demek ki,
ekvator diizlemiyle bu B agisini yapan dogru, meridyenimizi,
f(A) = f(B) esitligini saglayan A ve B ug noktalarinda keser.[’]

Popiiler Teorem 2. Sekli semali ne olursa olsun, bir pasta tek
bir bicak darbesiyle iki esit parcaya boliinebilir.
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Birinci Kanit: Pastayi kesmeyen bir ¢/ dogrusu secelim. (Bkz.
asagidaki sekil) Pasta sinirli oldugundan boyle bir dogru vardir.
Bu dogru ustiinde bir P noktasi segelim. Dogruyu P noktasini
sabit tutarak dondiirtirsek, dogru pastay: bir zaman sonra kes-
meye baglar, pastayr iki pargaya
ayirir. Bu parcalardan birinin hac-
mi 0’dan baglayarak artar, ta ki bu
par¢a pastanin tamami olana dek.
Pastanin ve maddenin siirekli oldu-
gunu varsayarsak, bu artig, dogru-
nun ’yle yaptigi o agisina gore si-

rekli olarak degisir. Pastanin top-
lam hacmine 1 dersek, dogrunun
kestigi parcalardan biri 0 hacimden 1 hacme kadar sturekli ola-
rak artar, dolayisiyla bir zaman sonra 1/2 olmak zorundadir.
Ikinci Kanmit: Gene pastay1 kesmeyen bir ¢ dogrusu secelim
ve bir sonraki sekilden takip edelim.
¢ dogrusunu pastanin oldugu yone
dogru kaydiralim (6teleyelim). Kanit
bir 6nceki kanit gibi devam eder. Bu
kanitta baslangigta aldigimiz dogru-
nun pastaylr kesmemesi kosulunun

gereksiz olduguna dikkatinizi ¢eke-
riz, ¢linkii pasta sinirli oldugundan,
her dogru yeterince Otelenirse pastayi kesmez. []

Popiiler Teorem 3. Tek bir bicak darbesiyle hem bir pasta
hem de bir patates ayni anda iki esit parcaya boliinebilir.

Kanit: Herhangi bir P noktasi ve bu noktadan gegen herhan-
gi bir ¢ dogrusu secelim. 2’yi 6teleyerek pastay iki esit parcaya
bolebilecegimizi biliyoruz. Muhtemelen, pastayr tam ortadan
ikiye bolen bu dogru, patatesi iki esit par¢aya ayirmamuistir.
Simdi P noktasini sabit alarak ¢ dogrusunu hafif¢e dondiirelim.
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Elde ettigimiz yeni dogruya m adimi verip, aynen yukardaki gi-
bi, m’yi oteleyerek pastayi
iki egit parcaya ayiralim.

patates

Bu da patatesi iki esit par-
¢aya ayirmayabilir. Dogru-
lart P noktas: etrafinda
dondiirmeye devam edelim.
Ag1 degistikce, pastayr iki
esit parcaya ayiran dogru-

lar patatesi de degisik oran- L
larda bolecek. Pastayi iki esit pargaya bolen dogrularln ( ile yap-
tiklari acilar O dereceden 180 dereceye kadar degisebileceginden
pastay1 iki esit parcaya bo- ” '

len dogrulardan birinin pa-
tatesi iki esit parcaya bole- parates
cegini kanitlamak zor de-
gil: Bir dogru patatesi 3’e 4
oraninda béliyorsa, 180 pasta
derece donduriilmiis dogru

patatesi 4’e 3 oraninda bo-

ler, dolayisiyla belli bir aci-

da patates iki esit parcaya i
(3,5 - 3,5 oraninda!) boliinmeli. O

Alistirma: Yukardaki kesimlerde bicak dikey tutulmus ve
pasta dikey darbelerle kesilmisti. Dikey olmayan kesimlere de
izin verirsek, hareket 6zgiirligtimiiz 2’den (bir nokta etrafinda
dondiirmek ve diizlemde 6telemek) 3’e ¢ikar (bir nokta etrafin-
da dondirmek, dizlemde 6telemek ve bigagin masanin dizle-
miyle yaptig aciy1 degistirmek) ve boylece hem pastayi hem pa-
tatesi hem de bir tabak makarnay1 tek bir bicak darbesiyle iki-
ser esit parcalara ayirabiliriz. Afiyet olsun.



47. Siirekli Fonksiyonlarin
Ug Degerleri

radeger Teoremi’nden, bir araligin siirekli bir fonksiyon
altindaki imgesinin gene bir aralik oldugunu biliyoruz;
bunu Teorem 46.7’de kanitlamigtik. Bu boliimde kapa-
li ve sinirli bir araligin siirekli bir fonksiyon altindaki imgesinin
gene kapali ve sinirli bir aralik oldugunu gorecegiz. Bundan da

MAKSIMUM  @ereereermreemrmrecaemeecaeaeccaeeaeans

deger
() y = f(x) !
minimum
deger
b i a

Siirekli bir fonksiyon, kapali ve sinirli bir I araliginda

hem minimum hem de maksimum degerlerini alir.

Aradeger Teoremi’nden dolayi, fonksiyon bu ug¢ degerler
arafllr;daki her degeri de alir. Yani f(I) da kapali ve sinirl bir
araliktir.

stirekli bir fonksiyonun kapali ve sinirli bir aralikta ug degerle-
rini (infimum ve supremum degerlerini) aldigi anlagilir. Bu, ma-
tematiksel analizin ¢ok kullanilan, hem teoride hem de pratik-
te sik sik bagvurulan teoremlerden biridir.

461



462 47. Surekli Fonksiyonlarin Ug Degerleri

Teorem 47.1 [U¢ Deger Teoremi]. I ¢ R, kapal: ve sinirl bir

aralik olsun.
f:I->R
siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman yle bir a, b € 1 vardir ki,
her x € I icin
£(b) < f(x) < fla)

olur. Yani f(b) = inf f(I) ve f(a) = sup f(I) esitligini saglayan a,
b € I sayilari vardur.

Bu teoremi kisaca, “siirekli bir fonksiyon kapali ve sinirli bir
aralikta maksimum degerini alir” diye ifade edilir. Tabii bu so-
nu¢ dogruysa, f yerine —f alarak, siirekli bir fonksiyon kapali
ve sinirli bir aralikta minimum degerini aldigini da anlariz.
Maksimum ve minimum degerlerin oldugu da boylece - tisti ka-
pali bir bicimde soylenmisse de - anlasiliyor, yani kapali ve si-
nirh bir araligin siirekli bir fonksiyon altinda imgesi de sinirli-
dir. Demek ki biitiin bu dediklerimiz aslinda su teoremde sakli:

Teorem 47.2. Kapali ve simirli bir araligin siirekli bir fonk-
siyon altindaki imgesi gene kapali ve sinirly bir araliktir.

Sonug 47.3. X < R bir altkiime, f : X — R siirekli bir fonk-
siyon ve I < X, kapali ve suurli bir aralik olsun. O zaman her x
e I igin,

fla) < f(x) < f(b)

esitsizliklerini saglayan a ve b € I sayilart vardur.

Teoremin kanitina baslamadan once, teore-
min kapali olmayan araliklarda yanhs oldugunu
farkedelim. Nitekim (0, 1] arahig1 tstinde ta- Tl =1
nimlanmis olan f(x) = 1/x fonksiyonu sureklidir

ama ustten sinirh degildir, deger kiimesi [1, ) 4

araligidir.
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Teorem, kapali ama sinirsiz araliklarda da yanlistir. Ornegin
yukardaki gibi f(x) = 1/x kuraliyla tanimlanan f : [1, ) - R
fonksiyonunun imgesi kapali olmayan (0, 1] araligidir.

A

1
flx)=1/x

0 1

Oldukga aydinlatict bir 6rnek de su: (0, 1) araliginda f(x) =
x2 kuraliyla tamimlanmis fonksiyon, degerlerini gene (0, 1) ara-
higinda alir. Bu fonksiyonun degerleri 1’e ¢cok yaklagirlar ama

hi¢ 1 olmazlar (bkz. soldaki grafik.) Fonksiyon, 0 ile 1arasinda
her degeri alir ama 1 degerini almaz. Bunun nedeni fonksiyonun
tanim kiimesinin (0, 1) acik araligi olmasidir. Oysa tanim kiime-
sini [0, 1] kapal araligi olarak tanimlasaydik, fonksiyon maksi-
mum degerini 1’de alacakti: 12 = 1 (bkz. sagdaki grafik.)

Teorem 47.2’nin Kamti: Kapali ve sinirli araliga I, siirekli
fonksiyona da f diyelim. f(I)’nin bir aralik oldugunu biliyoruz
[bkz. Teorem 46.7].

Once fonksiyonun, yani goriintii kiimesi f(I)’nin iistten si-
nirl oldugunu kanitlayalim. f(I)’nin sinirli olmadigini varsaya-
lim. O zaman her 7 dogal sayisi icin, f(x,,) > n esitsizligini sag-
layan bir x,, € I bulunur. Elbette

lim,, oo flxy,) =00
dur. Bu asamada Bolzano-Weierstrass Teoremi’ne (Teorem
18.1) ihtiyacimiz olacak.
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Bolzano-Weierstrass Teoremi’ne gore I arahigi tarafindan si-
nirlanmis olan (x,,), dizisinin yakmsak bir altdizisi vardir. Bu
altdiziye (x,,'), diyelim. (f(x,,)),, sonsuza raksadigindan, bu di-
zinin bir altdizisi olan (f(x,,)),, dizisi de sonsuza iraksar. (Ne-
den? Bkz. Alistirma 1.) Ama f siirekli oldugundan,

lim,, _, o, f(x,) = f(lim, _, » x,/) € R
olur (Teorem 45.1) ki bu bir celiskidir.

Demek ki f, yani f(I) kiimesi istten sinirli. Ayni nedenden
—f de ustten sinirl. Bu da f alttan sinirli demektir. Boylece
f(I)’nin sinurh bir aralik oldugunu kanitladik.

Simdi ¢, f(I)’nin en kiigtik Gstsinirt olsun. ¢’nin f(I)’da oldu-
gunu kanitlayacagz.

¢, f(Iynmin en kiigik ustsinir1 oldugundan, f(I) kiimesinde
c’ye yakinsayan bir (y,,),, dizisi vardir. Her 7 i¢in y,, € f(I) oldu-
gundan, y, = f(x,,) esitligini saglayan x,, € I vardir. Bolzano-We-
ierstrass Teoremi’ne (Teorem 18.1) gore I aralig: tarafindan si-
nirlanmis olan (x,,),, dizisinin yakinsak bir altdizisi vardir. Bu alt-
diziye (x,,'),, ve limitine de a diyelim. Eger I = [u, v] ise, her 7 i¢in
u < x, < v oldugundan, Sandvi¢ Teoremi’ne gore (Teorem 6.1),
u<a<v,vyania e I olur. Hesap zamani geldi:

¢ =lim, .y, =1lim, . f(x,)
“lim, ., f(x,) = f(a) € (D).

Kanitimiz tamamlanmustir. ]

Teorem 47.2’nin Yarisinin Bir Bagka Kanit1

K, kapali bir aralik ve ve f : K — R stirekli bir fonksiyon
olsun. f(K)’nin sinirh olmadigini varsayalim. Bir b € R sabit-
leyelim. Her # dogal sayisi i¢in 6yle bir x,, € K elemani bula-
lim ki, d(f(x,,), b) 2 n olsun. K kapali bir aralik oldugundan,
Bolzano-Weierstrass Teoremi’ne gore (x,,),, dizisinin yakinsak
bir altdizisi vardir (teorem 18.1). Bu yakinsak altdiziye (x,, ),
diyelim. Limitine de x diyelim. O zaman, f siirekli oldugun-
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dan,
d(f(x), b) = d(fllimp_yup %), b) = dllim_p Fl,), b)
= limy_, o, d(f(x,,,), D) 2 limy,_, 7, = oo
Bir celigki. (]

Aligtirmalar
1. Sonsuza yakinsayan bir dizinin her altdizisinin de sonsu-
za raksadigini kanitlayin.
2. f(x) = x2 kuraliyla tanimlanmis
f:-,2]->R
fonksiyonunun aldigi en kiigiik ve en buytk degerleri bulun.

Popiiler Teorem. Sabit uzunlukta bir telle, en biiyiik alam
kaplayacak bir dikdorigen yapilabilir. Telin uzunlugu p ise bu
en biiyiik alan p2/16°dur.

Kanit: Telin uzunlugu p olsun. Cevresi p olan bir dikdortge-
nin bir kenar1 x ise, diger kenari p/2 — x’tir; dolayisiyla alani

p 2, bx
flx)=x E—xj——x +7
olur. x’in degeri 0 ile p/2 arasinda degistigine gore, f fonksiyo-
nunu [0, p/2] araligindan R’ye giden bir fonksiyon olarak gore-
biliriz. f stiirekli oldugundan, béliimde kanitlanan teoreme gore,
kapali ve sinirli olan bu aralikta f en biiyuk degerini alir.
f(pl4) = p2/16
oldugundan, bu en bu-
yiik deger p2/16°dan kii- V16
ciik olamaz. Hatta fonk- Flx) = —x2 + pxf2

A

siyonun grafigi bir para-
bol oldugundan, fonksi-
yon en buyiik degeri, 0 pl4 pI2
ile p/2 olan iki kokinin

tam ortasinda, yani x = p/4 igin alir. [l




