43. Toplama, Carpma,
Siralama ve Siireklilik

kur mutlaka egitim hayat: boyunca x2/2 + sin x tiiriin-
O den ifadelere rastlamistir. Bu ifade aslinda x2/2 ile sin x

fonksiyonlarinin toplamimi simgelemektedir. Goriildi-
gu gibi sadece sayilar degil, fonksiyonlar da toplanabilir, hatta
carpilabilir. Fonksiyonlarla yapilan standart islemleri matema-
tiksel olarak tanimlayalim. Daha sonra bu islemlerle streklilik
arasindaki iligkiyi irdeleyecegiz.

Eger X herhangi bir kiimeyse ve f, g : X — R iki fonksiyon-
sa, gene X’ten R’ye giden
f+g: X—>R
fonksiyon su kuralla tanimlanir:
(f + 2)(x) = Flx) + glx).
Yani f + g fonksiyonunun bir x € X elemanindaki imgesini bul-
mak i¢in f ve g’nin x’te aldiklar1 degerler toplanir.
Yukarda bir 6rnek verdik. Bir 6rnek daha verelim.
flx) = x3 + 2x
ve
g(x) = Vx
olsun. Fonksiyonlarin kalkis kiimesi olan X’i de tanimlamaliyiz.
X =11, o)

415
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olsun (mesela!) O zaman,
f+g:[l,o) >R
fonksiyonu,
(f + 8)(x) = f(x) + g(x) = x3 + 2x + Vx
olarak tanimlanir.
Eger f ve g fonksiyonlariin grafikleri verilmigse, f + g fonk-

siyonunun grafigini ¢izmek oldukca kolaydir. Asagidaki sekil-
deki gibi yapilir.
Fonksiyonlar1 ¢arpabiliriz de. Eger f ve g yukardaki gibi
X’ten R’ye giden iki fonksiyonsa, gene X’ten R’ye giden
fg: X->R
fonksiyonu su kuralla tanimlanir:
(f8)(x) = f(x)g(x),
Yani bu sefer f(x) ve g(x) degerlerini toplayacagimiza ¢arpariz.
Eger g : X —> R, hi¢ 0 degerini almayan bir fonksiyonsa, o
zaman her f fonksiyonunu g’ye bolebiliriz:
(flg)(x) = flx)/g(x).

Ornegin X = R ve g(x) = 1 + x2 olabilir ve o zaman,

(_f]m |t
g 1+x

fonksiyonunu elde ederiz.
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Degerleri gercel say1 olan bir f fonksiyonunu sabit bir a sa-

yistyla carpabiliriz de:
(af)(x) = a-f(x).
Ayrica, f fonksiyonu verilmisse, —f fonksiyonunu (-1)f olarak
da tanimlayabiliriz:
(=)x) = (1) )x) = (=1)-f(x) = =f(x).

Asagida f’nin grafiginden 2f ve —f’nin grafiginin nasil elde edi-
lebilecegini goriiyorsunuz.

Bu boliimde, siireklilikle fonksiyonlarin toplama ve ¢arpma
gibi islemleri arasindaki iligkiyi gorecegiz. Tahmin edilebilecegi
gibi, sureklilik bu islemler altinda bozulmuyor. Toplamadan
baglayalim.

Toplama

Teorem 43.1. X c R,a € Xve f, g: X > R, a noktasinda
siirekli olan iki fonksiyon olsun. O zaman f + g fonksiyonu da
a noktasinda stireklidir.

Kanit: ¢ > 0, herhangi pozitif bir say1 olsun.

I(f +g)(x) = (f + g)a)l
sayisinin g’dan kii¢ik olmasi igin x’in @’ya ne kadar yakin olma-
s1 gerektigini bulacagiz. Bunun i¢in bu ifadeyle oynayip, ifade-
nin icine, x’i @’ya yakin alarak kiiciiltebilecegimizi bildigimiz
If(x) = fla)l

ve
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lg(x) - gla)
ifadelerini sokusturmaliyiz. Hesaplarimiza basliyoruz:
(f + @) — (f + @) = I(f(x) + g(x)) — (f(a) + gla))
= I(f(x) - f(a)) + (g(x) — g(a))
<If(x) — fla) + lg(x) - gla)l
En sagdaki terimi &’dan kiigiik yapabilirsek isimiz is. Ama bu is-
ten bile degil, ¢cinku f ve g fonksiyonlar1 a’da stirekli oldukla-
rindan,
£ (x) - fla)l ve lg(x) - fa)l
terimlerini, x’i @’ya cok yakin secgerek £/2’den kiiciik yapabiliriz.
Nitekim, Oyle bir 8; > 0 vardir ki, eger
xe X, Ix—al <8
esitsizligini sagliyorsa, o zaman,
If(x) — fla)l < &l2
olur. Ayni nedenden, 6yle bir 8, > 0 vardir ki, eger
xe X, Ix—al<d,
esitsizligini sagliyorsa, o zaman,
lg(x) — gla)l < &/2
olur. Simdi 8 = min{84, 8,} olsun. Eger x € X sayis1 Ix — al <8
esitsizligini sagliyorsa, o zaman,
If(x) — fla)l + lg(x) — gla)l <e/2 + &2 = ¢
olur. Istedigimiz kanitlanmustir.
Bu kaniti kitaplarda yazdig gibi yazalim:

Kanit: € > 0, herhangi pozitif bir say1 olsun. f fonksiyonu
a’da surekli oldugundan 6yle bir 8; > 0 vardir ki, eger
xeX,lx—al <
esitsizligini sagliyorsa, o zaman,
If(x) = f(a)l < /2
olur. g fonksiyonu da a’da siirekli oldugundan, 6yle bir 8, > 0
vardir ki, eger x € X, Ix — al < 8, esitsizligini saghyorsa, o za-
man,
lg(x) — gla)l < &/2
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olur. $imdi 8 = min{34, &,} olsun. Eger x € X sayisi Ix —al <
esitsizligini sagliyorsa, o Zaman,
I(f +&)(x) = (f + g)a)l

—(f() g(x)) — (f(a) + gla))

= (f(x) - fla)) + (g(x) - g(a))

<If(x) = fla)l + Ig(x) — gla)

<el2+ell=¢
olur. Istedigimiz kanitlanmustir.

Carpma
Toplamayla basladik, carpmayla devam edelim. Nasil iki sii-
rekli fonksiyonun toplami da siirekli oluyorsa, iki siirekli fonk-
siyonun ¢arpimi da siirekli olur. Ama kanit daha zordur.

Teorem 43.2. X c R,a € Xve f, g: X > R, a noktasinda
stirekli olan iki fonksiyon olsun. O zaman fg fonksiyonu da a
noktasinda siireklidir.

Kanit: € > 0, herhangi bir pozitif say1 olsun.

I(fg)(x) - (fg)(a)
sayisinin £’dan kiiciik olmasi i¢in x’in @’ya ne kadar yakin olma-
s1 gerektigini bulacagiz. Bunun i¢in bu ifadeyle oynayip, ifade-
nin igine x’1 @’ya yakin alarak kigiltebilecegimizi bildigimiz
If(x) — f(a)l ve Ig(x) — g(a)l ifadelerini bir bicimde sokusturma-
11y1z. Hesaplarlmlza basliyoruz:
I(fg)(x) = (fe)(a)l = If(x)g(x) - fla)gla)l
= If(x) ( - gla)) + (f(x) - fla))g(a)l

<If() <a>>l +l(F(x) - fla))gla)

=|f(x ||g( ) a)l + 1f(x) — f(a)llg(a)l
En sagdaki terimi &’dan kiigiik yapabilirsek isimiz is... Demek ki

Lf (2)llg(x) a)l ve If(x) — f(a)llg(a)l

terimlerinin her ikisini blrden €/2’den kuigiik yapabilirsek istedi-
gimize ulasiriz.

If(x) = fla)lig(a)
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terimini kuigtiltmek o kadar zor degil, ¢tinkii |g(a)l sabit bir say1 ve
x’i @’ya yeterince yakin secerek |f(x) — f(a)ll istedigimiz kadar kii-
ciiltebiliriz. Nitekim eger 8 > 0 sayisi, x € X sayisit Ix — al < §;
esitsizligini sagladiginda,

| {(x) - f(a)l <

€
21 g(a)l

esitsizligi saglaniyorsa, o zaman,
€
| {(x) = @)l g(d)|<5

olur. Ama burada bir hata var, bu akil yuriitme g(a) = 0 ise ge-
cerli degildir, ¢tinkii bu durumda Ig(a)l’ya bolemeyiz ve
€
21 g(a)l
ifadesinden bahsedemeyiz. Cok 6nemli degil, bunun da iistesin-

den geliriz: Ig(a)l’ya bolecegimize Ig(a)l + 1’e bolelim: §; > 0 sa-
yisini, x sayist lx — al < 84 esitsizligini sagladiginda,
€
| f(x) - f(d)l < 2(| g(a) I +1)
esitsizligi saglanacak bicimde secelim. O zaman,
el gla)l £
I f(x)— f(a)ll g(a)l <m<z
olur. Boylece ikinci terimi kiigulttiik. Sira geldi birinci terime,
yani
|f(x)llglx) — ga)l
terimine. Burada |g(x) — g(a)! terimini ktgultebiliriz ama eger en
bastaki |f(x)! terimi ¢cok buytirse, bu iki terimin ¢arpimini dile-
digimiz kadar kigultemeyebiliriz. Bu yuzden |f(x)in ¢ok biiyii-
yemeyecegini, sinirh kalacagini kanitlamamiz lazim, en azindan,
kiiciik de olsa, a’nin etrafindaki bir aralikta f sinirli kalmali. Bu,
yeni bir teoremi gerektirecek kadar 6nemli bir sonugtur. (Te-
orem 43.2’nin kanitina daha sonra devam edecegiz.)



43. Toplama, Carpma, Siralama ve Sureklilik 421

Teorem 43.3. X c R,a € Xve f: X > R, a noktasinda sii-
rekli olan bir fonksiyon olsun. O zaman 6yle bir o > 0 vardir ki,
f fonksiyonu

XNn(a—oa,a+a)
araliginda svurlidir, yani
fXn(a—o,a+a))
kiimesi stirhdir.

Kanit: Sirekliligin tanimindaki €’u 1 olarak alalim. O za-
man oyle bir o > 0 vardir ki, eger x € X elemani |x — al < o esit-
sizligini sagladiginda, yani

xeXnN(@a—a,a+a)

oldugunda,
1f(x) - fla)l <e=1
olur, yani
f(x) e (fla) -1, fla) + 1)
olur. Bu da istedigimizi kanitlar. H

Teorem 43.2°nin Kanitinin Devami: Animsarsaniz
f(x)llgl) - gla)
terimini &/2’den kiiglik yapmak istiyorduk ama ¢ok biiytiyebile-
cek olan If(x)| teriminden rahatsiz olmustuk. Neyse ki Teorem
43.3%e gore, oyle bir o > 0 vardir ki, f fonksiyonu
XNn(a—oa,a+a)

araliginda sinirlidir, diyelim her

xeXnNn(@a—oa,a+a)
icin

If(x)l < M

olur. Bu arada M’nin 0 olamayacagina, pozitif olmak zorunda
olduguna dikkatini ¢ekeriz. Demek ki her

xeXnNna-o,a+a)
igin

If (x)llg(x) — ga)l < Mlg(x) — g(a)l

esitsizligi gegerli. Simdi isimiz kolaylasti. g fonksiyonu a nokta-
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sinda siirekli oldugundan, 6yle bir 8, vardir ki,

lx —al < 82
esitsizligini sagladiginda,
€
| g(x < —
glx)—gla) M

esitsizligi de saglanir.
Kanitin sonuna geldik: 8 = min{34, §,, a} olsun. O zaman
& > 0 olur ve
lx —al <&
kosulunu saglayan her x € X icin,

lx —al < a
oldugundan,
If (x)llg(x) — gla)l < Ig(x) — g(a)l
olur ve Ix — al < 3, oldugundan,
I (x)llg(x) — g(a)l < Mlg(x) — gla)l < /2

olur. Boylece |x — al < 8 kosulunu saglayan her x € X i¢in,
I(fg)(x) — (fe)a)l <el2 +el2 =¢
olur ve Teorem 2 kanltlanlr. Kanit1 agagida toparladik. O

Teorem 43.2’nin Toparlanmis Kitabi Kaniti:

¢ > 0, herhangi pozitif bir say1 olsun.

1. f fonksiyonu a’da siirekli oldugundan 6yle bir 8; > 0 var-
dir ki, eger x € X, Ix — al < 8 esitsizligini saglyorsa, o zaman,

€
)~ @)l < 5
olur.

2. f fonksiyonu da a’da stirekli oldugundan, Teorem 43.3%¢
gore, Oyle oo > 0 ve M > 0 sayilar1 vardir ki, eger x € X sayisi
Ix — al < a esitsizligini sagliyorsa, o zaman, |f(x)l < M olur.

3. g fonksiyonu a noktasinda siirekli oldugundan, 6yle bir
8, vardir ki, Ix — al < 8, esitsizligini sagladiginda,

€
I g(x) - gla)l < M
esitsizligi de saglanir.
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Final: $imdi 8 = min{d,, 3,, o} olsun. Eger x € X sayisi
Ix —al <&
esitsizligini sagliyorsa, o zaman,
I(fg)(x)—(fg)a) | =1 f(x)glx) - f(a
=1 {(x)(glx) - gla) + (f(x) - {(a))g(a)]
<1 {(x) 1l glx) - gla) | +1 {(x) - f(@) |l g(a)]
) )

<M g(x)—gl@) |+ f(x)— f(a)l (| gla)l +1)
e & & &
<M gy §@ =55 e

olur. Istedigimiz kanitlanmustir.

Bir Sabitle Carpma
Bir fonksiyonu sabit bir b sayisiyla da ¢arpabiliriz. O zaman
da suireklilik bozulmaz elbet.

Sonu¢43.4. X cR,ae X,be Rvef:X— R,anoktasin-
da siirekli olan bir fonksiyon olsun. O zaman bf fonksiyonu da
a noktasinda siireklidir.

Kanit: g(x) = b olarak tanimlansin. O zaman gf = bf oldu-
gundan, istedigimiz sonug, Teorem 43.2’den ¢ikar. [l

Cikarma
Stirekli bir fonksiyon siirekli bir fonksiyondan ¢ikarilinca da
stireklilik bozulmaz.

Sonu¢43.5. X cR,ae Xve f,g: X —> R, anoktasinda sii-
rekli olan iki fonksiyon olsun. O zaman f — g fonksiyonu da a
noktasinda siireklidir.

Kanit: Teorem 43.1 ve Sonug 43.4’ten, eger b € R ise f + bg
fonksiyonu da a noktasinda sureklidir. Simdi b = -1 alalm. [
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Polinomiyal Fonksiyonlar

Bu paragrafta yukarda kanitladiklarimizin sonuglarina kat-
lanacagiz.

Eger p(T) katsayilar1 gergel sayilar olan bir polinomsa, yani

Po> P15 P25 -5 P € R
gergel sayilari igin
P(T) =po+ 1T+ T2 + -+ p,T"
biciminde bir ifadeyse, o zaman, p polinomu R’den R’ye giden ve
X > P(x) = po + D1+ Pox? + o+ pux”
kuraliyla tanimlanan bir fonksiyon verir. (T degiskeni yerine x
sayist konulur.) Bu fonksiyonu p ile gostermek bir hatadir ama
¢ogu matematik¢i bu hatayr ¢cogu zaman bile bile yapar. (Kimi
durumlarda polinomlarla polinomlarin tanimladigi fonksiyon-
lar1 birbirinden ayirmak elzem olabilir.) Bir polinom tarafindan
tanimlanan fonksiyonlara polinomiyal fonksiyonlar denir.
flx) = x2

kuraliyla tanimlanmis fonksiyon polinomiyaldir, ve elbette T2
polinomu tarafindan tanimlanmustir. Ozdeslik fonksiyonu Id de
polinomyaldir, T polinomu tarafindan tanimlanmistir. Sabit
fonksiyonlar da polinomiyaldirler, sabit polinomlar tarafindan
tanimlanmugtirlar.

Gercel katsayili polinomlar kiimesi R[T] olarak simgelenirler.

Sonug 43.6. Polinomiyal fonksiyonlar her noktada siireklidir.

Kamit: Ornek 42.6 ve 42.7°den dolayi sabit fonksiyonlar ve
T polinomu tarafindan verilen 6zdeslik fonksiyonu stireklidir-
ler. Gerisi yukarda kanitlanan sonuglardan kolayca ¢ikar. (As-
linda daha matematiksel olmak istiyorsak, once 7 tizerine tiime-
varimla T” tarafindan verilen polinomiyal fonksiyonlarin siirek-
li olduklarini, ardindan polinomlarin dereceleri tizerine tiimeva-
rimla polinomiyal fonksiyonlarin siirekli olduklarini kanitla-
mak gerekir.) (]
Sonu¢ 43.7. X c R,a € Xve f: X > R, a noktasinda siirekli
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olan bir fonksiyon olsun.

p(T) € R[T|
olsun. O zaman

x = p(flx))
kuraliyla tamimlannus fonksiyon da a noktasinda siireklidir.

Kanit: Cok basit. Okura birakilmistir. (Teorem 43.2’ye go-

re her n dogal sayisi icin x > f(x)” kuraliyla tanimlanmig fonk-
siyon a noktasinda suireklidir.) H

Bir sonraki boliimde ayni sonucu ¢ok daha genel olarak ka-

nitlayacagiz.
Bolme
Simdi bolmeye gelelim. X < R, a € X ve
f,g: X—>R,

a noktasinda surekli iki fonksiyon olsun. f/g fonksiyonunun
a@’da siirekli oldugunu kanitlamak istiyoruz. Ama bu fonksiyon,
x > flx)/g(x)
kuraliyla tanimlandigindan, boyle bir fonksiyonun var olmasi
icin g’nin X’in her noktasinda 0’dan degisik olmasi gerekir. Oy-

le oldugunu varsayalim.

Ayrica f/g fonksiyonu f ile 1/g fonksiyonlarinin ¢arpimi ol-
dugundan Teorem 43.2’ye gore 1/g’nin surekli oldugunu kanit-
lamamuz yeterlidir. Boylece f’den kurtulmus olduk. Kanitimiza
baslayalim:

& > 0 olsun. Oyle bir § > 0 bulacagiz ki, eger x € X sayisi

Ix —al <8
esitsizligini sagliyorsa, o zaman
1 1

<g
glx)  gla)
olsun. Esitsizligin solundaki ifadeyle oynamaya baglayalim:

1 1] lgla)-gx)l

glx) gla)| 1glx)llgla)l’
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Sagdaki ifadenin &’dan kiigik olmasi icin x’in a’ya ne kadar ya-
kin olmasi gerektigini bulacagiz. g fonksiyonu a’da siirekli oldu-
gundan, x’i a’ya yeterince yakin secerek, paydaki lg(a) - g(x)! ifa-
deyi istedigimiz kadar kiigiik yapabiliriz. Ya paydadaki ifade?
Paydaki Ig(a)l bir sorun teskil etmiyor, ne de olsa 0’dan degisik
ve sabit bir sayl. Ama Ig(x)| potansiyel bir tehlike, ¢linkii x’i al-
digimiz aralikta Ig(x)| sayis1 cok ¢ok kiigulebilir ve

| gla) - g(x)l

I g(x)1l gla)]
ifadesini ayyuka c¢ikarabilir. Bunu engelleyebilir miyiz? Yani
eger g(a) # 0 ise ve g fonksiyonu a noktasinda siirekliyse, a’nin
kiigtik de olsa bir “komsulugunda” g’nin 0’dan “uzak oldugu-
nu” kanitlayabilir miyiz? Evet!

Onsav 43.8. X c R,a € X ve g: X — R, a noktasinda sii-
rekli olan bir fonksiyon olsun. Eger g(a) # 0 ise, éyle bir o. > 0
ve B > 0 vardir ki, her

xeXnNna—o,a+a)

icin,
lg(x)l > B
olur.
Ay
y=gx)
gla)
i : i *
a—o a a+o. \_/
Eger > 0 ise, g(x), a merkezli belli bir aralikta

belli gzr B>0 sayzsmdan daha biiyiiktiir.

Kanit: Aslinda kanitin anafikri oldukg¢a acik. g fonksiyonu
a@’da siirekli oldugundan, a’ya yakin noktalarda g(x), g(a)’ya
¢ok yakindir. Ama g(a) # 0 oldugundan, a’ya ¢ok yakin nokta-
larda g(x)’i 0’dan uzak tutabiliriz. Bicimsel kanita gegelim:
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Gerekirse g yerine —g alarak g(a)’nin pozitif oldugunu varsa-
yabiliriz. Bu durumda, stirekliligin tanimindaki €’u g(a)/2 olarak
alabiliriz. O zaman 6yle bir 6 > 0 vardir ki,

lx —al <3
esitsizligini saglayan her x € X i¢in
lg(x) — g(a)l < gla)2,

yani

—gla)/2 < glx) - gla) < gla)l2,
olur ve bundan da,

gla)2 = gla) - gla)/2 < glx),
yani g(a)/2 < lg(x)! ¢ikar. Simdi o = & ve B = g(a)/2 alalim. [

1/g’nin a’da siirekli oldugunun kanitina kaldigimiz yerden
devam edelim. a ve B pozitif sayilar1 yukardaki Onsav’daki gi-
bi olsunlar. Eger bulacagimiz 8’y1 o’dan kiigiikesit segmeyi ka-
bullenirsek,

(1 1] _lg@-gw)]l _lga)-glx)
gx) gla)| lgx)llga)l ~ Blgla)l

olur. Isimiz ¢ok kolayladi. §; > 0, her
xeXnN(a-938y,a+9d)

icin,

lg(x) — gla)l < eBlg(a)l
esitsizligini saglayan bir say1 olsun. g fonksiyonu a’da stirekli ol-
dugundan boyle bir 8; vardir. Demek ki 8 = min{a, 8} olarak
segersek, her

xeXnNn(a—90,a+9d)
icin,

I 1 1| | gla) - glx)! _1gla)-glx)l _

glx) gl lgx) gl Blga)l

olur ve kanmitimiz tamamlanir. Kanitladigimiz teoremi yazalim:
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Teorem 43.9. X c R,a € Xve f, g: X > R, a noktasinda
siirekli olan iki fonksiyon olsun. Eger ber x € X icin g(x) # 0 ise,
o zaman flg fonksiyonu da a noktasinda siireklidir. O

Sonug 43.10. f(T), g(T) € R[T] ve X < R olsun. Eger ber x
e Xigin g(x) # 0 ise, o zaman, x € X igin
x> flx)/glx)
kuralryla tanimlannus fonksiyon her noktada siireklidir.
Kanit: Teorem 43.9’dan ve Sonug 43.6’dan cikar. O

Sonu¢ 43.11. X c R,a € Xve f,g: X > R, a noktasinda
stirekli olan iki fonksiyon olsun.
Y={xe X:gx)=0}
olsun. a € Y varsaymuni yapalim. O zaman
flg: Y >R
fonksiyonu da a noktasinda siireklidir.
Kanit: Teorem 43.9’dan ¢ikar. [

Siralama
Eger f, g : X — R fonksiyonlari, her x € X i¢in f(x) < g(x)
esitsizligini saglyorsa, bu durumda,
f<g
yazariz. Bu bir siralamadir ama tamsiralama degildir, yani bir-
birleriyle kargilagtirilamayan fonksiyonlar olabilir.

Sureklilikle, tanimladigimiz bu fonksiyon siralamasi arasin-
da da bir iligki vardir.

Sonu¢ 43.12. X c R, a € Xve g: X — R, a noktasinda sii-
rekli olan bir fonksiyon olsun. Eger g(a) > 0 ise, dyle bir o > 0
vardir ki, g fonksiyonu

XNn@a—-a,a+a)
kiimesinde hep pozitif degerler alir.
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Y
C %,
\/I a—e tl‘ a+e y= f(x)

Kanit: Onsav 43.8’in kanitindan ¢ikar. ]

Elbette ayni sonug¢ “pozitif” yerine “negatif” sifati i¢in de
gegerlidir.

Sonu¢ 43.13. X c R,a € Xve g: X - R, a noktasinda sii-
rekli olan bir fonksiyon olsun. Eger g(a) # 0 ise, 6yle bir oo > 0
vardwr ki, g fonksiyonu

XNna—-—o,a+a)
kiimesinde hi¢ 0 olmaz.
Kanit: Sonug 43.12°den cikar. ]

Sonug 43.12’yi daha da genellestirebiliriz.

Sonu¢ 43.14. X c R, a € Xve fve g: X —> R, a noktasinda
siirekli olan iki fonksiyon olsun. Eger f(a) < g(a) ise, 6yle bir o >
0 vardir ki, her

xeXnNn(@a—oa,a+a)
icin f(x) < g(x) olur.

T aaaaa N/ g

Kanit: Sonug 12’yi, Sonug 5’e gore a noktasinda stirekli olan

g — f fonksiyonuna uygulamak yeterlidir. [l
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Sonu¢ 43.15. X c R,a € Xve f: X - R, a noktasinda sii-
rekli bir fonksiyon olsun. Eger f(a) < c ise, 6yle bir o. > 0 vardir
ki, her

xeXnNn@a—-oa,a+a)
icin
flx)<c
olur.

Kanit: Sonug 43.14°u f’ye ve sabit ¢ fonksiyonuna uygula-

mak yeterli. O

Benzer sonucu da yazalim:

Sonug 43.16. X c R,a € X ve f : X - R, a noktasinda sii-
rekli bir fonksiyon olsun. Eger f(a) > c ise, 6yle bir o. > 0 vardir
ki, her

xeXnNna—o,a+a)
icin f(x) > ¢ olur.
Kanit: Okura alistirma olarak birakilmugtir. [l

Alistirma. f : R — R siirekli bir fonksiyon olsun. Her x icin

flx) = flx)

esitligini varsayalim. f’nin sabit bir fonksiyon oldugunu gosterin.

Max ve Min
X c R ve fveg:X — R iki fonksiyon olsun.
fvg: X—>R
fonksiyonun, her x € X icin,
(f v &)x) = max{f(x), g(x)}
olarak tanimlayalim. Benzer sekilde,
frg: X—>R
fonksiyonun, her x € X icin,
(f A g)(x) = min{f(x), g(x)}

olarak tanimlayalim.



43. Toplama, Carpma, Siralama ve Streklilik 431

f v g fonksiyonu diiz cizgiyle,
f A g fonksiyonu kesik cizgiyle belirtilmigtir.

Teroem 43.17. Eger f ve g fonksiyonlar: siirekliyse, f v g
ve f A g fonksiyonlar: da siireklidir.

Kanit: f v g fonksiyonunun siirekli oldugunu kanitlayalim.
Fonksiyonlarin tanim kiimesine X diyelim. a € X olsun.

Eger f(a) > g(a) ise o zaman belli bir o > 0 i¢in, (a — o, a +
a) N A kiimesinde f > g ve dolayisiyla bu kiimede f v g = f olur.
Demek ki f v g fonksiyonu da f gibi stireklidir.

Eger f(a) < g(a) ise de kanit benzerdir.

Simdi f(a) = g(a) varsayimini yapalim.

Ay

a

¢ > 0 olsun. f strekli oldugundan 6yle 8; > 0 vardir ki, her
x € XN (a—-23q,a+ ) icin
If(x) = fla)l < &
olur. Ayni nedenden 6yle 8, > 0 vardir ki, her
xeXnN(a-3,a+d)
igin
lg(x) — gla)l < &
olur. Simdi 8 = inf{8, 8,} olsun. Herhangi bir
xeXn(a—93,a+9)
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alalim. Eger f(x) > g(x) ise,
I(f v glx) = (f vglal <If(x) - fla)l < ¢
olur, eger g(x) > f(x) ise,
I(f v @)x) = (f v gla)l < lglx) — gla)l <
olur.
f A g fonksiyonu i¢in kanit benzerdir. ]

Sonuc 43.18. f fonksiyonu siirekliyse, |f| fonksiyonu da sii-
reklidir.

Kanmit: Ifl = f v (-f) oldugundan, sonucumuz Teorem
43.17’nin bir sonucudur.

Siireklilik Uzerine Alistirmalar

1 Eger p ve g birbirine asal iki tamsayiysa, f(p/q) = Ipl + Igl
olsun. Bu kuralla tanimlanmis olan f : Q — N fonksiyonunun
hi¢cbir noktada siirekli olmadigini kanitlayin.

2. f : Q —» N yukardaki gibi olsun. g : Q — Q fonksiyonu,
g(x) = 1/f(x) kuraliyla tamimlansin. g fonksiyonun hicbir nokta-
da siirekli olmadigini kanitlayin.

3. g : Q —» Q fonksiyonu yukardaki gibi olsun. » : Q —> Q
fonksiyonu su kuralla tanimlansin:

{g(x) eger x #0 ise
h(x)= 3 .
0 eger x =0 1se
h’nin 0°da surekli oldugunu kanitlayin. Ayni seyi O yerine bir bas-
ka a sayisinda yapsaniz, b fonksiyonu a’da da strekli olur mu?

4. f : R - R bir fonksiyon olsun. f-f fonksiyonu stirekliy-
se, f fonksiyonu da surekli midir?

5. Eger

2f +3gve 3f +2g
fonksiyonlari siirekliyse, f ve g fonksiyonlarinin da siirekli ol-
duklarini kanitlayin.

6. f(x) = Vx formiiliiyle tanimlanmisg

f:RO SR
fonksiyonu siirekli midir?
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7. f : R — R siirekli fonksiyonu sonlu sayida deger aliyor-
sa, f’nin sabit fonksiyon oldugunu kanitlayin.

8. Asagidaki fonksiyon siirekli midir?

x2-9

fx) =7 x +3
-5 egerx =-3ise

eger x#— 3 ise

Tadimlik Cebir

X < R olsun. X’ten R’ye giden fonksiyonlar kiimesi
Fonk(X, R), yazinin girisinde tanimladigimiz toplama ve ¢arp-
ma altinda degismeli bir halkadir. Bu halkanin tersinir eleman-
lar1, hi¢bir noktada 0 olmayan fonksiyonlardir.

Yukarda kanitladiklarimizdan, eger a € X sabit bir sayiysa,
a@’da surekli olan fonksiyonlar kiimesinin, Fonk(X, R) halkasi-
nin bir althalkasi oldugu ¢ikiyor. Teorem 43.9’a gore bu althal-
kanin tersinir elemanlari hicbir noktada 0 olmayan ve a’da si-
rekli olan fonksiyonlardir.

Fonk(X, R) aymi zamanda bir vektor uzayidir da: Nitekim
iki fonksiyonu toplayabiliriz ve bir fonksiyonu R’nin bir elema-
niyla (bir sabitle) c¢arpabiliriz. Siirekli fonksiyonlar kiimesi,
Fonk(X, R) vektor uzaymnin altuzayidir.

Demek ki Fonk(X, R) kiimesi R cismi tizerine bir cebirdir ve
stirekli fonksiyonlar kiimesi bu cebirin bir altcebiridir.
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ecen bolumde polinomiyal fonksiyonlarin siirekli oldu-
‘ klarini kanitladik. Bu bélimde polinomiyal bir fonksi-
yon olmayan exp fonksiyonunun siirekli oldugunu gos-
terecegiz. (exp’in polinomiyal bir fonksiyon olmadiginin kaniti
icin yandaki gri kutuya bakin. O kutuda exp fonksiyonunun
tum polinomiyal fonksiyonlardan daha hizli arttigi gosterili-
yor.)
exp fonksiyonunun siirekli oldugunu kanitlayabilmek icin

fonksiyonun tanimini bilmek gerekir elbette. Teorem 19.5°te
i

expx =lim,,_, 2720 DZC—'
verdigimiz tanimi animsatalim:
Aslinda, exp fonksiyonunun stirekli oldugu ¢cok daha genel
bir teoremin sonucudur ama o sonucun kanitlanmasini bekleye-
cek kadar sabrimiz yok.

Teorem 43.A.1 exp siirekli bir fonksiyondur.
Kanit: Once fonksiyonun a = 0 noktasinda siirekli oldugunu
kanitlayalim.
Herhangi bir & > 0 sayist secelim. Oyle bir § > 0 bulacagiz ki,
x| < & esitsizligini saglayan her x € R igin,
lexp x — exp Ol < &,

435
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yani

lexpx — 1l <¢
olacak. lexp x — 1l < ¢ esitsizliginin saglanmasi icin lxI’in ne kadar
kiiciik olmasi gerektigini, yani 8’nin ne olmasi gerektigini bula-
lim. Bunu 6nce pozitif x sayilari i¢in yapalim; daha sonra, ayni
&’nin negatif sayilar igin de ige yaradigini gorecegiz. x > 0 olsun.
O zaman exp x > exp 0 = 1 olur, dolayisiyla

lexpx — 1l =expx — 1

olur. Simdi, bir x > 0 gercel sayis1 i¢in

expx —1<eg
esitsizliginin saglanmasi i¢in x’in ne kadar kiiciik olmasi gerek-
tigini bulalim. Hesaplara baslayalim:

1= 0 xi 1= 0 xi_ 0 xi_l
PXTIT Loy T T Aim Ty T Y s

0 lxi_l 0 xi_l 0 xi
B DT arl e AT Tl e PATE Y

= Xxexpx.

Bu asamada, 8’y1 1’den kuglikesit alacagimiz soziinii verelim
ve bu sozi ilerde tutmaya ¢alisalim. O zaman, x < & esitsizligi
saglandiginda, x < 1 esitsizligi de saglanir ve exp

x<expl=e
olur ve yukardaki hesaplardan,

expx — 1 < xe
cikar. Demek ki, expx — 1 < ¢ esitsizliginin saglanmasi i¢in, xe
< g egitsizligi yetiyor, yani x < g/e olmali. Bu arada 8 < 1 sozii-
miizii unutmayalim. Demek ki, eger

0 = min{e/e, 1}
alirsak, o zaman istedigimize ulasiriz.

Yukarda pozitif sayilar i¢in buldugumuz & nin negatif sayi-
lar icin de ise yaradigini gosterecegiz. —8 < x < 0 olsun. O zaman
expx < exp0 = 1 olur. Bunu aklimizda tutalim. Ayrica, y = —x
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olsun. 0 < y < & oldugundan, |1 — expyl < € olur. Bunu da akli-
mizda tutalim. Bir de ayrica
exp x = exp(-y) = (expy)~!

olur [bkz. Sonug 21.1]. Aklimizda tuttuklarimizla asagidaki he-
saplar1 yapalim:

lexp x — 11 = (expx)I1 — (expx)~!I
(expx)I1 — exp (—x)l
(expx)I1 — expyl
<1 —expyl<e

elde ederiz.
Boylece exp fonksiyonunun 0’da siirekli oldugu kanitlandi.
Simdi herhangi bir a € R alalim. Herhangi bir & > 0 secelim.
expa # 0 oldugundan,

lexpx —expal=expa x XPY 1= expa x[exp(x —a) - |
expa
olur. 8 > 0 sayisini, lyl < & oldugunda
€
|expy - 1| <
expa

olacak bigimde secelim. O zaman, bir onceki hesaplara devam
edersek, Ix — al < & oldugunda,
expx
expa
cikar ve boylece exp’in a noktasinda stirekli oldugu kanitlanmig

lexpx —expal=expa x =expa xfexp(x —a)-1|<e¢

olur.

Aligtirmalar
1. exp(exp x) = 1 denkleminin ¢oziimii var midir?
2. exp(exp x) = e denkleminin ¢6ztimlerini bulunuz.
3. f(x) = xexp(x3 + x + 1) fonksiyonunun siirekli oldugunu
kanitlaym.
4. sin ve cos fonksiyonlarinin stirekli olduklarini kanitlayin.
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Exp Polinomiyal Degildir

p, derecesi d olan gercel katsayili bir polinom olsun. p’yi

acik bicimde yazalim:
p(X) = po + D1X + P X% + o + pgXd,
p’yi bir n > 0 dogal sayisinda degerlendirelim:
p(n) = po + p17 + pyn® + - + pgnd

saysini buluruz. p’nin derecesi d oldugundan, p; # 0’dir. Cikan
sayiy1 néye bolelim:

n
&!:P_2+%+...+m+pd
n n n n
elde ederiz. Simdi 7’yi sonsuza gotiirelim:

lim,,_,,, &Z) =pq #0
n

bulunur. Ote yandan eger k > d ise,

lim pln) 0

n—>0 nk

bulunur ve k < d ise, p/nin pozitif ya da negatif olusuna gore,
bulunur. Demek ki p polinomunun derecesi,

limn_)wiz) e R\ {0}
n

iligkisini saglayan yegane dogal sayidir. Dolayisiyla bir f fonk-
siyonunun polinomiyal olmadigini kamitlamak igin, yukarda
bulduklarimizin dogru olmadigini kanitlamak yeterlidir. Demek
ki eger her k dogal sayisi igin,

exp(n)

lim,,_,., T =
oldugunu kanitlayabilirsek, o zaman exp fonksiyonunun poli-
nomiyal bir fonksiyon olmadigini da kanitlamis oluruz. Bunun
da kanit1 kolay, ¢iinki her k& > 0 dogal sayisi icin su olur:

o0 il zk+l£j
expn) “i=041 Zi=0 4 k11 11

- = =/ 0 -+——+ —> ©
nk nk nk Zi:Oi!nk*’ k! (k+1)!




44. Fonksiyonlarmn
Bileskesi ve Siireklilik

olim 43’te fonksiyonlarla yapilan toplama, carpma, ¢i-
Bkarma ve bolme gibi islemlerin suirekliligi etkilemedigini
gormistiik. Fonksiyonlarla yapilan bir bagka islem daha

vardir: Bileske almak. Animsatalim:

f:X—> Yveg:Y— Z iki fonksiyonsa, g ve f’nin bileske-
si olarak adlandirilan

gof:X—>Z
fonksiyonu, her x € X igin,
(g o f)(x) = glf(x)
olarak tanimlanmistir. Ornegin,
X=Y=Z=R
ise ve f ve g fonksiyonlari
f(x) =x + 1 ve g(x) = x2
olarak tanimlanmuissa,
(g © flx) = g(f(x)) = glx + 1) = (x + 1)
ve
(f ° @)x) = flglx)) = f(x?) =x2 + 1

olur.

Burada dikkat edilmesi gereken sey, f fonksiyonunun deger
kiimesinin g fonksiyonunun tanim kiimesi olmasi gerekliligidir,
yoksa g o f fonksiyonundan soz edilemez. Ote yandan, eger

439



440 44, Fonksiyonlarin Bilegkesi ve Stireklilik

f: X->Y
ve

g:Y1->Z
iki fonksiyonsa ve Y c Y; ise, g(f(x)) degeri hesaplanabilecegin-
den, matematikgiler gene de

gof:X->Z
fonksiyonunu, her x € X icin, (g o f)(x) = g(f(x)) olarak tanim-
lamakta bir sakinca gormezler, biz de gormeyecegiz.
Dikkat: Yukardaki 6rnekte oldugu gibi, g o f ve f o g fonk-

siyonlar egit olmayabilirler.

Teorem 44.1. X, YC R, a € X,
f:X>Yveg:Y>R

iki fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu a noktasinda ve g fonk-
siyonu f(a) noktasinda siirekliyse, o zaman g o f fonksiyonu a
noktasinda siireklidir.

Kamit: ¢ > 0 olsun. Oyle bir & > 0 bulacagiz ki, eger x € X
sayist Ix — a | < 8 esitsizligini saghyorsa,

l(g o f)lx) = (g o flla)l <z,
yani
Ig(f (%) - g(fl@)] < &

esitsizligi saglansin. Bu da oldukga akla yakin, ¢linkii f fonksi-
yonu a noktasinda siirekli oldugundan, x, a’ya yakinken f(x),
f(a)’ya yakindir ve g fonksiyonu f(a)’da surekli oldugundan,
f(x), f(a)’ya yakin oldugunda, g(f(x)), g(f(a))’ya yakindir. Do-
layisiyla x, a’ya yakinken g(f(x)), g(f(a))’ya yakin olur. Bu fik-
ri uygulayalim.

g, f(a)’da stirekli oldugundan, 6yle bir 8; > 0 vardir ki, eger
y € Y sayist

ly — fla) I < &
esitsizligini sagliyorsa,
lg(y) — g(f(a))l <€

olur. Bu bir.
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Ikincisi: f, a’da siirekli oldugundan, éyle bir & > 0 vardir ki,
eger x € X sayist
lx—al<d
esitsizligini saghyorsa,
If(x) = fla)l < &4
olur. (Sturekliligin taniminda ¢ yerine 8; alin.)
Simdi bu ikisini birlestirelim. x € X sayisi
lx —al<3d
esitsizligini saglasin, o zaman,
If(x) = fla)l < &4
olur ve bu sayede,

lg(f(x)) — g(f(a)l <&

olur. Kanitimiz bitmistir. O

Sonug 44.2. Siirekli fonksiyonlarm bileskesi siireklidir.
Kanit: Teorem 44.1’in dogrudan bir sonucu. O

Sonug 43.7’yi yukardaki teoremden ¢ikarabiliriz:

Sonu¢ 44.3. X c R,a € Xve f: X > R, a noktasinda sii-
rekli olan bir fonksiyon olsun. p(T) € R[T] olsun. O zaman
x = p(f(x))
kuraliyla tammlannus fonksiyon da a noktasinda siireklidir.
Kanit: Sonug 43.6’ya gore polinomiyal fonksiyonlar stirekli-
dir. Simdi Teorem 1’i uygulayalim. O

Alistirma. a € R, p(T) € R[T] ve f : R - R, p(a) noktasin-
da siirekli olan bir fonksiyon olsun. O zaman x — f(p(x)) ku-
raliyla tanimlanmig fonksiyon da a noktasinda sureklidir.



