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O
kur mutlaka e¤itim hayat› boyunca x2/2 + sin x türün-
den ifadelere rastlam›flt›r. Bu ifade asl›nda x2/2 ile sin x
fonksiyonlar›n›n toplam›n› simgelemektedir. Görüldü-

¤ü gibi sadece say›lar de¤il, fonksiyonlar da toplanabilir, hatta
çarp›labilir. Fonksiyonlarla yap›lan standart ifllemleri matema-
tiksel olarak tan›mlayal›m. Daha sonra bu ifllemlerle süreklilik
aras›ndaki iliflkiyi irdeleyece¤iz.

E¤er X herhangi bir kümeyse ve ƒ, g : X .  iki fonksiyon-
sa, gene X’ten  ’ye giden 

ƒ + g : X .  

fonksiyon flu kuralla tan›mlan›r:
(ƒ + g)(x) = ƒ(x) + g(x).

Yani ƒ + g fonksiyonunun bir x " X eleman›ndaki imgesini bul-
mak için ƒ ve g’nin x’te ald›klar› de¤erler toplan›r.

Yukarda bir örnek verdik. Bir örnek daha verelim. 
ƒ(x) = x3 + 2x

ve 
g(x) = √x

olsun. Fonksiyonlar›n kalk›fl kümesi olan X’i de tan›mlamal›y›z. 
X = [1, 0) 



olsun (mesela!) O zaman,
ƒ + g : [1, 0) .  

fonksiyonu,
(ƒ + g)(x) = ƒ(x) + g(x) = x3 + 2x + √x

olarak tan›mlan›r.
E¤er ƒ ve g fonksiyonlar›n›n grafikleri verilmiflse, ƒ + g fonk-

siyonunun grafi¤ini çizmek oldukça kolayd›r. Afla¤›daki flekil-
deki gibi yap›l›r.

Fonksiyonlar› çarpabiliriz de. E¤er ƒ ve g yukardaki gibi
X’ten  ’ye giden iki fonksiyonsa, gene X’ten  ’ye giden 

ƒg : X .  

fonksiyonu flu kuralla tan›mlan›r:
(ƒg)(x) = ƒ(x)g(x),

Yani bu sefer ƒ(x) ve g(x) de¤erlerini toplayaca¤›m›za çarpar›z.
E¤er g : X .  , hiç 0 de¤erini almayan bir fonksiyonsa, o

zaman her ƒ fonksiyonunu g’ye bölebiliriz:
(ƒ/g)(x) = ƒ(x)/g(x).

Örne¤in X =  ve g(x) = 1 + x2 olabilir ve o zaman,

fonksiyonunu elde ederiz.
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De¤erleri gerçel say› olan bir ƒ fonksiyonunu sabit bir a sa-
y›s›yla çarpabiliriz de:

(aƒ)(x) = a·ƒ(x).
Ayr›ca, ƒ fonksiyonu verilmiflse,  ƒ fonksiyonunu ( 1)ƒ olarak
da tan›mlayabiliriz: 

( ƒ)(x) = (( 1)ƒ)(x) = ( 1)·ƒ(x) =  ƒ(x). 
Afla¤›da ƒ’nin grafi¤inden 2ƒ ve  ƒ’nin grafi¤inin nas›l elde edi-
lebilece¤ini görüyorsunuz.

Bu bölümde, süreklilikle fonksiyonlar›n toplama ve çarpma
gibi ifllemleri aras›ndaki iliflkiyi görece¤iz. Tahmin edilebilece¤i
gibi, süreklilik bu ifllemler alt›nda bozulmuyor. Toplamadan
bafllayal›m.

Toplama
Teorem 43.1. X 5  , a " X ve ƒ, g : X .  , a noktas›nda

sürekli olan iki fonksiyon olsun. O zaman ƒ + g fonksiyonu da

a noktas›nda süreklidir.
Kan›t: ! > 0, herhangi pozitif bir say› olsun. 

|(ƒ + g)(x)  $(ƒ + g)(a)|
say›s›n›n !’dan küçük olmas› için x’in a’ya ne kadar yak›n olma-
s› gerekti¤ini bulaca¤›z. Bunun için bu ifadeyle oynay›p, ifade-
nin içine, x’i a’ya yak›n alarak küçültebilece¤imizi bildi¤imiz 

|ƒ(x)  ƒ(a)| 
ve 
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|g(x)  g(a)| 
ifadelerini sokuflturmal›y›z. Hesaplar›m›za bafll›yoruz:

|(ƒ + g)(x)  $(ƒ + g)(a)| = |(ƒ(x) + g(x))  (ƒ(a) + g(a))|
= |(ƒ(x)  ƒ(a)) + (g(x)  g(a))|
≤ |ƒ(x)  ƒ(a)| + |g(x)  g(a)|.

En sa¤daki terimi !’dan küçük yapabilirsek iflimiz ifl. Ama bu ifl-
ten bile de¤il, çünkü ƒ ve g fonksiyonlar› a’da sürekli oldukla-
r›ndan, 

|ƒ(x)  ƒ(a)| ve |g(x)  ƒ(a)|
terimlerini, x’i a’ya çok yak›n seçerek !/2’den küçük yapabiliriz.
Nitekim, öyle bir #1 > 0 vard›r ki, e¤er 

x " X, |x  a| < #1
eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman,

|ƒ(x)  ƒ(a)| < !/2
olur. Ayn› nedenden, öyle bir #2 > 0 vard›r ki, e¤er 

x " X, |x  a| < #2
eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman,

|g(x)  g(a)| < !/2
olur. fiimdi # = min{#1, #2} olsun. E¤er x " X say›s› |x  a| < #
eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman,

|ƒ(x)  ƒ(a)| + |g(x)  g(a)| < !/2 + !/2 = !
olur. ‹stedi¤imiz kan›tlanm›flt›r.

Bu kan›t› kitaplarda yazd›¤› gibi yazal›m:

Kan›t: ! > 0, herhangi pozitif bir say› olsun. ƒ fonksiyonu
a’da sürekli oldu¤undan öyle bir #1 > 0 vard›r ki, e¤er 

x " X, |x  a| < #1
eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman,

|ƒ(x)  ƒ(a)| < !/2
olur. g fonksiyonu da a’da sürekli oldu¤undan, öyle bir #2 > 0
vard›r ki, e¤er x " X, |x  a| < #2 eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o za-
man,

|g(x)  g(a)| < !/2
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olur. fiimdi # = min{#1, #2} olsun. E¤er x " X say›s› |x  a| < #
eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman,

|(ƒ + g)(x)  $(ƒ + g)(a)| 
= |(ƒ(x) + g(x))  (ƒ(a) + g(a))|
= |(ƒ(x)  ƒ(a)) + (g(x)  g(a))|
≤ |ƒ(x)  ƒ(a)| + |g(x)  g(a)|
< !/2 + !/2 = !

olur. ‹stedi¤imiz kan›tlanm›flt›r.

Çarpma
Toplamayla bafllad›k, çarpmayla devam edelim. Nas›l iki sü-

rekli fonksiyonun toplam› da sürekli oluyorsa, iki sürekli fonk-
siyonun çarp›m› da sürekli olur. Ama kan›t daha zordur.

Teorem 43.2. X 5  , a " X ve ƒ, g : X .  , a noktas›nda

sürekli olan iki fonksiyon olsun. O zaman ƒg fonksiyonu da a

noktas›nda süreklidir.
Kan›t: ! > 0, herhangi bir pozitif say› olsun. 

|(ƒg)(x)  $(ƒg)(a)|
say›s›n›n !’dan küçük olmas› için x’in a’ya ne kadar yak›n olma-
s› gerekti¤ini bulaca¤›z. Bunun için bu ifadeyle oynay›p, ifade-
nin içine, x’i a’ya yak›n alarak küçültebilece¤imizi bildi¤imiz
|ƒ(x)  ƒ(a)| ve |g(x)  g(a)| ifadelerini bir biçimde sokuflturma-
l›y›z. Hesaplar›m›za bafll›yoruz:

|(ƒg)(x)  $(ƒg)(a)| = |ƒ(x)g(x)  ƒ(a)g(a)|
= |ƒ(x)(g(x)  g(a)) + (ƒ(x)  ƒ(a))g(a)|
≤ |ƒ(x)(g(x)  g(a))| + |(ƒ(x)  ƒ(a))g(a)|
= |ƒ(x)||g(x)  g(a)| + |ƒ(x)  ƒ(a)||g(a)|

En sa¤daki terimi !’dan küçük yapabilirsek iflimiz ifl... Demek ki 
|ƒ(x)||g(x)  g(a)| ve |ƒ(x)  ƒ(a)||g(a)|

terimlerinin her ikisini birden !/2’den küçük yapabilirsek istedi-
¤imize ulafl›r›z.

|ƒ(x)  ƒ(a)||g(a)|
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terimini küçültmek o kadar zor de¤il, çünkü |g(a)| sabit bir say› ve
x’i a’ya yeterince yak›n seçerek |ƒ(x)  ƒ(a)|’i istedi¤imiz kadar kü-
çültebiliriz. Nitekim e¤er #1 > 0 say›s›, x " X say›s› |x  a| < #1
eflitsizli¤ini sa¤lad›¤›nda,

eflitsizli¤i sa¤lan›yorsa, o zaman,

olur. Ama burada bir hata var, bu ak›l yürütme g(a) = 0 ise ge-
çerli de¤ildir, çünkü bu durumda |g(a)|’ya bölemeyiz ve 

ifadesinden bahsedemeyiz. Çok önemli de¤il, bunun da üstesin-
den geliriz: |g(a)|’ya bölece¤imize |g(a)| + 1’e bölelim: #1 > 0 sa-
y›s›n›, x say›s› |x  a| < #1 eflitsizli¤ini sa¤lad›¤›nda,

eflitsizli¤i sa¤lanacak biçimde seçelim. O zaman,

olur. Böylece ikinci terimi küçülttük. S›ra geldi birinci terime,
yani

|ƒ(x)||g(x)  g(a)| 
terimine. Burada |g(x)  g(a)| terimini küçültebiliriz ama e¤er en
bafltaki |ƒ(x)| terimi çok büyürse, bu iki terimin çarp›m›n› dile-
di¤imiz kadar küçültemeyebiliriz. Bu yüzden |ƒ(x)|’in çok büyü-
yemeyece¤ini, s›n›rl› kalaca¤›n› kan›tlamam›z laz›m, en az›ndan,
küçük de olsa, a’n›n etraf›ndaki bir aral›kta ƒ s›n›rl› kalmal›. Bu,
yeni bir teoremi gerektirecek kadar önemli bir sonuçtur. (Te-
orem 43.2’nin kan›t›na daha sonra devam edece¤iz.)
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Teorem 43.3. X 5  , a " X ve ƒ : X .  , a noktas›nda sü-

rekli olan bir fonksiyon olsun. O zaman öyle bir 2 > 0 vard›r ki,
ƒ fonksiyonu

X 1 (a  2, a + 2)
aral›¤›nda s›n›rl›d›r, yani

ƒ(X 1 (a  2, a + 2))
kümesi s›n›rl›d›r.

Kan›t: Süreklili¤in tan›m›ndaki !’u 1 olarak alal›m. O za-
man öyle bir 2 > 0 vard›r ki, e¤er x " X eleman› |x  a| < 2 eflit-
sizli¤ini sa¤lad›¤›nda, yani 

x " X 1 (a  2, a + 2)
oldu¤unda,

|ƒ(x)  ƒ(a)| < ! = 1
olur, yani 

ƒ(x) " (ƒ(a)  1, ƒ(a) + 1)
olur. Bu da istedi¤imizi kan›tlar. n

Teorem 43.2’nin Kan›t›n›n Devam›: An›msarsan›z 
|ƒ(x)||g(x)  g(a)| 

terimini !/2’den küçük yapmak istiyorduk ama çok büyüyebile-
cek olan |ƒ(x)| teriminden rahats›z olmufltuk. Neyse ki Teorem
43.3’e göre, öyle bir 2 > 0 vard›r ki, ƒ fonksiyonu

X 1 (a  2, a + 2)
aral›¤›nda s›n›rl›d›r, diyelim her 

x " X 1 (a  2, a + 2) 
için 

|ƒ(x)| < M
olur. Bu arada M’nin 0 olamayaca¤›na, pozitif olmak zorunda
oldu¤una dikkatini çekeriz. Demek ki her 

x " X 1 (a  2, a + 2) 
için

|ƒ(x)||g(x)  g(a)| < M|g(x)  g(a)|
eflitsizli¤i geçerli. fiimdi iflimiz kolaylaflt›. g fonksiyonu a nokta-
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s›nda sürekli oldu¤undan, öyle bir #2 vard›r ki, 
|x  a| < #2

eflitsizli¤ini sa¤lad›¤›nda,

eflitsizli¤i de sa¤lan›r. 
Kan›t›n sonuna geldik: # = min{#1, #2, 2} olsun. O zaman

# > 0 olur ve 
|x  a| < #

koflulunu sa¤layan her x " X için, 
|x  a| < 2

oldu¤undan,
|ƒ(x)||g(x)  g(a)| < |g(x)  g(a)|

olur ve |x  a| < #2 oldu¤undan,
|ƒ(x)||g(x)  g(a)| < M|g(x)  g(a)| < !/2

olur. Böylece |x  a| < # koflulunu sa¤layan her x " X için,
|(ƒg)(x)  $(ƒg)(a)| < !/2 + !/2 = !

olur ve Teorem 2 kan›tlan›r. Kan›t› afla¤›da toparlad›k. n

Teorem 43.2’nin Toparlanm›fl Kitabi Kan›t›:
! > 0, herhangi pozitif bir say› olsun. 
1. ƒ fonksiyonu a’da sürekli oldu¤undan öyle bir #1 > 0 var-

d›r ki, e¤er x " X, |x  a| < #1 eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman,

olur. 
2. ƒ fonksiyonu da a’da sürekli oldu¤undan, Teorem 43.3’e

göre, öyle 2 > 0 ve M > 0 say›lar› vard›r ki, e¤er x " X say›s›
|x  a| < 2 eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman, |ƒ(x)| < M olur. 

3. g fonksiyonu a noktas›nda sürekli oldu¤undan, öyle bir
#2 vard›r ki, |x  a| < #2 eflitsizli¤ini sa¤lad›¤›nda,

eflitsizli¤i de sa¤lan›r. 
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Final: fiimdi # = min{#1, #2, 2} olsun. E¤er x " X say›s› 
|x  a| < #

eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman,

olur. ‹stedi¤imiz kan›tlanm›flt›r.

Bir Sabitle Çarpma
Bir fonksiyonu sabit bir b say›s›yla da çarpabiliriz. O zaman

da süreklilik bozulmaz elbet.

Sonuç 43.4. X 5  , a " X, b "  ve ƒ : X .  , a noktas›n-

da sürekli olan bir fonksiyon olsun. O zaman bƒ fonksiyonu da

a noktas›nda süreklidir.
Kan›t: g(x) = b olarak tan›mlans›n. O zaman gƒ = bƒ oldu-

¤undan, istedi¤imiz sonuç, Teorem 43.2’den ç›kar. n

Ç›karma
Sürekli bir fonksiyon sürekli bir fonksiyondan ç›kar›l›nca da

süreklilik bozulmaz. 

Sonuç 43.5. X 5  , a " X ve ƒ, g : X .  , a noktas›nda sü-

rekli olan iki fonksiyon olsun. O zaman ƒ  g fonksiyonu da a

noktas›nda süreklidir.
Kan›t: Teorem 43.1 ve Sonuç 43.4’ten, e¤er b "  ise ƒ + bg

fonksiyonu da a noktas›nda süreklidir. fiimdi b =  1 alal›m. n
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Polinomiyal Fonksiyonlar
Bu paragrafta yukarda kan›tlad›klar›m›z›n sonuçlar›na kat-

lanaca¤›z.
E¤er p(T) katsay›lar› gerçel say›lar olan bir polinomsa, yani 

p0, p1, p2, ..., pn "  
gerçel say›lar› için

p(T) = p0 + p1T + p2T2 + ! + pnTn

biçiminde bir ifadeyse, o zaman, p polinomu  ’den  ’ye giden ve
x p(x) = p0 + p1x + p2x2 + ! + pnxn

kural›yla tan›mlanan bir fonksiyon verir. (T de¤iflkeni yerine x
say›s› konulur.) Bu fonksiyonu p ile göstermek bir hatad›r ama
ço¤u matematikçi bu hatay› ço¤u zaman bile bile yapar. (Kimi
durumlarda polinomlarla polinomlar›n tan›mlad›¤› fonksiyon-
lar› birbirinden ay›rmak elzem olabilir.) Bir polinom taraf›ndan
tan›mlanan fonksiyonlara 

��������������	
�������denir. 
ƒ(x) = x2

kural›yla tan›mlanm›fl fonksiyon polinomiyaldir, ve elbette T2

polinomu taraf›ndan tan›mlanm›flt›r. Özdefllik fonksiyonu Id de
polinomyaldir, T polinomu taraf›ndan tan›mlanm›flt›r. Sabit
fonksiyonlar da polinomiyaldirler, sabit polinomlar taraf›ndan
tan›mlanm›flt›rlar.

Gerçel katsay›l› polinomlar kümesi  [T] olarak simgelenirler.

Sonuç 43.6. Polinomiyal fonksiyonlar her noktada süreklidir.
Kan›t: Örnek 42.6 ve 42.7’den dolay› sabit fonksiyonlar ve

T polinomu taraf›ndan verilen özdefllik fonksiyonu süreklidir-
ler. Gerisi yukarda kan›tlanan sonuçlardan kolayca ç›kar. (As-
l›nda daha matematiksel olmak istiyorsak, önce n üzerine tüme-
var›mla Tn taraf›ndan verilen polinomiyal fonksiyonlar›n sürek-
li olduklar›n›, ard›ndan polinomlar›n dereceleri üzerine tümeva-
r›mla polinomiyal fonksiyonlar›n sürekli olduklar›n› kan›tla-
mak gerekir.) n

Sonuç 43.7. X 5  , a " X ve ƒ : X .  , a noktas›nda sürekli
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olan bir fonksiyon olsun. 
p(T) "  [T] 

olsun. O zaman 

x  p(ƒ(x)) 
kural›yla tan›mlanm›fl fonksiyon da a noktas›nda süreklidir.

Kan›t: Çok basit. Okura b›rak›lm›flt›r. (Teorem 43.2’ye gö-
re her n do¤al say›s› için x  ƒ(x)n kural›yla tan›mlanm›fl fonk-
siyon a noktas›nda süreklidir.) n

Bir sonraki bölümde ayn› sonucu çok daha genel olarak ka-
n›tlayaca¤›z.

Bölme
fiimdi bölmeye gelelim. X 5  , a " X ve 

ƒ, g : X .  , 
a noktas›nda sürekli iki fonksiyon olsun. ƒ/g fonksiyonunun
a’da sürekli oldu¤unu kan›tlamak istiyoruz. Ama bu fonksiyon,

x ƒ(x)/g(x)
kural›yla tan›mland›¤›ndan, böyle bir fonksiyonun var olmas›
için g’nin X’in her noktas›nda 0’dan de¤iflik olmas› gerekir. Öy-
le oldu¤unu varsayal›m.

Ayr›ca ƒ/g fonksiyonu ƒ ile 1/g fonksiyonlar›n›n çarp›m› ol-
du¤undan Teorem 43.2’ye göre 1/g’nin sürekli oldu¤unu kan›t-
lamam›z yeterlidir. Böylece ƒ’den kurtulmufl olduk. Kan›t›m›za
bafllayal›m:

! > 0 olsun. Öyle bir # > 0 bulaca¤›z ki, e¤er x " X say›s› 
|x  a| < #

eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman

olsun. Eflitsizli¤in solundaki ifadeyle oynamaya bafllayal›m:
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Sa¤daki ifadenin !’dan küçük olmas› için x’in a’ya ne kadar ya-
k›n olmas› gerekti¤ini bulaca¤›z. g fonksiyonu a’da sürekli oldu-
¤undan, x’i a’ya yeterince yak›n seçerek, paydaki |g(a) - g(x)| ifa-
deyi istedi¤imiz kadar küçük yapabiliriz. Ya paydadaki ifade?
Paydaki |g(a)| bir sorun teflkil etmiyor, ne de olsa 0’dan de¤iflik
ve sabit bir say›. Ama |g(x)| potansiyel bir tehlike, çünkü x’i al-
d›¤›m›z aral›kta |g(x)| say›s› çok çok küçülebilir ve 

ifadesini ayyuka ç›karabilir. Bunu engelleyebilir miyiz? Yani
e¤er g(a) , 0 ise ve g fonksiyonu a noktas›nda sürekliyse, a’n›n
küçük de olsa bir “komflulu¤unda” g’nin 0’dan “uzak oldu¤u-
nu” kan›tlayabilir miyiz? Evet!

Önsav 43.8. X 5  , a " X ve g : X .  , a noktas›nda sü-

rekli olan bir fonksiyon olsun. E¤er g(a) , 0 ise, öyle bir 2 > 0
ve E > 0 vard›r ki, her

x " X 1 (a  2, a + 2)
için,

|g(x)| > E
olur.

Kan›t: Asl›nda kan›t›n anafikri oldukça aç›k. g fonksiyonu
a’da sürekli oldu¤undan, a’ya yak›n noktalarda g(x), g(a)’ya
çok yak›nd›r. Ama g(a) , 0 oldu¤undan, a’ya çok yak›n nokta-
larda g(x)’i 0’dan uzak tutabiliriz. Biçimsel kan›ta geçelim:
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E¤er g(a) > 0 ise, g(x), a merkezli belli bir aral›kta
belli bir E > 0 say›s›ndan daha büyüktür.



Gerekirse g yerine  g alarak g(a)’n›n pozitif oldu¤unu varsa-
yabiliriz. Bu durumda, süreklili¤in tan›m›ndaki !’u g(a)/2 olarak
alabiliriz. O zaman öyle bir # > 0 vard›r ki, 

|x  a| < #
eflitsizli¤ini sa¤layan her x " X için

|g(x)  g(a)| < g(a)/2,
yani

 g(a)/2 < g(x)  g(a) < g(a)/2,
olur ve bundan da, 

g(a)/2 = g(a)  $g(a)/2 < g(x), 
yani g(a)/2 < |g(x)| ç›kar. fiimdi 2 = # ve E = g(a)/2 alal›m. n

1/g’nin a’da sürekli oldu¤unun kan›t›na kald›¤›m›z yerden
devam edelim. 2 ve E pozitif say›lar› yukardaki Önsav’daki gi-
bi olsunlar. E¤er bulaca¤›m›z #’y› 2’dan küçükeflit seçmeyi ka-
bullenirsek,

olur. ‹flimiz çok kolaylad›. #1 > 0, her
x " X 1 (a  #1, a + #1)

için,
|g(x)  g(a)| < !E|g(a)|

eflitsizli¤ini sa¤layan bir say› olsun. g fonksiyonu a’da sürekli ol-
du¤undan böyle bir #1 vard›r. Demek ki # = min{2, #1} olarak
seçersek, her

x " X 1 (a  #, a + #)
için,

olur ve kan›t›m›z tamamlan›r. Kan›tlad›¤›m›z teoremi yazal›m:
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Teorem 43.9. X 5  , a " X ve ƒ, g : X .  , a noktas›nda

sürekli olan iki fonksiyon olsun. E¤er her x " X için g(x) , 0 ise,
o zaman ƒ/g fonksiyonu da a noktas›nda süreklidir. n

Sonuç 43.10. ƒ(T), g(T) "  [T] ve X 5  olsun. E¤er her x

" X için g(x) , 0 ise, o zaman, x " X için

x  ƒ(x)/g(x)
kural›yla tan›mlanm›fl fonksiyon her noktada süreklidir.

Kan›t: Teorem 43.9’dan ve Sonuç 43.6’dan ç›kar. n

Sonuç 43.11. X 5  , a " X ve ƒ, g : X .  , a noktas›nda

sürekli olan iki fonksiyon olsun. 
Y = {x " X : g(x) , 0}

olsun. a " Y varsay›m›n› yapal›m. O zaman 

ƒ/g : Y .  

fonksiyonu da a noktas›nda süreklidir.
Kan›t: Teorem 43.9’dan ç›kar. n

S›ralama
E¤er ƒ, g : X .  fonksiyonlar›, her x " X için ƒ(x) < g(x)

eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, bu durumda, 
ƒ < g

yazar›z. Bu bir s›ralamad›r ama tams›ralama de¤ildir, yani bir-
birleriyle karfl›laflt›r›lamayan fonksiyonlar olabilir. 

Süreklilikle, tan›mlad›¤›m›z bu fonksiyon s›ralamas› aras›n-
da da bir iliflki vard›r.

Sonuç 43.12. X 5  , a " X ve g : X .  , a noktas›nda sü-

rekli olan bir fonksiyon olsun. E¤er g(a) > 0 ise, öyle bir 2 > 0
vard›r ki, g fonksiyonu 

X 1 (a  2, a + 2)
kümesinde hep pozitif de¤erler al›r.
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Kan›t: Önsav 43.8’in kan›t›ndan ç›kar. n

Elbette ayn› sonuç “pozitif” yerine “negatif” s›fat› için de
geçerlidir.

Sonuç 43.13. X 5  , a " X ve g : X .  , a noktas›nda sü-

rekli olan bir fonksiyon olsun. E¤er g(a) , 0 ise, öyle bir 2 > 0
vard›r ki, g fonksiyonu 

X 1 (a  2, a + 2)
kümesinde hiç 0 olmaz.

Kan›t: Sonuç 43.12’den ç›kar. n

Sonuç 43.12’yi daha da genellefltirebiliriz.

Sonuç 43.14. X 5  , a " X ve ƒ ve g : X .  , a noktas›nda

sürekli olan iki fonksiyon olsun. E¤er ƒ(a) < g(a) ise, öyle bir 2 >
0 vard›r ki, her

x " X 1 (a  2, a + 2)
için ƒ(x) < g(x) olur.

Kan›t: Sonuç 12’yi, Sonuç 5’e göre a noktas›nda sürekli olan
g  ƒ fonksiyonuna uygulamak yeterlidir. n
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Sonuç 43.15. X 5  , a " X ve ƒ : X .  , a noktas›nda sü-

rekli bir fonksiyon olsun. E¤er ƒ(a) < c ise, öyle bir 2 > 0 vard›r

ki, her

x " X 1 (a  2, a + 2)
için 

ƒ(x) < c 

olur.
Kan›t: Sonuç 43.14’ü ƒ’ye ve sabit c fonksiyonuna uygula-

mak yeterli. n

Benzer sonucu da yazal›m:

Sonuç 43.16. X 5  , a " X ve ƒ : X .  , a noktas›nda sü-

rekli bir fonksiyon olsun. E¤er ƒ(a) > c ise, öyle bir 2 > 0 vard›r

ki, her

x " X 1 (a  2, a + 2)
için ƒ(x) > c olur.

Kan›t: Okura al›flt›rma olarak b›rak›lm›flt›r. n

Al›flt›rma. ƒ :  .  sürekli bir fonksiyon olsun. Her x için 
ƒ(x)2 = ƒ(x) 

eflitli¤ini varsayal›m. ƒ’nin sabit bir fonksiyon oldu¤unu gösterin.

Max ve Min
X 5  ve ƒ ve g : X .  iki fonksiyon olsun.

ƒ F g : X .  

fonksiyonun, her x " X için,
(ƒ F g)(x) = max{ƒ(x), g(x)}

olarak tan›mlayal›m. Benzer flekilde,
ƒ G g : X .  

fonksiyonun, her x " X için,
(ƒ G g)(x) = min{ƒ(x), g(x)}

olarak tan›mlayal›m.
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Teroem 43.17. E¤er ƒ ve g fonksiyonlar› sürekliyse, ƒ F g

ve ƒ G g fonksiyonlar› da süreklidir.
Kan›t: ƒ F g fonksiyonunun sürekli oldu¤unu kan›tlayal›m.

Fonksiyonlar›n tan›m kümesine X diyelim. a " X olsun. 
E¤er ƒ(a) > g(a) ise o zaman belli bir 2 > 0 için, (a  $2, a +

2) 1 A kümesinde ƒ > g ve dolay›s›yla bu kümede ƒ F g = ƒ olur.
Demek ki ƒ F g fonksiyonu da ƒ gibi süreklidir.

E¤er ƒ(a) < g(a) ise de kan›t benzerdir.
fiimdi ƒ(a) = g(a) varsay›m›n› yapal›m.

! > 0 olsun. ƒ sürekli oldu¤undan öyle #1 > 0 vard›r ki, her
x " X 1 (a  #1, a + #1) için

|ƒ(x)  ƒ(a)| < !
olur. Ayn› nedenden öyle #2 > 0 vard›r ki, her 

x " X 1 (a  #2, a + #2) 
için

|g(x)  g(a)| < !
olur. fiimdi # = inf{#1, #2} olsun. Herhangi bir 

x " X 1 (a  #, a + #) 
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alal›m. E¤er ƒ(x) ≥ g(x) ise,
|(ƒ F g)(x)  (ƒ F g)(a)| ≤ |ƒ(x)  ƒ(a)| < !

olur, e¤er g(x) ≥ ƒ(x) ise,
|(ƒ F g)(x)  (ƒ F g)(a)| ≤ |g(x)  g(a)| < !

olur.
ƒ G g fonksiyonu için kan›t benzerdir. n

Sonuç 43.18. ƒ fonksiyonu sürekliyse, |ƒ| fonksiyonu da sü-

reklidir.
Kan›t: |ƒ| = ƒ F ( ƒ) oldu¤undan, sonucumuz Teorem

43.17’nin bir sonucudur.

Süreklilik Üzerine Al›flt›rmalar
1 E¤er p ve q birbirine asal iki tamsay›ysa, ƒ(p/q) = |p| + |q|

olsun. Bu kuralla tan›mlanm›fl olan ƒ : # . " fonksiyonunun
hiçbir noktada sürekli olmad›¤›n› kan›tlay›n.

2. ƒ : #. " yukardaki gibi olsun. g : #. # fonksiyonu,
g(x) = 1/ƒ(x) kural›yla tan›mlans›n. g fonksiyonun hiçbir nokta-
da sürekli olmad›¤›n› kan›tlay›n.

3. g : # . # fonksiyonu yukardaki gibi olsun. h : # . #

fonksiyonu flu kuralla tan›mlans›n:

h’nin 0’da sürekli oldu¤unu kan›tlay›n. Ayn› fleyi 0 yerine bir bafl-
ka a say›s›nda yapsan›z, h fonksiyonu a’da da sürekli olur mu?

4. ƒ :  .  bir fonksiyon olsun. ƒ·ƒ fonksiyonu sürekliy-
se, ƒ fonksiyonu da sürekli midir?

5. E¤er 
2ƒ + 3g ve 3ƒ + 2g

fonksiyonlar› sürekliyse, ƒ ve g fonksiyonlar›n›n da sürekli ol-
duklar›n› kan›tlay›n.

6. ƒ(x) = √x formülüyle tan›mlanm›fl 
ƒ :  ≥0 .  

fonksiyonu sürekli midir?
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7. ƒ :  .  sürekli fonksiyonu sonlu say›da de¤er al›yor-
sa, ƒ’nin sabit fonksiyon oldu¤unu kan›tlay›n.

8. Afla¤›daki fonksiyon sürekli midir?

Tad›ml›k Cebir

X 5  olsun. X’ten  ’ye giden fonksiyonlar kümesi
Fonk(X,  ), yaz›n›n giriflinde tan›mlad›¤›m›z toplama ve çarp-
ma alt›nda de¤iflmeli bir halkad›r. Bu halkan›n tersinir eleman-
lar›, hiçbir noktada 0 olmayan fonksiyonlard›r.

Yukarda kan›tlad›klar›m›zdan, e¤er a " X sabit bir say›ysa,
a’da sürekli olan fonksiyonlar kümesinin, Fonk(X,  ) halkas›-
n›n bir althalkas› oldu¤u ç›k›yor. Teorem 43.9’a göre bu althal-
kan›n tersinir elemanlar› hiçbir noktada 0 olmayan ve a’da sü-
rekli olan fonksiyonlard›r.

Fonk(X,  ) ayn› zamanda bir vektör uzay›d›r da: Nitekim
iki fonksiyonu toplayabiliriz ve bir fonksiyonu  ’nin bir elema-
n›yla (bir sabitle) çarpabiliriz. Sürekli fonksiyonlar kümesi,
Fonk(X,  ) vektör uzay›n›n altuzay›d›r.

Demek ki Fonk(X,  ) kümesi  cismi üzerine bir cebirdir ve
sürekli fonksiyonlar kümesi bu cebirin bir altcebiridir.
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43A. exp Fonksiyonu Süreklidir

435

G
eçen bölümde polinomiyal fonksiyonlar›n sürekli oldu-
klar›n› kan›tlad›k. Bu bölümde polinomiyal bir fonksi-
yon olmayan exp fonksiyonunun sürekli oldu¤unu gös-

terece¤iz. (exp’in polinomiyal bir fonksiyon olmad›¤›n›n kan›t›
için yandaki gri kutuya bak›n. O kutuda exp fonksiyonunun
tüm polinomiyal fonksiyonlardan daha h›zl› artt›¤› gösterili-
yor.)

exp fonksiyonunun sürekli oldu¤unu kan›tlayabilmek için
fonksiyonun tan›m›n› bilmek gerekir elbette. Teorem 19.5’te

verdi¤imiz tan›m› an›msatal›m:
Asl›nda, exp fonksiyonunun sürekli oldu¤u çok daha genel

bir teoremin sonucudur ama o sonucun kan›tlanmas›n› bekleye-
cek kadar sabr›m›z yok.

Teorem 43.A.1 exp sürekli bir fonksiyondur.
Kan›t: Önce fonksiyonun a = 0 noktas›nda sürekli oldu¤unu

kan›tlayal›m.
Herhangi bir ! > 0 say›s› seçelim. Öyle bir # > 0 bulaca¤›z ki,

|x| < # eflitsizli¤ini sa¤layan her x "  için, 
|exp x  exp 0| < !,

$  
exp lim

!
.x

x

i
n

i

i

n
& .0 &I 0



yani 
|exp x  1| < !

olacak. |exp x  1| < ! eflitsizli¤inin sa¤lanmas› için |x|’in ne kadar
küçük olmas› gerekti¤ini, yani #’n›n ne olmas› gerekti¤ini bula-
l›m. Bunu önce pozitif x say›lar› için yapal›m; daha sonra, ayn›
!’n›n negatif say›lar için de ifle yarad›¤›n› görece¤iz. x > 0 olsun.
O zaman exp x > exp 0 = 1 olur, dolay›s›yla

|expx  1| = exp x  1 
olur. fiimdi, bir x > 0 gerçel say›s› için 

expx  1 < !
eflitsizli¤inin sa¤lanmas› için x’in ne kadar küçük olmas› gerek-
ti¤ini bulal›m. Hesaplara bafllayal›m:

Bu aflamada, #’y› 1’den küçükeflit alaca¤›m›z sözünü verelim
ve bu sözü ilerde tutmaya çal›flal›m. O zaman, x < # eflitsizli¤i
sa¤land›¤›nda, x < 1 eflitsizli¤i de sa¤lan›r ve exp 

x < exp 1 = e
olur ve yukardaki hesaplardan,

expx  1 < xe

ç›kar. Demek ki, expx  1 < ! eflitsizli¤inin sa¤lanmas› için, xe

≤ ! eflitsizli¤i yetiyor, yani x ≤ !/e olmal›. Bu arada # ≤ 1 sözü-
müzü unutmayal›m. Demek ki, e¤er

# = min{!/e, 1}
al›rsak, o zaman istedi¤imize ulafl›r›z.

Yukarda pozitif say›lar için buldu¤umuz #’n›n negatif say›-
lar için de ifle yarad›¤›n› gösterece¤iz.  # < x < 0 olsun. O zaman
expx < exp0 = 1 olur. Bunu akl›m›zda tutal›m. Ayr›ca, y =  x
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olsun. 0 < y < # oldu¤undan, |1  expy| < ! olur. Bunu da akl›-
m›zda tutal›m. Bir de ayr›ca

exp x = exp( y) = (expy) 1

olur [bkz. Sonuç 21.1]. Akl›m›zda tuttuklar›m›zla afla¤›daki he-
saplar› yapal›m:

|exp x  1| = (expx)|1  (expx) 1| 
= (expx)|1  exp( x)| 
= (expx)|1  expy| 
< |1  expy| < !

elde ederiz.
Böylece exp fonksiyonunun 0’da sürekli oldu¤u kan›tland›.
fiimdi herhangi bir a "  alal›m. Herhangi bir ! > 0 seçelim.

expa , 0 oldu¤undan,

olur. # > 0 say›s›n›, |y| < # oldu¤unda

olacak biçimde seçelim. O zaman, bir önceki hesaplara devam
edersek, |x  a| < # oldu¤unda,

ç›kar ve böylece exp’in a noktas›nda sürekli oldu¤u kan›tlanm›fl
olur.

Al›flt›rmalar
1. exp(exp x) = 1 denkleminin çözümü var m›d›r?
2. exp(exp x) = e denkleminin çözümlerini bulunuz.
3. ƒ(x) = xexp(x3 + x + 1) fonksiyonunun sürekli oldu¤unu

kan›tlay›n.
4. sin ve cos fonksiyonlar›n›n sürekli olduklar›n› kan›tlay›n.
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Exp Polinomiyal De¤ildir
p, derecesi d olan gerçel katsay›l› bir polinom olsun. p’yi

aç›k biçimde yazal›m:
p(X) = p0 + p1X + p2X2 + ! + pdXd.

p’yi bir n > 0 do¤al say›s›nda de¤erlendirelim:
p(n) = p0 + p1n + p2n2 + ! + pdnd

say›s›n› buluruz. p’nin derecesi d oldu¤undan, pd , 0’d›r. Ç›kan
say›y› nd’ye bölelim:

elde ederiz. fiimdi n’yi sonsuza götürelim:

bulunur. Öte yandan e¤er k > d ise,

bulunur ve k < d ise, pd’nin pozitif ya da negatif olufluna göre,
bulunur. Demek ki p polinomunun derecesi,

iliflkisini sa¤layan yegâne do¤al say›d›r. Dolay›s›yla bir ƒ fonk-
siyonunun polinomiyal olmad›¤›n› kan›tlamak için, yukarda
bulduklar›m›z›n do¤ru olmad›¤›n› kan›tlamak yeterlidir. Demek
ki e¤er her k do¤al say›s› için,

oldu¤unu kan›tlayabilirsek, o zaman exp fonksiyonunun poli-
nomiyal bir fonksiyon olmad›¤›n› da kan›tlam›fl oluruz. Bunun
da kan›t› kolay, çünkü her k > 0 do¤al say›s› için flu olur:
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B
ölüm 43’te fonksiyonlarla yap›lan toplama, çarpma, ç›-
karma ve bölme gibi ifllemlerin süreklili¤i etkilemedi¤ini
görmüfltük. Fonksiyonlarla yap›lan bir baflka ifllem daha

vard›r: Bileflke almak. An›msatal›m:
ƒ : X . Y ve g : Y . Z iki fonksiyonsa, g ve ƒ’nin bileflke-

si olarak adland›r›lan
g  ƒ : X . Z 

fonksiyonu, her x " X için,
(g  ƒ)(x) = g(ƒ(x))

olarak tan›mlanm›flt›r. Örne¤in, 
X = Y = Z =  

ise ve ƒ ve g fonksiyonlar›
ƒ(x) = x + 1 ve g(x) = x2

olarak tan›mlanm›flsa,
(g  ƒ)(x) = g(ƒ(x)) = g(x + 1) = (x + 1)2

ve
(ƒ  g)(x) = ƒ(g(x)) = ƒ(x2) = x2 + 1

olur.
Burada dikkat edilmesi gereken fley, ƒ fonksiyonunun de¤er

kümesinin g fonksiyonunun tan›m kümesi olmas› gereklili¤idir,
yoksa g  ƒ fonksiyonundan söz edilemez. Öte yandan, e¤er



ƒ : X . Y 

ve 
g : Y1 . Z 

iki fonksiyonsa ve Y 5 Y1 ise, g(ƒ(x)) de¤eri hesaplanabilece¤in-
den, matematikçiler gene de 

g  ƒ : X . Z 

fonksiyonunu, her x " X için, (g  ƒ)(x) = g(ƒ(x)) olarak tan›m-
lamakta bir sak›nca görmezler, biz de görmeyece¤iz.

Dikkat: Yukardaki örnekte oldu¤u gibi, g  ƒ ve ƒ  g fonk-
siyonlar› eflit olmayabilirler.

Teorem 44.1. X, Y 5  , a " X, 
ƒ : X . Y ve g : Y .  

iki fonksiyon olsun. E¤er ƒ fonksiyonu a noktas›nda ve g fonk-

siyonu ƒ(a) noktas›nda sürekliyse, o zaman g  ƒ fonksiyonu a

noktas›nda süreklidir.
Kan›t: ! > 0 olsun. Öyle bir # > 0 bulaca¤›z ki, e¤er x " X

say›s› |x  a | < # eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, 
|(g  ƒ)(x)  (g  ƒ)(a)| < !,

yani
|g(ƒ(x))  g(ƒ(a))| < !

eflitsizli¤i sa¤lans›n. Bu da oldukça akla yak›n, çünkü ƒ fonksi-
yonu a noktas›nda sürekli oldu¤undan, x, a’ya yak›nken ƒ(x),
ƒ(a)’ya yak›nd›r ve g fonksiyonu ƒ(a)’da sürekli oldu¤undan,
ƒ(x), ƒ(a)’ya yak›n oldu¤unda, g(ƒ(x)), g(ƒ(a))’ya yak›nd›r. Do-
lay›s›yla x, a’ya yak›nken g(ƒ(x)), g(ƒ(a))’ya yak›n olur. Bu fik-
ri uygulayal›m.

g, ƒ(a)’da sürekli oldu¤undan, öyle bir #1 > 0 vard›r ki, e¤er
y " Y say›s› 

|y  ƒ(a) | < #1
eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, 

|g(y)  g(ƒ(a))| < !
olur. Bu bir.
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‹kincisi: ƒ, a’da sürekli oldu¤undan, öyle bir # > 0 vard›r ki,
e¤er x " X say›s› 

|x  a | < #
eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, 

|ƒ(x)  ƒ(a)| < #1
olur. (Süreklili¤in tan›m›nda ! yerine #1 al›n.)

fiimdi bu ikisini birlefltirelim. x " X say›s› 
|x  a | < #

eflitsizli¤ini sa¤las›n, o zaman,
|ƒ(x)  ƒ(a)| < #1

olur ve bu sayede,
|g(ƒ(x))  g(ƒ(a))| < !

olur. Kan›t›m›z bitmifltir. n

Sonuç 44.2. Sürekli fonksiyonlar›n bileflkesi süreklidir.
Kan›t: Teorem 44.1’in do¤rudan bir sonucu. n

Sonuç 43.7’yi yukardaki teoremden ç›karabiliriz: 

Sonuç 44.3. X 5  , a " X ve ƒ : X .  , a noktas›nda sü-

rekli olan bir fonksiyon olsun. p(T) "  [T] olsun. O zaman 

x  p(ƒ(x)) 
kural›yla tan›mlanm›fl fonksiyon da a noktas›nda süreklidir.

Kan›t: Sonuç 43.6’ya göre polinomiyal fonksiyonlar sürekli-
dir. fiimdi Teorem 1’i uygulayal›m. n

Al›flt›rma. a "  , p(T) "  [T] ve ƒ :  .  , p(a) noktas›n-
da sürekli olan bir fonksiyon olsun. O zaman x  ƒ(p(x)) ku-
ral›yla tan›mlanm›fl fonksiyon da a noktas›nda süreklidir.
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