42. Siireklilik

atematigin en onemli ve en temel konularindan birine
I\ /I geldik: Streklilik. Her zamanki gibi 6nce kavramin
sezgisel anlamini agiklayalim.

Bazi fonksiyonlarin grafiginde kopukluk yoktur, bazilarinda
ise tam tersine kopukluk vardir.
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~

Grafiginde kopukluk olmayan bir fonksiyon

AN}
y <

Grafiginde a noktasinda kopukluk olan bir fonksiyon
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Birinci 6rnekte kopukluk yokken ikinci 6rnekte a noktasin-
da bir kopukluk, ani bir sigrama var.

Matematiksel tanimi birazdan verecegiz, ama simdilik sezgi
kazandirmak amaciyla soyleyelim: Birinci 6rnekteki gibi fonksi-
yonlara stirekli denir. Ikinci 6rnekteki fonksiyon ise a noktasin-
da siireksizdir, orada bir kopukluk, bir sicrama vardir.

Insanlar siireklilikten daha cok hoslanirlar. Siireklilik olagan
durumdur, anlasilmasi, basa ¢cikmasi daha kolaydir. Deprem gibi,
ucurumdan yuvarlanmak gibi, basing diigsmesi gibi, olagan kosul-
larin stirekliliginin bozuldugu durumlar 6limcil olabilir.

Atomun varligi kanitlandigindan beri maddenin siirekli ol-
madigini, aslinda varliktan ¢cok yokluk oldugunu biliyoruz. Ote
yandan makroskopik diizeyde maddenin stirekli oldugunu var-
saymak - bu varsayim yanlis da olsa - maddeyi (ve hareketini)
algilamamizda kolaylik saglar.

Her ne kadar saniye, dakika, giin ve hafta gibi parcalara
ayirsak da, zamanin da siirekli oldugunu varsayariz. Ornegin,
insan duyulariyla algilanmayacak bir siire i¢in bir elmanin kay-
bolup tekrar var olabilecegi, hatta tiim evrenin donup tekrar ha-
rekete gececegi varsayimi bize pek inandirici gelmez. Ama neden
olmasin!

Velhasili kelam, evren siirekli de siireksiz de olsa, siirekliyi
anlamak daha kolaydir.

Sezgisel olarak kolayca algilanabilen sureklilik/stireksizlik
kavramini matematiksellestirmek pek o kadar kolay olmamig-
tir. Sturekliligin dogru diizgiin matematiksel bir tanimini vermek
19’uncu yuizyilda Cauchy’ye nasip olmustur. Tam matematiksel
tanimi sunmadan Once sezgilerimize biraz daha matematiksel
bir bigim vermeye caligalim.

“Stireksiz” diye nitelendirdigimiz ikinci fonksiyona dikkatli-
ce bakalim. Belli ki sorun a noktasinda. Bu noktada fonksiyon
b degerini aliyor. Peki a ¢ok az degistiginde fonksiyonun aldig
deger ne oluyor?
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Eger x, a’nin saginda (yani a’dan daha buiyiik) ama a’ya ¢ok
yakinsa, f(x), f(a)’nin, yani b’nin ¢cok yakinindadir. Hatta x’i

27 y=flx)

a’nin saginda ve x’e ¢cok ¢ok yakin alarak, f(x) degerini f(a)’ya
diledigimiz kadar yaklastirabiliriz. x, a’ya sagdan ne kadar ya-
kin olursa, sekilden de anlasilacag tizere, f(x) degeri f(a)’ya o
kadar yakin olur.

Ote yandan a’ya sol taraftan yaklastigimizda, fonksiyonun
degerleri f(a)’ya, yani b’ye degil, b’den uzakta olan c’ye ¢ok
yaklagirlar; @’ya soldan istedigimiz kadar sokulalim, fonksiyo-
nun degerleri b’ye ¢ok cok yaklasamazlar.

[k fonksiyonda béyle bir sorun olmaz. x yavas yavas degis-
tiginde, f(x) de yavas yavas degisir. Ikinci fonksiyonda ise x,
@’nin solundan sagina ya da sagindan soluna gecerken bir si¢ra-
ma yasanir.

Siirekliligin matematiksel tanimini vermenin zamani geldi.

A, R’nin bir altkimesi, f : A — R bir fonksiyon ve a € A ol-
sun. f’nin a noktasinda stirekli olmasinin matematiksel anlami-
ni verecegiz. b = f(a) olsun. Asagidaki sekilden takip edelim.

I y=flx)
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Herhangi bir € > 0 alalim. €’u ¢ok ¢ok kiiciik (ama pozitif)

bir say1 olarak algilayalim. Ve y ekseninde (b — ¢, b + ¢) araligi-

na ve o araligin belirledigi yatay serite bakalim.

4

y = [fl(x)

2

fla)=b

b+e

4

b-¢

Bu serit fonksiyonun grafigini gesitli yerlerden keser ve bu

kesisimler a’nin civarinda bir bolge belirlerler.

y = flx)
a x
b+e / -
f(d) =b L /‘..'/
b-g ]~

a civarinda grafige daha yakindan bakalim:

A Y

a—d a a+d

/ .

fla)=b

b—¢

y = f(x)

Oyle bir § > 0 var ki, (a — 8, a + 8) araliginin f altinda imgesi

(b — &, b + ¢) araliginin igine duiger. Sadelestirilmis sekil asagida:

A

by

a—-d a a+d

/ x

y = flx)
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Iste “a’da siirekliligin” tanim1 aynen bunu ifade edecek, tek
bir farkla ki
(a =8, a + 8) araligimin f altinda imgesi
(b — ¢, b + ¢) arahginin igine diser
yerine
(a—38,a+3) N A kimesinin f altinda imgesi
(b —¢, b + ¢) araliginin igine duser
demeliyiz ¢iinkii f fonksiyonu (a — 8, a + 8) araliginin tiim nok-
talarinda tanimli olmayabilir.
Matematiksel tanimi salalim:

Tamim. A, R’nin bir altkiimesi, f : A — R bir fonksiyon ve
a € A olsun. Eger her € > 0 icin,
flla=38,a+3)nA)c (fla) —¢, fla) +¢)
icindeligini saglayan bir § > 0 varsa, f fonksiyonuna a’da siirek-
li denir.

Ayni tanimi kiimeler (daha dogrusu araliklar) yerine ele-
manlarla ifade edebiliriz:

Tanim. A, R’nin bir altkiimesi, f : A — R bir fonksiyon ve
a € A olsun. Eger her € > 0 icin, A’nin
lx —al <&
esitsizligini saglayan her x elemaninin
1f(x) - fla)l <&
esitsizligini de saglamak zorunda oldugu bir 8 > 0 varsa, o za-
man f fonksiyonuna a’da siirekli denir.

Iki tanim arasinda bir ayrim olmadigina okur ikna olmali-
dir; bir ipucu verelim: |x — al < 8 kosuluyla x € (a — 3, a + 8) ko-
sulu arasinda bir ayrim yoktur.
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y = flx)

=
s

I

)

y =

a8 a a+d

\%a’dﬂ stirekli oldugunu

kamitlamak icin: ¢ verilmis, 8"y1 bul

Yukardaki tanimi biraz daha acalim. Verilmis bir f : A - R
fonksiyonunun bir a € A elemaninda siirekli olmast icin her € >
0 i¢in Oyle bir 8 > 0 olmali ki, her x € A igin,

lx —al <8 = If(x) — fla)l <& (*)
olsun.

Tammu ¢gerceveleyelim ki siirekli goziimiiziin 6éniinde bu-
lunsun:

Tanmm: Bir f : A — R fonksiyonunun bir a € A noktasin-
da stirekli olmasi icin,
her € > 0 icin
oyle bir & > 0 olmali ki,
her x € A icin,
e —al < 8= If(x) - fla)l <& (*)

olsun.

Tanim kiimesinin her noktasinda siirekli olan bir fonksiyo-
na stirekli fonksiyon denir.

Tanimin Tartismasi. Her seyden once, tim uyarilara karsin
nerdeyse her 6grencinin kacinilmaz olarak yaptigi ve muhteme-
len bu uyaridan sonra da yapacag bir yanlstan sozedelim.
Fonksiyonun a’da siirekli oldugunu kanitlamak igin, verilen her
e > 0 i¢in (*) kosulunu saglayan bir 8 > 0 bulmaliyiz. Bu & say1-
s1€’a ve a’ya gore degisebilir ama x’ten bagimsizdir. Tekrar ede-
lim: f fonksiyonu, a € X noktasi ve ¢ > 0 sayisi veriliyor ve (*)
kosulunu her x € A icin saglandigi x’ten bagimsiz bir & > 0 ara-

niyor. Bu nokta kesinlikle gbzden kagmamal.
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Tanimi daha simgesel olarak yazmak yararl olabilir:
Ve>038>0Vx e A(lx—al <d—-If(x) - fla)l < ).

Tanimui tartismaya devam edelim.

Eger verilmis bir € > 0 icin, bir 8 > 0 sayis1 (*) kosulunu sag-
liyorsa, &8’dan kicuk pozitif §;’ler de (*) kosulunu ayni ¢ icin
saglarlar. Yani verilmis bir ¢ i¢in (*) kosulunu saglayan tek bir
& yoktur ve eger (*) kosulunu saglayan bir & varsa, istersek ve
icimizden Oyle geciyorsa ya da gerekliyse, 8’y1 1’den, 1/2’den,
1/100’den ve istedigimiz herhangi pozitif bir sayidan kiiciik se-
cebiliriz.

Gene de bulunacak &’nin verilen €’a gore degistigini belirte-
lim: Genelde, ¢ kiictildiikge, 8 da kigiilmek zorundadir. Nitekim
eger (3, €) cifti (*) kosulunu sagliyorsa ve eger ¢ < ¢ ise, o za-
man (3, g1) ¢ifti (*) kosulunu saglamayabilir, ¢tinkii bunun i¢in
d yeterince kiigik olmayabilir, 8’y1 daha da kugiik se¢cmek zo-
runda kalabiliriz. Bu yiizden bazen & yerine 8, yazmak yerinde
olabilir. Hatta 8, a’ya gore de degisebileceginden, & yerine 5, ,
da yazlabilir.

Bir f : A - R fonksiyonunun bir a € A noktasinda stirekli
oldugunu kanitlamak i¢in, once herhangi bir pozitif € sayisi se-
cilir. Sonra, x € A igin,

If(x) = fla)l < &
esitsizliginin saglanmasi i¢in x’in @’ya ne kadar yakin olmasi ge-
rektigi arastirilir. Bunun igin, genellikle,
£(x) - fla)
ifadesiyle oynanir. Amag, bu ifadeyle oynayarak, ifadeyi, bir bi-
cimde, icinde Ix — al bulunan bir ifadeden daha kiiciik olarak
ifade etmektir. Bilmem kendimizi iyi ifade edebildik mi?

Ogretici olmasi agisindan ¢ok basit olmayan, ama gene de
cok cok zor olmayan 6rnekler sunmadan 6nce a noktasinin ta-
nim kiimesinde olmak zorunda oldugunu animsatalim (yoksa
f(a)’dan s6zedemeyiz bile!)
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Ornek 42.1. f(x) = x2 kuralyyla tamimlanmis R’den R’ye gi-
den f fonksiyonu siireklidir. (Burada A = R.)

' y = fx) = 2

I

Kanit: g € R olsun. Rastgele bir pozitif & sayisi segelim. ¢ sa-
yisini ¢ok kiiciik bir say1 olarak algilayalim. Simdi, x € A i¢in,

) - fla)l <
esitsizliginin saglanmasi i¢in x’in @’ya ne kadar yakin olmasi ge-
rektigini aragtiralim; bakalim x’in @’ya belli bir 8 > 0 mesafesin-
den daha yakin olmasi bu esitsizligin saglanmasi igin yeterli olu-
yor mu, boyle bir 8 var mi1? Bunun igin

1f(x) - fla)
ifadesiyle oynayacagiz. Oynayalim:
If(x) — fla)l = Ix2 — a2l = Ix — allx + al.

Oynadik. En sagdaki Ix — al ifadesi hosumuza gidiyor, ¢iin-
ki x’1 lx — al cok kuiguik olacak sekilde secersek, Ix — allx + al ifa-
desinin de ¢ok kii¢iik olma (¢’dan kiiciik olma) ihtimali var ve
bizim de istedigimiz tam bu. Ama eger |x + al ¢ok artarsa, o za-
man |x — allx + al ifadesini istedigimiz kadar kigiltemeyebiliriz.
Demek ki |x + al ifadesinin ¢ok artmadigini, belli bir say: tara-
findan tstten sinirlandigini kanitlamaliyiz. Eger x herhangi bir
gercel sayiysa, bu dogru degil elbet, ama x’i a’ya yakin segecegi-
mizi unutmayalim. Eger x’in a’ya mesafesi ilelebet artmiyorsa,
lx + al ifadesi de zaptedilemez bir bicimde artamaz.

, 1 y=f(x)
as+e
2612
a —¢€ x
a—-d a a+d >

¢ verilmis, 8’y1 bulmalryiz.
Eger 6yle bir § varsa, ayni ozelligi saglayan 1’den kiigiik bir § vardsr.
Istersek, isimize geliyorsa, 8’y1 1’den kiiciik bulmaya calisabiliriz.
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lx + al ifadesini ustten sinirlamak icin, - ilerde bu sozu tut-
mak tizere - bulacagimiz 8’y1 1°den kiiciik alacagimiz séztinti ve-
relim. (Yukardaki sekil boyle bir se¢im yapabilecegimizi agikla-
maya ¢alisiyor.) O zaman, x’i,

lx —al<d<1

olacak bicimde se¢mis olacagiz ve bu secimle,

-l<x-a<l1,
ya da

a-l<x<a+1,
yani

2a-1<x+a<2a+1
olur; boylece, eger A = max{l2a 11, 12a + 11} ise,
lx +al <A
esitsizligine ulagmig oluruz. Bagladigimiz hesaba bu esitsizlik 1s1-
ginda devam edelim:
If(x) = f(a)l = Ix2 — a2l = Ix — allx + al < |x — alA.
Demek ki |f(x) — f(a)l ifadesinin €’dan kiigik olmasi i¢in
Ix — alA

ifadesinin g’dan kiiciik olmasi yeterli. Dolayisiyla Ix — al’y1
¢/A’dan kugiik segersek isimiz is. Ama bir dakika! Ix — al’nin sa-
dece ¢/A’dan kiiguk olmasi yetmez, 1’den de kiiciik olmali. Ya-
ni eger

o = min{e/A, 1}
olarak segersek, o zaman lx — al < 3 esitsizliginden

If(x) - fla) < &
esitsizligi cikar.

Bu kaniti toparlayip vasat bir analiz kitabinda yazildig: bigi-
miyle gosterelim:

¢ > 0 herhangi bir say1 olsun.

A = max{l2a —11, 2a + 11}
olsun. Tanimdan dolay1 A > 0 olur. Ve
S = min{e/A, 1}
olsun. 8, elbette pozitif bir say1. Ve son olarak, x,
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lx —al <&
esitsizligini saglasin. Bundan, sirasiyla,
-d<x—a<?d,
d+a<x<0d+a,
-l+a<x<1+a,
-1+2a<x+a<1+2a,
lx + al < max{~1 +2a,1+2a}=A
esitsizlikleri ¢ikar. Bu hesaplari Ix + al’y1 sinirlamak igin yaptik:
If(x) — fla)l= Ix2 — a2l = Ix — allx + al
<lx—alA <8A < (e/A)A =¢
buluruz, tam istedigimiz gibi. O

Kanitin ¢cok ¢ok kolay olmadigi dogru ama iste matematik
boyle bir sey.

Alistirmalar
1. f(x) = x2 + 3x — 7 kuraliyla tanimlanmis R’den R’ye gi-
den f fonksiyonunun siirekli oldugunu kanitlayin.
2. f(x) = 3 kuraliyla tamimlanmis R’den R’ye giden f fonk-
siyonunun siirekli oldugunu kanitlayin.

Suirekli olmayan bir fonksiyon 6rnegi verelim. Verelim ama
once bir noktada stirekli olmamanin ne demek oldugunu daha
yakindan irdeleyelim. Bir iki sayfa yukarda, f : A — R fonksi-
yonunun bir @ € A noktasinda strekli olmasi igin,

Ve>038>0Vx € A (Ix—al <8 If(x)-f(a)l < g).
onermesinin dogru olmasi gerektigini soylemistik. Bu 6nerme-
nin tam tersini, yani ziddini yazalim. Bunun igin basit mantik
kullanacagiz. Yukardaki 6nermenin ziddi,

e>0V8>03x € A (Ix —al <5 Alf(x) — fla)l > ¢)
onermesidir. Yani bir f : A — R fonksiyonunun bir a € A nok-
tasinda siirekli olmamast igin 6yle bir € > 0 sayis1 olmahidir ki,
hangi 8 > 0 sayist alinirsa alinsin, Ix — al < & esitsizligini sagla-
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yan ama
Ifx) - fla)l <
esitsizligini saglamayan bir x € A noktasi olmalidir.
Orneklerle her seyin daha acik olacagindan kuskumuz yok!
Belki sosyoloji kitaplari disinda hemen her kitapta bulunan
standart bir 6rnek verelim.

1 eger x>0 ise
gv . fonksiyonu siirekli
0 egerx <0 ise

Ornek 42.2. f(x) ={
degildir.
f, R’den R’ye gider ve grafigi soyledir:

24

Grafikten de anlagilacag: tizere, bu fonksiyon 0 disinda her
noktada siireklidir, sadece 0 noktasinda siireksizdir. Bu soyle-
diklerimizi matematiksel olarak kanitlayalim.

1. Fonksiyon a = 0 noktasmnda siirekli degildir.

(*) kosulunun higbir & > 0 i¢in dogru olmadigi bir ¢ > 0 bul-
mak gerekiyor. Bir sonraki sekilden takip edin. &€ = 1 olsun. Sim-
di & > 0 ne olursa olsun (daha dogrusu, ne kadar kiiciik olursa
olsun), x = —8/2 alirsak,

lx —al =1-8/2 — 0l = |-8/21 = 8/2 < §
olur ama
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If(x) = f(a)l = 1f(-8/2) = fO)l =10-11=1>21=¢
olur, yani If(x) — f(a)l < ¢ esitsizligi dogru olmaz.
Ayni sonucu € = 1/2, ya da herhangi bir ¢ > 0 alarak da bu-
labilirdik tabii, yeter ki € < 1 olsun.

2. Eger a # 0 ise fonksiyon a noktasinda siireklidir.

¢ > 0 verilmis olsun. (*) kosulunun bir 8 > 0 tarafindan sag-

landigin1 gostermemiz gerekiyor. 8 = lal/2 olsun. x,
Ix —al <8
kosulunu saglasin. O zaman,
—lall2 = -8 <x—a <8 =lall2,
yani
a—lall2 <x <a+lal/2
olur. Bundan, eger a < 0 ise, x < a + lal/2 = a/2 < 0, ve a > 0 ise,
0 <a/2 =a—lall2 < x bulunur. Yani a ile x’in isaretleri aynidir,
biri pozitifse digeri de pozitif, biri negatifse digeri de negatif
olur. Dolayisiyla f(x) = f(a) olur, yani
If(x) - fla)l=0<¢

olur. Istedigimiz kanitlanmustir.

Bir 6nceki 6rnegi hafifce degistirecegiz, fonksiyonun kural
ayni olacak ama tanim kiimesi bu sefer R yerine R \ {0} olacak.

1 egerx>0ise
& fonksiyonu siireklidir

Ornek 42.3. f(x)= '
0 egerx <0 ise

y
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Kaniti aynen bir 6nceki kanit gibidir, ama tabii a’y1 bu se-
fer 0 secemeyiz, ¢uinki fonksiyonun tanim kiimesi R \ {0}’dur.
f, R\ {0 dan R’ye gider.

Simdi ilk bakista sasirtici, ikinci bakista dogal gelebilecek
bir sonug kanitlayalim.

Ornek 42.4. Z’den R’ye giden herbangi bir fonksiyon sii-
reklidir.

Kanit: f : Z — R herhangi bir fonksiyon olsun. Burada A =
2Z’dir. a € Z, herhangi bir tamsay1 olsun. Ve ¢ > 0 verilmis ol-
sun. 8’y1

0<d<1
esitsizliklerini saglayan herhangi bir say1 olarak segelim, 6rnegin
8 = 1/2 olsun. O zaman eger x € Z ise ve x,

Ix —al <8
kosulunu sagliyorsa, x = a olmak zorundadir ¢iinkii iki degisik
tamsayi arasindaki fark 1’den kii¢iik olamaz. Demek ki, bu du-
rumda,

If(x) - fla)l=0<¢

olur. Istedigimiz bir kez daha kanitlanmustir.

Yukardaki ornekteki fonksiyonu her noktada stirekli kilan,
degisik tamsayilar arasindaki mesafenin 1’den kiigtik olamaya-
cagidir. Daha dogrusu, her tamsayinin belli bir “komsulugu”n-
da bir bagka tamsayinin bulunamayacagidir. Bu fikri asagidaki
alistirmada somurecegiz.

Alistirmalar
1.A={1/n:n e N\{0}} olsun. f : A — R herhangi bir fonk-
siyon olsun. f’nin strekli oldugunu kanitlayin.
2. A, yukardaki gibi olsun. B = A U {0} olsun. f : B— R her-
hangi bir fonksiyon olsun. f’nin 0’da strekli olmasi igin,
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lim,_,, f(1/n) = £(0)
esitliginin yeter ve gerekli oldugunu kanitlayin.
3. A, R’nin ayrik bir altkiimesi olsun, yani her a € A igin,
(a-38,a+d) NA={a)
esitligini saglayan bir 8 > 0 olsun. (Burada 8, a’ya gore degisebi-
lir.) A’dan R’ye giden her fonksiyonun siirekli oldugunu kanit-
layn.

4. A, R’nin bir altkiimesi olsun. a € A, A’dan ayrik bir ele-
man olsun, yani (a — o, a + a) N A = {a} esitligini saglayan bir
a > 0 olsun. A’dan R’ye giden her fonksiyonun a’da siirekli ol-
dugunu kanitlayin.

5. f(x) = [x] (= x’in tamkism1, bkz. Teorem 3.6). f: R - R
fonksiyonu hangi noktalarda siirekli degildir?

6. R’nin sonlu bir kiimesinden R’ye giden her fonksiyonun
surekli oldugunu kanitlayin.

7. R’den Z’ye giden siirekli bir fonksiyonun sabit olmas: ge-
rektigini kanitlayin.

8. f : R —» R fonksiyonu siirekli olsun ama imgesi sonlu ol-
sun. f’nin sabit bir fonksiyon oldugunu kanitlayin.

9*. R’den Q’ya giden her siirekli fonksiyonun sabit oldugu-
nu kanitlayimn.

10*. R’den R’ye giden her siirekli ve birebir fonksiyonun
tersinin de stirekli oldugunu kanitlayin.

Bir bagka klasik ornekle devam edelim:

1 egerx eQ ise
& Q fonksiyonu R’nin

Ornek 42.5. f(x) =
t) {0 eger x ¢ Q ise
fonksiyonu R’nin hichir noktasinda siirekli degildir.
Bu fonksiyon nasil siirekli olsun ki, fonksiyon zirt pirt 0 ve
1 degerlerini aliyor! Bigimsel kanit1 okura birakiyoruz. Bir ipu-
cu verelim Q ve R\ Q kiimelerinin her ikisi de R’de yogundur-
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lar, yani bogskiime olmayan herhangi bir acik aralikta hem ke-
sirli hem de kesirli olmayan sayilar vardir.

Kolay (hatta bu asamada biraz fazla kolay) ama 6nemli iki
ornek geliyor son olarak:

Ornek 42.6. Sabit bir fonksiyon siireklidir.

by

> X

Sabit ¢ fonksiyonunun grafigi kesintisizdir,
dolayistyla bu fonksiyon her noktada siireklidir.

Kanit: f sabit bir fonksiyon olsun. ¢ > 0 ve 8 > 0 ne olursa
olsunlar, hep If(x) — f(a)l = 0 < & olur. Demek ki f sureklidir.

Ornek 42.7. Ozdeslik fonksiyonu siireklidir.

by
y=x

Ozdeslik fonksiyonu 1dy’nin grafigi capraz dogrudur ve her dogru gibi
bu grafik kesintisizdir. Dolayisiyla, sezgisel bir bakis agisiyla,
Idy fonksiyonu her noktada siirekli olmalidur.

Kamit: Ozdeslik fonksiyonunun Idg(x) = x kuralyla tanim-
lanmig Idg : R — R fonksiyonu oldugunu animsatiriz. a € R ve
¢ > 0 verilmis olsun. 8 = ¢ > 0 alalim. O zaman Ix — al < 8 kosu-
lunu saglayan her a € R igin,

Idg(x) — Idg(a)l = Ix —al < & = ¢
olur; bu da istedigimizi kanitlar.
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Ornek 42.8. Her ¢ € R icin, x > cx ve x > ¢ + x siirekli
fonksiyonlardir.

y=x+c¢

| o

Kanit: f : R — R fonksiyonu her x € R i¢in f(x) = x + ¢ for-
miiliiyle tanimlanmig olsun. f’nin her noktada siirekli oldugunu
kanitlayalim. a € R, herhangi bir gergel say1 olsun. & > 0 olsun.
& = ¢ alalim. O zaman, |x — al < § ise,

If(x)— fla)l=l(x +¢c)—(@a+c)l=lx—al <S8 =¢
olur. Dolayisiyla f fonksiyonu a noktasinda siireklidir. O

Carpmaya gecmeden once ilerde cok énemli olacak bir nok-
taya parmak basalim. Genellikle, bulunan & sayisi a ve ¢ sayilari-
na gore degisir. 8’nin £’dan bagimsiz olmasi nerdeyse imkansizdir
da yukardaki son ¢ 6rnekte oldugu gibi 8, a’dan bagimsiz olacak
bicimde segilebilir. Bu durumda cok giiclu bir sureklilik sézkonu-
sudur ve buna diizgiin stireklilik adi verilir. Analizin ¢cok 6nemli
bir kavrami olan diizgiin sureklilige ilerde sik sik deginecegiz.

Carpmaya gelelim. ¢ € R olsun. f: R — R fonksiyonu her x
€ R igin f(x) = cx formiiliiyle tanimlanmig olsun. f’nin her nok-
tada stirekli oldugunu kanitlayalim. Eger ¢ = 0 ise, sabit 0 fonk-
siyonunu elde ederiz ve bu fonksiyonun (diizgin) stirekli oldugu-

nu Ornek 42.6°dan biliyoruz. Bundan boyle ¢ # 0 varsayimini
yapalim. a € R, herhangi bir gercel say1 olsun. & > 0 olsun.
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3 =éllcl
olsun. O zaman, eger
lx —al <&
1se,
If(x) = fla)l = lex — cal =lcllx —al <1cld = ¢
olur. Dolayisiyla f fonksiyonu a noktasinda siireklidir. Demek
ki bu fonksiyon da siireklidir, tistelik dizgiin sureklidir.

Bundan sonraki sonuclar matematikte “folklor” olarak ni-
telendirilir. Yani herkesin bildigi ama kitaplarda pek yazilma-
yan sonuglar... Soyle bir okuyup gecebilirsiniz.

Ornek 42.9. Siirekli Fonksiyonlar1 Yapistirmak/Birlestir-
mek. Iki siirekli fonksiyonu yapistirarak (ya da birlestirerek) her
zaman siirekli bir fonksiyon elde etmeyiz. Ornegin Ornek 2’de-
ki fonksiyon iki stirekli fonksiyonun birlesimidir (hangileri?)
ama elde edilen fonksiyon siirekli degildir. Ornek 5’te de aym
sorun vardir. Ote yandan Ornek 3’teki gibi bazi durumlarda ya-
pistirilarak elde edilen iki stirekli fonksiyon surekliligi korur:

Teorem 42.1. a < b ve ¢ < d olsun.
f:(ab)>Ruveg:(c,d >R
iki siirekli fonksiyon olsun. Ayrica her x € (a, b) N (c, d) icin

flx) = glx)

esitliginin dogru oldugunu varsayalim, o zaman,
(fugllx) = {
kuraliyla tanimlanan

fug:(a,b)u(cd >R
fonksiyonu siireklidir.

f(x) eger x €(a, b) ise

g(x) eger x €(c, d) ise

Elde edilen f U g fonksiyonunun grafiginin f ve g fonksi-
yonlarinin grafiginden nasil elde edilecegi asagidaki sekilde gos-
teriliyor.
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Y4
4
x
a b g
y4 / g
X
c d
g fug
/
\_
x
a c b d

f U g fonksiyonunun grafigini elde etmek igin,
f ve g fonksiyonlarimin grafiklerini birlestirmek yeterlidir.

Onermenin, Ornek 42.3’teki gibi,
(a,b) " (¢, d) =D

oldugu zaman da dogru olduguna dikkatinizi cekeriz. Ornegin
b = ¢ oldugunda... Bu dedigimiz, ince ama onemli bir ayrintidir.

Ayrica fonksiyonlarin tanim araliklarini kapal da alabilir-
dik, 6nerme gene dogru olurdu. Bunun 6zel bir hali

f(b) =g(b)
esitligini saglayan
f:(a,b] > Rveg:[b,c) >R

fonksiyonlarinin yapistirilmasiyla elde edilen fonksiyondur.

|a b c

y

X

Eger f, (a, b) araliginin her noktasinda siirekliyse ve g, (b, c) araligmin

her noktasinda siirekliyse, o zaman f U g fonksiyonu (a, b) U (b, ¢) kiimesinin
her noktasinda siireklidir. b noktasi f U g fonksiyonunun tanim kiimesinde
olmadigi icin b noktasimdaki siireksizlik intibai aldaticidir.
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Ote yandan ayn1 6nerme Ornek 2’de goriildiigii gibi (a, b)
ve [b, ¢) araliklari i¢in yanlhstir.

(a, b) ve (c, d) yerine R’nin bambagka altkiimelerini alirsak
da teorem yanls olur. Bkz. Ornek 42.5.

Alistirma. Teorem 1’i ve daha sonra soylenenleri kanitlayin.

Yerellik

Onermenin dogrulugu siirekliligin “yerel” bir kavram olma-
sindan kaynaklanmaktadir. Bu “yerel” kavramini biraz agalim;
analizde ¢ok onemlidir.

Bir fonksiyonun belli bir a noktasinda siirekli olmasi, sade-
ce ve sadece o fonksiyonun a civarindaki davranisina gore degi-
sir ve fonksiyonun a’dan uzakta neler yaptigindan bagimsizdir.
Asagidaki sekil okuru en azindan gorsel olarak doyurmali.

Bir sonraki onerme ise bu dedigimizin matematikcesidir.

Teorem 42.2. X c R, Yc Rvea € X N Y olsun.

f: X>R,g:Y>R

iki fonksiyon olsun. Belli bir o. > 0 icin
(@a-a,a+a)cXnNY

olsun ve bu aralik iistiinde f = g esitligini, yani her

xe(a—o,a+a)
icin f(x) = g(x) esitligini varsayalim. O zaman, eer f ve g
fonksiyonlarmdan biri a’da siirekliyse digeri de a’da siireklidir.

4R

1 )
< X >

y <

Y >
Eger a noktas: civarinda f ve g fonksiyonlar: esitlerse,
o zaman biri a’da siirekliyse, digeri de siireklidir.
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Kanit: Verilmig bir € > 0 i¢in bulmamiz gereken 8’y1 o’dan
kuiciik se¢gmek yeterlidir. Ayrintilari okura birakiyoruz. [l

Alistrma. X c R, Yc R vea € X n Y olsun.
f: X>R g:Y>R
iki fonksiyon olsun. Belli bir o > 0 i¢in
(@a-a,a+a)NnYcX
olsun ve (a — a, a + a) N Y tstiinde f = g esitligini, yani her x €
(@a—oa,a+a)n Yign f(x) = g(x) esitligini varsayalim. O za-
man, eger f fonksiyonu a’da surekliyse g de a’da stireklidir.

Bir sonraki teoremimiz, stirekli bir fonksiyonun kisitlanma-
sinin da siirekli oldugunu séyleyecek. Once fonksiyon kisitla-
manin ne demek oldugunu animsatalim. f, bir A kiimesinden
bir Y kiimesine giden bir fonksiyon olsun. B, A’nin bir altkiime-
si olsun. g : B — Y fonksiyonu her b € B i¢in,

g(b) = f(b)
kuraliyla tanimlanmig olsun. Yani g’nin alacagi degerler f fonk-
siyonu tarafindan belirlenmis olsun. Bu durumda g fonksiyonu-
na f’nin kesttlamse ads verilir ve g = fig yazilir. Duruma gore,
kimi zaman da f’ye g’nin (bir) genislemesi ad1 verilir.

Teorem 42.3. b e Bc AcRve f: A — R olsun. Eger f
fonksiyonu b’de siirekliyse f\g fonksiyonu da b’de siireklidir.
Kanit: Kaniti bundan daha kolay bir teorem zor bulunur. [

Suireklilik konusunda ilerki boliimlerde daha derinlegecegiz.
Simdilik siirekliligin oldukga basit 6zelliklerinden sézedelim.

1. Surekliligi, R’nin bir A altkiimesinden R’ye giden fonksi-
yonlar i¢in tamimladik. Oysa, tanima bakilirsa fonksiyonun illa
R’ye degil, R’nin bir altkiimesine gitmesi yeterli, nitekim tanim-
da fonksiyonun varis kiimesini hi¢ kullanmadik, tek kullandigi-
miz degerlerin gergel sayilar olmasiydi. Yani A ve B, R’nin alt-
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kiimeleriyse ve f : A — B, A’dan B’ye giden bir fonksiyonsa, sii-
rekliligi bu f fonksiyonu i¢in de tanimlayabiliriz, ayni tanimi
kabul edelim, olsun bitsin. Bundan boyle siirekliligin R’nin bir
altkiimesinden gene R’nin bir altkiimesine giden fonksiyonlar
icin tanimlandigini kabul edecegiz.

2. Eger f : A —> B fonksiyonu bir a € A noktasinda siirek-
liyse ve

fl(A)c CcR
ise, ayni grafigi olan ve her x € A icin g(x) = f(x) kuraliyla ta-
nimlanan g : A — C fonksiyonu da a noktasinda stireklidir.

3. Eger f : A - B fonksiyonu bir ¢ € A noktasinda siirek-
liyse ve a € C < A ise, her x € C icin (f|c)(x) = f(x) kuraliyla
tanimlanan f| : C — B fonksiyonu da a noktasinda siireklidir.
Bunu biliyoruz.

Ote yandan, f : A — B fonksiyonu a € A noktasinda siirek-
li degilse ve a € C < A ise,

fic:C—>B
fonksiyonu a noktasinda pekala suirekli olabilir. Nitekim f ne
olursa olsun, C = {a} ise f|c fonksiyonu a’da streklidir! (Bkz.
Alistirma 6.) Biraz daha sofistike bir érnek verelim: f, Ornek
2’deki fonksiyon olsun A = R, a = 0 ve
C = (—o0, —1) U [0, o)
olsun, ya da
C =10, o)
olsun. Bu durumda f fonksiyonu 0’da suireklidir.
4. f : A — B bir fonksiyon olsun.
C={a e A:f,ada surekli}
olsun. O zaman f fonksiyonu stireklidir.

Aligtirmalar
1. f(x) = x2 kuraliyla tanimlanan f : Q — R fonksiyonunun
surekli oldugunu a) Tanima bagvurarak, b) Bu bolumdeki so-
nuglarla kanitlayin.
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2. f,(0, 1) U (2, 3) kimesinden R’ye giden ve f(x) = x ku-
raliyla tanimlanan fonksiyon olsun. f’nin grafigini ¢izin. f’nin
surekli oldugunu kanitlayn.

3. f, (0, 2) arahigindan R’ye giden, (0, 1) aralig1 tizerinde
f(x) = x ve [1, 2) aralig1 iizerinde f(x) = x2 kuraliyla tanimlan-
an fonksiyon olsun. f’nin grafigini ¢izin. f’nin siirekli oldugunu
kanitlayin.

4.7 € Rolsun. f: Q —> R fonksiyonu,

1 egerx>rise
f(x) = { iy .
0 egerx <rise
olarak tamimlansin. Hangi 7 € R sayilari igin f siireklidir?

5. f: R — R olsun ve her x i¢in f(x) = f(—x) olsun. Eger f,
a@’da surekliyse, —a’da da strekli oldugunu kanitlayin. Bundan
f, a@’da stirekli degilse —a’da da siirekli olamayacagini ¢ikarin.
Ayni seyi f(—x) = —f(x) esitligini saglayan bir fonksiyon i¢in de
yapin.

6. Her x € R igin 0 < f(x) < |x| esitsizligini saglayan bir fonk-
siyonun 0’da siirekli oldugunu kanitlayin.

7a. Eger p ve q birbirine asal iki tamsayiysa, f(p/q) = Ipl + Igl
olsun. Bu kuralla tanimlanmis olan f : Q — N fonksiyonunun
hi¢bir noktada siirekli olmadigini kanitlayin.

7b. g : Q — Q fonksiyonu, g(x) = 1/f(x) kuraliyla tanimlan-
sin. g fonksiyonun stirekli olmadigini kanitlayin.

8. a € V < R’nin bir altkiimesi olsun. Eger

aelcV
kosulunu saglayan agik bir I araligi varsa V’ye a’nin komsulu-
gu adi verilir.

Simdi f : R — R herhangi bir fonksiyon olsun. f’nin a’da
surekli olmasi igin,

flaymm ber V komsulugu icin, f~1(V)
kiimesi a’min bir komsulugudur
kosulunun yeter ve gerek oldugunu kanitlayin.
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9. A, R’nin bir altkiimesi olsun. @ € A olsun. A’nun, bir € >
0 i¢in, A N (a — €, a + €) altkiimesini iceren V altkiimelerine
a’nin A’da komsulugu adi verilir. Demek ki a’'nin A’da komsu-
lugu, a’nin (bir 6nceki soruda tanimlanan) bir komguluguyla
A’nin kesigimidir.
Simdi f : A > R herhangi bir fonksiyon olsun. f’nin a’da
surekli olmasi igin,
flaymn R’de her V komsulugu icin, f~1(V)
kiimesi a’mn A’da bir komsulugudur
kosulunun yeter ve gerek oldugunu kanitlayin.

Bir Noktanin Bir Kiimeye Mesafesi
d#AcRvex e R olsun x ile A arasindaki mesafe,
d(x, A) =inf{lx —al : a € A} = inf,_, Ix — 4l

olarak tanimlanir. Ornegin d(1, (0, 1)) = d(1, [0, 1]) = O ve her
x € R icin d(x, Q) = 0 olur.

Su ozellikler bariz olmali:

e Eger x € A ise, d(x, A) = 0.

e Eger A < Bise, d(x, A) = d(x, B).

e Eger x € Aise d(x, A) = 0.

e Ama bunun tersi yanlistir. Ote yandan eger A kapal bir
araliksa,

dx,A)=0xec A

esdegerliligi gecerlidir.

e Eger a € A ise,

dx,A)<Ix —al <lx -yl +ly —al
oldugundan
dx, A) —lx —yl <ly —al
olur. Demek ki
dix, A) —Ix —yl <inf,_ 4 ly —al = d(y, A)
ve
dx, A) —d(y, A) < lx — yl

olur. Simetriden dolay1 ayni1 sekilde



400 42. Sureklilik

dy, A) —d(x, A) < lx — yl
olur. Demek ki,
ld(x, A) — d(y, A)l < |x — yl
olur. Bu da
x> d(x, A)
kuraliyla tanimlanmig R’den R’ye giden bir fonksiyonun stirek-
li oldugunu gosterir. Bu arada A’y1 tek elemanli bir kiime alir-
sak, a € R igin,
x> lx —al
kuraliyla taninlanmig fonksiyonun da siirekli oldugunu gori-
ruz. Gelecekte gerekecek bu sonuglari not edelim:

Onsav 42.4. @A c R ve x € R olsun. x ile A arasindaki

mesafe,
d(x, A) = inf{lx —al : a € A} = inf,_4 Ix — 4l
olarak tanmmlansin. O zaman x — d(x, A) kuraliyla tanimlan-
mis R’den R’ye giden fonksiyon siireklidir. Bunun ozel bir
durumu olarak, a € R icin,
x> lx —al

kuraliyla taminlannus fonksiyon da siireklidir.

Dogal ama Siireksiz Bir Fonksiyon

Diizlemde guzel (yani stirekli!) bir egri ve bir de bir P nok-
tas1 alalim. P’den gecen dogrular egriyi bazi noktalarda keser.
f(a), yatay dogruyla a derecelik bir a¢1 yapan dogrunun egriyi
kestigi nokta sayist olsun. Ornegin, asagidaki resimdeki 6rnek-
te, f(0) = £(90) = 0. Dogrular P civarinda yavas yavas dondii-
giunde, f sigramalar yapar. Bu sigramalar genellikle dogrunun
egriye teget oldugu acilarda meydana gelir. Burada, dogal bi-
¢imde tamimlanmis ama siirekli olmayan bir fonksiyon s6zko-
nusudur. Hilasa, her dogal fonksiyon siirekli olmak zorunda
degildir.
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Cesit Cesit Siireklilik
Verdigimiz siireklilik tanimi Cauchy’nin oldugu i¢in bazen
surekli yerine Cauchy-siirekli denir. Surekliligin baska adlarla
anilan bagka tanimlari vardir; 6rnegin Heine-stireklilik. Heine-

sturekli bir fonksiyon yakinsak bir diziyi yakinsak bir diziye go-
turtir. Bu iki kavram arasinda bir fark olmadigini gorecegiz.

Kullanilan bir bagska Cauchy stirekliligi kavrami daha vardir:
Cauchy dizilerini Cauchy dizilerine gotiiren bir fonksiyona da
bazen Cauchy-stirekli denir. Eger X # R ise, stirekli fonksiyon-
lar Cauchy-siirekli olmayabilirler. Ornegin Ornek 42.2’deki
fonksiyon siireklidir ama Cauchy-siirekli degildir. Ote yandan X
= R ise Cauchy-surekli bir fonksiyon siirekli olmak zorundadir
(Teorem 48.17).



42A. Tuhaf Bir Fonksiyonun
Siireksizligi

Bu bolimde, Q’den Q’ye giden, hicbir noktada surekli ol-
mayan ama herhangi bir noktanin degerini 0’a degistirirsek o
noktada surekli olan bir f fonksiyonunu ele alacagiz. Bolimiin
sonunda bu tiir fonksiyonlar inga etmenin ¢ok kolay bir yolu-
nu gorecegiz.

Once tuhaf bir fonksiyonun siirekliligini tartisacagiz. Siirek-
liligini tartisacagimiz tuhaf fonksiyon kesirli sayilar kiimesinden
gene kesirli sayilar kiimesine gidecek. Tanim soyle: a € Q olsun.
O zaman,

a=plq
esitligini saglayan birbirine asal bir p tamsayisi ve pozitif bir g
dogal sayisi vardir. Bu p ve g sayilar biriciktir elbet, yani ayn
a sayisi icin bu kosullar saglayan iki degisik p ve g cifti yoktur.
Dolayisiyla f(a)’y1,
fla)=1/q
olarak tanimlayabiliriz. Ornegin,
f(0)=f(0/1)=1/1=1,
f)=f2)=f(5)=1
=5) = f(=5/1)=1/1 =1,

(
f(
£(3/7) = £(217) = 1/7,
£(-9/8) = 1/8.

403
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Iste bu fonksiyonun siirekliligini tartisacagiz. Soracagimiz
soru su: Bu fonksiyon hangi kesirli sayilarda siireklidir?

Q
1/q ®

1/s

| v

Tartisacagimiz fonksiyon matematigin klasik fonksiyonla-
rindan olmadig; i¢in, amacimiz sadece ve sadece siireklilik kav-
ramiyla daha i¢li digh olmamizi saglamak.

Optimum vyarar saglamak icin, okurun, yaziyr okumadan
once en az bir saat boyunca soru itizerine kafa yormasini, yani
okurluktan dusiiniirliige terfi etmesini Oneririz. Cok biiyiik bir
olasilikla konuyu yeni 6grenen okur yaniti tahmin etmekte zor-
lanacaktir. Yanit1 (dogru!) tahmin ettikten sonra kanit asamasi
daha da zorlu gececektir muhtemelen. Ama bu zorlugun yarar-
lar1 ilerde hissedilecektir.

Soruya u¢ degisik yontemle yaklasacagiz. Birinci yontemi-
miz oldukga ilkel olacak, herkesin aklina ilk gelen diistincenin
pesine dusecegiz, dogrudan surekliligin tanimini uygulayacagiz.
Ikinci yontemimiz ise (cok degil) birazcik daha kavramsal ola-
cak ve bu yaklagim sayesinde sorunun yanitini ve yanitin kani-
tin1 ¢ok daha ¢abuk bulacagiz. Birinci yontem dogrudan ele-
manlara odaklasacak, ikinci yontem ise altkiimelere. Elemanla-
ra odaklagarak sonucu tahmin etmek bile zor olacak. Oysa alt-
kiimelere odaklasinca sonucu tahmin etmek ve tahmini kanitla-
mak isten bile olmayacak. Boylece okurun ikinci yontemin de-
gerini gorecegini ve son birkag sayidir yaptiklarimizi ilk bakista
absiird denecek seviyede soyutlayacak olan topoloji konusunun
erdemlerinin ayrimina varacagini umuyoruz.

Sorunun yanitini iki degisik yontemle bulduktan sonra, ya-
zinin en sonunda o ana kadar yaptigimiz her seyi ¢ok cok basit-
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lestiren bir olgu ortaya koyacagiz. Boylece soyut matematigin
degerinin ortaya ¢ikacagini umuyoruz.

Birinci Yaklasgim

Yaniti hemen vermeyip, birinci yontemin dogalligini ve ayn
zamanda zorlugunu gostermek icin ozellikle diisiine tasina, ya-
vag yavas ilerleyecegiz.

a € Q olsun. f’nin @’da siirekli olup olmadigini anlamaya
calistyoruz. f(x) = f(—x) oldugundan, a yerine gerekirse —a’y1
alarak @’nin negatif olmadigini varsayabiliriz [bkz. Bolim 42,
Alistirma 5].

Bundan boyle, elli defa ayni seyi tekrarlamamak igin, /s gibi
bir ifade yazdigimizda, otomatik olarak r ve s’nin birbirine asal
birer dogal say1 olduklarini varsayacagiz; s elbette O olamaz.

a’y1 p/q bigiminde yazalim. Demek ki

fla) = 1/q.

f fonksiyonunun a’da siirekli olmasi icin, her & > 0 icin Oy-

le bir & > 0 olmali ki,

‘3 APY M
q s
oldugunda, yani
b_ S< < 2 +9
q s 4q
oldugunda,
L s
q s q S

olsun. Bu miimkiin mudiir? Her € > 0 sayist icin boyle bir 8 > 0
sayist bulabilir miyiz?

Pek kolay bir soru degil... Dustinelim...

Soru 6zetle su: 7/s, p/q’ye yakin oldugunda, 1/s, 1/q’ye yakin
olmak zorunda midir?
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Eger 7/s’nin s’sini istedigimiz kadar biiytik (6rnegin 1 milyar
filan) alabilirsek (bu durumda, (1)’in saglanmast i¢in #’nin de bii-
yik ama s’ye asal alinmasi gerekir), o zaman 1/s ¢cok kugiik olur,
0’a ¢ok yakin olur ve pozitif bir sabit say1 olan 1/g’dan uzakla-
sir... (Asagidaki sekle bakiniz.)

1/q —¢
1/q
1/q +¢
1/s :
/ i 7ls
plq .
plg -6 plq + 38

Verilmis bir p/q ve 8 > 0 i¢in, (p/q — 8, p/q + 8) araligindaki 7/s sayilarinin
(r ve s birbirine asal) paydalarinin (s’lerin) iistsinir1 var midir?

Boyle bir tstsinir yoksa, s’yi cok buiyiik segerek 1/s’yi ¢ok kiigiiltebiliriz
ve boylece 1/s, 1/q’dan uzaklagir; yani f siirekli olmaz.

Evet galiba f siirekli degil, en azindan siirekli olmama olasi-
lig1 yitksek gibi bir his belirdi.

Paydasi belli bir 7 dogal sayisin1 gegmeyen kesirli sayilar kii-
mesine bakalim. Bu kiimeye A,, diyelim. A, ’nin elemanlarinin
paydalarinda

1,2,..,n
sayilarindan biri olabilir; ama paydada hangisi olursa olsun, pay:
ve payday1 gerekli sayiyla ¢arparak paydayi her zaman ! sayisi-
na esitleyebiliriz. Yani
A, c lZ.
n!

olur. Dolayisiyla eger bir kesirli sayiyi,

1

EZ
kiimesinin diginda segecek olursak, o zaman o say1 A,’de ola-
maz, saymin paydasi #’yi asar ve f’nin o sayidaki degeri 1/7’den
kiiciik olur. f’nin siireksizliginin kanitinin anafikrini bulduk.
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u> 0 icin u#Z bi¢iminde yazilan bir kiimenin iki farkl elema-
n1 arasindaki fark z’dan kigiik olamaz elbet. Dolayisiyla eger
aecul
1se,
(a—u,a+u) Nul ={a}
olmali. Sekil asagida.

—u 0 wu 2u 3u 4u Su 6u ul

a € ul ise (a — u, a + u) arahginda uZ kiimesinden yegane say1 a’dir.

Yukardaki paragrafta yazilanlarin 6zel bir durumunu irde-
leyelim. a = p/q esitligini animsayalim. # = 2g ve u = 1/n! olsun.
O zaman,

a=plge AjcA,cul
oldugundan,
(a—u,a+u) nul ={a}
cikar. Eger 0 < v < u ise de
(a—vya+v)Nul ={a)
cikar. Bunu aklimizda tutalim, birazdan gerekecek.

Simdi f’nin a = p/q noktasinda siirekli olmadigini kanitlaya-
biliriz.

1
29
olsun. & > 0 herhangi bir say1 olsun.

€

v = min{u, 6} > 0
olsun. Herhangi bir
xela-v,a+v)n (Q\{a})
secelim. Q, yogun bir siralama oldugundan boyle bir x vardir.
Elbette
la —xl<v <5

olur. Ote yandan, yukarda bulduklarimizdan dolay1, x # a sayi-
st uZ kiimesinde olamaz, dolayisiyla #Z’in bir altkiimesi olan
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A, de de olamaz. Sonug: x’in paydasi # = 2g’den buiyiik olmall,
yani

olmali. Dolayisiyla

0~ 1) = o) > - 57 = L7 =5 =
olur. Demek ki f, a noktasinda stirekli degilmis.
Hatta sanki f’nin a’da siirekli olmasi icin f(a)’nin 0’a egit ol-

mas1 gerekirmis gibi gii¢lii bir his belirmis olmali.

Ikinci Yaklagim
Yukardaki yaklagimda elemanlarla biraz fazla hasir nesir ol-
duk. Bu sefer elemanlar yerine kiimeleri 6n plana ¢ikaracagiz.
f’nin goruntiilerinin kiimesine bakalim:
fQ) ={1/mn:n=1,2,3, ..}
f(Q) kiimesinin sekli hemen asagida.

1/7 1/5
0 \& 13 112 1
— | | >
4 1/4
1/6 f(Q) kiimesi

Bu kiime ayrik bir kiimedir, yani her a € Q igin,
(a-&a+8 N fQ = la)
esitligini saglayan yeterince kiiciik (ama pozitif) bir ¢ vardir.
(Burada €, a’ya gore degisebilir.) Ornegin 1/3 ile 1/4 arasinda
kiimenin bir bagka elemani yoktur. Genel olarak, 1/7 ile 1/(n+1)
sayilar1 arasinda kiimeden bir bagka eleman yoktur.

Oysa tanim kiimesi olan Q, ayrik olmaktan olduke¢a uzak,
tam tersine yogun siralamali bir kiimedir. Bunun bazi sonugla-
rinin olmasi gerekir.

Asagidaki sekil, f fonksiyonunun tanim ve gortinti kiimele-
rini temsil ediyor. Tanim kiimesi sik dokunmus, deger kiimesi ise
ayrik bir kiime.



42A. Tuhaf Bir Fonksiyonun Siireksizligi 409

1/2 4

1/3 4

1/4
1/5 1

Q
—HHHH T H

Simdi herhangi bir a € Q alalim. f(a) sayisi ayrik bir kiime

olan f(Q)’nun bir elemani. Demek ki
(fla) =&, fla) + &) N f(Q) = {f(a)}
esitligini saglayan bir &€ > 0 var. Eger f stirekli olsaydi,
flla=38,a+3)) c(fla) —¢, fla) + &)
ozelligini saglayan bir & > 0 olurdu. Yani,
flla—=38,a+3))={f(a)}
olurdu, yani f fonksiyonu, a merkezli bir acik aralikta hep ayni
degeri, f(a) degerini alird1 ve bir sabit olurdu, bu araliktaki ke-
sirli sayilarin paydalari hep ayni olurdu! Boyle bir seyin imkan-
s1z oldugu belli: Paydasi # olan kesirli sayilar kiimesi
1

A
n

kiimesinin bir altkimesidir ve bu son kiime ayrik oldugundan
(noktalar1 arasindaki mesafe 1/7’den kiiciik olamaz), paydasi n
olan kesirli sayilar kiimesi de ayrik bir kiimedir ve bosktime di-
sinda acik bir aralik iceremez.
- Q
VAN

a+d a-90

Eger f fonksiyonu a noktasinda siirekli olsaydi, bir 8 > 0 icin,
(a + &, a — 8) arahigindaki kesirli sayilarin paydalari hep ayni olurdu...

Demek ki f fonksiyonu a’da siirekli olamaz.
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Yaklagimlarin Kargilastirilmasi
Aslinda aralarinda pek bir fark yok. Her iki yaklagim da sii-
rekliligin tanimindan yola ¢ikiyor. Ancak ikinci yaklasimda ele-
manlardan ¢ok altkiimelere yogunlasiyoruz ve nerdeyse sihirli
bir bicimde kanit ¢ok daha kolay oluyor.
Ikinci yaklagimin anafikri su:

Teorem 42.A.1. Eger bir f : R — R fonksiyonu a noktasin-
da siirekliyse, o zaman f(a) noktasini iceren her acik araligin
onimgesi a’y1 iceren agik bir aralik icerir.

Daha genel bir teorem dogrudur.

Teorem 42.A.2. Eger bir f : X — R fonksiyonu a € X nok-
tasinda siirekliyse, o zaman f(a) noktasini iceren her acik arali-
gin omimgesi a’yt iceren agik bir araligin X’le kesisimini icerir.

Bu teoremin kolay kanitim1 simdilik okura birakiyoruz. Iler-
de topoloji konusunu igledigimizde bu ve benzer teoremleri dik-
katlice kanitlayacagiz.

Yapay Bir Siireksizlik
Fonksiyon degerlerini hep (0, 1] araliginda aliyor ama ne sii-
rekli artiyor ne de stirekli azaliyor. Oldukga kaotik bir yapida

A

1/3

1/7
1/10

127

; .
0l 110427 2713

gibi gortintiyor. Ama her ¢ > 0 icin, fonksiyonun €’dan biiyiik

deger aldig1 elemanlar oldukga ender, fonksiyonumuz genellik-
le ¢ok kiiciik degerler aliyor.
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f fonksiyonunun deger kiimesine bir defa daha goz atalim:
fQ) ={1/m:n=1,2,3,...}={1, 172, 1/3, 1/4, ... }.
Her n > 0 dogal sayisi icin, f’nin 1/7°den buyiikesit degerler al-
dig1 x € Q sayilarinin kiimesine bakalim. Bu x sayilar,, 0 < s <#
ve r € Z igin, /s bigiminde yazilirlar, bunlar da daha 6nce gor-
diugumiz gibi

1z
n!
kiimesinin elemanlaridir, yani
{x eQ: f(x)Zl}ng.
n n!

Ornegin, 7 = § ise, f(x) > 1/5 esitsizligini saglayan [0, 1) ara-
higindaki sayilar,
0, 1/5, 1/4, 1/3, 2/5, 1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 4/5
sayilaridir. f(x) > 1/5 esitsizligini saglayan tim sayilar ise bu sa-

A

1

1/2

1/3
1/4
1/5

(=]

1/5f1/3+ A /51
o L
yilara bir tamsay1 eklenerek elde edilir. Ama bizim asil dikkat
cekmek istedigimiz nokta, tim bu sayilarin,

1

5!
kiimesinde olduklar: ve bu son kiimenin elemanlar: arasinda en
az 1/5! kadar, oldukca kiiciik belki ama gene de sabit bir sayi-
dan buyik bir mesafenin oldugudur. Genel olarak, ¢ > 0 ne
olursa olsun,

xeQ:flx)>¢g
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kiimesinin degisik elemanlari arasindaki mesafe belli bir § > 0
sayisinin altina dismiiyor. Bunun dogru oldugunu goérmek

A

(3

1/n
e oo 0 00 00 >

1z
n!

Ancak bu sayilarin bazilarinin f degeri ¢ esigini asabilir.

Digerlerinin f degeri €’dan kiiciik olmak zorunda.
icin 7’yi 1/n < ¢ esitsizligi saglanacak kadar buytk ve 8’y1 po-
zitif ama 8 < 1/n! esitsizligini saglayacak kadar kiigciik secmek
yeterli.

Demek ki fonksiyonun degerlerinin ¢cok biiytk bir ¢ogunlu-
gu cok kiigtik sayilar. Her a € Q ve her ¢ > 0 icin 6yle bir 6 > 0
var ki,
O<lx—al<$d
oldugunda,
If(x) -0l = f(x) <¢
olur. Nitekim, eger ¢ > 0 verilmigse, 8’y1 @’nin
1

f(a)!
kiimesinin elemanlarina olan uzakliklarin minimumumdan daha
kiiciik secmek yeterli. Bu da bize tam sunu soyliiyor: Eger f’nin
a@’daki degeri 0 olsaydi, o zaman f fonksiyonu a noktasinda su-
rekli olurdu. Bir bagka deyisle, f ile sadece a noktasinda ayrigan

glx) = { i .
0 eger x = a ise
fonksiyonu a’da stireklidir. Yani f fonksiyonunun a noktasin-

f(x) eger x # aise

daki stireksizligi “tamir edilebilir” bir stireksizliktir. Bu nokta-
da fonksiyonu 0 olarak tanimlamak yeterli.
Bu suna benziyor:
x eger x # 2 ise
hix) ={ °

3 egerx =2ise
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olsun. ~’nin grafigi soyle:

Fonksiyon 2’de stireksiz, ama bu siireksizlik bu sadece bir
sanssizlik gibi duruyor; A’nin 2’deki degerini 3’ten 2’ye degisti-
rirsek, fonksiyon her yerde siirekli olur.

Yukardaki f ile bu / arasindaki fark, /’nin sadece tek bir
noktada siireksiz olmasi; oysa f her yerde siireksiz!

Alistirma. k : R — R fonksiyonu Q iizerinde f’ye esit olsun,
diger noktalarda 0 olsun. k£ hangi noktalarda siireklidir?



