18. d’Alembert ve Cauchy
Kistaslari

18.1 d’Alembert Kistaslar:

Bir serinin yakinsak olup olmadigini anlamak i¢in en pratik yontemlerden biri
bu béliimde kanitlayacagimiz d’Alembert Yakinsaklik Kistasy’dir. Ornegin
bu kistasla, yakinsakligini kanitlamak igin Boélim 10’te bayagi ugrastigimiz
Y 2t /i! serisinin yakinsaklig1 kolayca kanitlanir.

Teorem 18.1 (d’Alembert Yakinsaklik Kistasi). Eger

lim [i1]
1—00 |.131|

limiti varsa ve 1’den kiicikse, o zaman Y x; serisi mutlak yakinsaktir. Eger
limit varsa ve 1°den buyiikse ya da limit sonsuzsa o zaman seri wraksar. Eger
limit 1 e tstten yakinsworsa da seri wraksar.

Limit olmadiginda ya da limit 1’e esit oldugunda teoremin ) x; serisi

hakkinda hic¢bir ipucu vermedigine dikkatinizi gekeriz. Nitekim limit olmadi-
ginda ya da limit 1 oldugunda, seri yakinsayabilir de iraksayabilir de.

Ornekler

18.1.

18.2.

x; = 1 ya da 1/i ise bildigimiz iizere seri raksar, x; = 1/i® ise seri yakinsar (Ornek
7.10) ve her {i¢ durumda da oranlarin limiti 1’dir. Demek ki limitin 1 oldugu durumda
teoremin bir gey sOylememesi, teoremin bir eksikligi degil, doga 6yle emrediyor. Bu arada
z; = 1/i oldugunda, x’“ < 1 olur ama gene de Y z; serisi waksar, yani d’Alembert
kistasim1 kullanmak iginboranlarm 1’den kiigiik olmasi yetmez, illa limitin 1’den kiigiik
olmasi gerekir.

a € (—1,1) olsun. Zai serisinin yakisadigini biliyoruz. Bu serinin terimlerini ikiger
ikiger karalim:

a+l+a’+a®+a°+a"+
Teorem 14.12’ye gore bu seri de yakinsar. Ama terimlerin oram teklige ya da ciftlige
gore 1/a ya da a® olur ve oranlar dizisi yakinsamaz.
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18.3. k € N olsun. Eger |z| < 1 ise > i"2" serisi mutlak yakinsar. Nitekim bu durumda
katsayilarin mutlak degerlerinin orani

i 1)k P i1 k
G ) :(” ) 2l — lal <1
i*|z| i

olur.

Teoremin son 6nermesinin kaniti kolay: Eger |z;41/x;| dizisi 1’e iistten
yakinsiyorsa, yani yeterince biiyiik ¢’ler igin |x;41/x;| > 1 oluyorsa, o zaman
seri wraksar, ¢iinkii o zaman, (|z;|); dizisi artar ve 0’a yakinsayamaz.

Teoremde x; # 0 esitsizligi gerekiyormug gibi gériinse de bu egitsizligin bir
zaman sonra dogru olmasi (elbette!) yeterlidir.

Teoremi kanitlamadan 6nce birkag standart 6rnekle teoremin nasil uygu-
lanacagim gosterelim. Ilerde bagka ornekler de gorecegiz.

Ornekler

18.4. [Geometrik Seri]. " z* serisi |z| < 1 ise mutlak yakmnsar. |z| > 1 ise seri wraksar.

Kamt: z; = 2’ oldugundan,
) i+1
lim lina] _ lim o™ ||

olur ve z # =+1 ise her sey teoremden ¢ikar. z = £1 durumlar1 kolay. (Ama teoremin
kanit1 bu 6rnegi kullandigindan, bunu teoremin bir uygulamasi olarak sunmak bilimsel
ahlaksizlik simfina girer!) O
18.5. S_a'/il serisi her x icin mutlak yakinsaktor.
Kanit: z; = ' /i! oldugundan,
‘z‘i+1
lim i1 = lim D gim -

2!

2l <

olur ve teoreme gore seri her x i¢in mutlak yakinsaktir. Bu seriye exp « adini vermistik
ve belli bir e gercel sayisi ve her x € Q icin expx = €” egitligini kanitlamigtik. x € R
icin, e” ifadesini tammmladigimizda, exp z = €® egitligini her x € R icin de kanitlayacagiz.
O

18.6. Her x gercel sayist i¢in,
2i g2l

cosx = Z(fl)i éz)' ve sinz = Z(fl)lm

serilert mutlak yakinsaktor.

Kanit: Aym yontemle kanitlanir. Bu 6rnegi Alistirma 16.5’de bagka bir yontemle gos-
termistik. O

18.7. N _
i=1
serisi yakinsak madir?
Co6ziim: Teoremde ,
(=5)"

i = 32H1(j + 1)
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alalim. O zaman,

il _ 5T 8641 53+ 1)
|z  3213(i+2) b 32(; + 2)
olur. Teoreme gore seri yakinsaktir.
18.8. X2, 115'1 serisi yakinsak madir?

Cé6ziim: Teoremde z; = i!/15° alalim. O zaman,

lzipa] G+ 1)I15°  i+1
|z;] 15+ 4§ T 15

olur ve teoreme gore > 4!/15% serisi raksaktir.

Bir bagka kanit: > °° 15° serisi bilindigi iizere e'® sayisina yakinsar. Dolayisiyla

i=1 4!
lim 15°/i! =0
71— 00
ve buradan _
lim ¢1/15" = o0

1—>00

cikar. Genel terimi 0’a yakinsamadigindan 3" 4!/15° serisi yakinsayamaz.

18.9. k € N olsun. d’Alembert kistasina gore, eger |z| < 1 ise

z:(itk>ﬂ

i

—ro0>1

— o<1

9
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serisi mutlak yakinsar, eger |x| > 1 ise waksar. x = 1 ise de serinin iraksadig belli.

x = —1 ise de seri wraksaktir (Alistirma 14.8).

Alistirmalar
18.10. >, —w serisinin yakinsak oldugunu gosterin.
o n
n=1 en

18.11. k € Q verilmis olsun.

18.12. >, % serisinin 1raksak oldugunu gosterin.

18.13. > — serisi hangi x sayilarn igin yakinsaktir?

n=1

k e v .. .
serisinin yakinsak oldugunu gésterin.

18.14. a € Q° verilmis olsun. > a™n® serisi hangi a sayilar: icin yakinsaktir?

|

Teorem 18.1°in Kanit1: Limite £ diyelim ve 6nce £ < 1 varsayimini yapalim.
Her z; yerine |z;| koyarak, terimlerin pozitif olduklarini varsayabilir ve mutlak

deger isaretlerinden kurtulabiliriz.

{+e < 1 egitsizligi gegerli olacak gekilde pozitif bir € sayisi segelim. Mesela

€ = (1 —4)/2 olabilir.

. Ti+1
lim —4L — ¢

1—00  Ij

oldugundan, belli bir N gostergecinden sonra, yani her ¢ > N igin,

—e< P gy

Z5

olur. (Asagidaki sekle bakin.) Burada 6nemli olan sadece, her ¢ > N igin

Ti+1
T

0< <fl+e<l

egitsizlikleri olacak. £ 4 € sayisina s adini verelim.
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x,,.,/x, sayilart bir zaman
sonra bu aralikta

Demek ki 0 < s <1 ve her 2 > N icin, ;41 < sz;. Yani,

IN+1 < STN
IN+2 < STN+41

TN+3 < STN42

Ik iki esitsizlikten,
TN42 < STN41 < SQI'N

elde ederiz. Uciinciisiiyle birlikte
TN+3 < STN4+2 < 82$N+1 < SSIIIN
elde ederiz. Genel olarak, kolay bir timevarimla, her j7 > 0 icin,
IN+j < Sj TN

elde ederiz. Simdi, Y z; serisinin n > N igin s, kismi toplamlarima bakalim:

n N—-1 n N—-1 n—N N—-1 n—N
sn:E xi:E 117i+2 xi:E +E TNyj < E x; + E sTan
i=0 i=0 i=N i=0  j=0 i=0 §j=0

n-N+1 N-1

N-1 n—N N-1 1_s 1
i=0 7=0 i=0 =0

En sondaki ifade n’den bagimsiz oldugundan, boylece (s,), artan dizisinin
tistten siirh oldugunu kanitlamig oluruz. Demek ki (s, ), dizisinin limiti vardir
ve Y x; serisi mutlak yakinsaktir.

Simdi ¢ > 1 olsun (£ = oo da olabilir.) Serinin yakinsak olmadigini kanit-
lamak igin, (|z,|)n dizisinin limitinin 0 olamayacagini kanitlayacagiz (Teorem
14.4). Demek ki gene x,, > 0 varsayimin yapabiliriz.

Once ¢’nin bir gercel say1 oldugunu varsayalim. £ — € > 1 esitsizligi gecerli
olacak kadar kiiciik pozitif bir € sayisi secelim. Mesela € = (¢ — 1)/2 olabilir.
lim 2L g
1—00 I

oldugundan, bir zaman sonra, yani belli bir N gostergecinden sonra, yani her
1 > N icin,
"y
(—e< 2 cpye
T
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olur. Burada 6nemli olan sadece, her ¢ > N icin

Lit1
Zi

l<fl—e<

esitsizlikleri olacak. £ — € sayisina s adini verelim. Demek ki s > 1 ve her i > N
igin, x;41 > sx;.
Ayni egitsizliklerin £ = oo ise de gecerli oldugunu kanitlayalim. Nitekim,

lim 2L —

1—00  Ij
oldugundan, s > 1 ne olursa olsun, yeterince biiyiik ¢ gostergecleri icin,

Ti41
L>8
T

olur.
Demek ki ¢, bir gergel say1 da olsa, co da olsa, 6yle bir s > 1 ve N vardir
ki, her ¢ > N icin
Tit1 > 8T;

olur. Buradan, ¢ = N igin,
TN+1 > STN

elde ederiz. Bunu ve ¢ = N + 1 i¢in elde edilen esitsizligi birlegtirerek,
TN+2 > STN+1 > szy
elde ederiz. Devam edecek olursak,
TN+3 > STN+42 > 3237N+1 > 'z
elde ederiz. Genel olarak, kolay bir tiimevarimla, her j > 0 icin,
TN+ > Sj.’BN > TN

elde ederiz. Demek ki (z,), dizisi 0’a yakinsayamaz. O

Yakin gelecekte (bu bélimde) bu kistasi genellegtirecegiz. Ama 6nce ¢ok
kullanigh olan bu kistasa birkac¢ 6rnek daha verelim.

Ornekler

18.15. x € R ig¢in,

N 1-4-7---(3n4+1) ,
2 R

n=0

serisinin yakinsaklhging tartisin.
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Tartigsma: d’Alembert Kistasini uygulamaya caligalim:

Tnt1  3n+4

T — 3z.
Tn n-+ 2

Demek ki |z| < 1/3 ise seri yakinsar, hem de mutlak yakinsar; |z| > 1/3 ise seri raksar.
Ama |z| = 1/3 ise d’Alembert Kistas1 serinin yakinsakhifina ya da wraksakhgima karar
veremez. £ = 1/3 durumunda y, = 1/n alarak Oran Kiyaslama Testi'ni (Sonug 15.6)
uygulayabiliriz:

Tnyl  Ynp1 _3n+4 1 n n+4

L = 0
Tn Yn n+2 3 n+l1 3(n+1)(n+2)>

oldugundan, seri z = 1/3 iken de wraksar. Eger x = —1/3 ise, “dalgali bir seri”yle kars:
karsiyayiz. = —1/3 durumunda terimler azalarak (kanit1 kolay) 0’a yakinsadigindan
(kanit1 zor, bkz. Ornek 19.14) Leibniz testine gére seri = —1/3 iken yakinsar. O

18.16. Binom katsayilarini

T dl(n—1)! il

(n)_ n! nn—1)---(n—i+1)

)

ve binom acgilimini amimsayalim:

(14 z)" :Zn: (:L)I :Zn:n(n—l)-.i.!(n—i—i—l)wi'

Eger i > n ise,
nn—1)---(n—i+1)

sayist 0’a esit oldugundan,

(1+:c)”=§:n(n71)"lf!("7”1)xi

i=0
yazabiliriz. Simdi sol tarafa degil de sag tarafa, yani

in(n—l)~:(n—z’—|—1)mi

7!

=0

serisine bakalim. Buradaki n dogal sayisin1 herhangi bir a gercel sayis1 yapalim. Boylece,
a’ya gore degisen

w=ala—1)-(a—i+1)
Ja(@) = ZO al v
serisini elde ederiz. Elbette, a bir dogal say1 oldugunda, bu seri (sonlu bir toplam
oldugundan) yakinsaktir ve her z igin,

Jal@) = (1+2)"

olur. Ve ilging soru: Diger «’lar icin seri ne olur? Hangi z’ler fo(z) serisi yakinsar?
Yanit hem sasirtict hem de basit: Eger a bir dogal say1 degilse, her |z| < 1 i¢in fa(x)
serisi yakinsar. Bunu gérmek i¢in d’Alembert Kistasi’n1 uygulamak yeterli:

o1 | a(a—l)---(a—n)mnH n!
Tn | (n+1)! ala—1)--(a—n+1)zan
la —n|
=—7z| — |z|.

n+1

Bu seriye ikinci cildin sonuna dogru ¢ok daha etraflica egilecegiz.
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18.17. Su serinin yakinsakligine tartisin ve yakinsak oldugunda toplama bulun:
Qk—l

>
=
=1z
Coziim: Tabii ki her seyden 6nce x # +1 olmali, yoksa terimler tanimh degil. d’Alem-

bert kistasini uygulayalim.
2 k—1

1 — g2t
olsun. O zaman,

2
1=2 =1-a? =1 (7)< (1-0) (1427)

esitligini kullanarak,

k k k—1
Tht1 22 1— 22 . x?
o 1 -2 g2t 42t
elde ederiz. Eger |z| < 1 ise, bu ifadenin limiti 0’dir. Eger |z| > 1 ise de 0’dir ¢iinkii
k—1
§ 1

1+ 22 = 1/$21c—1 T2t
olur ve sagdaki ifadenin paydasi sonsuza gider. Demek ki d’Alembert kistasina gore seri
her x # +1 i¢cin mutlak yakinsaktir.
Serinin limitini bulmak ic¢in kismi toplamlar: hesaplayalim (bkz. Ornek 14.4):

k—1
n_ 2kl n -1+ <1+x2 ) n n 2k—1
x 1 1+
E = E : = — E -+ E -
= 1= x2" Pt 1—g2* =1 22" — 1- x2"
a 1 a 1 1 1
= — E —+ E = — —
_ 2k _ ok—1 _ 21-1 _ m2m
—l-z —1l-x 11—z l1-=z
1 1

T1-z 1-z

Demek ki eger |z| < 1 ise

T 1 1-_ %
Zl—ka -z  1-z
k=1
eger |z| > 1 ise
k
e -z
olur. (|

Ahstirmalar

18.18. > 2:;2')),2 serisinin yakinsak oldugunu kanitlayin.

18.19. >~ % serisinin yakinsak olmasi i¢in a’nin saglamasi gereken kogullar1 bulun.
18.20.

NG i (44)! 1103 + 36390:
9801 &~ (il)4 3961

i=1

serisinin yakinsak oldugunu kanitlaym?®.

'Bu serinin 1/7 sayisina yakinsadigi 1915’te iinlii Hint matematikci Srinivasa Ramanujan
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d’Alembert Kistas: ise yaramadigl zaman, yani limit 1 oldugunda, Altbo-
lim 19.2°de kanitlayacagimiz Raabe Kistasi da kullanilabilir.

Teoremin kanitina dikkatlice bakacak olursak, varsayimi tam giiciiyle kul-
lanmadigimizi goriiriiz. Nitekim, teoremin birinci kisminin kanitinda, yeterince
biiyiik ¢’ler igin,

l—e<TH cpyect
T
esitsizliklerini degil, yeterince biiytlik #’ler icin,
0< Tt +e<1
T

esitsizliklerini kullandik, ve bu son kogul da birincisinden daha zayif bir ko-
suldur. Velhasili kelam, verdigimiz kanit, aslinda daha genel bir onermenin
kanitidir.

Teorem 18.2 (d’Alembert Yakinsaklik Kistas: 2). Eger

|117z‘+1|
|i]

ise, Y x; serisi mutlak yakinsaktir. Eger

<1

lim sup

ise seri wraksar.

Kanit: Her z; yerine |z;| koyarak, terimlerin pozitif olduklarini varsayip mut-
lak deger isaretlerinden kurtulabiliriz.
lim sup I;—tl = £ < 1 olsun.

{+e<1

esitsizligi gegerli olacak sekilde pozitif bir € sayisi segelim. Mesela

1
€Ty

($z‘+1>
xX; i

dizisinin sadece sonlu sayida terimi ¢ + € sayisindan buytktiir. Demek ki belli
bir N sayisindan biiyiikesit ¢’ler igin,

olabilir. Onsav 13.5.i% gore,

.
T cpre<
Xq

(1887-1920) tarafindan anlagilmigtr.
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esitsizligi gecerli olur. Bu agsamada kanita aynen yukardaki teoremin kanitin-
daki gibi devam edebiliriz.
Simdi lim inf ”T;—“ = ¢ > 1 varsayimim yapalim. O zaman

limsupﬁ =1/t<1
Ti+1

olur. Demek ki teoremin kanitlanan kismina gére »  1/z; yakinsar ve do-
laywsiyla lim, o0 1/2, = 0 olur. Buradan da (z,), dizisinin limitinin 0 ola-
mayacagl ve dolayisiyla > x; serisinin iraksadig gikar. O

Teoremin ikinci kisminin lim sup igin dogru olmadigi, yani lim sup % >1
7

ise serinin yakinsak olabilecegi Ornek 18.2°den anlagiliyor.

Terimlerinde n! gibi faktoryel olan serilerde genellikle d’Alembert Kistas:
kullanilir. Bir sonraki altbdéliimde terimlerinde 2™ gibi n’inci giiglerin belirdigi
serilerde kullanilan ve d’Alembert Kistasi’ndan daha genel olan Cauchy kista-
sin1 gorecegiz.

Alistirmalar

18.21. Ei>0(i1/i — 1) serisinin yakinsak oldugunu kanitlaym.

18.22. limy 00 an = £ € (—1,1) olsun. Y af serisinin yakinsak oldugunu kanitlayin.

18.23. Asagidaki serilerin her x i¢in yakinsak oldugunu kanitlayn:

24 2172i+1

x .
coshz = ZW 5 sinhz = Z m

Yukarda tanimlanan cosh x ve sinh x serileri R’den R’ye giden iki fonksiyon tanimlarlar.
Bu fonksiyonlara sirasiyla hiperbolik kosinis ve hiperbolik sints adi verilir.

18.24. Asagidaki egitlikleri kanitlayin:

exp z + exp(—x)
2

expz — exp(—z)

5 , expx = cosh x + sinh x.

coshx = , sinhz =

18.25. Su seriler hangi x’ler icin yakisaktir?

2 @nH? ; o ‘
25 Z(;i)!x’ i, ZZTQEZ2:—B|—3

i=1

n
<2n + 1) o
£ 21
1=0

esitligini kanitlayin, sonra, Cauchy carpimi formiliini kullanarak

18.26. Once, her n icin,

sinh(2z) = 2 coshz sinhz

esitligini kanitlayin.
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18.2 Cauchy Kistas1 (Ko6k Testi)

Seriler konusuna baglar baglamaz geometrik serinin éneminden s6z etmigtik.
Birgok serinin yakinsaklig1 ya da iraksakligi, seriyi geometrik seriyle karsilagti-
rarak anlagilir. Gegen boliimde gordiigiimiiz d’Alembert Kistas: bu kargilagtir-
ma yontemlerinden biridir 6rnegin. (Teoremin kanitindaki uzun hesaba bakar-
saniz, d’Alembert Kistasi'nin geometrik seriyi tam nerede ve nasil kullandigim
goriirsiiniiz.) Bu altboliimde bir seriyi geometrik seriyle kargilagtirmanin bir
bagka yolunu gorecegiz.

Teorem 18.3 (Cauchy Kistasi, nami diger Kok Testi). > x; bir seri olsun.
i. Eger lim;_ s |a:,~|1/i limiti varsa ve lim;_ oo ]a:i\l/i < 1ise, Y x; serisi mutlak
yakinsaktur.

ii. Eger lim; oo |2;|Y/* > 1 ise (limit oo da olabilir), 3" x; serisi waksaktr.

Bir kez daha kistasin limit 1’e esit oldugunda herhangi bir fikir beyan et-
medigini gézlemleyelim. Limitin 1 oldugu durumlar en ilging durumlardir.

Cauchy Kistasi’ni ¢ok sik kullanma gereksinimini duyacagiz. Kanitlamadan
once birkac standart ornek verelim.

Ornekler

18.27. [Geometrik Seri] 3 ' serisi |z| < 1 ise mutlak yakinsar. |x| > 1 ise seri wraksar.
Kanmit: z; = z° oldugundan,
lim |a:1|% = lim |x’\% = |z|
1—> 00 n— oo
olur ve  # =£1 ise her sey teoremden gikar. x = £1 durumlarn kolay. (Ama teoremin
kanit1 bu ornegi kullandigindan, bunu teoremin bir uygulamasi olarak sunmak - en hafif
tabirle - dogru degildir!) O
18.28. expx = Y. x'/i! serisi her x icin mutlak yakinsaktur.
Kanit: z; = :vl/l' oldugundan, sayfa 163’deki ornekte kamitlanan limn_mo(n!)l/" =00
esitliginden dolayi,

im \xi|1/l = lim | = = lim — =0
i—00 i—oo | 1! i—voo 11/t
olur. Teoreme gore seri her x igin mutlak yakinsaktir. O
18.29. 3., 1/i% serisi yakinsaktor.
Kanit: lim; o |:L’i\1/i =lim;e 1/i=0<1. O
18.30. 3", 1/i% serisi yakinsaktar.
Kanit: 1/i% < 1/i* oldugundan, bir iisttekinden cikar. O

18.31. x € R igin,

Z 3n—1 Bnmn
2n+1

3n—1 5|x|
2n +1

serisinin yakinsakligine tartigin.
Kanit: Gerekeni yapalim:
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dizisinin limitinin ne zaman 1’den kii¢iik oldugunu bulmaliy1z. Bunu yapmak oldukca
kolay: Teoremi uygulayarak, |z| < (2/3)° ise serinin mutlak yakinsak oldugunu, |z| >
(2/3)° ise serinin raksak oldugunu buluruz. |z| = (2/3)° ise Cauchy Kistasi bir ise
yaramaz. x = (2/3)° durumunda, seri,

Z n— 1/3 5n
n+1/2
halini alir. Genel terimin limitini alalim:
VL " i (L= 1/30 im0 (1—1/3)7"
n+1/2 n—oo \ 14+ 1/2n limp o0 (1+ 1/2n)5"
(limy, 500 (1 — 1/3n)37)%/3  ¢=5/3

= = 0
(oo (14 1/20)20)572 — 52 7

n—00

Béylece « = (2/3)° durumunda serinin raksak oldugunu buluruz. = —(2/3)° duru-
munda da serinin genel terimi - aynen yukarda oldugu gibi - 0’a yakinsamaz, dolayisiyla
seri bu durumda da iraksar. ]

Goritldiigi gibi Cauchy Kistasi ¢ok yararhdir. Genel terimi n’ye bagh bir
kuvvet olan serilerde ilk olarak aklimiza Cauchy Kistasi gelmelidir; muhteme-
len bizi sonuca gotiirecektir.

Alstirma 18.32. Y., 1/1”‘/2 serisinin yakinsak oldugunu kanitlayin.
Teorem 18.3%iin Kamiti: Limite £ diyelim:

lim |/ = ¢

1—00
olsun. Kamitin ana fikri goyle: Biiyiik i’ler icin |z;|, £ civarindadir, dolayisiyla
3 a; serisi S £ geometrik serisine benzer.

Once £'nin 1’den kiiciik oldugunu varsayalim. @; yerine |a;| alarak, serinin
pozitif bir seri oldugunu varsayabiliriz ve boylece mutlak deger igaretlerinden
kurtuluruz.

€ > 0 sayisy, £ + € < 1 egitsizligini saglayacak bigimde secilsin. Belli bir
gostergecten sonra, diyelim N gostergecinden sonra,

€—e<x;/i<€+e<1
olur. Bizim i¢in 6nemli olan, 1’den kiiciik belli bir «w = ¢ + € ve her ¢ > N igin
:L‘ll /i <u<l
esitsizlikleri olacak. (Yani limitin ¢ oldugunu kullanmayacagiz bile!) Demek ki

her ¢ > N icin
x; < ui
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olur. Dolayisiyla, n > N icin, n’inci kismi toplama bakacak olursak,

n N n N n N n
ZJ%:ZCW+ Z xiSan+ Z ui§2xn+uN“Zui
=0 =0 i=N+1 =0 i=N+1 =0 =0
N
—Za:n+uN+111__u <an+uN+1m

esitsizligini buluruz. Yani kismi toplamlar tstten sinirhdir. Demek ki > x;
serisinin limiti vardir.

Simdi de £ > 1 egitsizligini varsayalim. Eger £ bir gercel sayiysa, € > 0
sayisi, £ — e > 1 egitsizligini saglayacak bigimde secilsin. Belli bir gostergegten
sonra, diyelim N gostergecinden sonra,

1<€—e<x3/i<€+e

olur. Bizim igin 6nemli olan aslinda belli bir v > 1 sayisi i¢in (u = £ — € alin)

1<u<acl/Z

esitsizliklerini saglayan sonsuz sayida i bulmak olacak (yani bir kez daha limi-
tin £ oldugunu kullanmayacagiz.) Kolayca goriilecegi tizere boyle bir u, £ = 0o
ise de vardir. Demek ki her ¢ > N icin

1< < |z

olur ve |z;| teriminin limiti 0 olamaz, yani ) z" serisi yakinsayamaz. O

Eger lim; o0 |25)'/* = 1 ise ama |z;|'/? dizisi 1’e iistten yakinsiyorsa, yani
|z;|'/* > 1 ise, o zaman seri wraksar, ¢iinkii o zaman |x;] > 1 olmak zorundadir
ve lim;_, o |2;| limiti kesinlikle 0 olamaz. Ornegin,

Z n + 1/3 on
n—1/2
serisinin 1raksakligi bu sayede hemen anlagilir.

Kanittan da anlasgilacag: lizere aslinda ¢ok daha genel bir teorem kanitladik:

Teorem 18.4 (Cauchy Kistasi 2). > x; bir seri olsun.

Eger limsup |z < 1 ise, 3" x; serisi mutlak yakinsaktor.

Eger limsup |z;|'/* > 1 ise (dolayrsuyla liminf |2z;|Y/* > 1 ise de), S a; serisi
wraksaktor.

Bu teoremin - artik kolay olmasi gereken - kanitini okura birakiyoruz.
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18.3 Cauchy-d’Alembert Karsilastirmasi

Bu altboliimde, onceki iki altboliimde gordiigiimiiz iki kistas: karsgilagtiracagiz.
Cauchy Yakinsaklik Kistasi’nin bir anlamda d’Alembert Yakinsaklik Kistasi’n-
dan daha genel oldugunu gorecegiz.

Teorem 18.5. (x;); pozitif bir dizi olsun. Eger lim;_, o x;tl limiti varsa o

zaman lim; o T, /i limiti de vardwr ve iki limit birbirine egittir:

‘ "y
(2
Kanit: Ornek 13.15°ten cikar. (I

Alistirmalar

18.33. Terimleri a, = n"/n! olan diziye Teorem 18.5’i uygulayarak

li n o
oo (al)i/m ¢

esitligini kanitlayin.
18.34. Teorem 18.5’i uygulayarak lim, ., {/n = 1 esitligini kanitlaymn.
Demek ki > x; pozitif serisinin yakinsakligini anlamak icin d’Alembert
Kistasi’'m1 uygulamaya kalkip,
. Iy
lim i+1

i—00  Xj

=1

bulmussak, ardindan Cauchy Kistasi’ni uygulamaya kalkigmak gereksiz bir ug-
ragtir ¢linkii zorunlu olarak

lim l‘;/ ‘=1

1— 00
bulunacaktir. Ayrica, énce Cauchy Kistasi’mi uygulayip

lim xi/ o1

1— 00
bulmugsak, o zaman, yukarda kamtladigimiz teoreme gore ya lim; o0 Zit1/%;
diye bir limit olmayacaktir ya da bu limit olacaktir ama 1’e esit olacaktir, yani
bu durumda da ikinci kistasi uygulamak nerdeyse gereksizdir. (“Nerdeyse” de-
dik ¢iinkii |2;|'/? dizisi 1’e alttan yakinsamasina ragmen, |@;,1|/|2;| dizisi 1’e
ustten yakinsayabilir, dolayisiyla seri iraksayabilir; yani Cauchy Kistasi’'nin
yakinsakligina karar veremedigi bir seriye d’Alembert Kistasi bazi ender du-
rumlarda olumsuz yanit verebilir.)

Ama agagidaki Ornek 18.38’den anlagilacag tizere, |z, 1|/|x;| dizisinin li-

miti olmasa da |2;|'/* dizisinin limiti olabilir.
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Ornekler
18.35. 0 < a < b < 1 olsun. Su seriye bakalim:
l+l+at+b+a+b"+a®+b°+---
d’Alembert kistasimi uygulamaya caligalim. Dizinin terimlerine x,, diyelim. Her n igin
Oyle bir k var ki (k asag1 yukar: n’nin yarisi) ya
=(5)
Tn  \b
va da
T _ 1 (B)
zn a \a)
Demek ki, b > a oldugundan
lim sup Tnt1 _ oo ve liminf Tnt1 _ 0
In Tn
olur ve genellegtirilmig d’Alembert kistasi bile serinin yakinsaklgigina ya da iraksakligina
karar veremez.
Cauchy kistasin1 uygulamaya calisalim. Elbette
lim (a:n)l/" =1
n—o0
olur, yani Cauchy kistasi da bu durumda karar veremez. Ustelik limit 1’e soldan git-
tiginden, yani her n icin (xn)l/ " < 1 oldugundan Cauchy kistasinin inceliklerinden de
yararlanamay1z. (Bkz. sayfa 314.)
Isin gergegi: Seri pozitif oldugundan,
. . 1 1
1+1 b+a®+b2+a®+b0°+. . = : b= -
+l+a+b+a® +b>+a’ +b°+ DAY V=t
olur ve seri yakimsaktir!
18.36. lim,, o0 (n!)'/™ = 0.
Teorem 18.5’te x, = 1/n! alalim.
n .1 1)! .
lim 2 = lim /[(n+1) = lim =0
n—oo Ip n— oo l/n' n—oo M + 1
oldugundan, teoreme gore,
1 1/n
lim zY/" = lim <—> =0
n—oo n—oo \ 1!
olur. Demek ki, 1/n! > 0 oldugundan, lim,_, /™ = oo olur. a
18.37. limp_oo n*/™ = 1. Teoremde z, = n alalim.

lim 2% — lim ntl

n—o0 In n— o0 n

oldugundan, lim,_,. n'/™ =1 olur.

Alstirma 18.38. a ve b iki pozitif gercel say1 olsun. Her n dogal sayisi igin z,,’yi soyle
tanimlayalim:

- a*b* eger n = 2k ise
Tl d*TR eger n =2k + 1 ise

>~ x; pozitif serisinin yakinsakligini anlamak igin d’Alembert ve Cauchy kistaslarimi uygu-
laymn. Hangisi karar verebiliyor? Serinin toplamini bulun.
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Not: Bazen ne d’Alembert ne Cauchy ne de daha sonra gorecegimiz Raabe
kistasi bir serinin yakinsakligina karar verebilir. Bu durumlarda teleskopik
seri yontemini denemeye caligmakta yarar vardir. Ornegin Ornek 14.17’in
yakinsakligina karar vermek icin bu béliimde gordiigimiiz ve ilerde gérecegimiz
kistaslar karar veremezler ama teleskopik seri fikriyle bu serinin yakinsadigini
kolaylikla kanitlayabilmigtik.

18.4 Yakinsaklik Yaricapi

Gecmiste, verilmig bir x gergel sayisina gore degigen seri 6rnekleri gordiik sik
sik. Ornegin, expx = >_ #¢/i! bu tiir serilerden biriydi.

E a;z"

bigiminde yazilan serilere kuvvet serist adi verilir. Tabii kuvvet serileri bazi
x’ler icin yakinsaktir, bazilar: icin ise degildir.
Bu seri gibi, anlamsiz bir X icin

ZaiXi

biciminde yazilan bicimsel serilere bigcimsel kuvvet serist adi verilir. ﬁgﬁn—
ci ciltte bicimsel kuvvet serilerinden uzun uzadiya sézedecegiz.

Dikkat: Bigimsel kuvvet serileri fonksiyon degildirler, sadece anlamsiz birer
ifadedirler. Eger bicimsel bir kuvvet serisini,

ap + a1 X +aX? 4+t a X"+

olarak yazarsak, bigimsel kuvvet serilerinin polinomlarin genellegtirilmis bir
hali olduklarini goriiriiz; nitekim, eger her m > n i¢in a,, = 0 ise, yukardaki
bicimsel kuvvet serisi,

a0+a1X+a2X2+---+anX"

polinomuna déniisiir. Eger = gercel sayist icin > a;2° serisi yakinsaksa, o zaman
3" a; X* bigimsel kuvvet serisini 2’te degerlendirip 3 a;x? sayisimi elde ederiz.

Bu bélimde irdeleyecegimiz soru su: (a;); say: dizisi verilmig olsun ya da
-ayn1 sey- bir > a; X bicimsel kuvvet serisi verilmis olsun; hangi x gercel

sayilari icin
E a;z"

kuvvet serisi yakinsaktir, ve tabii, hangi x gercel sayilari icin seri iraksaktir?
Bicimsel bir kuvvet serisinin en azindan 0’da yakinsak oldugu belli. Ama
0’dan bagka hangi sayilarda yakinsaktir?
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Bu 6nemli bir soru, ¢iinkii eger her z € B C Ricin Y a;2 serisi yakinsaksa,
o zaman Y a; X" kuvvet serisi B’den R’ye giden bir fonksiyon tanimlar:

T E a;x";

ve bu tiir fonksiyonlar, polinomlardan sonra analizi ve anlagilmasi en kolay
fonksiyonlardir.
Cauchy Kistasi’ni kullanarak bu altboliimde bu sorunun yanitini bulacagiz.

Teorem 18.6. (a;); bir dizi, S = limsup |a;|"/* € RZ° U {c0} ve

1
R=—ecR>"U{oc}
S
olsun. O zaman |x| < R esitsizligini saglayan her x icin > a;x* serisi mutlak
yakinsaktir ve |x| > R egitsizligini saglayan her x i¢in > a;x" serisi wraksaktar.

Cauchy Kistasi sayesinde teoremin kaniti sadece birkag satirdan ibaret ola-
cak. Ufuk agic1 oldugunu iddia edemeyecegimiz kanita baglamadan énce teore-
min kendisini tartigalim.

Problemi tersine gevirip su soruyu da sorabiliriz: Eger X C R ise ve

f: X—>R

bir fonksiyonsa, f’yi yukardaki gibi bir kuvvet serisi olarak yazabilir miyiz,
yani Oyle bir (a;); dizisi var midir ki, her z € X igin,

f(z) = Z a;x’

olsun? Ornegin exp z, tanim geregi, X = R icin, bdyle bir fonksiyondur. Bu
tir fonksiyonlar ele avuca gelen fonksiyonlar oldugundan, soru ve bu sorunun
varyasyonlar1 matematikte ve fizikte énemlidir.

Eger X sonlu bir kiimeyse, her f fonksiyonunun bu 6zelligi vardir, ¢lin-
ki sonlu kiime iistiine tanimlanmig bir fonksiyon her zaman bir polinom (do-
layisiyla bir kuvvet serisi) olarak yazilabilir. Marifet, X daha biiytik oldu-
gunda, ornegin acik bir aralik oldugunda f’nin bu 6zelliginin olup olmadigini
anlamaktir.

Bu tiir fonksiyonlarin analizi polinomlarin analizi kadar kolay olmasa da
polinomlarin analizinden sadece bir dirhem daha zordur, polinom olmasalar
da polinomiyal fonksiyonlara oldukc¢a benzerler. Ornegin eger n’yi yeterince
biiyiik secersek,

2 23 x"

T
TR TR TR )
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sayisi exp x’e ¢cok yakin olur. Zaten hesap makinalar: da exp 2’i bu yontemle
hesaplarlar, belli bir n igin,

2 .973 "

x
1 b T O
+x+ 5 + 6 +-+ .y
sayisini bize exp x diye yuttururlar. Ayni gey sin ve cos gibi “agkin” olarak ni-
telenen fonksiyonlar i¢in de gegerlidir. Zaten biz de bu fonksiyonlarin tanimini
liselerde aligilageldigi gibi dik iiggenler ve diizlem geometrisi kullanilarak degil,
kuvvet serileriyle vermistik:

%‘2i+1 xZi

sinx = Z(—l)lm , COST = Z(—l)lw

Yukardaki exp, sin ve cos orneklerinin her biri R’de “analitik”tir, yani kuvvet
serileriyle tanimlanan bu fonksiyonlar R’den R’ye giden fonksiyonlardi. Simdi

gibi daha masum goriiniiglii bir fonksiyonu ele alalim. Bu fonksiyon (—1,1)
araliginda bir seri olarak ifade edilebilir. Nitekim, defalarca kanitlandigimiz
tizere, her z € (—1,1) igin,

fla)= 1 =Y

esitligi gecgerlidir.

Teorem 18.6°nin Kaniti: z = 0 ise her gey bariz. Artik x # 0 olsun. Cauchy
Teoremi’'ne gore, o
lim sup |azz’ |V < 1

E CLI'CL‘Z

ise,

serisi mutlak yakinsaktir. Ama
lim sup |a;z?[V/* = limsup |a;|'/*|z| = |z| - lim sup |a;|*/?

oldugundan, limsup |a;z*|"/? < 1 kogulu,

1
N T =
2 lim sup |a;|'/?
kosuluna denktir. (Bu dedigimiz, 1/0 = oo tammiyla limsup |a;|'/* = 0 ise de
gegerlidir!) Benzer sekilde, |z| > R ise, serinin raksakligi kolaylikla gosterilir.
Istedigimiz kanitlanmigtir. O



320 18. d’Alembert ve Cauchy Kistaslar

Rye 3 a; X' kuvvet serisinin yakinsaklik yaricaps adi verilir.

R’nin sonsuz olabilecegini unutmayalim, ki bu durumda seri her x igin
yakinsaktir.

Katsayilar biiyiidiikce yakinsaklik yaricap: azalir elbet, ama aynm da kalabi-
lir. Y 2% ve Y ix? serilerinin ve katsayilar: daha da biiyiik olan Y i22? serisinin
yakinsaklik yaricapt 1°dir. Ornek 18.40’mn sonunda R’nin 0 oldugu bir kuvvet
serisi bulacaksiniz; bu durumda seri sadece x = 0 icin yakinsaktir.

Bu arada, teoremin, |x| = R esitligi halinde, R = 0 olmadikga, kuvvet
serisinin yakinsakligi hakkinda herhangi bir ipucu vermedigine de dikkatinizi
cekeriz.

seri mutlak yakinsak

°
D . [P >
seri iraksak seri iraksak

teorem karar veremiyor

Demek ki, Y a; X® kuvvet serisi, teoreme gore (—R, R) araliginda tanim-
lanmig bir fonksiyon veriyor ve bu fonksiyonu en fazla, [—R, R| araligina uza-
tabiliriz (o da eger R sonlu bir sayiysa tabii!)

Sonug 18.7. Ejer Y. a;x} yakinsaksa, o zaman |z| < |xo| esitsizligini sagla-
yan her x i¢in > a;x* serisi mutlak yakinsaktir ve serinin yakinsakhk yaricapr
> |xo| olur. O

Son olarak kanitlacagimiz agagidaki sonug, 0’1 igeren bir aralik stzkonusu
oldugunda, bigimsel kuvvet serleriyle kuvvet serileri arasinda biiylik bir ayrim
olmadigini soyliiyor.

Teorem 18.8. Ejer bir R > 0 ve her x € [0, R) icin >_ a;xt = . bz’ ise o
zaman her ¢ i¢in a; = b; olur.

Kanmit: ¢; = a; — b; tammini yaparak, eger [0, R) iizerinde Y. c;z® = 0 ise
her ¢;’nin 0 oldugunu kanitlamaliyiz. Teorem 18.6’ya gore, R’yi gerekirse daha
kiiciik secerek her z € [0, R] igin 3" ¢;z* serisinin mutlak yakinsak oldugunu
varsayabiliriz. Bu hazirliklardan sonra teoremin kanitina gegelim.

Kuvvet serisini x = 0’da degerlendirerek, ¢y = 0 egitligini elde ederiz. Simdi
c1 = 0 esitligini gosterelim. x # 0 igin,

—C =X E Cz‘+29€z

oldugundan, ¢; = 0 esitligini gostermek icin, > ¢;402° serisinin 0 igeren bir
aralikta sinirh oldugunu gostermek yeterli. (Neden?) Eger x € (0, R) ise,
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oldugundan, 3" ¢; 402 serisi de yakinsaktir; dolayisiyla mutlak yakinsaktir.
Demek ki her 0 < x < R igin,

> cisaa’| <D Jeisallal’ < leisalS' = B

olur. Boylece ¢; = 0 egitligi ispatlanmig oldu. Ayni yontemle co =c3=...=0
esitlikleri gosterilebilir. O
Ornekler
18.39. 3" X*/i kuvvet serisinin yakinsaklk yaricapr 1’dir ve bu kuvvet serisi sadece ve sadece
z € [—1,1) i¢in yakinsaktur.
Kanit: Teoremi kullanip,
limsup |a;|"/* = limsup[1/i|*/* = limsup 1/i"/*
sayisini hesaplayalim. 1 bulacagimizi iddia ediyoruz; demek ki
lim sup iti=1
esitligini iddia ediyoruz. Ama, '
lim it/ =1
71— 00
esitligini Ornek 18.37’de gérmiistiik. Demek ki,
lim sup it = lim " =1
n—oo
olur. |
18.40. Asagidaki kuvvet serilerinin yakinsaklik yarcaplar, oo’ dur, yani bu seriler her x € R

i¢in yakinsarlar.

X'L' . X2i+1 . X?i
— 1) -1 .
25 2 G 20 G
Kanit: Sadece birincisini (bir defa dahal) kanitlayalim.
limsup |a;|*/* = limsup 1/i!"/*

sayisini hesaplayalim. 0 bulacagimizi iddia ediyoruz; bu dedigimiz, Ornek 18.36’da ka-
nitladigimiz _
limsup """ = oo

esitliginden cikar. O

Demek ki, bu 6rnekteki bicimsel kuvvet serilerinden her biri bize R’den R’ye giden bir
fonksiyon verir. Defalarca soyledigimiz gibi bu fonksiyonlara, sirasiyla, exp, sin ve cos
ad1 verilir.

Aslinda,

Xi
>
bicimsel kuvvet serisinin her gercel sayida yakinsakligini bildigimizden (Ornek 18.5), bu
kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapir oo’dur ve boylece teoremi kullanarak,

lim sup it =00

esitligini bir kez daha kamtlayabiliriz.
Yakinsaklik yarigapi O da olabilir. Ornegin, > i! X" serisinin yakinsaklik yaricap1 0’dir,
yani bu kuvvet serisini sadece x = 0’da degerlendirebiliriz (ve yamit 1 gikar).
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18.41. [BR] Bu ornekte iki serinin Cauchy carpiminin yakinsaklik yarigapinin, carpilan iki
serinin yakinsaklik yarigaplarindan bagimsiz oldugunu goérecegiz.

a(z) = Z <3i1+1 + %) z

1 5 i
olsun. O zaman a(z) serisinin yakinsaklik yaricap: 2’dir, b(x)’inki ise 1/2’dir. Biraz
hesapla, a(z) ile b(x) serilerinin Cauchy ¢arpiminin

L
(@) =) gi®

oldugu goriiliir. ¢(x) serisinin yakinsaklik yaricapr 3’tiir. Bunun neden bdyle oldugunu
anlamak zor degildir. Yakinsaklik yaricaplar iginde

ve

a(z) = 1 _ 1 2¢ — 1
" 3-2 24+ (B-2)2+x)’
1 5 1 x4 2
M) =5~ 310 ~ w1
o(z) = a(@)b(z) = — 2L oz ¥2 1

B3-z)2+x) 22-1 3-=z

olur. Sadelegsmeler, yakinsaklik yarigcapini artiriyor. Bkz. Aligtirma 18.47.

Alstirmalar

18.42. a > 0 igin, > (z — a)* serisinin hangi z sayilar i¢in yakinsak oldugunu bulun.
18.43. a ve b, iki pozitif say1 olsun.

1+ bx + abae® + a?ba® + a?b%a* + ®V%2® + - -
serisinin yakinsaklik yaricapinin 1/v/ab oldugunu gosterin. (Serinin katsayilar: sirasiyla

b ve a ile garpilarak elde ediliyor.)

18.44. (ay), dizisi siurhysa 3" a;2" serisinin yakmsaklik yaricapinm en az 1 oldugunu kanit-
layin.

18.45. limp—c0 an varsa > a;x’ serisinin yakinsaklik yaricapmm en az 1 oldugunu kanitlaym.
(Ipucu: Bir 6nceki ahigtirma.)

18.46. Zai yakinsaksa Zaixi serisinin yakinsaklik yaricapimin en az 1 oldugunu kanitlayin.
(Ipucu: Bir 6nceki ahgtirma.)

18.47. Iki kuvvet serisinin yakinsaklik yaricaplari r1 ve r2 olsun. Bu serilerin Cauchy ¢arpmminim
yakisaklik yaricapinin > min{ry,r2} oldugunu gosterin.

18.5 Kuvvet Serilerinin Tiirev ve integralleri

> i1 taiX =1 kuvvet serisine (bazilarmin tahmin edecegi nedenden) >0 @iX K
kuvvet serisinin tdirewvt adi verilir ve bu,

o) / e
E ain = E iain_l
=0 =1
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olarak yazilir. Kuvvet serisinin tiirevinin tanimini,

(o + a1 X +apgX?+---+ap X" +---)
=a; +2a2X +3a3X* + -+ +na, X"+

olarak vermek, tanimi biraz daha cabuk anlasilir kilabilir ve yapilacak olasi
yanliglar1 onleyebilir, ¢linkii 6rnegin,

o)
Z aiXQH»l
=0

kuvvet serisinin tirevi, verilen ilk tanima alel acele bakip sanilabilecegi gibi,

o0

> @2+ 1)a; X

=1

degil,

o

> @2+ 1)a; X

=0

olur, ¢iinkii bu kuvvet serisinin ilk terimi agX tir. Bu yiizden,
0xa; xX “1=0

anlagmasini yaparak, kuvvet serisinin tiirevinin tanimini

o0 4 (0.0
(Z aiXi> = Z ia; XL
=0 =0

olarak vermek daha pratiktir.

Bir kuvvet serisinin tirevinin de tlirevi alinabilir tabii ve bu tiirev alma
islemini diledigimiz kadar stirdiirebiliriz. Bir kuvvet serisinin tiirevleri birinci,
ikinci, ti¢linci... tiirevler olarak bilinir. Kuvvet serisinin 0’1inc1 tiirevinin kendi-
sine egit oldugu kabul edilir. Bir f kuvvet serisinin n’inci tiirevini f (") olarak
yazarsak,

f © = fa
f M = f,’
f (n+1) _ (f(n))/

esitlikleri dogrudur. Tiirevlerin f”, f”, f% olarak yazildigi da olur. Ozellikle
f" ve f" pek sik kullanilan bir yazim tiiridiir.
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Tiireve hemen birkac 6rnek verelim.
(exp X) =exp X,
(sin X) = cos X,
(cos X) = —sin X.

Buradaki exp X, cos X ve sin X tahmin edilen kuvvet serileri anlamina gelir-
ler.
Tanimlar: animsayarak, bunlari teker teker kanitlayalim. Once? exp:

, > pi\ gl & il > xJ
(pa) =D T ) =2 T =2 Gy~ 2 g O
i=0 i=1 i=1 j=0

Simdi agiklayamayacagimiz hakl nedenlerden, matematikte (exp )’ yerine
exp’ x yazilir. Bunun gibi, (sinz)" ve (cosz)’ yerine sin’ z ve cos’ z yazlir.
Goruldiga gibi, exp fonksiyonu kendi tiirevine ve hatta tiirevlerine esit:

exp = exp’ = exp™ .

Okur, aligtirma olarak tlirevine esit olan tiim kuvvet serilerini bulabilir.
Simdi de sin kuvvet serisinin tiirevini hesaplayalim:

. - i 5172i+1 /_ - (o $2i
sin' x = <z;(—1) (21+1)'> = Z(—l) (2 + 1)m

1=0
=> -y
i=0

Ve en nihayet cos kuvvet serisinin tiirevi:

ZL‘%
(2i)!

— COS .

i=0 1 i=1
00 %i—1 00 2j+1
; X S
= — —1 1_17 = — —]_ J__— - _gj .
;( @i jz_:«)( Viagrm — s

Demek ki (kuvvet serileri olarak goriildiigiinde),
sin” = —sin ve cos” = — cos;

yani sin ve cos kuvvet serilerinin ikinci tiirevleri bu kuvvet serilerinin negatif-
lerine egit.

“Simdi durduk yerde kuvvet serilerinin tiirevleri konusuna niye girdik?”
sorusunu soran okurlari gu teoremi kanitlayarak yanitlayalim:

2Biiyiik harf X yerine, sanki bir sayiymuscasina kiiciik harf #’i kullaniyoruz. Ama bu
yazilim seriyi daha az kuvvet serisi yapmaz tabii.
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Teorem 18.9. Bir kuvvet serisinin ve tiurevinin yakinsaklk yaricaplar: esittir.

Ornegin,

2 X

i>0
kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapi 1 oldugundan, tiirevi olan
S
i>1

yani

> (+1)Xx

i>0

kuvvet serisinin de yakinsaklik yarigapi 1’dir. Bundan da

Z iXt

i>0
kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapinin 1 oldugu cikar. (Neden?)

Teorem 18.9’in Kamt1: Kuvvet serimiz > .., a;z* olsun. Bu kuvvet serisinin

tiurevi
g jazt
i>1

dir. Ama bu tiirevin yakinsaklik yarigapiyla, bunun z’le ¢arpilmisi olan

g 1a;2"

i>1
serisinin yakinsaklik yaricapi aynidir. Demek ki,
lim sup |ia;|*/* = lim sup |a;|*/?
esitligini kanitlamamiz yeterli; kanitlayalim:
lim sup |ia;|*/* = limsup |a;|*/%"* = limsup |as|*/* lim i'/% = lim sup |ag)"/*.

Burada Onsav 13.8’i ve Ornek 18.37’yi kullandik. O

i . . . . . Z .
> i>0 biz® kuvvet serisinin tiirevi » ;. a;2* ise o zaman

Z biZL‘i

i>0
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kuvvet serisine, > . a;2' kuvvet serisinin integrali (Fransiz etkisinde kalmig
eskilerin diliyle entegrali adi verilir.) Elbette,

E ibiw’_l:g a;z"
i>1 i>0

olmali. Dolayisiyla bg herhangi bir gercel say1 olabilir ama ¢ > 1 icin, a;—1 = ib;
olmali, yani by sabit terimi diginda, Zizo a;x* kuvvet serisinin integralinin
diger katsayilar1 tamamiyla a; katsayilar: tarafindan belirlenmigtir.

Teorem 18.10. Bir kuvvet serisinin ve integralinin yakinsaklhk yaricaplar:
esittir.

Kanmit: Okura birakilmigtir; aynen Teorem 18.9’in kanit1 gibidir. O

Alistirma 18.48. 0 <z < 1 igin
(1—-x)?

esitligini kanitlayin. Aym esitlik —1 < z < 0 icin de gecerlidir ama bu kitaptakinden daha
derin analiz yapmadan bunu nasil kanitlayabilecegimizi géremedik.



