17. Dalgalanan Seriler

17.1 Leibniz Testi

Onceki boliimlerde daha cok terimleri pozitif sayilar olan serilere bakmigtik. Bu
boliimde terimleri bir pozitif bir negatif olan serilere bakacagiz. Bakacagimiz
seriler, a,, > 0 gergel sayilar1 igin,

> (D

bigiminde yazilan serilerdir. Bu tiir serilere dalgalanan ya da alterne seri-
ler denir. Perihan Magden’in tabiriyle iglerinden en en ennnnn bilineni,

(1)t
Z( i)

=1

serisidir. Bu seri yakinsaktir. (Ve limiti In 2’dir, yani 2’nin dogal logaritmasidur.
Ama heniiz logaritma mogaritma gérmedigimizden bu In 2 sayis1 okura gimdilik
bir ey ifade etmeyebilir.)

Yukarda ele alman Y (—1)%; tiiriinden bir serinin yakinsak olmasi igin,
Teorem 14.4’te gordiigiimiiz iizere,

lim a, =0
n—oo

olmalidir. Ancak bu kosul yetmez, daha fazlasina gerek var.

Teorem 17.1 (Leibniz). (a;); azalarak 0’a yakinsayan pozitif bir dizi olsun.
O zaman, > (—1)%a; serisi yakinsaktor.

Kanit: s, =ap—aj +---+ (—1)"a,, kismi toplamlar olsun.
(32n)n ve (52n+1)n

dizilerine bakacagiz.
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0  aya T T a,
ag—a,+a,—a, ay—a,+a,

(s,), dizisi a;’ler eklenip ¢ikarilarak olusturulur

17. Dalgalanan Seriler

Birincisinin azalan, ikincisinin artan oldugunu ve her ikisinin de ayni limite
yakinsadigini kanitlayacagiz. Elde ettigimiz bilgiler agagidaki sekli verecek.

S1 S3Ss Sy S S

($9,,41),, dizisi artarak, (s,,), dizisi azalarak
ayni sayiya yakinsayacaklar.

Sav 1. (s2p,), azalan bir dizidir.

Kanit: s9, > so,40 esitsizligini géstermeliyiz. Ama so,42’nin igindeki s9,’yi
ortaya cikarirsak, (a,), dizisinin azalan olmasini kullanarak bunu kolaylikla

gorebiliriz:

sonta = Son + (=1)*"agni1 + (=1)*"2agp o

= Sop — A2n+1 + Q22 = Son — (Q2n41 — A2n+2) < Sop.

Sav 2. (sop+1)n artan bir dizidir.

Kanit: s9p41 < Sony3 esitsizligini gostermeliyiz. Kanit aynen yukardaki gibi:

Sont3 = Soni1 + (=12 2ag, 10 + (=1 Bag, i3

= Sop+1 + G2p4+2 — A2n+3

= Son+1 + (A2n+2 — G2n+3) > Sont1-

Sav 3. son > Son+1-

Kanit: Cok kolay: so, — sop+1 = aspt1 > 0.

Sav 4. Her n ve m ic¢in, Son+1 < Som-

Kanit: n < m varsayimini yapalim. O zaman yukardaki {i¢ savdan,

Son+1 < Soma1 < Som < Son.

gikar. n > m varsayiminda kanit benzerdir.
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Simdi teoremin kanitini bitirebiliriz. Sav 2 ve 4’e gore, (S2n+1)n artan ve
tistten sinirh bir dizidir; demek ki bir limiti vardir. Bu limite w adin1 verirsek,
Sav 4’e gore, her m igin,

U < Som

olur. Sav 1’e ve bu esitsizlige gore, (s2m)m azalan ve alttan sinirli bir dizidir;
demek ki bir limiti vardir. Bu limite v adin1 verirsek, yukardaki egitsizlikten
dolay1

u<v

olur. Simdi Sav 3’u kullanalim:
v—u= lim s9, — lim Sop41 = lim (S2,, — Sop+1) = lim agyy1 = 0.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Demek ki u = v ve (S2p41)n Ve (S2n)n dizileri ayni sayiya yakinsiyorlar. Do-
layisiyla (sp), dizisi de ayni sayiya yakinsar. Teorem kanitlanmigtir. O

Yukardaki kanittan, her n ve m igin,

bulunur. Demek ki ayrica,

0 < s9p — Z(_l)iai < Sop — S2an—1 = G2n

ve
0<> (—1)'a; — son—1 < Son—2 — San—1 = G201

olur. Yani her n € N i¢in

’Z(—l)iai — sl < ay

olur. Bunu da not edelim.

Sonug¢ 17.2 (Kanitin Sonucu). (an)n azalan ve 0’a yakinsayan pozitif bir
diziyse, > (—1)'a; serisi yakinsaktir ve

'Z(—l)iai =) (~Dai| < ay
i=0
olur.
Boylece,
oo .
(—1)* 11 1 1
T

Z i 2 + 3 4 + 5

=1



298 17. Dalgalanan Seriler

toplamina, yani heniiz bilmedigimiz In 2 sayisina diledigimiz kadar (1/n kadar)
yakinsayabiliriz. Bu seriyi goyle yazalim:

(1)
2T

ve kismi toplamlari (Excel kullanarak) hesapladim:

S0 =1 S1 = 0,5

52 = 0,83333... S5 = 0,73333...
89 ~ 0,645634... s10 ~ 0,736544 ...
s11 ~ 0,653210... sg9 ~ 0,688172...
si00 ~ 0,698073... S999 ~ 0,692647...
s1000 ~ 0,693646...

Ornegin, sgg9 = 0,693647 . .. esitliginden,

—1)¢
0,692647 < Z (, +)1 < 0,693647
2

bulunur. Nitekim gercek deger sudur:

(=1)!
E —— =0,69314718055994 ...
1+ 1

Alistirma 17.1. Agagidaki serilerin yakinsak olup olmadigini belirleyin.

Z(=1) = (=2) X (=2) _1)i3 1) o .
D IC D DC D L) SRCI B

(=" 2yic1 Vi (—1)% (—1)%
Zm’ N S Y e X

Ornek 17.2. Genel terimi 0’a gitmeyen

1,2 3.4 5
2 3 4 5 6

serisine bakalim. Bu seriyi 6énce soyle parantezleyelim:

(G2 (D

Bu durumda gunu elde ederiz:

Bir de g6yle parantezliyelim:

-(-9)-6-9-6-9-
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Bu durumda sunu elde ederiz:
1+ ! + ! + ! + >1
2-3 2-3 2-3 ’

Iki farkl parantezlemeyle farkl toplamlar elde edildigine gore baslangictaki seri yakinsamaz.
(Bkz. Teorem 14.8.)

17.2 Riemann Duzenleme Teoremi

Pozitif bir serinin terimlerinin yerlerini degigtirirsek yakinsakligin bozulma-
yacagini ve limitin degigsmeyecegini gordiik (bkz. Teorem 14.13). Yakinsak olan
ama mutlak yakinsak olmayan seriler (bu tiir serilere kosullu yakinsak seri
denir) bu konuda dramatik bir fark gésterirler: Béyle bir serinin terimlerinin
yerlerini degistirirsek seriyi diledigimiz sayiya yakinsattirabiliriz, hatta diler-
sek +oo’a bile wraksattirabiliriz!

Teorem 17.3 (Riemann Diizenleme Teoremi). Y a; kosullu yakinsak olan bir
seri olsun. b € R, rastgele olsun. O zaman dogal sayilar kimesi N’nin

Z ao‘(i) =b

esitliging saglayan bir o eslesmesi vardar.
Kamit: P={ieN:q; >0} ve N ={ieN:a; <0} olsun. Once
S ave Yo
iEP 1EN
serilerinin sirasiyla +oo ve —oo’a yakinsadiklarini kanitlayalim. Nitekim, eger

P, =Pn{0,1,...,n}

ve
N, =Nn{0,1,...,n}
ise, > a; serisinin kismi toplami olan s, sayisi,
Sp = E a; + E a;
1€EP, 1EN,

esitligini saglar. (s,)n dizisinin bir limiti oldugundan, » ;cp a; ve Y ;o @
serilerinden biri yakinsaksa digeri de yakinsaktir, biri iraksaksa digeri de 1rak-
saktir. Ote yandan ) a; serisi mutlak yakinsak olmadigindan,

Dl =0
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olur, yani
D w— ) a
icPy i€EN,
serisi +-oc’a 1raksar, yani hem ), p, @i hem Y ic n,, @i dizisi yakinsak olamaz.
Demek ki > ;cp a; ve D, a; serilerinin ikisi birden iraksaktir, biri +oo’a,
digeri de tabii ki —oo’a 1raksar.
b’nin bir gergel say1 oldugunu varsayalim. Demek ki ¢ € P igin, a;’leri topla-
yarak toplami istedigimiz kadar biiyiitebiliriz, 6rnegin b’den biiyiik yapabiliriz
ve daha sonra bu toplama ¢ € N icin, a;’leri ekleyerek toplami istedigimiz ka-
dar kiigiiltebiliriz, 6rnegin b’nin altina inebiliriz. Bu prosediirii boyle, bir ileri
bir geri devam ettirecegiz.
Aklimiza ilk geleni denersek bagariya ulagiriz. P ve N kiimelerini artan bir
sekilde gostergecleyelim:

p(0) <p(l) <p2) <...<plk) <...

ve
n(0) <n(l) <n(2)<...<n(k) <
icin,
P:{ap(l-) :iEN} veN:{an(i) ZiGN}
olsun.

b’nin pozitif oldugunu varsayalim.

Ap(0): Ap(1) Ap(2)s - - -

sayilarini b’yi asana kadar toplayalim ve b’yi agtigimiz ilk yerde duralim. Di-
yelim,
Ap(0) ++ F Ap(kg—1) < b = Gp(o) + A Ap(kg).-
Simdi
Ap(o) T Ap(ko)
toplamina, negatif olan
An(0)s Gn(1)s Qn(2)s - - -

sayilarini, toplam b’nin altina inene dek toplayalim. Diyelim
Ap(0) Tt (ko) TAn0) T+ Fap ) < b < Ap(0)+ T p (ko) TAn0) T+ Fang—1)

oluyor. Jimdi
Apo) T+ + Ap(ko) T An(o) + -+ F An(ey)

toplamina
ap(ko+1)7 a’p(k0+2)7 ce
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terimlerini b’yi gegene dek ekleyelim ve b’yi gecer gecmez duralim. Bunu boyle
stirekli devam edersek, elde edilen

Ap0) T Ap(ke) + Gn(0) + -+ Gn(e)
+ Qp(ko+1) + -+ Ap(ky) + Qn(ly+1) + -+ Qn(ey)
FOpa+1) T Gplhg) T () T F Gagey) o

serisi ko + 1 adimda b’yi agar, kg + ¢o + 2 adimda b’den kiiglik olur, sonra
ko + €o + k1 + 3 adimda tekrar b’yi agar... Ve sonunda b’ye yakinsar... Ama
soylemek yetmez, bu serinin gergekten b’ye yakinsadigini kanitlamak gerekiyor.
Kanitlayalim. Burada 6nemli olan nokta, her 7 igin i < k; ve ¢ < ¢; egitsizlikleri
ve

lim |a;| =0

1—00
esitligidir (¢iinkii > a; serisi yakinsaktir). Yani € > 0 ne kadar kiigiik olursa
olsun, eger M yeterince buyiikse ¢ > M igin, eklenen a,y, 1) sayilarinin mutlak
degerleri €’dan kiiclik olurlar, ¢iinkii

p(kivj) > p(ki) > 1> M

olur. Dolayisiyla kismi toplamlar b’yi agtiklarinda b + € sayisini gecemezler,
b’nin altina indiklerinde de b — € sayisindan kii¢liik olamazlar, yani kismi top-
lamlar bir zaman sonra (b — €, b+ €) araliginin i¢inde kalmak zorunda kalirlar.

Ornekler

17.3. 0 <a < b < 1 olsun.

Lo
l1—a 1-0

l+lt+a+b+a’®+b"+a’+b°+- =D a'+> b'=

olur.

17.4. 3 (.:_lii serisinin terimlerini iki pozitif terim ve bir negatif terim olarak karalim:

7

R NS SV S U S SRS T B
3 2 7 4 11 6

ot
©

> (:il serisinin toplamina ¢ dersek, bu serinin 3¢/2 sayisina yakinsadigini kanitlayaca-
giz. Bunun igin, Teorem 14.10’a gore s3,, kismi toplamlarimin 3¢/2 sayisina yakinsadigini

kanitlamak yeterli. Yani
oo

Sasmtr2) -3
4i—-3  4i—-1 2} 2

=1

esitligini kanitlamaliyiz. Parantezi hesaplayalim énce. Kolay bir hesapla,

LS SEN 8i—3 =0
4—-3 " 4i—1 2 2(4—3)(4i—1)
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cikar. Kummer Kiyaslama Kistasi'na gére (Teorem 15.7), 3 1/4% yakinsak oldugundan
bu seri de yakinsaktir. Simdi limiti zekice bir hesapla bulalim:

PO N Y R DV (I B r 1 1
sn = 3 2 57 4 9 11 6 n—3 dn—1 2n

1. 1,1 1 1 1 1,1, 1 1 1
:(1——+—+ ————— >+<f—7+7+ fffff >

1 1 1 1 11
e +<4n—374n—2+4n—2+4n—17E7E>
(3D D) (i) 6D
2 4 2 4 5 67 8 6 8
11 11
+((“*+ﬁ‘ﬁ)+<ﬁ‘ﬁ>>

+--+ 1 — L + L Jri + L *i
n—-3 4dn—-2 4dn-—1 4n dn—2 4dn

En sondaki dizi de ¢ 4 £/2 = 3{/2 sayisina yakinsar.



